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Resumo da Dissertacdo apresentada a COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessarios

para a obtencdo do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.)

ANALISE DE PROBLEMAS DE DIFUSAO TRANSIENTE ATRAVES DO METODO

DAS SOLUC}OES FUNDAMENTAIS
Daniela Silva Santurio
Julho/2015
Orientadores: José Claudio de Faria Telles
José Antonio Fontes Santiago
Programa: Engenharia Civil

Este trabalho apresenta estratégias e aplicagdes do método das solucdes
fundamentais (MSF) para equacgdes de difusdo. Solugdes fundamentais dependentes do
tempo desenvolvidas para as equacdes de difusdo sdo utilizadas diretamente a fim de se
obter a solucdo do problema através da combinacdo linear da solu¢do fundamental do
problema. O esquema proposto é livre dos esquemas convencionalmente usados seja ele
através da transformada de Laplace ou através do esquema de diferencas para lidar com a
derivada temporal na equacdo governante. Ao colocar corretamente 0s pontos campo e 0s
pontos fonte a um dado nivel de tempo, a solu¢do avanca no tempo até que as solucgdes de
estado estacionario sejam obtidas. Foram propostos dois modelos de posicionamento dos
pontos fontes (fontes fixas e fontes moveis) e através de exemplos numéricos serdo
estudados a influéncia de diversos parametros no condicionamento e na precisdo dos

resultados calculados para o problema.
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Abstract of Dissertation presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Master of Science (M.Sc.)

TRANSIENT DIFFUSION PROBLEMS ANALYSIS THROUGH THE

FUNDAMENTAL SOLUTIONS METHOD
Daniela Silva Santurio
July/2015
Orientadores: José Claudio de Faria Telles
José Antonio Fontes Santiago
Department: Civil Engineering

This paper presents strategies and applications of the method of fundamental
solutions (MFS) for diffusion equations. Time dependent fundamental solutions developed
for the diffusion equations are used directly in order to obtain the solution of the problem
by linear combination of fundamental solution of the diffusion operator. The proposed
scheme is free from the conventionally used schemes whether by Laplace transform or by
differences scheme to deal with the time derivative term of the governing equation. By
correctly placing the field points and source points to a given level of time, the solution
progresses over time until the steady state solution is achieved. Were proposed two models
of positioning of points sources (stationary sources and mobile sources) and through
numerical examples will be studied the influence of various parameters on the conditioning

and the accuracy of the results calculated for the problem.
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1.INTRODUCAO



1. INTRODUCAO

No ultimo século observou-se um avanco exponencial na area de tecnologia e como
consequéncia, um incrivel desenvolvimento na capacidade de armazenamento e
processamento dos computadores, gerando no meio académico, uma notavel popularizacao

destes para a resolucdo de modelos matematicos de problemas néo triviais.

Na intencdo de analisar esses complexos problemas de Engenharia, os métodos
numéricos foram desenvolvidos. Esses métodos permitem resolver problemas governados por
equac0es diferenciais através de solucGes aproximadas, com um grau de precisdo controlada,
0 gue se torna muito importante, uma vez que poucos problemas da engenharia possuem
solucdes analiticas conhecidas. Ao longo do tempo tais métodos demonstraram ser uma
poderosa ferramenta na resolucdo de modelos de dificil resolu¢cdo matematica e, por isso, ha

muito vém chamando a aten¢do da comunidade cientifica.

Tais métodos possuem como principal finalidade a resolucdo de equagbes que
descrevam o comportamento de um fenémeno fisico através de técnicas de discretizacdo do
dominio e/ou contorno. Em geral, quanto melhor discretizado for o problema, mais preciso
serdo os resultados, em compensacdo, maior serd o custo computacional. Na literatura, 0s
métodos numéricos mais conhecidos sdo: Método das Diferencas Finitas (MDF); Método dos

Elementos Finitos (MEF); Método dos Elementos de Contorno (MEC).

O Método das Diferencas Finitas (MDF) foi o primeiro método numérico amplamente
conhecido e bastante utilizado pelos pesquisadores. No MDF, o dominio é substituido por um
conjunto estruturado de pontos, que sdo agrupados em moléculas que descrevem o
comportamento local de uma equacdo. Isto resulta num sistema de equacdes lineares que da

origem a uma Unica solugdo desde que as condigdes de contorno do problema tenham sido
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satisfeitas. N&o utiliza integracdo numeérica, trabalha com matrizes esparsas, e possui
formulacdo matematica simples. Apesar da fécil implementacdo e de produzir solugdes
estaveis, o MDF apresenta dificuldades em se modificar o tamanho do quociente entre 0s
pontos em algumas regides, ndo sendo, portanto, adequado para modelos de dominios

irregulares (JICHUN et al., 2002).

No Método dos Elementos Finitos (MEF), a equacdo diferencial que governa o
problema é transformada em um sistema de equacGes integrais equivalentes que contém as
incognitas a serem determinadas. Estas equacfes integrais sdo aproximadas através da
discretizacdo de todo o dominio em elementos, onde as incdgnitas sdo interpoladas usando
fungdes simples, substituindo as fungbes desconhecidas por seus valores nodais. Na
engenharia, 0 MEF ja é consagrado, sendo aplicado a muitos problemas praticos, inclusive de
geometria complexas. Uma de suas grandes desvantagens é que para se obter resultados
precisos ha a necessidade de refinamento da malha, o que implica em um nimero maior de

elementos e, conseqlientemente, de incognitas, gerando grandes sistemas matriciais.

O Método dos Elementos de Contorno (MEC) tem sido apresentado como uma boa
alternativa para fugir das desvantagens apresentadas pelo MDF e MEF (BREBBIA et al.,
1984; BREBBIA e DOMINGUES, 1989). Na formulacdo classica, 0 MEC baseia-se em uma
equacdo integral que envolve incognitas apenas do contorno. Uma das grandes vantagens do
MEC sobre o0 MDF e o MEF é que apenas o contorno € discretizado. A discretizacéo
processada s6 no contorno gera sistemas de equagdes com um menor nimero de graus de
liberdade e, portanto, requer um menor tempo computacional, dando maior estabilidade
numérica as solucbes. Todavia, se a equacédo a ser resolvida ndo é homogénea, o MEC torna-
se menos atrativo, devido a formulagéo integral que envolve uma integral de dominio, que
requer tecnicas especiais para ser transformada em integrais de contorno. Além disso,

problemas de conectividade, para a aplicacdo do MEC em duas dimenses, sdo facilmente
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resolvidos, no entanto, em trés dimensdes, utiliza-se elementos de superficie e a questdo da

conectividade deve ser considerada.

Recentemente, os Métodos Sem Malha ou Métodos Meshless vém recebendo
consideravel atencdo em relacdo aos métodos numéricos classicos, isto se deve a sua facil
discretizacdo, que se contrapGe a dificuldade comum a todos os métodos malha rigida, que é a
obtengdo de uma malha adequada e o grande esfor¢co computacional empregado na geragéo da
mesma. Em concomitancia com o avango computacional, o desenvolvimento de algoritmos
mais eficientes e robustos vem sendo alvo de pesquisas e, 0s algoritmos de malha rigida que
antes criavam um gargalo computacional hoje vem perdendo espaco para 0s métodos que nédo
dependem de malha. Os Métodos Sem Malha (Meshless) vém se sobressaindo para os mais
diversos tipos de modelagem, ndo apenas por facilitar a discretiza¢ao espacial do modelo, mas
também por mostrar-se uma poderosa ferramenta de analise com caracteristicas versateis e de

precisdo controlada.

Ressaltando sua caracteristica de versatilidade, uma breve pesquisa sobre 0s Métodos
Meshless revela as mais variadas abordagens decorrentes de diversas origens matematicas,
tornando-os utilizdveis em uma ampla gama de aplicacdes. Devido as varias origens
matematica e a adaptabilidade necessaria para cada conjunto fisico, diversos Métodos
Meshless foram e estdo sendo desenvolvidos, e classificar tais métodos ndo é tarefa simples.
Sob uma luz geral pode-se dizer que grande parte destes ou é baseada nas formulactes de

MEF ou de MEC.

Apesar das variadas abordagens, todos os esquemas sem malha ndo necessitam do
conceito de conectividade e ignoram o uso convencional de malha em algum grau. Métodos
de malha rigida, como por exemplo, 0 método de elementos finitos (MEF), métodos de

diferengas finitas (MDF), e volumes finitos métodos (MVF), tradicionalmente tém contado



com o uso de elementos, redes entrelagadas, ou volumes finitos como discretizacdo espacial
do dominio existente. Por outro lado, os sistemas sem malha requerem apenas nuvens de

pontos, a partir dos quais as equacdes governantes podem ser discretizadas.

Dentre as diversas formulagdes existentes para os Métodos Meshless, o presente
trabalho optou por utilizar o Método das Solugdes Fundamentais (MSF), um método baseado
no uso das solugdes fundamentais desenvolvidas, inicialmente, para o MEC. O fenbmeno
fisico a ser estudado é o fendbmeno da difusdo e, optou-se por utilizar o MSF para modelar
este fendmeno, pois além das solucbes fundamentais ja estarem disponiveis, 0 método possui
grande simplicidade de implementacdo com relativa precisdo. Este método vem sendo
bastante estudado e utilizado em problemas (estéaticos e dindmicos) em que se faz uso de
solucBes fundamentais estaticas, mas a nova proposta é utiliza-lo na resolugdo de problemas
de difusdo dindmica, ou seja, 0 método modelard problemas em que o fluxo de fluido é
dependente do dominio do tempo fazendo uso da resposta fundamental transiente. A
modelagem do fendmeno da difusdo pode ser ilustrada praticamente na Engenharia como
quaisquer problemas com distribuicGes de potenciais, como por exemplo, a temperatura em
problemas de conducéo de calor, a concentracdo de substancias em problemas sem conveccéao

em um meio ao longo do tempo, tendo aplica¢fes nas mais diversas areas.

Além da adequacdo do MSF ao modelo, sua escolha se deu também porque, como o
MSF ¢ um meétodo baseado no MEC, pode-se fazer uso de uma das principais caracteristicas
do Método dos Elementos de Contorno que € tornar possivel a reducdo da nuvem de pontos e
a dimensionalidade do problema em uma ordem. O MEC quando aplicado a equacdo da
difusdo exige o tratamento tanto da derivada temporal, através da transformada de Laplace
(ZHU SP, 1998; ZHU SP et al., 1998; SUTRADHAR et al., 2002) ou diferencas finitas
(BULGAKOQV et al., 1998), quanto da equacdo se esta ndo for homogénea aplicando o

Método da Reciprocidade Dual (NARDINI e BREBBIA, 1982). Entretanto, o maior problema
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enfrentado pelo MEC € a determinacdo das integrais singulares no contorno, as quais

demandam grande esfor¢co computacional.

Atraveés da utilizacdo do Método das Solu¢bes Fundamentais tais problemas podem ser
aliviados, isto porque, por ser um método de contorno indireto ele ndo faz uso de integragdo
numerica em geral, e em particular evita a singularidade da solugdo fundamental do problema.
A solucgéo fundamental transiente da difuséo possui dois tipos de singularidade, uma temporal
e outra espacial, e estas estdo diretamente ligadas ao conceito de inser¢do de pontos virtuais

(fontes virtuais).

A ideia principal do MSF consiste em aproximar a solu¢do do problema através da
combinacédo linear de solucbes fundamentais geradas pela aplicacdo das fontes virtuais nos
pontos campo existentes no contorno. Portanto, o problema original é reduzido a
determinacdo dos coeficientes desconhecidos das solu¢des fundamentais, fazendo com que a
aproximacéo satisfaca as condigdes de contorno. Estas solu¢Bes fundamentais apresentam
singularidades que desaparecem quando os pontos fonte sdo inseridos corretamente, para o
caso transiente estes pontos ou ndo podem coincidir geometricamente com 0s pontos campo

ou ndo podem estar aplicados no mesmo tempo.

Apesar da grande vantagem de ndo apresentar integrais singulares, 0 MSF ndo teve a
devida consagracdo justamente devido a escolha de como posicionar os pontos fonte (no
tempo e no espago) em relagdo aos pontos campo. A particularidade do MSF é fazer uso de
fontes virtuais alocadas exteriormente a geometria real do problema, gerando assim, uma
gama de pontos que nunca coincidirdo com 0s pontos campo propostos para 0 modelo, mas
para o caso de problemas dindmicos, que envolvem a varidvel tempo, além da posicdo
geométrica dos pontos fonte virtuais em relacdo aos pontos campo devem ser considerados a

posicao entre mesmos pontos porém em relacdo ao tempo. Surge assim uma nova dificuldade,



a posicdo temporal ocupada pelas fontes em relacdo aos pontos campo. O fato é que
posicionar tais fontes virtuais com precisdo ainda é uma incognita, mas tal desvantagem pode
ser tratada de algumas maneiras. Entretanto, o estudo da colocagdo destes pontos ficticios serd

realizado e poderé ser analisada a relacéo destes com a preciséo de resultados.

A proposta desta dissertacéo é fazer uso diretamente da solugdo fundamental transiente
ja existente para o problema de difusdo e aplica-la ao MSF, ndo fazendo uso de nenhum
esquema especial de discretizagdo temporal. O método da reciprocidade dual ndo sera

utilizado, visto que, o problema modelado é regido por uma equacao diferencial homogénea.

Como todo processo de difusdo é evolutivo no tempo, a partir das condigdes iniciais
do problema os termos transientes do modelo podem ser calculados através dos resultados
gerados pelo MSF em vérios passos de tempo. Vérias formas e problemas foram
considerados, os resultados obtidos mostraram-se dependentes da distancia entre a geometria
do problema e a superficie virtual e dependente também, da diferenca entre o tempo de

aplicacdo da fonte em relagcdo ao tempo de captagdo no campo.

1.1. REVISAO BIBLIOGRAFICA

O Método das Solugbes Fundamentais (MSF) foi proposto primeiramente na década
de sessenta, por (KUPRADZE e ALEKSIDE, 1964), e durante as décadas atuais tém
reaparecido nas pesquisas da comunidade académica. O MSF é conhecido na literatura por
diferentes nomes, como por exemplo: Método de Simulagao de Potencial “Charge Simulation
Method” (AMANO, 1994, RAAMACHANDRAN e RAJAMOHAN, 1996) e o Método de

Colocagdo no Contorno, “Boundary Colocation Method” (LEVIN e TAL, 1986) e Método da



Superposigao “Superposition Method” (KOOPMAN et al., 1988; BURGESS e MAHAJERIN,

1984).

O fato de o MSF requerer o correto posicionamento das fontes virtuais em relagdo ao
dominio do corpo gera um problema de precisdo para o modelo, tal desvantagem foi estudada
e algumas técnicas surgiram na intencdo de tratar tal problema. Primeiramente, pode-se
estabelecer que as fontes virtuais sdo fixas em uma superficie de mesma geometria da real,
porém maior, para que o dominio possa ser todo envolvido, assunto que pode ser visto em
(PATTERSON e SHEIKH, 1983; REDEKOP e THOMPSON, 1983; CHEN, 1995;
GOLBERG, 1995b; GOLBERG et al., 1996; PARTRIDGE e SENSALE, 2000; MEDEIROS
et al., 2000; MEDEIROS e PARTRIDGE, 2001). Outra opcéo de localizar estes pontos é usar
técnicas de otimizacdo, técnica a qual requer um alto custo computacional e que foi estudada
por (KARAGEORGHIS e FAIRWEATHER , 1987, KARAGEORGHIS e FAIRWEATHER,
1989a; KARAGEORGHIS, 1992; FAIRWEATHER e KARAGEORGHIS, 1998;
POULLIKKAS et al., 1998; BERGER e KARAGEORGHIS, 1999; KARAGEORGHIS e

FAIRWEATHER, 1999%; KARAGEORGHIS e FAIRWEATHER, 1999b).

Na sua forma original, o MSF, semelhante ao MEC, ¢ aplicavel a problemas descritos
por equacdes homogéneas, para 0s quais uma solucdo fundamental completa seja disponivel.
(CHEN, 1995; GOLBERG, 1995b; GOLBERG et al., 1996), aplicou 0 Métodos das Solugdes
na resolucdo de problemas regidos pela equacéo de Poisson. Mais tarde, (FAIRWEATHER e
KARAGEORGHIS, 1998; POULIKKAS et al., 1998) utilizaram com éxito o MSF para
resolver problemas de valor de contorno harménicos e bi-harménicos (KARAGEORGHIS e
FAIRWEATHER ,1987; KARAGEORGHIS e FAIRWEATHER, 1988; KARAGEORGHIS e

FAIRWEATHER, 1989b; POULLIKKAS et al., 1998% POULLIKKAS et al., 1998b).



DEMEY (1985) considerou a resolucdo unidimensional do problema da transferéncia
de calor transiente através do método dos elementos de contorno. Posteriormente sua
abordagem foi utilizada no MSF para problemas bidimensionais com solugfes fundamentais

integradas no tempo por WALKER (1992) e WALKER (1997).

Para problemas de difuséo dindmico CHEN et al., (1998), BALAKRISHNAN e
RAMACHANDRAN (2000) expandiram a aplicagdo do MSF utilizando a solucédo
fundamental de Helmholtz Modificada. Grande parte dos trabalhos até entdo fazem uso da
transformada de Laplace ou através de diferencas finitas para tratar a derivada temporal e

obter respostas evolutivas no tempo.

Recentemente novas técnicas para tratar a equacdo diferencial representante do
problema da difusdo vém sendo desenvolvidas. Como o problema ja possui resposta
fundamental transiente ndo seria necessario nenhum esquema de especial de integracdo no
tempo, seria necessario apenas elaborar técnicas de posicionamento temporal dos pontos fonte
(além do posicionamento geométrico). Essas técnicas podem ser vistas em YOUNG (2004),

YOUNG & FAN (2004), YOUNG et al. (2014), REEVE & JOHANSSON (2013).

1.2. OBJETIVOS E CONTEUDO

A presente dissertacdo possui como abordagem principal a analise de problemas de
dindmica dos fluidos. Tais problemas podem ser formulados através dos principios gerais da
mecanica do continuo, sendo possivel assim que os principios fisicos envolvidos sejam

descritos em termos de equaces diferenciais.

Para que se possa realizar a analise da aplicacdo do Método das Solugdes

Fundamentais em problemas de difuséo, serdo estudados modelos bidimensionais regidos por
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equacOes diferenciais que possuam respostas fundamentais evolutivas no tempo. O principal
foco serd a utilizacdo de solugdes fundamentais ja transientes na aplicacdo do método, ou seja,
ndo sera necessaria a utilizacdo de nenhuma técnica especial para o tratamento das derivadas
temporais. Além da avaliacdo dos resultados do modelo proposto, serd analisado também a
relacdo destes com as diferentes localizagbes das fontes virtuais requerida pelo método,
comparando os resultados entre si, entre a solugdo analitica e solugdes disponiveis na

literatura, a fim de se estabelecer as vantagens e desvantagens relativas ao método.

O contetido presente nessa dissertagdo foi dividido em mais quatro capitulos. No
segundo capitulo é realizado um breve estudo sobre os conceitos basicos relacionados aos
meios difusivos transientes e suas equacdes governantes assim como a apresentacdo das
condicBes de contorno e condi¢des iniciais necessarias para a defini¢do e analise do problema
dindmico.

Ao final do segundo capitulo apresenta-se a formulagdo matematica do Método das
Solugdes Fundamentais, partindo das fungdes de Green. Ressalta-se que o problema em
questdo é regido por equacdes homogéneas bidimensionais.

O terceiro capitulo apresenta o tratamento numérico das equacbes do modelo, as
formulacdes basicas para o Método das solu¢bes Fundamentais no dominio do tempo para
resolucéo de problemas de potencial.

O capitulo quatro traz as aplicacOes e analises utilizando todos os métodos discutidos
ao longo do trabalho. As anélises apresentadas tem o intuito de validar e demonstrar as
vantagens e desvantagens advindas da nova metodologia.

No quinto capitulo é feita uma concluséo sobre o presente trabalho assim como

sugestdes de continuidade dessa pesquisa.
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2.EQUACOES GOVERNANTES
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2. EQUACOES GOVERNANTES

A difusdo é o fenémeno de movimento livre de particulas (fluido ou gés) que acontece
apenas quando o sistema ndo esta em equilibrio. No fenémeno da difusdo, a distribuigcdo
espacial de moléculas ndo deve ser homogénea, deve existir uma diferenca de potencial que

pode se traduzir em um gradiente.

Um dos fendmenos mais comuns que envolvem difusdo é a transmissdo de calor ou
propagacao térmica, tais processos recebem esta dominacdo, pois representam a transicdo de
energia térmica (que durante a transferéncia recebe o nome de calor) de um sistema para outro

ou de uma parte para outra do mesmo sistema.

Como a transmissdo de calor é apenas uma particularizagdo do fenémeno da difuséo,
para melhor entendimento o presente capitulo apresentard as equagdes governantes do
problema de propagacdo térmica, assim como serdo apresentados conceitos e leis basicas da

transmissao de calor até a deducdo da equacdo geral diferencial da difusao.

2.1. CAMPO ESCALAR

Segundo LOWFFLER NETO (1988), a teoria de campo ou potencial constitui-se em
uma abordagem recente, desenvolvida principalmente no século passado, que possui como
objetivo integrar os mais diversos problemas fisicos presentes na natureza segundo um

mesmo enfoque matematico.

Fisicamente um campo escalar significa a distribuicdo espacial de uma magnitude
escalar, isto €, a cada ponto de uma determinada regido do dominio do sistema € associado a
um valor numérico que representa uma quantidade. Esse valor ou potencial podem especificar

temperatura, pressdo, densidade elétrica, deslocamentos unidirecionais e outras grandezas.
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Essa totalidade de quantidades fisicas constitui um campo, que toma a designagéo especifica
de cada fendmeno, tal como: campo gravitacional, campo elétrico, campo térmico, campo de

deslocamentos, etc.

Para exemplificar o conceito de campo escalar, considere uma placa de material sélido
que € aquecida em uma extremidade e resfriada em outra. Devido a transmissdo de calor que
ocorre da extremidade mais quente para extremidade resfriada, os pontos localizados no
interior da barra sofrerdo alteracdo de temperatura no decorrer do processo. Logo, além de ser
dependente o tempo que ocorre o fendbmeno a temperatura serd funcdo das coordenadas

cartesianas (x,y,z) da peca, caracterizando assim um campo térmico.

Figura 2.1: Exemplo de distribui¢cdo de um campo escalar

Potencial

400
Isss_ss
311.11
266.67
222,22
Lrrs
- 133.33
88.889
44.444

n

Outra forma de trabalhar com os campos escalares consiste-se em se definir “linhas”
ou contornos imaginarios em todos 0s pontos campo que possuem 0 mesmo valor de
potencial. O modelo matematico concebido pela teoria de campos estabelece esta rede de
linhas de fluxo e linhas equipotenciais, que representam o comportamento da grandeza fisica
no espaco considerado. Para o caso exemplificado pela Figura 2.2 observam-se linhas

isotérmicas ilustradas a seguir.
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Potencial

Figura 2.2: Linhas Isotérmicas

A partir do conhecimento da existéncia de linhas equipotenciais o problema que antes
era modelado de forma bidimensional agora pode ser representado de forma unidimensional.
No exemplo acima torna-se desnecessario 0 processamento dos potenciais em toda a placa,
apenas uma linha de pontos horizontal j& é capaz de representar o fenbmeno fisico em sua
totalidade. Tal fato € de grande interesse em uma gama de problemas estudados na mecénica

computacional, isto devido ao fato de gerar uma grande reducéo no esfor¢co computacional.

Com base nas linhas de fluxo pode-se, também, estabelecer um vetor que indica o
sentido e a dire¢do na qual, obtém-se o maior incremento possivel no valor do potencial a
partir do qual foi definido o campo escalar. Constroi-se assim, a partir do campo escalar e do
operador gradiente, um campo vetorial, que atrela a cada ponto do espaco o correspondente
vetor gradiente para qualquer grandeza escalar, no caso ilustrado, tem-se um gradiente de

temperatura.

Assim, através da teoria do campo escalar o fenbmeno da difusdo pode ser
completamente representado. Os potenciais serdo conhecidos em todos os pontos do corpo em
analise e o vetor gradiente deste campo representara o fluxo de potencial existente no

problema, pode-se entdo, analisar o caso por completo.
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2.2. EQUACIONAMENTO GERAL

O calor, em sua esséncia, ¢ transmitido ou se “move” mediante um gradiente de
temperatura, ou seja, este é propagado atraves da transmissdo de energia de uma regido para
outra como resultado de uma diferenca de temperatura entre as regides. Como existem
diferengas de temperatura em todo o universo, os fendmenos da transmisséo de calor séo téo
universais quanto os associados as atragdes gravitacionais. Todos 0s processos de transmissao
de calor envolvem o intercdmbio e/ou conversdo de energia térmica, estes processos sdo: a

conducdo, a conveccao e a radiacéo.

O fendbmeno da difusdo esté diretamente ligado ao processo de condugdo. A condugéo
ocorre quando existe diferenca de temperatura dentro de um meio ou entre diferentes meios
em contato fisico, gerando assim, fluxo de calor por conducdo. Neste processo ocorre a
transformacdo de energia cinética em energia térmica, isto se deve ao fato de que, em zonas
de maior temperatura as moléculas possuem maior energia cinética e, quando, estas colidem
com moléculas existentes em zonas de menor temperatura (menos energia cinética) a energia

é desprendida na forma de calor.

Para executar a analise dos problemas de transmissao de calor, as leis e relacGes fisicas
que governam 0S mecanismos de transmissdo de calor devem ser investigadas. Como o
enfoque deste trabalho é a difusdo, serd usada a relagdo basica para transmissdo de calor por

conducéo, que foi proposta por J.B. Fourier em 1822.

A Lei de Fourier ¢ uma lei fenomenoldgica, isto €, uma lei desenvolvida a partir de
fendmenos observados e ndo desenvolvida por principios fundamentais, através desta é

possivel quantificar o processo de transferéncia de calor atraves da seguinte equacao:
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(2.1)
onde:

q = fluxo de calor transmitido por unidade de tempo
a = condutividade térmica do material

A = area da secdo da qual o calor flui por conducéo
ar . ~
—= gradiente de temperatura na se¢éo

A Lei de Fourier estabelece que, se for mantida uma diferenca de temperaturas através
de um meio, haverad o aparecimento de um fluxo de energia na forma de conducédo de calor
através do mesmo. Este fluxo é diretamente proporcional a area da secdo transversal e a
propriedade do material mas é inversamente proporcional a distancia entre as superficies que
provocam o fluxo. O sinal negativo foi adicionado para que o fluxo seja positivo no sentido da
propagacao do calor.

Considere agora um corpo em forma de paralelepipedo de lados paralelos dx, dy,dz e

orientados segundo o eixo cartesiano mostrado na Figura 2.3.

aq,
y Doy
T dx
! |
Z
4z
/ day
, > —T > 04
i CRirr
/ dz,
aq

q; + —= T

Figura 2.3. Sistema termodindmico para deducéo da equagdo da difusdo
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A 12 Lei da Termodindmica diz que um sistema né@o pode criar ou destruir energia, mas
apenas transmiti-la na forma de calor e/ou na forma de trabalho. Aplicando-a no corpo da
figura 2.3 tem-se:

7]
=g —-w
ot 1
(2.2)
onde g—f representa a variacdo da energia total do sistema, g € o fluxo liquido de calore w é o

trabalho realizado pelo sistema.
Sabe-se que a energia total do sistema é composta pela energia potencial gravitacional
(Ep), energia interna do corpo (E;), e energia cinética (E;)
OF _0E,  OF  JE,
ot dt dt Ot
(2.3.9)

Considerando apenas o fluxo de calor no sistema e o reescrevendo em termos de massa

especifica (p) e calor especifico (c), tem-se que a energia total do sistema sera:

0E O0E; dxdvd oT
ot = r -~ Peldxdyds) 5
(2.3.b)
O trabalho realizado pelo sistema é dado como a taxa de geragdo interna de calor por
unidade de tempo:
w = (dxdydz)q,
(2.4)
onde g, representa a taxa de geragdo interna de calor ou fonte de calor por unidade de

volume.

O fluxo liquido de calor no sistema € dado pela relacéo entre a quantidade de calor

que entra no corpo por unidade tempo e a quantidade de calor sai por unidade de tempo:

q= (CIx + éIy + CIZ) = (Grsax t Qy+Ay + qz+nz)
(2.5)
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O calor transmitido para dentro do corpo pode ser escrito de acordo com a equagao

(2.1) como:

oT

qx = (—a _x) dydz

. aT
4y = (—aa> dxdz

. oT
q, = (—a £> dxdy
(2.6)
Ja o calor transmitido para fora do corpo é representado:

. _'( 6T)+6( aT)d]dd
qx+Ax_ i aax ax aax X y z

. [ aT d aoT
Qy+ay = -(—a —) + v (—a @) dy] dxdz

) _'( 6T)+6< aT)d]dd
qZ+AZ - ] aaZ aZ aaZ 4 X y
2.7)

(2.8)
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Aplicando-se as equagdes (2.8), (2.4) e (2.3.b) na equacdo do balanco de energia

(2.2) e dividindo todos os termos por dxdydz, tem-se:

aT 6( aT)+a( 6T>+6< 6T>+,
Pt = ax\%ax) T ay\%ay) T 9z\%5z) T 98

(2.9)

Se o sistema for considerado homogéneo, que o calor especifico ¢ juntamente com

a massa especifica p sdo independentes da temperatura e que a seja uniforme, reescreve-se
a equacdo (2.9) como:

10T 92T 92T 9°T g,
——= t—+—+-2
kot 0x? 0dy? 0z? «

(2.10)
onde a constate k = a/pc é chamada de difusividade térmica. A equacdo (2.10) é conhecida

como a equacao geral de conducéo de calor, e estabelece a distribuicdo de temperatura e a
transmisséo de calor por conducdo em um sélido que possui propriedades fisicas uniformes.

Adotando a teoria do campo escalar pode-se generalizar a equacdo (2.10) para
quaisquer problemas de difusdo:

Lou _ 0*U 0’ 0°U
kot 0x2  0y? 0z2

(2.11)
sabe-se que U representa o potencial a ser calculado e b é uma fonte qualquer.

Algumas particularizagdes da equacdo (2.11) podem ser realizadas como, por exemplo,

se ndo houver fontes no sistema:

10U _ 09U 0°U 0%V
kot 0x2  0y? 0z2

(2.12)
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Se o sistema estiver em regime permanente (sem variagdo temporal do potencial) mas

com fonte, a equacdo (2.11) se reduzird a Equacao de Poisson:

62U+62U+62U
d0x?  0y? 0z?

+b=0

(2.13)
Para 0 mesmo estado da equacdo (2.13), a distribuicdo de potencial num corpo sem

fontes devera satisfazer a Equacéo de Laplace:

62U+ 02U N 02U _o
ax2 = dy?  0z%2

(2.14)

2.3. CONDICOES DE CONTORNO

Os sistemas examinados sdo constituidos de um dominio Q(X), onde X representa as
variaveis espaciais do campo, delimitado por um contorno I'(X) = TI},(X) + I';;(X) sujeito a
condicdes especificas para cada categoria de problemas. De um modo geral I, (X) é a parte do
contorno pertencente a I'(X) onde sdo prescritas as condi¢bes de contorno essenciais
(potenciais) e I}, (X) representa as regides onde sdo conhecidas as condi¢Bes de contorno

naturais (derivadas do potencial com relacdo a normal ao contorno).

L.(X) r,(X)

=)

Figura 2.4. Representacdo do problema analisado
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No caso de problemas estacionarios, regidos pela Equacéo de Laplace (equacédo (2.14))
as condigdes de contorno sdo dadas por:

UX) = UX) emT,(X)
(2.15.a)
oU(X) B oU(X)
on  on

em I, (X)

(2.15.b)
Para problemas transientes, além das condi¢BGes de contorno anteriores que devem se

estender durante todo o processo € necessario a seguinte condicdo inicial para garantir que o
problema de valor de contorno seja bem posto:

UKX,t) = UX,t) em [(X)

(2.16.a)
ou(x,t) oaU(X,t)
on _ on fq(X)
(2.16.b)
U(X,0) =U(X,0) = Uy em Q(X)
(2.16.c)
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3.METODO DAS SOLUCOES

FUNDAMENTAIS
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3. METODO DAS SOLUCOES FUNDAMENTAIS

Apols a obtencdo da representacdo matematica do modelo fisico através de um
sistema de equacOes diferenciais com um conjunto de condi¢cdes de contorno e iniciais
prescritas, torna-se possivel a resolugdo do problema analiticamente ou através dos
métodos numéricos. Para problemas de geometria ou condi¢bes de contorno complexas,
resolver analiticamente o problema torna-se uma tarefa impossivel, em contrapartida, com
a discretizacdo das equacdes diferenciais através de um método numérico a resolucéo deste

torna-se viavel e em muitos casos a unica forma de resolucéo.

Dentre os mais variados métodos numéricos descritos na literatura, optou-se por
utilizar neste trabalho um método sem malha baseado na formulacdo do Método dos
Elementos de Contorno, o0 Método das Solugdes Fundamentais (MSF). Vale destacar que o
MSF é um método de colocacdo verdadeiramente sem malha, pois este ndo utiliza nenhum

tipo de elemento ou célula afim de resolver quaisquer integrais advindas do problema.

Inicialmente serd desenvolvida a equacdo integral de contorno para a difusdo
transiente e, a partir desta, serdo obtidas as solugcdes fundamentais que satisfazem o
problema em questdo no dominio do tempo. Assim, as equac6es que regem o MSF poderdo
ser desenvolvidas para que possa ser realizada a analise acerca da aplicabilidade do

método.
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3.1. EQUACAO INTEGRAL DE CONTORNO PARA A

EQUACAO DA DIFUSAO

O problema de valor de contorno analisado neste trabalho € descrito pela equacéo
(2.12) e possui condicbes de contorno e iniciais expressas pelas equacdes (2.16).

Reescrevendo-o:

% = kV2U(X,t) em 2(X)
(3.1)
UX,t) = UX,t) emT,(X)
(3.2.a)
ou(X,t) p
T— (X,t) em Fq(X)
(3.2.b)
U(X,0) =U(X,0) = Uy em Q(X)
(3.2.c)

onde V2 é operador Laplaciano de derivadas parciais.

Segundo WROBEL (1981) trés formulacGes podem ser usadas para transformar a
equacdo parcial em uma equacdo integral. A primeira faz uso da transformada de Laplace, a
segunda utiliza diferencas finitas para aproximar a variacdo no tempo e a terceira faz uso de
solucgdes fundamentais dependentes no tempo, esquema que sera discutido a seguir.

As formulacdes que estabelecem a equacao integral do problema no dominio do tempo
sdo resolvidas através da utilizacdo de esquemas de avan¢os numéricos e, ja que as solucdes
fundamentais séo dependentes do tempo, tem-se:

U* = U*(X' E; tF' t)
(3.3)

esta solucdo corresponde ao potencial solu¢do de um problema de campo escalar transiente,
onde um carregamento unitario concentrado é aplicado impulsivamente, podendo ser

representado pela fungéo delta de Dirac no tempo.
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Assim, na equacédo (3.3) tp é o tempo de observacdo (campo) e t € 0 tempo de
aplicacdo da fonte. Uma interpretacdo do comportamento de solu¢bes fundamentais ja
transientes pode ser visto na propagacao de ondas térmicas, tais ondas possuem velocidade de
propagacdo o que com consequéncia, faz com que o alcance da frente de onda seja delimitado
num dado instante de tempo. Ou seja, desde 0 momento de aplicacdo da fonte até 0 momento
de captacdo do seu efeito nos pontos campo existirdo zonas que foram perturbadas e zonas de

repouso (com potencial nulo), esta condicdo pode ser representada por:

U'(X, & tp,t) =0semprequety —t < X — ¢
(3.4)

e é conhecida como condicdo de causalidade. A interpretacdo fisica desta condigdo seria 0
fato de o potencial ser nulo quando o carregamento ainda n&o foi aplicado.
Apenas por motivos de conveniéncia, para que se possa realizar a deducéo

das solucbes fundamentais transientes a equacao (3.1) seré escrita em notacdo indicial:

kU,ii = U
(3:4)

AU(X,0)

sendo U = —=-
ot

e VZU(X, t) = U.ii'

Considerando as condi¢gdes de homogeneidade e isotropia, a formulagdo integral da

equacdo (3.4) no espaco e no tempo é dada por:

tr tF.
k f f U UtdtdQ = f f UU*dtdQ
a Jt, a Jt

0

(3.5)
Desenvolvendo o primeiro termo da equacdo (3.5) atraves da aplicacdo da técnica de

integracdo de Green:
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tr tp tr tr
J. J. U;;U*dQdt = f f U,?i U dQdt —f f U Q*dldt +f f Q U*drdt
to “Q ty JQ to YT to “T

(3.6)

O lado direito da equacdo (3.5) é desenvolvido de maneira analoga para o dominio do

tempo:

tp tr
f f UU*dtszf [UUE dn—f f U U*dtdQ
Q Jt, Q Q Jt,

(3.7)
Substituindo as equacdes (3.6) e (3.7) na equacéo (3.5) chega-se:
tr
k f (U3 + U*)U dQdt
to Y0
tr tr
=k j U Q*dlrdt — k j Q U*drdt+j [U U], dO
to Jr to Jr Q
(3.8)

Aplicando-se as propriedades do delta de Dirac e a condicdo de causalidade chega-se a

Equacdo Integral de Contorno, valida para todos 0s pontos do contorno ou do dominio:

tr
COUE t) == a j j QX DU (X, & tp, AT (X)dt
to JT

tr
_a f f UX, )0 (X, & tp, )T (X)dt
to T

(3.9)
onde c(§) é uma constante dependente da geometria do problema, & sdo as coordenadas do

ponto fonte e X sdo as coordenadas do ponto campo.
As solucdes fundamentais U*e sua derivada Q*séo funcdes de Green que descrevem o
campo de temperatura gerado através de uma fonte de calor unitaria aplicada no ponto ¢ e no

tempo t:

_.rZ(X’ f)

U*(XI f) tFI t) = —exp [
(47TCZT)d/ 2 4at

H(7)

(3.10.8)
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8rat?

Q*(X, f; tFr t) =

4at
(3.10.b)
onde:t =ty —t
d — dimensdo do modelo

r(X, §) — raio medido entre o ponto fonte e 0 ponto campo em questao

or(X,§)

Feaniiny projecdo do raio sobre a normal do contorno

H(t) — funcdo de Heaviside

Destaca-se que a funcdo de Heaviside foi incluida para enfatizar o fato de que a
solucdo fundamental é zero se t > tp.

O comportamento da solucdo fundamental de potencial (U*(X,&;tg, t)) ao longo do
tempo para um raio constante, ou seja, com distancias fixas entre um ponto fonte e um ponto
campo, pode ser observado na figura 3.1. Ja a figura 3.2 contétm o grafico com o
comportamento da solucdo fundamental com distancias variaveis mas com tempos fixos, isto
é, o comportamento da solucdo quando analisada para pontos diferentemente espacados na

malha no mesmo instante de tempo.
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Soluges0 Fundamental

Solugs0 Fundamental
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Figura 3.1. Solucdo Fundamental transiente — Distancias fixas
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Figura 3.2. Solugdo Fundamental transiente — Tempos fixos
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3.2. METODO DAS SOLUCOES FUNDAMENTAIS PARA SOLUCOES

FUNDAMENTAIS TRANSIENTES

Para o problema de difuséo transiente descrito pela equacdo (3.1) com condicdes de
contorno e inicial prescrita pelas equacdes (3.2), sabe-se que as solucdes fundamentais

representadas pelas equacgdes (3.10) devem satisfazer:

aU*(X,f, tFI t) =

9t = kV2U (X, & tp, t) + 5(X — §)6(tp — t)

(3.11)

onde §(X — &) é a fungdo delta de Dirac em relacdo as coordenadas geométricas e
6(tg — t) é afuncdo delta de Dirac relacionada as coordenadas temporais. A funcdo delta
de Dirac possui como principal caracteristica gerar um ponto de singularidade quando

X = &outp =t e possuir valor zero em todos 0s outros pontos. Matematicamente:

_ (oo, seX=¢§
6(X_E)_{O, seX #§&
(3.12.a)
o, setp=t
O(tr — ) ={0, set:;tt
(3.12.b)
E,
f S(X —&dX =1
Rn
(3.13.9)
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fa(tF—t)dt=1
]R’n.

(3.13.b)

tais propriedades fazem com que o delta de Dirac seja considerado uma fonte de valor
unitario em todo do dominio. Para que ndo haja singularidade na aplicacdo das solucdes
fundamentais no problema torna-se necessario a cuidadosa escolha de posicionar
geométrica e temporalmente os pontos fonte, de modo que, estes nunca poderdo ter
coordenadas coincidentes em ambos os dominios. A forma como se d& a escolha dos

pontos fontes sera descrito no item 3.3.

Admitindo que pontos fontes fossem posicionados corretamente e como a solucao
fundamental mostrada satisfaz a equacdo homogénea da difusao, € possivel admitir que a
solucdo geral do problema possa ser considerada como a combinacgdo linear das solucdes

fundamentais do operador da difuséo.

De acordo com o método das solucdes fundamentais, as solu¢cdes numéricas para a

equacao da difusdo terdo a seguinte forma:

N;i+Np

UX, tp) = Z U (X, tg; &, 1))

j=1
(3.14.9)

N;+Np

QX tp) = Z Q" (X, tr; &, ;)

j=1
(3.14.b)

sabe-se que X representa a localizagdo geométrica dos pontos campo e & representa a
mesma localizacdo mas para os pontos fonte; tr e t sdo 0s tempos do ponto campo (tempo

de observacdo) e dos pontos fontes, respectivamente; N; € o nimero de fontes iniciais
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(existentes apenas no dominio) e N, é o nimero de fontes no contorno e, finalmente, q;

sdo os coeficientes a serem determinados que representam a intensidade das fontes

aplicadas.

Observa-se entdo que para que o problema possa ser resolvido torna-se necessario o
conhecimento dos valores das intensidades das fontes. A fim de se determinar «; o sistema

linear abaixo deve ser resolvido:

[4ij{a;} = (b3
(3.15)
onde 4;; € a matriz que contém as solugdes fundamentais para os pontos escolhidos e b; é
0 vetor que contém as condi¢es iniciais e as condicdes de contorno prescritas. Nesta
dissertacdo apenas problemas com condi¢des de potencial prescritas foram considerados,

logo:

! l_rz(x'f)lH(t t) tp, >t
exp F—t), paratg >t;
Aij =3 (ma(ty =)z 4altr =) Y
0, para tp; <t;
(3.16)
b = { U(X,0) - condi¢des iniciais
" U(X,t) - condigdes de contorno
(3.17)

Para a montagem da matriz A é necessario realizar a escolha do posicionamento
temporal e geométrico dos pontos fonte e, além disso, observou-se que a matriz é quase-
singular tornando necessario também o uso de alguma técnica de regularizacéo, assuntos

que serdo tratados nas proximas segoes.
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Assim, o problema € resolvido para cada passo de tempo através da resolucdo do
sistema linear descrito na equacdo (3.15) e posterior célculo do potencial nos pontos

internos através da equacéo (3.14).

3.3. POSICIONAMENTO DOS PONTOS FONTES

Através das equacdes (3.16) e (3.17) nota-se que tanto a dimensao da matriz quanto
a do vetor depende do numero de pontos campo e pontos fonte escolhidos em cada passo
de tempo. Para tanto, deve-se saber que cada passo de tempo € divido em passos
intermediarios de tempo onde, primeiramente determinam-se 0s coeficientes a para 0s
pontos em que as condicdes iniciais sdo prescritas e depois 0s pontos onde as condi¢des de

contorno sdo conhecidas.

Primeiro passo
intermediario
de tempo

campo (tr)
010 —fvvfﬁf:“'iwru"m“:::afﬂr‘1
°-nT,“.u- |
Segundo passo
intermediario
de tempo

Figura 3.3: Relagdo coordenadas geométricas com o tempo de aplicacdo
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A escolha da posi¢do tanto geométrica quanto temporal dos pontos fonte estd

(n+ 1)At

(n+ b)At

(n—1)At

(n— b)At

geomeétricas iguais as coordenadas do campo

(n+ 1)At

(0 + b)At

(n—1)At

(0 — b)At

Figura 3.5: Malha unidimensional ilustrando os pontos fontes fixos no tempo com

coordenadas geométricas iguais as coordenadas do campo

coordenadas variantes no tempo.

= PONTOS CAMPO
A PONTOS FONTE

= PONTOS CAMPO
4 PONTOS FONTE

diretamente relacionada com a precisdo do MSF. Em relagcdo a posi¢cdo geométrica das
fontes optou-se nesta dissertacdo, por simplicidade, analisar somente um esquema de
discretizacdo: pontos fonte com posicdo coincidente com a posi¢do dos pontos campo. Ja
em relacdo a coordenada temporal destas fontes, foi decido que, para estas seriam testadas

duas formas de distribuicdo: pontos fonte fixos no inicio do problema e pontos de

Figura 3.4: Malha unidimensional ilustrando os pontos fontes variando no tempo com coordenadas
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Pode-se notar pelas figuras acima (figura 3.4 e figura 3.5) que para a resolugéo do
problema transiente é necessario a determinacdo do passo intermediario gerado por b.
Afim de se estudar a melhor escolha do posicionamento temporal da fonte adotou-se como
fator de passos intermediérios b = 0.4, b = 0.5 e b = 0.6 e coordenadas geométricas
coincidente com o campo, gerando uma simplificacdo do modelo sem o surgimento de

nenhuma singularidade.

3.4. TECNICAS DE REGULARIZACAO DE MATRIZES

O sistema de equacgdes expresso em (3.15) é mal condicionado e por isso ndo pode
ser resolvido por técnicas simples de resolugdo de sistemas lineares como por exemplo
eliminacdo de Gauss. Com o objetivo de contornar tal problema, testou-se o método de
decomposicdo por valores singulares (DVS) mas os resultados ndo foram satisfatorios,
optou-se entdo por fazer uso da técnica de regularizacdo de Tikhonov que sera brevemente

descrita.
A regularizacdo de Tikhonov substitui o sistema Aa = b pelo problema de
minizag&o:

Mingegn|lAa — b ||? + A||Lya||?
(3.18)

onde A2 > 0 é o parametro de regularizacdo cujos valores geralmente variam entre 10~ 1%e

107L

O termo residual ||[Aa — b ||? pode ser visto como um indicador de qudo bem a

solugédo a aproxima o sistema, assim este termo deve ser suficiente pequeno, exigindo que
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A seja pequeno. Entretanto, para se ter uma solucdo razoavelmente estavel A deve ser

grande, o que faz a escolha do parametro de regularizacdo uma escolha delicada.

A norma ||L,al|? controla a carater oscilatério da solucdo causado por
perturbacdes. O operador Ly, é geralmente L, = I (matriz identidade), ou uma aproximag&o

discreta do operador diferencial definido pela primeira ou segunda derivada.

Reescrevendo a equacéo (3.18):

lAa — b ||> + Al|lLiall* = (Aa — b)" (Aa — b) + A(Lya)" (Lya)
= (a"AT —b")(Aa — b) + Aa"L, L«
= a"ATAa — b"Aa —a"A"b +b"b + 1a" L, L

= a’ATAa —2a"A"b+ b"b + Aa"L," L«

(3.19)
Para determinar o minimo faz-se o gradiente de (3.19) igual a zero:
2ATAa — 2A"b + 2AL, Lya = 0
(3.20)
Depois de rearrajar (3.20), 0 &« minimo e dado pela resolucao de:
(ATA+ ADa =A"b
(3.21)
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4.APLICACOES NUMERICAS
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4. APLICACOES NUMERICAS

Com o objetivo de ilustrar e averiguar toda a teoria desenvolvida, estabelece-se no
presente capitulo alguns exemplos de aplicacdo do Método das SolugGes Fundamentais
com o uso de solucBes fundamentais transientes. A analise e verificacdo a cerca da
aplicabilidade do método em problemas de difusdo se deu através de programas

computacionais implementados ao longo da elaboragéo deste estudo.

Quatro exemplos bidimensionais dinamicos (dominio do tempo) relativos ao
problema em questdo serdo analisados de forma a explorar a potencialidade do método. Os
dois primeiros exemplos foram desenvolvidos para carregamentos variantes no espaco e no
tempo: no primeiro exemplo considera-se uma placa sujeita a um carregamento senoidal
prescrito, ja o segundo analisa uma superficie submetida a um carregamento funcdo de
senos e cossenos. Para os dois ultimos exemplos, considerou-se condi¢des iniciais e de
contorno constantes ao longo do tempo, desta forma, o terceiro exemplo € um caso difuséo
transiente bidimensional em uma regido retangular com o contorno submetido a um choque
inicial e no Gltimo foi analisada difusdo em uma regido circular submetida a sucessivos

choques térmicos.

Para todos os exemplos estudados fez-se presente a necessidade de se utilizar
técnicas e regularizacdo de matrizes ja que estas demostraram ser extremamente mal
condicionadas. Empregou-se, assim, a técnica de Tikhonov com o pardmetro A = 1078 em

todas as aplicages.
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EXEMPLO1 - PLACA SUBMETIDA A CARREGAMENTO SENOIDAL

Neste primeiro exemplo é estudada a difusdo em uma placa quadrada de dimensao
1m x 1m (figura 4.1.a) submetida as seguintes condicdes:
Inicial: U(x,y,0) = sen(mx) + sen(my)
Contorno: U(0,y,t) = [sen(my)]e ¥t
U(Ly,t) = [sen(my)]e "
U(x,0,t) = [sen(mx)]e k™"t

U(x,1,t) = [sen(mx)]e k7"t
A solucdo analitica € dada por:

U(x,y,t) = [sen(mx) + sen(ny)]e‘knzt
onde foi adotado o coeficiente de difusividade k foi adotado igual a 0.1 m?/s.
Para o estudo deste problema foi considerado apenas uma conjunto de 225 pontos
ilustrada na figura (4.1.b), o critério de passo intermediério b = 0.5 foi adotado tanto para
0 MSF com fontes fixas quanto para 0 MSF com fontes méveis e diferentes incrementos de

tempo At = 0.08s, At = 0.16s e At = 0.32s foram analisados.

L] L L L L] L] L L ] L] L ] ® L L L] L]

L L L ® L] L ] L ] [ ] L ] o ® L ] L ] ® L]

[ ] L ] L ] [ ] [ ] ® [ ] [ ] L ] [ ] [ ] L [ ] [ [ ]

1m 4(0,5;0,5) $6® WA S TS E R

L] [ ] [ ] L] L] L] L] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] L] ® [ ]

L] [ ] [ ] L] L] L] L] (] [ ] L] L] ® L] L] L]

@ ® L] ® ® ® [ ] [ ] ® [ ] [ ] L L] L ] L]

L] L ] ® L] L] L] L] [ ] [ ] L] ° ® L] L] L]

L] [ ] [ ] L] L] L] L] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] L] ® [ ]

1m L] L ] L [ ] L] L] [ ] [ ] ® [ ] [ ] L ] L ] L ] L]
(a) Geometria (b) Nuvem de pontos

Figura 4.1: Discretizacdo exemplo 1
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Os resultados de potencial no ponto A (0,5;0,5) (figura 4.1.a) para ambos 0s
métodos em consideracdo (MSF com fontes fixas e MSF com fontes mdveis) levando em
consideracdo diferentes incrementos de tempo propostos pode ser visto na figura (4.2).
Para um melhor entendimento do problema, o desenvolvimento do potencial em A foi
primeiramente analisado para o0 MSF com fontes fixas (figura 4.2.a) e posteriormente
analisado para o MSF com fontes mdveis (figura 4.2.b) e, em ambos 0s casos, a resposta
foi comparada & analitica disponivel para o problema.

Percebe-se que, para o problema considerado, a variagdo no incremento de tempo
néo gerou significativa alteracdo nas respostas quando analisada para um tempo total de 3s.
Para os quatro Ats estudados nota-se um proximidade relevante em relacdo a resposta
analitica e, em ambos 0s casos, percebe-se uma dificuldade de distin¢do entre as respostas,
0 que mostra uma excelente precisdo dos métodos propostos.

Devido a proximidade obtida nos resultados e a fim de se realizar uma analise mais
detalhada acerca da precisdo dos métodos apresenta-se uma comparacdo do erro absoluto
para todos os incrementos de tempo para ambos 0s casos. Este erro foi calculado através

de:

erro = \/(Ugnatitica — Ucatcutado)?

(4.1)
onde Ugpaitica © 0 potencial calculado pela solucdo analitica € Ugqjcuiqdo € O potencial
obtido pelo MSFD.

Observa-se pela figura (4.3.a) que para fontes fixas quando ha o decrescimento do
incremento de tempo melhor a precisdo da resposta calculada. Em contrapartida, para o
caso de fontes mdveis na figura (4.3.b), percebe-se que o melhor comportamento para o

erro acontece quando At = 0.16s.
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Conclui-se também que, para ambas as fontes, a precisdo quando relacionada
apenas aos incrementos de tempo ndo sofre significativo aumento quando ha
decrescimento do tempo, mas a existéncia de um At ideal para o caso estudado fica clara.
Em compensacdo, a precisdo sofre consideravel alteracdo quando os métodos sao
comparados entre si, para fontes fixas no inicio do problema o erro gerado para quaisquer

incremento de tempo utilizado é sensivelmente menor quando relacionado a fontes madveis.

1.6 T~ T - T 0 T T T 1

—— ANALITICA| ]

dt=0,08s | |
e dt=0,16s | |
< dt=0,32s | |

1.4
1,2 -
1,0

0,8

E{ =
,O, 4
w0
S 0,6 -
= ]
0,4 4 =
0,2 e
0,0 .
'0'2 T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 it 8 9
TEMPO (S)
@) Fontes fixas no tempo
1'6 T v T T T 4 T L 1 U T ¥ T ¥ T ¥ I
e ANALITICA| ]
=) = DT=0,08
%52 e DT=0,16 | |
i » DT=0,32 | |
1,0 -
& 08 -
w
S 0,6 - -
S |
0,4 - .
0,2 H -
0,0 <
0.2 T F -0 2 @ r et 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
TEMPO (S)

(b) Fontes moveis no tempo
Figura 4.2: Resultados do potencial para o ponto A(0,5;0,5) em relacdo a diferentes incrementos

de tempo para (a) fontes fixas no tempo e (b) fontes méveis no tempo

40



0,0024
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2903500000000 0000
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(b) Fontes mdveis no tempo

Figura 4.3: Erro absoluto do potencial para o ponto A(0,5;0,5) em relacdo a diferentes incrementos

de tempo para (a) fontes fixas no tempo e (b) fontes méveis no tempo
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Outra forma de analise dos resultados é conhecer o desenvolvimento dos potenciais

ao longo de uma linha horizontal de pontos em diferentes passos de tempo até que a

solucdo do problema estético seja atingida.

Os pontos escolhidos séo:

® © & 0 0 0 00| 0 0 O 0 0 0

® © 0 0 0 0 00|00 0 0 0 0 0

® © 0 0 0 0 00| 00 0 0 00

® © 0 0 0 0 0|00 0 0 0 0 0 0

® © & 0 0 0 0|00 0 0 0 0 0 0
® © 0 0 0 0 0|00 0 0 0 0 00
® © & 0 0 0 00| o 0 0 0 0 0
® © & 0 0 0 0|00 0 0 0 0 00
® © 0 & 0 0 0|00 o 0 0 0 0 0
® © 0 0 0 0 00| ° o 0 0 0 0 0
® © 0 0 0 0 0|00 0 0 0 0 0 0
® ® & 0 0 0 0|00 0 0 0 0 0 0
® © 0 0 0 0 0|00 0 0 0 0 0 0
® © & 0 0 0 0inleo o 0 0 0 0 0

y =0.5m

Figura 4.4: Linha horizontal de pontos escolhidos para analise do desenvolvimento do

potencial no espago

A partir da escolha dos pontos de interesse pode-se observar o comportamento da

resposta em relacdo ao dominio do problema nos tempos fixados de interesse. Para esta

analise ambos os tipos de fonte foram considerados para t = 0.16s,t = 0,32set =

0.544s. Através da figura (4.5), novamente pode ser vista uma grande precisdo de ambos

0s métodos em relacdo a analitica.

05

05 T T 4] T

04

0,3

0.2

0,0

ANALITICA
® FONTE FIXA

= FONTE MOVEIS T

T T T T
00 02 04 06
X

(a) t = 0.16s

T T
08 1.0

0.4+

0,3

0.2 4

0,1

0,0

T
ANALITICA

® FONTE FIXA
« FONTE MOVEIS| 7 0.4+

ANALITICA
e FONTE FIXA

+ FONTE MOVEIS |

0.0

02

T T T
04 06 0.8 10

X

(b) ¢ = 0,32s

(€) t = 0.544s

Figura 4.5: Desenvolvimento do potencial para uma linha de pontos localizados (x,y =

0.5m ) para(a) t = 0.16s; (b) t = 0,32s e (c) t = 0.544s
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O potencial para os dois modelos de fontes e em todos os pontos da malha no para
0 tempo com valor de t = 0,32s sdo apresentadas na figura (4.6). Além de facilitar a
comparacdo espacial entre os métodos, nota-se que a solucdo calculada apresenta
comportamento condizente com o esperado para o problema. Como a equacéo da difuséo €
uma equacdo parabdlica sabe-se que a solucdo sera uma variacdo do tipo parabdlica

também, propriedade ilustrada pela figura (4.6).

0,08

0,04

0,02

(b) Fontes mdveis no tempo

Figura 4.6: Potencial em todos os nés da malha no tempo t = 0,32s para (a) fontes fixas

no tempo e (b) fontes moveis no tempo
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EXEMPLO2 - PLACA SUBMETIDA A CARREGAMENTO VARIAVEL

Neste segundo exemplo é estudada a difusdo em uma placa quadrada de dimensao

Im x 1m similar aquela utilizada no exemplo 1 (figura 4.1.a) submetida as seguintes

condigdes:

Inicial: U(x,y,0) = cos( )+cos(2)+sen( )+sen(—)

—kn: t
Contorno: U(0,y,t) =[1+ cos (%) + sen(—)]

T —kn t
U(l,y,t) = [cos (%) +1+ sen(—)]
B X X —kfzt
U(x,0,t) = [cos (7 +1 +sen( > )]e

U, 1,8) = [cos () +sen () + e

A solucdo analitica € dada por:

U(x,y,t) = [cos (7‘[2_x> + cos (nzy) + sen <n2 ) + Sen(—) )]e _k” :

onde o coeficiente de difusdo adotado foi k = 1.0 m?/s.

Para o estudo deste problema foram consideradas 3 nuvens de pontos (figura 4.5),
para o critério de passo intermediario foram considerados b = 0.4, b=05e b =0.6 €

diferentes incrementos de tempo At = 0.01s, At = 0.05s e At = 0.10s.
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(a) MALHA 1 — 121 nés (b) MALHA 2 — 225 nés (c) MALHA 3 — 441 n

Para cada variacdo de malha foi estudado o comportamento do MSF tanto para
fontes fixas quanto para fontes variaveis com b = 0.5 e At = 0.01s. Para cada b testado
ambos os posicionamentos das fontes foram considerados aplicados a MALHA 2 e
At = 0.01s. Para a variagdo do incremento de tempo foi adotado apenas fontes fixas, a

MALHA foia2e b = 0.5.
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Figura 4.7: Discretizages utilizadas no exemplo 2

Para o caso estudado no exemplo 2 realizou-se a priori uma anélise de erros de
diferentes maneiras para que posteriormente fossem plotados apenas os resultados de
melhor preciséo.

Na figura 4.8 realizou-se o estudo de diferentes passos intermediarios de tempo
para os casos de fontes fixas e fontes moveis e, para ambos os métodos observou-se que o
b que melhor se adequa ao problema estudado é aquele de valor 0.6. Isto se deve ao fato de
que quando das fontes ficam mais distantes dos pontos campo, estas ndo geram excessivas
perturbacdes na resposta.

Quando se relaciona a solucdo fundamental para distancias fixas com tempos
variaveis (figura 3.2) percebe-se que nos instantes iniciais da solu¢do existe um pico no seu
valor, logo, o fato da precisdo aumentar com aumento de b parece adequado (ponto campo

em tempo mais distante capta menor perturbacao).
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Além disso, o fato da solucdo fundamental apresentar tal pico para tempos iniciais
levou a observacdo de que, com a diminuicdo do valor de b a matriz calculada para o
problema se torna cada vez mais singular, necessitando de técnicas de regularizacdo mais
rigidas. Através da figura 4.8, tanto para fontes fixas quanto para fontes moveis, esse fato
pode ser notado quando b = 0.4, para este passo intermedidrio observa-se 0s maiores
erros.

Ja na figura 4.9 pode-se observar a relacdo entre o erro e a discretizacdo espacial
adotada também para o caso de fontes fixas e de fontes mdveis. Pode-se perceber que para

0 problema estudado o numero de nos existentes na malha ndo exerce grande influéncia

quando relacionado a preciséo.
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ERRO ABSOLUTO

Figura 4.8: Erro absoluto para MALHA 2 com b = 4.0; 0.5 e 0.6 e At = 0.01s para (a) fontes
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Figura 4.9: Erro absoluto para MALHA 1,2 e 3com b = 0.5 e At = 0.01s para (a) fontes fixas

no tempo e (b) fontes méveis no tempo

A partir da observacao dos graficos de erro detalhados acima, optou-se por utilizar
a malha que demonstrou ter bom comportamento quando relacionado a precisdao (em
ambos os casos) que € a MALHA 2 e o b que possui desempenho similar para os dois tipos
de MSF estudado 0 b = 0.5 para realizar a analise dos potenciais.

Para as figuras 4.10 e 4.11 escolheu-se o ponto de coordenada (0,5;0,5) para que
pudesse ser efetivada a analise a cerca do comportamento da resposta, primeiro para a
variacdo de incrementos de tempo em casos de fonte fixa e segundo para a resposta obtida
pelos dois tipos de fonte durante todo o tempo do problema.

No primeiro caso (figura 4.10) observou-se que, para este exemplo, o incremento
de tempo ndo exerce nenhuma significativa alteragdo na resposta, mesmo quando

comparada a analitica. J& para o segundo caso (figura 4.11), notou-se que para 0 caso das
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fontes moveis houve uma suave discrepancia

relacionada aquela obtida pelas fontes fixas.

3,0 ; i ; .

em relacdo a resposta analitica quando

2,54

2,04

u(0,5;0,5)

0,5

0,04

——ANALITICA| |

® dt=0.01s
dt=0.05s
dt=0.1s

0,0 0,5 1,0

1,5 20 2,5 3,0

Tempo (s)

Figura 4.10: Relacéo entre o potencial para o ponto (0,5;0,5) e os incrementos de tempo

30 —m——————

2,5 1
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— T
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T
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Figura 4.11: Relacéo entre o potencial para o ponto (0,5;0,5) e a posicao das fontes

Como a anélise através de fontes mdveis ndo demostrou ser uma opgdo para o

exemplo estudado, optou-se por

utilizar

apenas fontes fixas para observar o

desenvolvimento da solucdo em diferentes passos de tempo na mesma linha horizontal de

pontos do exemplo 1 (figura 4.4). Os passos escolhidos foram t = 0.04s,t = 0.08s,t =

0.12s,t = 0.16s,t = 0.20s t = 0.24s e estdo representados na figura 4.12.
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Figura 4.12: Desenvolvimento do potencial para uma linha de pontos localizados (x,y = 0.5m)
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Como potencial para o0 modelo de fontes fixas mostrou-se condizente com aquele
esperado para o problema (figura 4.12), foi decido calcular essa reposta e em todos os
pontos da malha e para a discretizacdo espacial 2 (MALHA 2) e no tempo de valor
t =0.08s e de t = 0.32s (figura 4.13). Além de promover uma melhor visualizacdo do
comportamento do problema, assim como o exemplo 1, pode- se perceber o

comportamento parabdlico da solugdo em relacdo ao dominio.

(@) t =0.08s

(b) t = 0.32s

Figura 4.13: Potencial em todos os nds da malha para fontes fixas no (a) t = 0.08s

e(b)t =0.32s
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EXEMPLO 3 - CHOQUE TERMICO EM TODO O CONTORNO

Uma chapa retangular representada na figura (4.13.a), mantida inicialmente a 0°C é

submetida a um choque de 1°C em todo se contorno. Este problema pode ser representado

matematicamente pelas condi¢oes:
Inicial: U(x,y,0) = 0°C em Q

Contorno: U(x,y,t) = 1°CemT

A discretizacdo espacial escolhida utiliza 67 pontos e é apresentada na figura 4.14

juntamente com a ilustragdo das condicgdes iniciais e de contorno. Para este problema

estudou-se a variacdo da temperatura ao longo do tempo no ponto A( 0,0 ).

A partir da observacdo dos problemas anteriores foi decido utilizar apenas uma

malha, uma discretizacdo temporal com b = 0.5 e somente o caso de fontes fixas foi

analisado. Para o desenvolvimento da solu¢cdo no tempo empregou-se At = 0.25s,

At = 0.5s e At = 1.0s.

(a) Geometria

A(0; 0)

10m

(b) Discretizacao espacial

Yy

U =1°C

(c) Condicdo de contorno

U=1°C

U=1°C

J = 1°C

U=0°C

Figura 4.14: Difusdo transiente bidimensional — choque térmico em todo o contorno
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Os resultados obtidos sdo mostrados na figura 4.15 e foram comparados com a
resposta analitica disponivel em WROBEL (1981). Observa-se que para este problema nao
necessariamente a reducdo do At tera como consequéncia 0 aumento da acuracia do
resultado. Neste caso, observou-se que entre os intervalos de tempo testados, o intervalo

adequado para o problema é o de At = 0.50s.

0,8

0,6

U (0,0)

0,4

0,2
e dt=0,50s

—+—dt=1,0s

0,0 +——1—+—1——1——1————————————1—
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22

TEMPO (S)

Figura 4.15: Temperatura ao longo do tempo em A(0,0)

De forma a analisar mais precisamente os resultados obtidos para os diversos
intervalos de tempo gerou-se o grafico que relaciona o erro relativo aos incrementos de
tempo (figura 4.16). Pode-se perceber que, como foi observado anteriormente o At =

0.50s € aquele que apresenta melhor comportamento durante o periodo de decorréncia do

problema.
T T E T g T T T T
0,35 - . —— dt=0,25s
1 o dt=0,50s
0:294 \ —¥— dt=1,0s |
0,25 o
Q T \
= 0,20 A &
% ] .
- | .
w 0,15 \
o
8 0,10 ] i
€ .
w b / > s
0,05 [
J e S 7
0,00 A T S—e—— o
005 T T T T T T T T T T

TEMPO (S)

Figura 4.16: Erro relativo ao longo do tempo para o ponto A(0,0)
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EXEMPLO 4 —- CHOQUES TERMICOS SUCESSIVOS

Uma regido circular de raio unitario inicialmente a 0°C é submetida a dois choques
térmicos, em todo seu contorno nos instantes t, e t; como representado por :

Inicial: U(x,y,0) = 0°C em Q

Contorno: U(x,y,t) = 50°C para0 <t<ty,emT
U(x,y, t) = 100°C paraty <t<tyemTl

A discretizacdo espacial escolhida utiliza 189 pontos e é apresentada na figura 4.16
juntamente com a ilustragdo das condigdes iniciais e de contorno. Para este problema
estudou-se a variacao da temperatura ao longo do tempo nos pontos A e B indicados.

Foram considerados dois problemas diferentes de acordo com o tempo de
acontecimento do choque térmico, mas, para ambos utilizou-se fontes fixas e fontes
moveis, At = 0.05s e 0 passo intermediario de tempo variando de acordo com b = 0.4 ,

b=0.5eb=0.6.

(a) Geometria (c) Condicéo de contorno

U (°0)

100°¢

50°C

to ty

Figura 4.17: Difusdo transiente bidimensional — sucessivos choques térmicos
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EXEMPLO 4 —Problemal:t, =0set; =0,5s

Na figura 4.18.a pode-se observar a variacdo da resposta no ponto B(0;0,8) em
relagdo ao tempo total para varios passos intermediérios b utilizando o MSF com fontes
fixas e, na figura 4.18.b, 0 mesmo grafico foi gerado mas para 0 MSF com fontes moveis.

Em ambos os graficos nota-se que todos os passos b foram capazes de captar o choque

térmico ocorrido durante o problema.

Mais uma vez fica evidente que, para fontes fixas a viracdo de b ndo gera grandes

alteracbes na resposta enquanto ao observar as fontes modveis percebe-se que, para o

problema tratado, este método é relativamente sensivel a escolha de b.

100

at
N g
80 e
7 3
60 | « .
,‘/
o] PR~
40 & At a
A
A
L3
20 N
A b=0.4/-
4 b=0.5|
0 + b=0.6| |
T T Y T y T T T T T
0,0 0,2 0.4 0.6 0.8 1,0
Tempo (s)
(a) Fontes fixas no tempo
T T T Y T T T T
A
100 B % eSS
A o
A« i
80 o
'/
A
60 - J 4 4
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40 A |
O
o
2
20 - w
b=0.4 ]
4 b=05
0 b=0.6
T T T T 4 T v T
0,0 0,2 0,4 0.6 0.8 1,0
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Figura 4.18: Potencial para o ponto B ao longo do tempo para a variacao de b utilizando (a) fontes

(b) Fontes moveis no tempo

fixas no tempo e (b) fontes mdveis no tempo



Na figura (4.19) realizou-se a comparagdo entre 0 MSF com fontes fixas e 0 MSF
com fontes moveis para b = 0.5 para 0 ponto B. Percebe-se que ambos estdo condizentes
com o choque ocorrido no tempo de 0,55 mas com o decorrer do tempo a respota obtida
com fontes fixas parece ser mais estavel que para as fontes moveis, assim fica claro

observar como as repostas divergem com passar do tempo.

I I T I 2
100 At
A -
A om L
80 - < 2
A u
60 . =
a4
o | A
40 A " 4
o
s
20 .
/ ]
"
o g —=— fontes fixas
»— fontes moveis
T £ T L T LA T L T L T
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
Tempo (s)

Figura 4.19: Relacéo entre a temperatura ao longo do tempo para fontes fixas e

maveis no ponto B

EXEMPLO 4 —Problema 2:t, =0set; =1,0s

A partir figura (4.20.a) pode-se observar a variagdo da resposta no ponto A(0;0) com
0 tempo para varios passos intermediarios b utilizando o MSF com fontes fixas e na figura
4.20.b o mesmo grafico foi gerado mas para o MSF com fontes mdveis. Analogo ao
problema 1, em ambos os graficos nota-se que todos 0s passos b foram capazes de captar o

choque térmico ocorrido durante o problema.
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Para o ponto estudado neste problema do exemplo 4 ¢ evidente a diferenca quando
relaciona-se as fontes fixas e fonte mdveis b. No primeiro caso as diferencas na resposta de
temperatura sdo minimas, enquanto para o segundo caso existe uma consideravel diferenca

nas solucdes obtidas.

T T T . . " q
100 ’p'....Q..“.Q.....
¢ ]
80 /
¢
60 i
=) ....00”“00003
40 4 & |
20
b=0.4|
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°] ‘ b=0.6
T T T v . ; . i :
0,0 0,5 10 15 20
Tempo (s)
(a) Fontes fixas no tempo
T T I i
120
CTITIILIIIIIIIIT
100 .o . i
I
80 Il
60 - j
= (AT
o i
40 4 ?
7 b=0,4 -
e b=0,5
1 » b=0.6
T T T . : ; . ] i
0,0 0,5 10 15 20
Tempo(s)

(b) Fontes moveis no tempo

Figura 4.20: Potencial para o ponto A ao longo do tempo para a variacdo de b utilizando

(a) fontes fixas no tempo e (b) fontes moéveis no tempo
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Para melhor visualizagdo dos dois métodos, na figura 4.21 realizou-se a
comparacao entre 0 MSF com fontes fixas e 0 MSF com fontes moéveis para b = 0.5 para o
ponto A. Similarmente ao problema 1, percebe-se que ambos estdo condizentes com o
choque ocorrido no tempo de 1,0s mas com o decorrer do tempo a respota obtida com
fontes fixas parece ser mais estavel que para as fontes mdveis e, observa-se pelo gréafico

como as repostas divergem com passar do tempo.

' , ’ ' : T , .
100 . .7,-'.'./.’. o LB B R R R R
80 /
- ‘i"“‘
60 - I i
..,..rofooooonool
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40 1 e i
| | /‘
20
[ _
| ;,-" —=— fontes fixas
) B 8
0+ . + — fontes moveis
| a I y | v | L
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0
Tempo (s)

Figura 4.21: Relacdo entre a temperatura ao longo do tempo para fontes fixas e

moveis no ponto A
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5. CONCLUSOES

Esse trabalho teve como tema a analise da formulacdo do Método das Solugbes
Fundamentais utilizando solugdes fundamentais transientes para o problema da difusdo. O
principal objetivo desta dissertacéo foi avaliar a aplicacdo do MFS em modelos fisicos sem
a necessidade de nenhuma discretizacao ou transformada no dominio do tempo.

A utilizacdo da transformada de Laplace ou o esquema de diferencas finitas sdo as
maneiras mais comuns de se tratar o termo de derivada temporal existente na formulacao
do problema, mas a formulacdo proposta aqui ndo requer nenhum dos dois procedimentos.
Para que o método pudesse ter sido aplicado diretamente ao modelo, fez-se necessario que
a variavel independente tempo fosse tratada como um dos dominios de solucdo das
solugdes fundamentais, gerando assim, uma solugdo com espago-tempo unificado.

Para possibilitar a utilizacdo destas solucdes fundamentais transientes torna-se
necessario que os pontos fonte sejam colocados corretamente tanto geometricamente
qguanto temporalmente. De forma a simplificar ainda mais o método, percebeu-se que a
utilizacdo de pontos fonte coincidentes espacialmente com 0s pontos campo ndo seria
motivo causador de singularidades, desde que ambos ndo estivessem atuando no mesmo
tempo.

Da mesma forma que o posicionamento dos pontos fonte é ainda muito estudado
para aplicacdo do MFS em problemas estaticos, o posicionamento temporal dos pontos
fonte em problemas dindmicos merecem atencdo. Com intuito de estudar este
posicionamento dois modelos foram propostos para a utilizagdo do método: um modelo
utilizando fontes fixas no inicio do tempo proposto e outro modelo com fontes que mudam

de coordenadas temporais juntamente com 0s pontos campos.
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Além do posicionamento das fontes outro fato comum & maioria das formulagoes de
MFS € o da singularidade da matriz que compd@e o sistema a ser resolvido. Tal matriz é
composta pelas solugdes fundamentais em todos os nds da malha estudada, logo, para que
pudesse ser feita a analise da singularidade da matriz optou-se por utilizar variagdes nas
formas dos dominios, varia¢des nas discretizacfes dos dominios e variagdes de incremento
de tempo.

O sistema linear advindo da formulacdo do problema s6 pdde ser resolvido através
de uma técnica de regularizacdo de matriz. Foi testado o método de decomposicdo por
valores singulares (DVS) mas este demonstrou ser insatisfatorio para ambos os modelos,
portanto utilizou-se outra técnica de regularizacdo que apresentou bons resultados, a
técnica de Tikhonov. A escolha do pardmetro de regularizacdo do método deve ser feita
cuidadosamente, e neste trabalho foi utilizado A = 1078, Vale ressaltar que ndo foi o foco
da dissertacdo o estudo de técnicas de regularizacdo de matrizes.

Uma gama de exemplos foi estudada com o intuito de ilustrar a viabilidade dos
métodos desenvolvidos e comprovar a eficiéncia computacional e numérica. Boa precisao
foi encontrada em todos os exemplos analisados, sendo destaque para ambos os métodos a
eficiéncia computacional e simplicidade de implementacéo.

Apesar do bom desenvolvimento de ambas as metodologias observou-se, que em
todos os exemplos analisados, a utilizacdo da metodologia MSF com fontes fixas no inicio
de tempo do problema é mais precisa do que aquela que possui fontes variando no tempo.
Além disso, percebeu-se que o refinamento da discretizagdo do dominio em questdo e a
variagdo do incremento de tempo possui pouca influencia na resposta final e, tais

parametros possuem valores ideiais diferentes de acordo com o caso estudado.
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Em relacdo o posicionamento temporal das fontes, percebeu-se que a resposta
melhora de acordo com o afastamento desses pontos. Acredita-se que fontes localizadas
muito perto dos pontos campo geram uma perturbacgéo na solugéo final.

Em conclusdo dos exemplos estudados cita-se como vantagens do MSF com

solugdes fundamentais transientes:

v Nao existe o calculo de integracdes numéricas;
v Nao é necessario tratamento da derivada temporal da formulacéo;
v" Preciso para discretizagOes relativamente simples;
v' Eficiente computacionalmente;
v Simples implementacéo;
v" Aplicabilidade comprovada
Em contrapartida as vantagens descritas observaram-se também limitacGes que

ainda devem ser estudadas:

v' Dificuldade de posicionamento das fontes, tanto espacialmente quanto
temporalmente;
v Mal condicionamento das matrizes;
v" Escolha de parametros adequados para cada problema
Por fim conclui-se que os métodos desenvolvidos possuem uma formulagdo que se
revelou eficiente na solucdo dos diversos problemas de potencial aqui tratados, nao
obstante as suas limitagdes, percebeu-se que o método possui nivel de precisao controlavel,
versatilidade, ganho computacional e facil implementacdo, o que os torna de grande

utilidade para aplicacdes correntes da engenharia moderna.
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