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Idealizamos neste trabalho uma estrutura topoldgica para Analise h-
Adaptativa Tridimensional com elementos finitos hexaédricos trilineares e
fungdes de forma da familia de Lagrange.

A Malha Adaptativa estudada € estruturada com padrido de
refinamento do algoritmo Octree. A Estratégia Adaptativa projeta a
distribuicdo de dimensdes dos elementos através de um espectro de
divisdes via subdivisdo de malha. Este procedimento incorpora tanto o
refinamento sucessivo quanto o método de remalhamento.

Este procedimento de andlise ¢ aplicado na solugdo numérica de
Problemas de Elastostética Linear Tridimensional.
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In this work we idealize a topological strucuture to Three-
dimensional h-Adaptive Analysis with trilinear hexaedral finite elements
and shape functions of Lagrange Family.

The Adaptive Mesh estudied here is structured with refinement
pattern of the Octree algorithm. The Adaptive Strategy design the size
distribuition of elements by a spectro of divisions via mesh subdivision.
This procedure join both succesive refinement and remeshing method.

This procedure of analysis is applied in the numerical solution of
Problems of Tridimensional Linear Elastostatics. |
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Cronologicamente, Courant [1], num artigo sobre Problemas de
Torgdo em seg¢des multiplamente conexas publicado em 1943, for quem
primeiro delineou o método dos elementos finitos através do formalismo
variacional.

Os restritos avancgos tecnoldgicos dos computadores digitais da
época incapacitava, entretanto, as aplicagdes a engenharia.

A era dos elementos finitos, principiava em 1953, quando Levy [2]
aplica o método na engenharia estrutural para analisar asas de aeroplanos.
Clough batizou o método com o nome Método dos Elementos Finitos
(Cook [3]).

Em 1963 (Cook [3]), o método dos elementos fimtos se consagrava
como método geral para resolver equagdes a derivadas parciais e equagdes
integrais (Johnson [4]), pela sua sblida e fundamentada teorial variacional.

Desde entdo, varios codigos computacionais foram desenvolvidos
para simulagdo numérica com elementos finitos.

Em 1978, Ivo Babuska [5] idealizou uma versdo inédita do método
chamada método dos elementos finitos adaptativo, impulsionando
incisivamente a pesquisa em analise numérica.

A analise adaptativa €, modernamente, o procedimento mais
inteligente de simulagdo através de elementos finitos. Adaptar uma malha
significa criar graus de liberdade tal que os erros de discretizagdo se
equidistribuam, o que denomina-se principio de equidistribuigdo de erros
(Lyra [6]). Varias Estratégias Adaptativas utilizam este principio (Devloo
[7D).

Embora a Adaptatividade otimize o nimero de graus de liberdade
para um determinado grau de exatidio da solugdo discreta, problemas
inerentemente tridimensionais dependem do poder de processamento e
meméria dos computadores e dos sistemas de computagdo grafica (Watson
{8], Lo [9]).

Na década de 90, inimeros problemas tipicamente tridimensionais
como problemas de contato (Marques [10], Chen [11]), analise de tensdes
em reatores protendidos (Rashid[12]), condug¢io de calor (Suranaf[l3]),



fisica dos semi-condutores (Fitzsimons [14]) e fluxo transénico (Kallinderis
[15]) tem sido abordados, impuisionado pelos atributos dos
supercomputadores e sistemas de visualizagio.

Diante de tais avangos, a analise de elementos finitos tridimensionais
tem atraido o interesse dos pesquisadores. Varios topicos como fungdes de
forma e formulas de integragdo para os diferentes tipos de elementos 3D
(Bedrosian[16]) e elementos infinitos 3D (Viladkar[17]) ainda ndo estdo
perfeitamente compreedidos e testados.

Embora o formalismo matematico e computacional dos problemas 3D
seja uma mera extensio dos casos uni ¢ bidimensional, a multiplicidade de
casos existentes em 3D cria naturalmente certa complexidade. Tal
multiplicidade, induz logicamente, o estudo da automacdo da geragdo de
malha, tépico importantissimo em problemas desta natureza.

A automacdo da geragdo de malhas em 3D ¢ de suma importancia
(Martins [18]) porque modelar um corpo sélido sem um pré-processador €
improdutivo, sendo, impossivel. Apesar dos codigos adaptativos possuirem
a dupla fungdo de analisador e gerador, uma primeira discretizagdo ¢
essencial.

Raros estudos na literatura reunem adaptacdo de malhas e problemas
tridimensionais. Devloo [7] apresenta um artigo onde desenvolve uma
estratégia adaptativa em 3D, mas o tema continua em estudos.

Objetiva-se aqui o estudo da analise h-adaptativa tridimensional
usando elementos hexaédricos de oito pontos nodais. O estudo
compreende, portanto, o método-h ou versdo-h do método dos elementos
finitos aplicado a problemas 3D. O método-h consiste em dividir os
elementos, criando, assim, graus de liberdade de tal forma a otimizar a
aproximagio. Este estudo compde-se de uma estratégia adaptativa e de uma
estrutura topoldgica correspondente.

Na estratégia utilizada, estima-se uma distribuigido de dimensdes dos
elementos traduzidas por um espectro de divisdes. A cada elemento ¢
atribuido um numero de particionamentos de modo que a nova malha
gerada conduza a um percentual de erro pré-especificado.

O estimador de erro utilizado ¢ uma extensdo natural a trés

dimensdes do indicador de erro de Zienkiewicz-Zhu.



A estrutura topologica criada é capaz de descrever a histéria do
refinamento de malhas estruturadas uni-irregulares de hexaedros de oito
pontos nodais segundo ¢ algoritmo Octree.

A estrutura topoldgica compde-se de uma vizinhanga aréstica e de
uma vizinhanga facial. Associada a esta estrutura uma classificagéo de tipos
nodais ¢ introduzida para identificar os nés irregulares por aresta e por
face e os nos ativos da malha. Esta estrutura de vizinhanga e tipos
transforma o algoritmo de refinamento do hexaedro num gerador
hierarquico de malhas uma vez que a transferéncia de informagido de
topologia entre os refinamentos subsequentes € inteiramente conservada.

O codigo de analise h-adaptativa tridimensional desenvolvido €
aplicado na resolugio de problemas de elasticidade estatica linear
tridimensional.

O tema é apresentado em quatro capitulos, distribuidos conforme
descrito abaixo:

Capitulo 1l - Descricdo das formutagdes teoricas do problema
classico da elasticidade;

Capitulo 111 - Apresentacdo da estratégia e do algoritmo de analise
h-adaptativa do problema;

Capitulo IV - Construg¢io da estrutura topologica para malhas de
hexaedros de oito pontos nodais;

Capitulo V - Resolugdo de problemas, discussdes e interpretagio de
resuftados.

No final do texto sdo apresentadas conclusdes e uma série de

sugestdes sdo dadas como forma de orientar futuros estudos.



CAPITULO 11

METODO DOS ELEMENTOS FINITOS
NA ELASTICIDADE TRIDIMENSIONAL

Apresenta-se sumariamente neste capitulo a definigio matematica do
problema classico da Mecinica dos Corpos Deformaveis. Descreve-se as
formulagdes Matematica Classica, Variacional, Galerkiana e Matricial.
Define-se, ainda, o tipo de elemento finito implementado e algumas de suas
propriedades. O objetivo é fixar uma terminologia para o texto e metodizar
a apresentacio do tema.

I1.1 - MODELO MATEMATICO

Seja um corpo elastico, isotréopico e homogéneo, definido numa
regido Q cR3 limitada por uma superficie de contorno I'(FIGURA N9 1),
Sejam b*—"(bx,by,bZ
forgas de superficie. O contorno T'" é composto por I' e I';, ' para as

) as forgas de corpo, n a normal exterior e f=(fx,fy,f7_) as

condigbes de Dirichlet e I'; para as condigdes de Neumann. Seja o campo
vetorial incognita u=(ux,u},,uz), o tensor de tensdes Cijs 1,j=1,2,3 e o tensor
de deformagdes Eij, 1,j=1,2,3. Entdo, o Problema de Elasticidade ¢ expresso
por (Johnson[4]):

3
ﬁcij 3 .
+b; =0, ¥xeQcR” ,i=123 (11.1)
é’xj
Jj=1
u=06,Vx el (11.2)
3
Zcij.nj:f‘i,‘v’x ely,i=123 (11.3)

)=l



X

FIGURA N°1-Geometria do Corpo Solido Elastico.

A assoclacdo do tensor de deformagdo com o campo de

deslocamentos é expressa pela Equagdo Deformagdo-Deslocamento:

1| & u; 17 uj ..
g =— +—=1,1,1=1,2,3. I1.4
11(“) Z(é‘xj 5"1] L] ( )

E a associagdo do tensor de tensdes com o tensor de deformagdes ¢
expressa pela Lei de Hooke:

Gijj =4 V-udj+u gj(u), §; é o Delta de Kronecker. | (11.5)

Os pardmetros A e [ sdo constantes positivas(constantes de Lamé) e

V é o operador gradiente:

FAN FAN N
V:ai+5j+§k.

Ir.6
dx Jdy  Jdz (116)

I1.2 - FORMULACAO VARIACIONAL

Denotemos por S o espago das fungdes admssiveis e por V o espago
das fungdes peso. Cada elemento de S satisfaz as condi¢gdes de Dirichlet em
T, e os elementos de V anulam-se em I". Seja, entdo, determinar u €S tal
que Yw €V (Johnson {4]):

J.Gi'j(U) Sij(w) dQ = JdeQ + J.fw di. (11.7)
Q Q I,



Esta equagdo representa a formulagdo variacional associada ao
Problema de Elasticidade. Para simplificar a notagdo, é usual definir as
formas bilinear B:SxV— R e linear L: VR tal que:

B(u,w) = jcij(u) sij(w) dQ), i,j=1,2,3,
Q (11.8)
L(w)=wadQ + wa dar,
Q Fr (11.9)

assim, o problema de elasticidade pode ser formulado como: Determinar

u e S tal que
B(u,w) =L(w), Vwe V. (I1.10)

Os espagos S e V sio definidos conforme as condigdes de
integrabilidade impostas as fung¢des destes espagos pelas integrais. No caso

em estudo tais espagos sA0 expressos por:

s={ueH' (@ u=6.vxer, ],

V={w eHl(Q):w=0,Vx el“u}.

O espago H(Q) ¢ o espago de Sobolev de 12 ordem.
11.3 - FORMULACAO DISCRETA
Denote por S" e VI as aproximagdes de dimensdao finita para os

espacos S e V. Designe ul" tal que ul = v0 + 30 yb eyl e 50 ¢ tal que

ul = § , Vx el. Seja, entdo, determinar u? eSP tal que vwh evh

B(ul,why = L(wh). (11.11)

Esta ¢ a formulagdo de Bubnov-Galerkin associada a formulagio

variacional do problema (Hughes [19]).



A construcdo dos espacos S e VI depende da sele¢io de um tipo
de elemento finito com o qual define-se uma malha ou discretizagdo
(Hughes [19]). O tipo de elemento finito utilizado nas aproximagdes € o
elemento tridimensional isoparamétrico trilinear com fungdes de
interpolagio da familia de Lagrange, portanto, de oito pontos nodais. As
fungdes vh sio xpressa em termos de incognitas nodais d; e de fun¢des de

forma Ni como;

8
vh=ZNidi. | (11.12)
i=1

Esta formulagio € reescrita em linguagem matricial para permitir o

tratamento algoritmico geral do método dos elementos finitos.
1.4 - FORMULACAO MATRICIAL

Seja K a matriz de rigidez do corpo, F o vetor de forgas nodais
equivalentes e d o vetor de incdgnits nodais, associados aos graus de
liberdade da malha de elementos finitos (Hughes [19]). Computando as

integrais da formulagdo discreta para um elemento finito genérico, tem-se:

k¢ = Jsk!(vh) Dej(w") d, i k=123, (11.13)
QC

f¢ = J.bwh dQ + wa“ dr - k©8°. (11.14)
O° ¢

A formulagio matricial associado pode, entdo, ser expressa por
(Hughes [19]):



[K]{d}={F}, (11.15)
E
F=A(f%), (11.16)
e=1
E
K= A (k°), (11.17)
e=1
onde, A indica a operagio de montagem da matriz de rigidez

(Assembling), E o namero de elementos finitos na malha, k¢, e 8 sdo a
rigidez, a forga nodal equivalente e 8 o deslocamento prescrito do e-ésimo
elemento, respectivamente e D ¢é a matriz isotropica da elasticidade

tridimensional. Tal matriz D é dada por:

E(l-v)

T U va-2v

(1-v)

(I-v)

0

(1-v})

(1-v)

0

0

(11.18)

onde E é o mddulo de elesticidade e v & o coeficiente de Poisson.

I1.5 - ELEMENTO SOLIDO HEXAEDRICO

QO elemento finito utilizado é um elemento tridimensional hexaédrico

isoparamétrico conforme trilinear com fungdes de forma da Familia de
Lagrange(FIGURA N°2).



FIGURA N®2- Elemento Hexaédrico e Numerag¢do Nodal.

As fung¢des de forma unidimensionais desta classe podem ser geradas
utilizando o polindmio de Lagrange (Hughes[19]):

N
H(:- £0)
N-1 o j=ELy#i
Nlg )= , (11.19)
[ [ei-¢n
j=ljzi

onde N-1 € o grau do polindmio, | € ponto nodal e & € a coordenada
normalizada. Para o caso de trés dimensdes espaciais, uma fungdo de forma

de um ponto nodal genérico n & expressa por:

Nu(&,n,A)=0,(8) () L4(A), (11.20)

portanto, as fung¢des sdo trilineares.

Para que a solugdo aproximada de Galerkin convirja para a solugdo
exata, as fun¢des de forma devem possuir certas propriedades (Hughes
[19]):

P1. Regular em Q°.

P2. Continuidade em I'®,

P3. Completidade.



No elemento solido de elasticidade tridimensional estudado as
fungbes de forma satisfazem as trés condig¢des.
O mapeamento que descreve as transformagdes de coordenadas €

€XPresso por:

x,v,z: [-L+1]x[-1,+1]x{-1,+1] » QF, (11.21)
8

K&, 2)= ) NG 2) xi (11.22)
i=1
8

y(é,n,l):ZNi(f,n,l)yi, (11.23)
i=]
8

2(§,n,i)=zNi(§,nJ~)zi, (11.24)

i=1
onde x;, y; ¢ z; sdo as coordenadas cartesianas de um ponto nodal genérico
i. Para elementos isoparamétricos, o campo de deslocamento ¢é escrita

como:

8
Wb 0)= D NiE 2 e, (11.25)

i=1

onde dic sdo os deslocamentos nodais do elemento.

O elemento hexaédrico apresenta Otimas qualidades de visualizagido
grafica (Zienkiewicz [20]) e € indicado para preencher volumes (Bedrosian
[16]). A ordem polinomial do elemento ndo requer um procedimento
otimizado de integragdo numérica como elementos hexaédricos de ordens
espectrais maiores, onde a integragdo é uma determinante de natureza
computacional(Irons[21]). No cOmputo da rigidez de elemento usou-se
quadratura de Gauss-Legendre com dois pontos de integragio em cada

diregio.



CAPITULO 111
ANALISE h-ADAPTATIVA

Este capitulo trata das formulagdes das medidas de erro de
discretizagio da estratégia adaptativa implementada. Sdo abordados
resumidamente conceitos de normas de energia, estimativas de erro, a-
priori e a-posteriori, indicador de erro, convergéncia-h e malha 6tima.

Objetiva-se aqui a continuidade da teoria, com enfoque para o caso

de elemento tridimensional hexaédrico trilinear tratado neste trabalho.
I11.1 - GENERALIDADES

A estratégia adaptativa corresponde a um modulo computacional que
integra uma andlise adaptativa, quantificando os erros de discretizagio
inerentes a2 modelagdo do continuo com uma malha de elementos finitos e
definindo os critérios de refinamento dos elementos da malha.

As primeiras formulagdes tedricas puramente matematicas sobre
estimativas de erro utilizadas no método dos elementos finitos adaptativo
foram apresentadas por Ivo Babuska e W. C. Rheinboldt [5], induzindo a
utilizagdo da analise de erro nos codigos gerais para simulagdo
computacional.

Em problemas tridimensionais, onde memodria e tempo sdo variaveis
imperativas, a geracio da malha precisa ser orientada de forma inteligente,
e portanto, uma estimativa de erro a-posteriori € essencial (Ohtsubo et alii
[22]).

Tal analise informa a dimensdo do elemento com a qual constroi-se a
malha adaptada, isto é, produz-se uma otimizagdo da malha de elementos
finitos original (Babuska et alii [23]). Para medir tais erros existem duas
formas usuais: estimativas a-priori e estimativas a-posteriori. As
estimativas a-priori precisam de informag¢des sobre a solu¢do exata (Szabo
[24]), que sdo, em geral, complicadas e incdgnitas. Existem, também, as
varias técnicas de estimativa de erro a-posteriori, mas aqui usaremos 0O
método do poés-processamento (Oden et alii [25]). Nas estimativas a-
posteriori determinadas segundo a técnica do pos-processamento, uma

estimativa de erro ¢ computada pela comparagdo de uma versio pos-
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processada da solugdo aproximada com a solu¢do aproximada, Os
indicadores de erro, assim construidos, criam um espécie de inteligéncia
artificial no programa, orientando a evolugdo da malha adaptativa (Devloo
[7]). Os indicadores de erro sdo, em geral, expressos em termos de normas
naturais ou de energia. As malhas 6timas (Zienkiewicz{28]) sdo construidas
de tal forma que as normas dos erros nos elementos sejam equidistribuidas
na malha. As estimativas de erro usuais possuem propriedades de
convergéncia demonstradas matematicamente (Ainsworth et aln [27]),
possibilitando o uso do cddigo adaptativo em analises de engenharia.

O estudo de indicadores de erro para analises adaptativas ¢ de suma
importdncia e tem atraido o interesse no sentido de criar indicadores
(Atnsworth et alii [27]) com propriedades de convergéncia(estimador de
erro assintoticamente exato) e generalidade (malhas irregulares) que
condicionem analises complexas em engenharia e com seguranga.

Em uma analise adaptativa a computagio dos erros € repetitivamente
realizada, entretanto, o grau de exatiddo computado comparado ao numero
de graus de liberdade e tempo envolvido € compensador (Szabo [24]) e,
portanto, ¢ viavel introduzir este tipo de procedimento nos codigos usuais

de analise de elementos finitos..
I111.2 - ESTIMATIVA DE ERRO

A solugdo aproximada ul difere da solugiio exata u pelo erro nos

deslocamentos e (Zhu et alii [28]):
e=u-u', (111.1)

Uma medida usual do erro € a calculada pela norma de energia. A
denominacdo norma de energia reporta-se a dimensio das integrais que
representam a energia de deformac¢do associada ao erro. Esta norma &,
também, a norma naturalmente deduzida da formulagdo variacional do
problema.

Para a elasticidade tridimensional ¢ expressa por:



| e "Ez :B(e,e)=Je(u -uMDeu - uM)dQ (111.2)
Q

Analogamente, a norma de energia do erro pode ser escrita em

funcdo do erro nas tensdes como:

lelg =B(e,e)=J(G ot D! (6 - M) da (111.3)
Q

onde O € o tensor de tensio exato, oh

¢ o tensor de tensdo via elementos

finitos € D! é a inversa da matriz constitutiva isotropica de elasticidade
tridimensional, definida por:

1 -V =Y 0 0
-V | -v 0 0
1 1 |-v -V l 0 0 0
D= — (111.4}
E |0 0 24 2v 0 0
0 0 2+2v 0
i 0 0 0 2+2v)

Esta norma representa a estimativa do erro de discretizagdo
associada & malha de elementos finitos. Tais normas quando computadas
por elemento s&o ditas indicadores de erro.

As expressdes das normas de erro indicam que alguma informagéo
sobre a solugido exata precisa ser dada. Em func¢do disto, classificam-se
dois tipos de estimativas: a-priori e a-posteriori, Na estimativa a-priori,
supondo que a solugdo exata € bem comportada, ¢ fixada alguma
propriedade da fung¢do. Digamos que a derivada segunda é limitada. Entéo,

se a ordem polinomial da interpolagéio ¢ linear deduz-se uma desigualdade
do tipo (Szabo {24]):

lelg < Ch, (111.5)



onde C é uma constante real dependente de pardametros especificos do
problema estudado, mas independente da dimens@o paramétrica h do
elemento. Esta desigualdade (equagdo II1.6) € tipica do método-h de
refinamento adaptativo (Ewing [29]). Esta classe de estimativa, entretanto,
¢ abordada preferencialmente em analises matematicas complexas para
provar certas propriedades de convergéncia do estimador. Em analise
numérica, especialmente em analise de elementos finitos, outras técnicas
sdo aplicadas com o objetivo de quantificar o grau de exatiddo da solugdo
numérica. Compde esta classe as estimativas a-posteriori. Existem inumeras
técnicas para construir estas estimativas (Oden et aln [25]), porém,
usaremos o método do pods-processamento. Uma estimativa usual
pertencente a este tipo método é o estimador de erro de Zienkiewicz-Zhu,
Este estimador de erro é assintoticamente exato (Ainsworth et alii [27]),

ou seja;

e=-[-‘i|~|i, lim =1, (111.6)
l[ eGX."E h—=0

onde 6 é o indice de efetividade do estimador,”e”E € 0 erro estimado,

| eex. "E ¢ o erro exato e a dimensio paramétrica h, neste caso, € a

dimensio maxima do elemento.
Nos procedimentos numéricos de analise o estimador é usado como
critério de parada dos modulos adaptativo, em fun¢ido do qual define-se o

erro relativo:

:%, (111.7)
u

E

|ulg = Buu). (111.8)

Nas computagdes, este pardmetro € estimado como:



uEs : (111.9)
h” N 2
u 5]
el
2
ul “E = B(u" uM). (111.10)

Este parametro orienta a estratégia de refinamento para projetar a
malha adaptativa.

Para computar a estimativa de erro de Zienkiewicz-Zhu € construido
um tensor de tensdes continuo pelo pds-processamento da solugdo de
elementos finitos. O principio intuitivo é que como o elemento finito €
continuo nos deslocamentos, o elemento solido hexaédrico de elasticidade
3D é de Continuidade C°(Q), e descontinuo nas tensdes, espera-se que o
tensor continuo criado, projetando-se as tensdes discretas, represente uma
aproximagdo mais realista da distribui¢do verdadeira de tensdes no solido
elastico.

Define-se, entdo, o tensor de tensdes continuo por:

8
o= E Ni(£,n.4) 0 (I11.11)
i=1
onde ©; é o tensor de tensdes nodal médio de um ponto nodal genérico i.
O tensor de tensdes nodal médio ¢ determinado impondo que o erro

ponderado sobre a malha de elementos finitos seja nulo, isto €:

J.N‘ (¢ - c")dn= 0, (111.12)
Q

Substituindo a equagdo do tensor continuo (I11.11) na equagio do

erro ponderado (111.12), tém-se:



Nich d0
g, = 2 : (111.13)
NN dQ
o
0
N=|[N; N; N3 Ny Ns Ng N; NgJ, (111.14)
N; = N; 14 (111.15)

onde Iz é a matriz identidade de sexta ordem e N, € a fungdo de
interpolagfio do né 1.

Os atributos computacionais do indicador de erro, conforme indica a
expressio do tensor de tensio nodal médio (equagdo matricial II1.14),

depende da matriz de massa, definida por:

M =JN‘NdQ. (111.16)
9)

E preferivel (Zienkiewicz[21]}) que a matriz M seja diagonal, pois, o
cdmputo da sua inversa implicaria em resolver um sistema linear (equagéo
matricial 111.14). E notavel, também, o volume de operagdes aritméticas
associadas as integragdes numéricas em malhas de elementos finitos
tridimensionais relacionadas a determinacio da estimativa de erro. A
estimativa de erro, portanto, merece um tratamento computacional
especial. No nosso caso, implementou-se uma extensdo natural a trés-
dimensdes do usual estimador de erro de Zienkiewicz-Zhu. Com isto, o

tensor de tensdes médio nodal ¢ definido por:



Ei:%ZGL‘, | (111.17)

o= Dee(uh), (111.18)

5. =4 4L (111.19)

. , : h
onde ¢ é o numero de elementos concorrentes no ponto nodal i e Ge] € o

tensor de tensdes discreto do elemento e genérico cujo ponto nodal i

pertence a sua incidéncia.

Em malhas adaptativas a média aritmética das tensdes nodais, embora
simples, traduz perfeitamente a tendéncia do refinamento em direcionar-se
para a singularidade, demonstrando que localmente os elementos
circunvizinhos de um nd possuem volumes praticamente equivalentes, e
portanto, uma média ponderada pelos volumes implicaria em computagdes
infrutiferas a nivel de engenharia.

A titulo de comentario, no caso bi-dimensional, a média nodal é
equivalente ao procedimento de diagonalizagdo da matriz M, para malhas
uniformes de elementos triangulares lineares, e para malhas ndo-uniformes,
a diferenca entre as estimativas de erro segundo a média nodal ou pela
matriz diagonalizada nio é significativa (Ribeiro [31]).

II1.3 - ALGORITMO ADAPTATIVO

Para o algoritmo adaptativo conduzir & malha 6tima de forma que a

magnitude do erro esteja equidistribuido nos elementos segundo uma norma
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(Devloo [7], Zhu et alii [28]), uma estratégia de refinamento precisa ser
definida onde, apds a analise adaptativa ser executada, o erro relativo na
malha obedece:

n<m, (111.20)

onde M ¢ o erro relativo permissivel prescrito.

A estratégia seleciona, segundo o indicador de erro, os elementos a
serem refinados na malha. Existem variadas formas de definir o grupo de
elementos refinaveis em fungio deste critério de erro. Conforme o critério
usado podemos ter uma subdivisdo sucessiva ou remathamento (Zhu et alii
[28]). Nossa estratégia incorpora estas duas técnicas usuais. O refinamento
sucessivo é um caso especial quando limita-se o numero de divisdes do
espectro a uma unidade; e, o remalhamento é automaticamente realizado,
em fun¢do da distribuigdo do numero de divisées dos elementos, segundo o
algoritmo Octree implementado, quando o espectro de divisdes € genérico.

Sabendo que a ordem da convergéncia do erro € O(hP), entdo, apos N
divisdes de um elemento com fung¢des de interpolagdo lineares, o erro

reduzir-se-a a ordem (Zhu et alii [28]):

h
O(Z—N)- (111.21)

A estratégia adaptativa adotada, consiste em projetar uma
distribuicdo de dimensdo de elementos, para que a ordem do erro seja
reduzida de uma quantidade especificada.

Seja, entdo, a norma da solugdo discreta em termos do tensor de

tensdes continuo, expressa por:

lluc||E2=B(uo,ug)=j(c°)t D! (c%) dO, (111.22)

Q
e, 0 erro médio, numa malha com o numero de elementos igual a NE. dado
por:
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I el
et =L E (111.23)
m NE

onde o erro total na malha é€:

NE

2 _
lele= >

=1

el (111 24)

’E
i |2 L
onde “ e ” ¢ o erro do i-ésimo elemento.
E

Como o erro é proporcional a dimensdo do elemento (equagdo II1.5),

entdo, pode-se escrever;

_em R (111 25)

onde h; ¢ a dimensdo projetada para o elemento para que haja uma redugio
do erro nos elementos a um nivel pré-especificado.
Substituindo as equagdes 111.5 e II1.23 na equacdo II1.25, conclui-se
que:
b e'| YNE

. |
pr=oi= L (111.26)
' b s |Im

Para um erro relativo permissivel T prescrito pode-se computar o

nimero de divisdes de um elemento segundo o critério (Ribeiro e Landau

[31]):

0,0 €£p; <2
numero de divisdes = <1, 2 < p; < 4. (111.27)
2,4 < pj.
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Na implementa¢io da estratégia € utilizado o seguinte arranjo
vetorial:
DIVISOES(NE),

onde NE é o nimero de elementos. Este arranjo informa quantas vezes cada
elemento ¢ refinado pelo algoritmo adaptativo. A cada refinamento o
namero de divisdes do elemento ¢ diminuido da unidade. O procedimento
para quando o numero de divisdes de cada elemento da malha ¢ nulo.

Diz-se que o espectro de divisdes é de primeira ordem se o nimero
maximo de divisdes for um; de segunda ordem, se o ndmero maximo de
divisdes for dois e, assim, sucessivamente. No caso de malhas
tridimensionais hexaédricas, com padrio de refinamento do algoritmo
Octree, é recomendado restringir-se o0 namero de divisdes maximo do
espectro, pois, a lei de geragfio de elementos € a potécia 23N onde N é o
numero de divisdes do elemento. E, portanto, um poderoso gerador de
malhas. Com esta limitagdo, a evolu¢io da quantidade de memoria para
modelar o problema é mais gradual, permitindo um dimensionamento dos
arranjos vetoriais e matriciais de forma otimizada.

Esta estratégia adaptativa unifica, portanto, as duas técnicas usuais
de refinamento, refinamento sucessivo e remalhamento. Com isto, um
nimero de analises inferior ao de um refinamento sucessivo é realizado,
sem o uso de geradores de malha para redefinir a matha como no caso do
remalhamento, uma vez que o algoritmo implementado € um gerador
hierarquico, posto que a geragdo € automatica e as informacdes topologicas
das malhas s3o conservadas entre os refinamentos.

Com esta estratégia adaptativa pode-se construir o seguinte

algoritmo:
Passo 1. Gerar modelo discreto.
Passo 2. Resolver o sistema de equagdes.
Passo 3. Computar os indicadores e a estimativa de erro.
Passo 4. Computar o namero de divisdes de cada elemento.
Passo 5. Selecionar os elementos a refinar.
Passo 6. Refinar os elementos marcados.
Passo 7. Se o nimero de divisdes de algum elemento é nic-nulo,

retorne ao passo 5.
Passo 8. Se n>n, retorne ao passo 2, sendo, pare.
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I11.4 - TAXA DE CONVERGENCIA

As computagdes executadas em engenharia objetivam conhecer
informagdes relativas a resposta de sistemas fisicos sob determinadas
condi¢gBes. Logicamente, a qualidade dos dados processados devem possuir
um grau de exatiddo e um nivel de seguran¢a numa medida essencialmente
equivalente aqueles caso conhecéssemos a solugio exata (Szabo [24]).

Para identificar se uma aproximagio esta convergindo, realizam-se
extensdes. Extensdes sio mudangas sistematicas na discretizagdo tal que o
namero de graus de liberdade é crescente. Existem trés variantes usuais:
extensdo-h, extensdo-p e extensdo-hp (Szabod {24]).

Para quantificar a qualidade da extensdo, um estudo da convergéncia
deve ser realizado através de medidas comparativas de certas variaveis.
Porque a solugdo de elementos finitos minimiza a energia do erro, este é o
pardmetro natural para quanticar a convergéncia. Em geral, plota-se a
norma de energia do erro versus o numero de graus de liberdade, porém, ¢
importante informar que outras varidveis interferem numa analise em
engenharia e eventualmente devem ser ponderadas.

Em problemas, onde as fungdes s@io regulares, a relagdo entre a

norma de energia do erro e o nimero de graus de liberdade é:

felg < — (111.28)
elg -

k
B
onde k é uma constante real, G ¢ o numero de graus de liberdade ¢ B € um
pardmetro chamado taxa assintotica de convergéncia na norma de energia

com G tendendo ao infinito. E, neste caso, a desigualdade & reescrita

como:
log|elg = log k - BlogG . (111.29)
Nos experimentos numéricos, apresentadas posteriomente no topico
de problemas numéricos resolvidos, ilustraremos o desempenho da

estratégia adaptativa através de graficos que traduzam a equacgdo 111.29.
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Nosso estudo, portanto, restringe-se a uma mera extensio do
estimador de erro de Zienkiewicz-Zhu para elasticidade tridimensional com
malhas de elementos finitos hexaédricos trilineares, por ser uma estimativa
testada (Chang et alii [32]) e com propriedades de convergéncia
comprovada. Embora, a extensdo a trés dimensdes seja natural, a aplicagdo
ao caso de elementos hexaédricos de oito pontos nodais € inédita. Optou-
se, por esta estimativa neste primeiro ensaio, pela simplidade, da
quadratura e da implemetagio.

Nos problemas tridimensionais podemos esperar uma taxa de

convergéncia-h igual a -p/3, pois:

|elg < ChP, (111.30)
G «< h7, | (11.31)
| el < CGP3, (111.32)
B=-p/3. (111.33)
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CAPITULO 1V

MALHAS TRIDIMENSIONAIS ADAPTATIVAS HEXAEDRICAS

Este capitulo apresenta a estrutura topologica criada para construir
as malhas tridimensionais adaptativas de elementos hexaédricos segundo o
padrio de refinamento do algoritmo Octree, Mostra como selecionar os
elementos a refinar em fungiio dos critérios de nivel de refinamento e do
nimero de divisdes para que as malhas sejam estruturadas e com um unico
nd irregular por aresta ou por face.

Deduz-se as transformagdes matriciais induzidas pela aproximagio
restringida e discute o método de solugdio de sistemas lineares
recomendado para os problemas tridimensionais. Descreve, também, o

algoritmo para refinamento-h do hexaedro.

IV.1 - GENERALIDADES

Os algoritmos adaptativos possuem uma estrutura topologica
diferenciada das estruturas de dados usuais em elementos finitos porque
constantemente as informagdes geométricas, topologicas e de condigdes de
contorno sio transferidas durante a evolugdo do refinamento. Os arranjos
de tal estrutura devem ser capazes de descrever as variadas configuragdes
existentes na malha adaptativa com otimizagio de meméria (Kallinderis
[15]). Estes arranjos estdo associados aos padroes de refinamento
implementados, traduzindo o grau de complexidade topologica da malha.
Em func¢io disto, € comum restringir-se o numero de casos possiveis de
refinamento implementados nos codigos adaptativos (Lohner [33]). Um
padrio de refinamento usuval em geragdo de malhas tridimensionais € ©
algoritmo Octree em que um hexaedro refinado gera otto hexaedros
isomorfos (Schroeder [34]). Existe uma infinidade de padrdes que podem
ser implementados, conforme o tipo de elemento tridimensional e as
propriedades de visualizagao grafica objetivadas (Lo [9]).

Em problemas tridimensionais, a complexidade da geometria
representa um tempo expressivo no pré-processamento dos dados e , em
geral, incorre em erros humanos, por isto, os geradores de malha sdo de

suma importancia (Martins et alii [18]) para o analista numérico.
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Os programas para analise adaptativa possuem a dupla funcido de
gerador e analisador, e com isto, limita-se a sofisticagdo de uma primeira
discretizagdo construida pelo gerador.

E inerente, também, a esta classe de problemas, memoéria e tempo de
processamento assumirem proporgdes que, frequentemente, inviabilizam a
analise com métodos diretos para resolugio de Sistemas Lineares cujo
nimero de operagSes é da ordem O(n?), n é o namero de equagdes.

Em analise adaptativa, a série de malhas geradas pelo avango do
refinamento, cria um ambiente natural para aplicagdo de métodos iterativos

(Devloo [7]), como o método do gradiente conjugado pré-condicionado.
IV.2 - PADRAO DE REFINAMENTO

Do tipo de padrdo de particionamento do elemento finito depende a
criagdo da estrutura topologica. Embora exista um sem nimero de formas
de refinar um elemento, ¢ em trés dimensdes a quantidade de casos € ainda
maior (Lohner [33]), a observancia das qualidades dos etementos gerados,
tais como 4angulo solido, distor¢do e distensdo, € importante para a
regularidade da malha (Kallinderis [15]).

Em problemas tridimensionais, duas técnicas para gerar
automaticamente malhas tem sido usadas: a técnica de Delaunay e o
algoritmo Octree (Schroeder [34]). No algoritmo Octree uma genealogia
de hexaedros é construida, onde cada hexaedro se transforma em oito
hexaedros que herdam as propriedades geométricas e topologicas do
elemento original, conforme ilustrado na figura N°3,

FIGURA N9 3-Refinamento Octree.
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Quando o hexaedro é refinado (particionado), os oito hexaedros
{elementos filhos) gerados possuem uma forma semelhante aquela do
hexaedro original( elemento pai). Assim, se o primeiro modelo discreto ¢
composto de elementos sem distor¢des ¢ distengdes, esta regularidade sera

conservada pelo refinamento, ver figura N°4,

A4

Elemento Refinado Elemento Pai

Elemento Filho

FIGURA N%4-lIsomorfismo dos Elementos.

IV.3 - ESTRUTURA TOPOLOGICA
IV.3.1 - Numeracio Nodal

Quando um elemento é refinado, os nés e elementos criados precisam
ser incorporados i estrutura geométrica e topolégica da malha anterior. E
natural definir uma lei de ordenag¢do nodal para automatizar a geragao de
coordenadas e condigdes de restricio em termos computacionais.

Designamos ndé centroidal ao nd criado no centréoide do elemento

refinado. Designamos, ainda, n6 de aresta ou aréstico aos nos criados nos
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pontos médios das arestas do hexaedro; e, por n6 de face ou facial, ao nos
criados nos centros das faces do hexaedro.

Em fun¢io da conectividade do elemento original definimos a
numera¢do nodal para os nos criados segundo a ordem apresentada na
figura N©°-5. '

N3 N17 N2
NI N19 NI6
N2 NI12 N2i
N4 NI9 NI
NI3 NI
N1 N N2s N6
N23 NId N20
N26 NL> N24
N8 N27 N5

FIGURA N®5-Numeragio Nodal.

Os pontos nodais NI, N2, N3, N4, N5, N6, N7, N8 sdo os nos do
elemento original; o nd N9 é 0 nd centroidal; os nos N10, N11, N12, N13,
N14 e N15 sdo os nos faciais; e, 0s ndés N16, N17, NI18, N19, N20, N21,
N22, N23, N24,  N25, N26 ¢ N27 sd0 0S5 n0Os arésticos.

As coordenadas do né centroidal é dado pela média dos oito nos do
elemento; as coordenadas do nd aréstico pela média dos ndés da aresta do
elemento e as coordenadas dos nds faciais pela média dos nds da face do

elemento.
IV.3.2 - Numeraciio dos Elementos
Similarmente, uma ordena¢do para os elementos fixa espacialmente a

configuracdo dos elementos recém-criados. Para que esta configuragdo seja

geral e independente, definiu-se que a sequéncia de numeragdo dos
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elementos segue a ordem da incidéncia dos nds, ou seja, associa-se a cada
um dos nds um elemento. Com isto cada n6 do elemento original pertence a
um unico elemento filho. Esta propriedade é utilizada para simplificar os
algoritmos. A figura N®6 ilustra a distribuigdo espacial dos elementos
filhos.

N3 N2
£ E2
El
N4
NI
[
E4
N7 N6
E7 E6
ES8 ES
N8 NS

FIGURA N°6-Numeragdo dos Elementos.

No modulo computacional de refinamento, atribui-se ao elemento El
o numero do elemento pai, numerando os outros na ordem indicada pela
figura N%6. Com as numera¢des nodais e de elementos definidas, as

conectividades dos elementos filhos estio implicitamente construidas.
IV.3.3 - Numeracio das Arestas e das Faces
Para simplificar o tratamento computacional do particionamento do

hexaedro, numera-se as arestas e as faces do hexaedro. As figuras N%7 ¢

N©'8 mostram esta numeracao.
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N3 Al N2

A3
Al
A7 Ab
N4
A4 NI
N7 AlL0 N6
As All AS
A9
N8 Al2 N3
FIGURA N®7-Numeragdo das Arestas.
N3 N2
3
F1 F
N4 F4
NI
F2
N7 N6
F5
F6
N8 N5

FIGURA N®8-Numerag¢io das Faces.

Existe, portanto, duas associagdes: dos nds com a face e dos nos

com a aresta, capazes de identificar reciprocamente estes parametros.
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Assim, dados dois nds de uma aresta sabe-se qual a aresta associada ¢ vice-
versa; bem como, dados quatro nds de uma face sabe-se qual a face
associada e vice-versa. Existem, ainda, duas associagdes implicitas que sdo
os quatro elementos filhos de uma dada face e os dois elementos filhos de
uma dada aresta. Portanto, a numerag¢io da face do elemento refinado ¢
capaz de identificar os quatro elementos que se originaram nesta face; e a
numeragio da aresta do elemento refinado ¢ capaz de identificar os dois
elementos que se originaram nesta aresta. FEsta propriedade ¢
importantissima no médulo de refinamento-h.

A estrutura de dados criada para representar estas informagdes ¢
formada pelos arranjos NOSF(4,6) ¢ NOSA(2,12), correspondendo,
respectivamente, a ordem de numeragao dos nos de cada face e de cada
aresta. Tais listas sdo definidas pelos arranjos matriciais definidos a seguir

e elucidados pelas tabelas N® | ¢ N°®2:

NOSF(4,6) NOSA(2,12).

NOSA

Al A2 A3 Ad AS AG A7 A8 A9 | A10 | A1l | Al12

nol 1 2 3 4 1 2 3 4 5 6 7 8

no2 2 3 4 1 5 6 7 8 6 7 8 5

TABELA N© 1 - Lista dos Nos da Aresta,

NOSF
F1 F2 F3 F4 FSs Fo
nol 1 1 2 3 i 5
no2 2 S 6 7 4 8
no3 3 6 7 8 3 7
no4 4 2 3 4 5 6

TABELA N°2 - Lista dos Nos da Face.
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A tabela N°1 informa quais siio os nos do elemento que pertencem a
cada uma das arestas. Similarmente, a tabela N®2 informa quais sdo os nos

do elemento que pertencem a cada uma das faces.
IV.3.4 - Vizinhancas Aréstica e Facial

Para a defini¢io adequada da t‘opoiogia da malha, dois tipos de
vizinhan¢a dos elementos sido tratados separadamente: a vizinhanga por
face ou facial e a vizinhanga por aresta ou aréstica. Dois elementos sio
vizinhos por face se possuem quatro n6és em comum; dois elementos $d0
vizinhos por aresta se possuem dois nos em comum.

As figuras N9 e N° 10 mostram os dois tipos de vizinhanga. Os nos
nfl

concomitatemente, 4 dois elementos ditos vizinhos faciais. Analogamente,

nf2, nf3 e nfd4 s8o os Onicos quatro nos pertencentes,

b]

os nds nal e na2 sio os uanicos dois nds pertencentes, simultaneamente, a

dois elementos ditos vizinhos arésticos.

nf2
nfﬁ
%
nf4

FIGURA N°9-Vizinhos por Face.

nal
na2

FIGURA N%10-Vizinhos por Aresta.




As relagdes de vizinhanga descritas anteriormente sio continuamente
redefinidas durante a evolucido das malhas adaptativas.
Computacionalmente, dois arranjos matriciais sio usados para transferir
estas informagdes. Como existem doze arestas e seis faces em um hexaedro,
a vizinhanga deve conter as informag¢des de cada uma das arestas e de cada
uma das faces. Para que a malha refinada tenha somente um né irregular
por aresta ou por face, € necessario utilizar uma estrutura de dados que
contenha quatro vizinhos por face e dois vizinhos por aresta para cada

elemento. Portanto, definimos os arranjos matriciais:

VIZINHOF(24 , NE) VIZINHOA(24 , NE)

onde NE ¢é o numero de elementos da malha. O arranjo VIZINHOF
representa a vizinhanga facial e o arranjo VIZINHOA, a vizinhanga
aréstica. Tanto uma quanto a outra podem ter até vinte e quatro vizinhos
por elemento, caso os vizinhos estejam refinados. Quando o vizinho €
refinado, define-se um sentido de ordenagdo para os vizinhos arésticos, de
um no para outro da aresta; e, define-se uma circulagio com normal

exterior para os vizinhos faciais sobre os nés da face.

e
Pl /

- - // -

FIGURA N%11-Elemento E e Vizinhos Faciais V.
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FIGURA N@ [2-Elemento E e Vizinhos Arésticos V.



A figura N®12 completa as informa¢des de natureza topologica que

sdo capazes de descrever o refinamento-h de mathas hexaédricas.
IV.3.5 - Algoritmo de Refinamento do Hexaedro

A figura N 13 descreve resumidamente um algoritmo de refinamento

h-adaptativo de uma malha de hexaedros.

INICIC DO MODULO DE REFINAMENTO-H DE MALHAS HEXAEDRICAS
LACC NOS ELEMENTOS REFINAVEIS
NUMERAR ELEMENTOS FILHOS
DEFINIR INCIDENCIA DO ELEMENTO REFINAVEL
DEFINIR VIZINHOS POR FACE E POR ARESTA
LACC NAS ARESTAS DO ELEMENTO REFINAVEL
SE 0 VIZINHO ARESTICO E REFINADO ENTAQ
DETERMINAR O NO IRREGULAR POR ARESTA
SE UM VIZINHO FACIAL ADJACENTE E REFINADO ENTAO
DETERMINAR © NO IRREGULAR POR ARESTA
SENAD
CRIAR UM PONTO NODAL NA ARESTA
DETERMINAR AS COORDENADAS CARTESIANAS DO NO DA ARESTA
DEFINIR A CONDICAO DE RESTRIGCAO DO NGO DA ARESTA
FIM DO SE
REDEFINIR A VIZINHANGCA ARESTICA DO VIZINHO POR ARESTA
DEFINIR A CONDICAO DE CONTORNO ARESTICA DOS ELEMENTOS FILHOS
FIM DO LACO NAS ARESTAS
LACO NAS FACES DO ELEMENTO REFINAVEL
SE 0 VIZINHO FACIAL E REFINADO ENTAO
DETERMINAR O NO IRREGULAR POR FACE
SENAO
CRIAR UM PONTO NODAL NA FACE
DETERMINAR AS COORDENADAS CARTESIANAS DO NO DA FACE
DEFINIR A CONDICAO DE RESTRIGAO DO NO DA FACE
FIM DO SE
REDEFINIR A VIZINHANGA FACIAL DO VIZINHO POR FACE
DEFINIR A CONDIGCAC DE CONTORNQ FACIAL DOS ELEMENTOS FILHOS
FIM PO LAGCO NAS FACES
CRIAR ¢ NO CENTROIDAL
DETERMINAR AS COORDENADAS CARTESIANAS DO NO CENTROIDAL
DEFINIR A CONDICAO DE RESTRICAD DO NO CENTROIDAL
DETERMINAR AS INCIDENCIAS DOS ELEMENTOS FILHOS
REDEFINIR A VIZINHANCA ARESTICA DOS VIZINHOS POR FACE
REDEFINIR A VIZINEANGCA FACIAL DOS VIZINHOS POR FACE
REDEFINIR A VIZINHANCA ARESTICA DOS VIZINHOS POR ARESTA
DEFINIR TIPO DE MATERIAL DOS ELEMENTOS FILHOS
DEFINIR VIZINHANCA FACIAL ENTRE ELEMENTOS FILHOS
DEFINIR VIZINHANCA ARESTICA ENTRE ELEMENTOS FILHOS
DEFINIR 0 NIVEL DE REFINAMENTQ DOS5S ELEMENTOS FILHCS
ATUALIZAR O NUMERO DE DIVISGES DOS ELEMENTOS FILHOS
ATUALIZAR O NUMERO TOTAL DE ELEMENTOS NA MALHA
FIM DO LACO NQS ELEMENTOS REFINAVEIS
FIM DO MODULO DE REFINAMENTO-H DE MALHAS HEXAEDRICAS

FIGURA N°13-Algoritmo de Refinamento-h de Malhas Hexaédricas.

IV.4 - ELEMENTOS A REFINAR



Para proceder ao refinamento h-adaptativo da maiha de hexaedros ¢é
preciso marcar os elementos a refinar. Observa-se que os elementos ndo
podem ser refinados aleatoriamente porque as malhas estudadas sdo
estruturadas e uni-irregulares por aresta e por face. Assim, € preciso que
haja uma compatibilidade de niveis entre o elemento a refinar e os vizinhos
arésticos e faciais. Portanto, a selecdo do elemento esta condicionada ao
numero de divisdes, definido pela estratégia adaptativa, e ao critério de
nivel de refinamento do elemento, imposto pela uni-irregularidade. A
estrutura de dados usada para definir os elementos a refinar envolve as
duas estruturas topolégicas de vizinhanga, o arranjo de divisdes e o arranjo

vetorial:
NiVEL(NE).

onde NE ¢ o numero de elementos da malha. Segundo nossa estratégia
quando um elemento ¢ refinado o nimero de divisdes do elemento pai ¢
diminuido de uma unidade e atribuido aos elementos filhos. O refinamento
é repetido até que nimero de divisdes de cada elemento seja nulo para a
malha inteira. Com a combinagdio dos dois critérios, as vezes, certos
elementos devem ser selecionados para o refinamento, ainda que o numero
de divisdes seja nulo. A condi¢io de refinavel deve ser verdadeira tanto na
vizinhanga por aresta quanto na vizinhanga por face. Existe, portanto, uma
ordem em que os elementos sdo particionados para que a uni-irregularidade
da malha seja conservada. A observiancia destes critérios permite construir

o arranjo vetorial:

REFINAR(NR).

onde NR é o numero de elementos a refinar da malha. Observar que as
dimensdes destes arranjos vetoriais estdo continuamente crescendo a
medida em que o refinamento avanca.

Para ilustrar como um certo elemento pode pertencer ac grupo dos
elementos a refinar, embora seu namero de divisdes seja nulo, veja-se a
malha hipotética da figura N®14. Nesta malha, os elementos E9 ¢ EI0
devem ser refinados primeiro, apesar do numero de divisdes D9 e D10

serem nulos. Neste caso, o nivel de refinamento induziu o refinamento



daqueles elementos. Executado o refinamento destes elementos, os
elementos E1, E2, E3, E4, ES5, E6, E7 e E8 formam o grupo subsequente
dos elementos a refinar, mas agora, o nimero unitario de divisdes DI, D2,
D3, D4, DS, D6, D7 e D8 é que forgou o refinamento. Portanto, existe uma

hierarquia de refinamento que compatibiliza a uni-irregularidade da malha,

4 E3
N4=1 D3i=1

E9 D9=0 o A P E10 D10 =0

ni=1 D2=1

EB E7
Ng=1 D7=1

ES E6
ns=1 b6=1

FIGURA NO% 14- Elementos a Refinar,

1V.5 - TRANSFORMACOES DE RESTRICAO

A introdugdo de nos irregulares nas malhas h-adaptativas através do
refinamento destrdi a continuidade no contorno inter-elemento. Uma forma
de forgar a continuidade é impor uma condigdo de restrigdo, relacionando
os graus de liberdade dos nos irregulares aos graus de liberdade dos nos
ativos (Devloo [36], Lyra [6]), outra forma ¢ construir uma malha mista,
onde o né irregular unido a nds ativos da malha origina elementos (em

geral, de tipo diferente), transformando o né irregular em né ativo (Ribeiro

[30]).
1V.5.1 - Tipos de Nés Irregulares

Nas malhas h-adaptativas hexaédricas, dois tipos de noés irregulares
podem ser criados pelo refinamento: o nd irregular aréstico ou por aresta e
o no irregular facial ou por face.

Designa-se no irregular por face ao n6 criado na face de um elemento
cujo vizinho facial possui nivel de refinamento idéntico. Designa-se no

irregular por aresta ao n6 criado na aresta de um elemento cujo vizinho
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aréstico ou um dos vizinhos faciais adjacentes a aresta possui nivel de
refinamento idéntico. A figura N°15 mostra a ocorréncia de um né

irregular por face F e a figura N®16 mostra a ocorréncia de um no
M2

F
; M3

irregular por aresta L.

M1

e

M4

FIGURA N®15-N¢ Irregular Facial.

M1

M2

FIGURA N% 16-N¢ Irregular Aréstico.
Na figura N® 15, os nos ativos M1, M2, M3 e M4 definem os

deslocamentos do nd F. Analogamente, na figura N 16 os nos ativos M1 e

M2 definem os deslocamentos do no L. E interessante notar que tais
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restricdes sdo fungdes de vinculagio impostas ao funcional energia do
sistema estrutural, podendo ser tratado com multiplicadores de Lagrange
(Courant e Hilbert [37]). Para simplificar o tratamento computacional da
irregularidade da malha, usaremos uma linguagem matricial.

Em fun¢io disto, verifica-se a existéncia de trés tipos de nos: os
ativos, os irregulares por face e os irregulares por aresta. Para automatizar
as computa¢des, um arranjo vetorial de tipos ¢ criado para informar o tipo
de cada nd da malha. Este arranjo ¢ definido por:

A, Ativo .
TIPOS(NN)} = < F, Irregular por Face.

L, Irregular por Aresta

onde NN é o numero de nds da malha. Os nds ativos e prescritos assumiram
o codigo A para definir seus tipos porque em termos de implementagdo esta
nomenclatura simplifica as comparag¢des no programa. Este arranjo vetorial
¢ utilizado num modulo. que restaura as condigdes de restrigdo nodais a
partir da numeragdo dos graus de liberdade nodais antes de proceder ao
refinamento adaptativo. A codifica¢do do procedimento € simplificada com
o uso do arranjo de tipos nodais.

Para o caso de func¢des de forma de Lagrange (Trilinear) em
elementos finitos hexaédricos de oito pontos nodais, a Aproximagio
Restringida capaz de representar a continuidade na face inter-elemento e na

aresta inter-elemento € expressa por:

4
1
dF = - ZdMi’ (IV.1a)
i=1

2
1
dL = ZdMi, (IV.1b)

1=1
onde df e d, sio os deslocamentos dos né6 irregular por face F e por

aresta L. O deslocamento dMg ¢ o deslocamento de cada nd | que define a

aresta ou a face onde o nd irregular existe,



IV.5.2 - Transformagdes Matriciais

As relagdes de restrigio (equagdes IV.1) podem ser reescritas de
forma matricial, conforme o tipo de né como:

1} No Ativo:
dy = I3dy_, (IV.2a)
xXa dXMa

d" = ya dMa = d).M}1 (IVZb)
dza dzMa
] 0 0

I;=(0 1 o0}, (1V.2¢)
0O 0 1

onde d, e dy A sdo os vetores deslocamento do no ativo a. Portanto, os
€

deslocamentos de um no ativo ndo sdo transformados pelas equacdes de

restrigdo porque os nds ativos sdo definidos por si proprios.

2) N6 Irregular por Aresta:

d =T, dMl , (IV . 3a}
dNM[
d d)'MI
§ dZM]

d = Jdy by = 4000 (IV.3b)
dz] d 2
yMy
kdzmz
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1 0 0 1 0 0
2 2
] I
T, =10 - 0 0 = 0}, IV 3¢
L 3 2 {IV.3¢)
0 0 L 0 0 !
i 2 2]

onde d; € o vetor deslocamento do no irregular por aresta I, dMl € o vetor
deslocamento dos nés que define a aresta (FIGURA N°16) ¢ T ¢ a matriz

de transformagio.
Portanto, os deslocamentos do no irregular por aresta é a média dos
deslocamentos dos nds que definem a aresta.

3) N6 Irregular por Face:

df = TF de ) (IV.4EL)

(1V.4b)
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Lo ol ool o 0ol oo
4 4 4 4
I |
Te=l0 £ 0 0o - 0o o 1 o o L o (Iva.c)
4 4 4 4
6 0 - 0 0o L o o L o o 1
] 4 4 4 4.

onde d; é o vetor deslocamento do né irregular por face f, dm, € o vetor

deslocamento dos nos que define a face (FIGURA N°15) e Tg € a matriz
de transformacgio.

Portanto, os deslocamentos do né irregular por face ¢ a meédia dos
deslocamentos dos nos que definem a face.

Com estas sub-matrizes de transformacdo podemos construir uma
matriz de transformag¢io T para a conectividade do elemento através da
composigdo de Iy, Ty e T conforme os tipos dos nés do elemento. Seja,

entdo, determinar a matriz T do elemento ilustrado na figura N%17.

hE N3

Ny E N7

E NG /

FIGURA N°17-Elemento com Nos Irregulares.
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Conforme indica a figura N° 17 os nds da incidéncia do elemento E
possuem os tipos: F (N1), L (N2), A (N3), L (N4), A (N5), F (N6), L (N7)
e F (N8). Podemos, entdo, compor a matriz de transformagdo T para o

elemento E que € expressa por:

D = TDy, (IV 5a)
d dv,
d; dm,
dj dM3
D=4d4>..DM—4dM4L
ds dms
dg dmﬁ
d- dM7
dsJ dMg
(1V.5b)
T 0 0 o 0 0 0
0 T 0 6 0 0 0
0 0 I, o 0 o0 0
R A
o o o0 0 I; 0 0 0
0o 0 o0 0 0 Tp 0 0
o 0 0 0 T, 0
0 0 0 0 0 Tg|
(IV.5¢)

onde D é o vetor de deslocamentos dos oito pontos nodais do elemento,
Dy € o vetor de deslocamentos dos nods ativos que definem NI, N2, N3,

N4, N5, N6, N7 e N8, segundo o tipo nodal e T & a matriz de
transformagdo correspondente a estes tipos de nos.
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E importante frisar que a configuragdo mostrada na figura N° 17
reproduz o caso limite em que um elemento ¢ descrito por vinte pontos
nodais, equivalendo, portanto, a um elemento f{inito hexédrico tri-
quadratico. Logicamente, este caso restringe-se ao nosso estudo de malhas
hexaédricas estruturadas e uni-irregulares por aresta e por face.

Para proceder as computagdes em elementos finitos € preciso
formular a matriz de rigidez transformada e o vetor de cargas transformado
em termos da matriz de transformacdo T associada a conectividade de um
elemento finito genérico da malha. Deduz-se estas equagdes de forma
simples através da energia do sistema estrutural (Cook [3]) expressa em

termos de elementos finitos, isto é:

I = ZDt k®D ZD . (1V.6)

Digamos que um elemento e cujos tipos nodais de sua incidéncia

possui uma relagio de transformagio para os delocamentos dada por:

D=TD, (1V.7)

Substituindo a relagdo de transformag¢io (equagdo IV.7) na expressdo
da energia (equagido 1V.6), conclui-se que a matriz de rigidez transformada
K e o vetor de forga transformado F sdo, a nivel de elemento:

K® = Ttk T, (1V.8)

F¢ = Tty (1V.9)

IV.6 - METODO DE SOLUCAOQ DE SISTEMAS LINEARES

Na engenharia, a resolu¢iio do sistema linear interfere incisivamente
em varios contextos da analise e é uma 4rea de interesse continuo da

pesquisa tecnologica. Objetiva-se, em geral, maximizar a aceleracio das

computa¢des e minimizar o volume de memoria,
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Existem duas classes gerais de métodos de resolugdo de sistemas de
lineares: os métodos diretos e os métodos iterativos. O objetivo central
destes métodos ¢ resolver os sistemas lineares representados pelas
formulagdes matriciais originadas das aproximagdes numeéricas de um
problema fisico. ,

Em analise estrutural, a formula¢do de elementos finitos conduz a
sistemas cuja matriz ¢ esparsa e simétrica. Tais propriedades sdo
exploradas pelos algoritmos dos métodos diretos, entre os quais cita-se o
método de Crout e o de Cholesky. Estes métodos, na verdade, sdo
variantes do método de Gauss. Tal método ¢ fundamentado em
transformagdes elementares da Algebra Linear, cuja finalidade é fatorizar a
matriz do sistema em produtos de matrizes triangular superior e inferior
(Duff [35]). Portanto, estes métodos, matematicamente, sio equivalentes.

Esta classe de métodos, entretanto, ndo é recomendada em analise h-
adaptativa porque a esparsidade da matriz ¢ destruida durante o
refinamento da malha e nem para problemas tridimensionais onde a largura
de banda ¢ gigantesca. -

Os métodos iterativos sdo os mais indicados para analise h-
adaptativa tridimensional. Em primeiro lugar, a série de solugdes geradas
pela analise adaptativa, cria um ambiente natural para solucionadores
iterativos, uma vez que a solugdo da analise anterior, projetada, é um
6timo vetor de partida para a analise posterior, acelerando a convergéncia
expressivamente (Devloo [7]). Tais métodos, em conjugdo com algoritmos
elemento-por-elemento, possibilitam a resolugio de sistemas de equacdes
sem requerer a formag¢do da matriz do sistema, e portanto, minimizando a
quantidade de memoria (Hughes [38]).

Dentre os métodos iterativos usuais estio o método do gradiente, o
método do grandiente conjugado, o método do gradiente conjugado pré-
condicionado e os métodos Multigrid.

Historicamente, o método do gradiente conjugado foi criado por
Hestenes e Stiefel em 1952 [39] ¢ possul uma bem fudamentada formulag¢io
variacional, E um método iterativo com uma série de propriedades
atraentes, pode ser implementado elemento-por-elemento e com um preé-
condicionador e € extensivamente aplicado em analise de engenharia de

problemas avancgados.
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Descreveremos, agora, abreviadamente, alguns conceitos e
propriedades do método iterativo implementado no programa de analise h-
adaptativa tridimensional, comentando algumas experiéncias que podem ser
proveitosas.

Neste estudo implementou-se o método do gradiente conjugado pré-
condicionado com pré-condicionador de Jacobi, ou diagonal, com o
algoritmo elemento-por-elemento.

Um funcional quadratico Q ¢ um funcional da forma (Axelson [40]):

Q= %DtK D - D'F. (1V.10)

O funcional energia do sistema estrutural originado pela formulagio
de elementos finitos é um funcional quadratico (Axelson [40]). Minimizar o
funcional quadratico de energia e resolver o sistema linear da estrutura sio
problemas matematicamente equivalentes (Golub [41]).

E demonstravel que em um numero de iteragdes, no maximo igual &
ordem do sistema, o método do gradiente conjugado reproduz a solugdo
exata a menos dos erros de truncamento (Johnson [4]).

No método do gradiente conjugado as aproximgdes sucessivas sdo do
tipo (Johnson [4]):

d*tl = gk oy Ak k=01, . (1V.i1)

onde aj € um escalar comprimento da k-ésima iteragao, AK ¢ um vetor
diregio conjugada da k-ésima iteracdo e d* ¢ o vetor solugdo da k-ésima
iteragdo. |

Quando a matriz do sistema é bem condicionada, a aceleragio da
convergéncia do método € dtima.

O nimero de condicionamento espectral x(K) define as propriedades
de convergéncia do gradiente conjugado. Mostra-se que o numero de
iteragdes N executadas até o erro se reduzir a um valor € > 0 obedece a
desigualdade (Johnson [4]):
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N > x(K) log + . (1V.12)
£

Uma forma de modificar as qualidades de condicionamento da matriz
do sistema ¢é introduzir uma transformac¢do de varidveis, através de pre-
condicionadores, cujo numero de condicionamento espectral da matriz
transformada seja inferior.

Introduzindo, entdo, uma transformacgio de variaveis, tem-se que
(Johnson [4]):

k(P PKPY) < x(K), (1V.13)

onde P é uma matriz que define a transformac¢do de variaveis. O numero de
iteragdes N, portanto, pode ser tdo inferior quanto menor for o numero de
condicionamento espectral da matriz resultante da transformagdo de
variaveis.

Um pré-condicionador simples e usual ¢é o pré-condicionador
diagonal ou de Jacobi {(Golub [41]}. Para construir este pré-condicionador
basta obter a diagonal da matriz de rigidez da estrutura, armazenando os

seus coeficientes num arranjo vetorial da forma:
DIAGONAL(EQ),

onde EQ ¢ o numero de equa¢des do sistema linear da estrutura. No estudo
da analise h-adaptativa tridimensional com malhas hexaédricas ndo se
percebeu nenhum demérito quanto a estabilidade numérica deste pre-
condicionador. Este topico, porém, merece um estudo posterior mais
pormenorizado.

Na implementagic do método do gradiente conjugado pré-
condicionado no codigo de anédlise h-adaptativa tridimensional usou-se |,
naturalmente, a solugdo da anilise adaptativa anterior como vetor de
partida para a andlise posterior. Uma forma bem mais inteligente ¢é
construir um vetor de partida, completando a solu¢io adaptativa pela
interpolagdo dos graus de liberdade existentes. A estrutura topoldgica
ideatizada permite que seja desenvolvido um mddule para criar este vetor,

mas 1sto nido € tdo trivial. Portanto, himitaremos nosso estudo, por
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simplicidade, ao vetor de partida mais natural que ¢ a solugdo do
refinamento anterior.
A matriz de rigidez do sistema estrutural é armazenada num arranjo

tridimensional do tipo:

RIGIDEZ(L, C, NE).

onde L é o numero de linhas da matriz de rigidez de elemento, C é o
namero de colunas da matriz de rigidez de elemento (lembrar que a matriz
de rigidez de elemento é quadrada e simétrica) e NE € o numero de
elementos na malha hexaédrica. Comparada ao método da banda variavel
(SkyLine) esta forma de armazenar a matriz de rigidez da estrutura ¢
preferivel, mas ainda ndo é o ideal, porque a matriz de rigidez de elemento
¢ inteiramente armazenada. Sabe-se, todavia, que apenas os coeficientes da
diagonal e os coeficientes da parte triangular superior ou inferior sido
suficientes. Limitou-se a esta forma primaria e simples de armazenar a
matriz por tratar-se de um estudo preliminar.

O algoritmo de solugdo do sistema, também ndo explora as
possibilidades de vetorizagdo e paralelismo.

Tal possibilidade € inerente ao método do gradiente conjugado
implementado com algoritmo elemento-por-elemento. Posteriormente,
entretanto, 1sto serd reestudado.

No caso das malhas tridimensionais de hexaedros, a irregularidade
da malha impde varias ordens para as matrizes de rigidez de elemento, a
ordem podendo variar entre a vigésima quarta e a sexagésima.

Portanto, também a matriz do sistema representa um volume
expressivo de memdria, demonstrando a 1mportdncia de estudar os
solucionadores de sistemas lineares mais indicados para resolver problemas
tridimensionais.

Teoricamente, o método do gradiente conjugado determina a solugéo
exata do sistema linear de equacBes. Na pratica, entretanto, a
ortogonalidade das diregdes conjugadas sdo destruidas pelos erros de
truncamento envolvidos nas opera¢gdes computacionals, Isto transforma o
método do gradiente conjugado numa técnica tipicamente iterativa. Assim,
um erro relativo, medido numa certa norma, deve ser especificado para o

computo da solucdo iterada. Esta tolerdncia é de fundamental importancia
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na interpretacio numérica dos valores computados e os analistas menos
experientes podem se confrontar com solugbes degeneradas, destituidas de
qualquer significagdo. Experimentou-se, neste estudo, o limite de 10'10, mas
fixou-se o valor 107 nos problemas estudados.

A titulo de tlustragido, deve-se dizer que observou-se uma perfeita
coincidéncia entre a solug¢ido discreta via método do gradiente conjugado

pré-condicionado e aquela determinada pelo método de Gauss.
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CAPITULO V

PROBLEMAS RESOLVIDOS

Resume-se neste capitulo os resultados da analise h-adaptativa
tridimensional de problemas de Elasticidade 3D.

A estratégia adaptativa ¢ ilustrada com graficos que medem a
qualidade da convergéncia. Algumas figuras demonstram a capacidade da
estrutura topoloégica de vizinhanga de descrever a historia do refinamento e
a irregularidade nodal, como tamém a definigdo das malhas geradas.

Os parametros da malha, tais como: nGimero de noés, numero de
efementos, numero de equagdes, norma de energia da solugdo e erro
relativo, sdo apresentados em tabelas para cada tipo de analise.

A distribuigdo de grandezas escalares, vetoriais ou tensoriais na
malha podem ser visualizados pela associagdo do espectro de cores com a
magnitude da grandeza através de algumas figuras. As cores se distribuem
na seguinte ordem: vermelho escuro e claro, laranja, amarelo, verde claro e
escuro, azul claro e escuro, e lilas. Ao vermelho escuro corresponde o
valor maximo da grandeza ¢ ao lilas, o valor minimo, com a consideragido
dos sinais (positivo € negativo).

Dois problemas sdo resolvidos e discutidos: Viga monoengastada e
Problema de Boussinesq. |

Os problemas foram resolvidos no supercomputador CRAY Y-MP-
2E onde o limite maximo utilizavel de memoria ¢ de 25 Mw. O visualizador
graifico VIEW3D, desenvolvido no Programa de Engenharia Civil da
COPPE/UFRIJ, foi utilizado como pos-processador.

V.1 - Problema de Viga Monoengastada

Seja a viga monoengastada da figura N918 cujas propriedades
elasticas e geométricas, as cargas e condigdes de restrigdo estdo indicadas.

A secdo engastada & a do plano XZ. A carga total P é distribuida nos
nove nos da segdo do extremo livre.

A viga possul vinte divisdes na dire¢do longitudinal do comprimento
L, perfazendo um total de 80 elementos hexaédricos com formato cubico,
conforme a figura N®18.
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FIGURA N° 18- Viga Monoengastada.

V.1.1 - Anidlise h-Adaptativa do Problema da Viga

Neste sub-item apresenta-se através de tabelas, graficos e figuras os

resultados da analise do problema; uma discussdo sumaria descreve o

comportamento observado e os fatos relevantes. Na andlise h-adaptativa

descrita abaixo, fixou-se a tolerdncia de convergéncia do solucionador
iterativo e o grau de exatidio para projetar a malha 6tima em:
-8 mn = L)
g < 1077, n=10%.
a) Analise Uniforme, Sucessiva e via Subdivisio:
Ordem Namero Namero Nhmero 1
HMalh El t NE E S h
a a ementos Qs quagcoes ‘u “uG"E %
E
19 80 189 540 4.74 4.52 33.8
2% 640 1025 3000 4.94 4a.a7 17.2
3% 5120 6561 15440 4.99 4.97 g8.75

TABELA N°3- Parimetros da Matha: Refinamento Uniforme.
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Oordem Numerc Numero Himero 1
Malha Elementos "Nos Equagdes h u %
E
1°- 80 189 540 4.74 4.52 33.8
2°- 1444 738 2091 4.93 4 . BS 18.90
a® 1452 2054 5703 4.986 4.92 13.6
4°- 3076 4054 11703 4.99 4.96 9._4689

TABELA N©94- Parametros da Malha: Refinamento Sucessivo.

Ordem Numero Numero Numero n
Malha Elementos Nés Equagdes h u %
u allgp
E
1°- 80 189 540 4.74 4.52 33.8
20' i788 2438 6855 4.96 4.892 13.2
30' 33400 4328 15645 4.99 4.97 8.86

TABELA N°5- Parametros da Malha: Subdivisao de Malha.

Conforme infere-se das tabelas N%4 e N°®5, o namero de ciclos de
refinamento é menor para a analise h-adaptativa via subdivisdo de malha,
como também erro relativo percentual.

Das tabelas N®3, N%4 e N®5, observa-se que a norma da solugio

discreta computada pelo campo de deslocamentos

’uhn e a norma da
E

solugio discreta computada pelo campo de tensdes suavizadas ||uﬁ||E

convergem para um unico valor.

Na tabela N°5 o espectro é de segunda ordem.

b) Lei h x G do Refinamento Uniforme:

50



Dimensdo x Eguag¢gbes

0.06 —
0.04 -
h -
0.02 — e
- .‘-‘7-—‘.
no L
0.00 500000  10000.00 1500000  20000.00

G
GRAFICO N°1- Lei h x G do Refinamento Uniforme.

No grafico N°1 € ilustrada a lei de dependéncia entre a dimenséo
paramétrica do elemento e o numero de graus de liberdade. Uma
interpolagdo no sentido do Método dos Minimos Quadrados com uma curva
do tipo G = Ch? (C=0.704, a=-2.63 ) mostrou Otima concordincia da

curva interpolada e os pontos dados. A taxa de convergéncia h tedrica
esperada para solugbes regulares seria -p/3, p ¢ a ordem do polindmio. O

expoente a (ax 3) confirma este nimero. E Interessante comentar que no
caso unidimensional G o ! , no caso bidimensional G « h? e no caso

tridimensional G o« 1 , portanto, o problema tridimensional € uma mera

extensdo.

¢) Convergéncia-h Adaptativa:
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Convergéncia-h

—4— Uniformo
—&— Subdivisto
.00 —
Loge l T i T
2.80 3.20
-0.20 —
0.40

GRAFICO N°-2. Convergéncia-h dos Refinamentos.

O grafico N°2 ilustra a convergéncia-h de trés formas de anilise:
uniforme, sucessiva e via subdivisio.

As taxas de convergéncia-h computadas para cada uma das analises
foram: By, = -0.35, g, = -046e B = -0.47. A taxa de convergéncia
para a estratégia adaptativa via subdivisio de malha forneceu, portanto,
melhor resuitado.

d) Evolugdo das Malhas:
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FIGURA N°19-a) Bvolugio do Refinamento via Subdivisio: 1% Malha.

FIGURA WY 19-¢) Evolucgiio do Refinamento via Subdivisio: 3% Malha.

53



As figuras N9 19 a), b) ¢ ¢) wostram a histéria do refinamento
atraveés da evolucio das malhas,

Tais figuras referem-gse ao refinamento por subdivisge de malha com
espectro de 2% ordem. O objetive ¢ mostrar ¢ avango do refinamentio
induzido pela esiratégia adaptativa.

Nota-s6 que a disiribui¢io de numero de divisbes do espectro
separou a viga em irés regibes: elemenios com duas, uma e zere divisdes,
como se esperava intuitivamenie pela distribuicio de erro, pois, na regifo
do engaste é que deve-se se concenirar mais elemenios para descrever bem
a variagio de curvatura naguela parie da viga.

e) Campo de Deslocamenios:

FIGURA N?20-2) Campo de Deslocamentos por Subdivisio: D

¥ -

FIGURA N%20-b) Campo de Deslocamentios por Subdivisio: D

y-
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FIGURA N®20-¢} Campo de Deslocamentos por Subdivisio: i,

Nas figuras N920 a}, b) ¢ ¢), o campo de deslocamentos nodais,
dado pelas componentes By, By eD,, permite observar que a Teoria de
Vigas de Bernoulli ¢ incapaz de predizer o formaio trapezoidal assumido
pela seghio transversal da viga quando uma anélise tridimensional eléstica é
realizada. As componentes de deslocamento apreseniadas referem-se a
terceira malha do refinamento por subdivisio de mslba com sapectro de 2%
ordem.

A figura N®20 a) mosira que o coeficiente de Poisson induz uma
coniragio da aresia superior da se¢lio da vigs e ums dilatagio da inferior,
como € infnitivamenie esperado.

A figura N®-20 b) confirma fisicamente o tracionamenio das camadas
acima do eixo neutro, e a compressio das camadas abaixo,

A figura N®20 ¢) represenia o deslocamentio segundo o eizo-Z. A
solughio analitica pela Teoria de Vigas de Bernoulli para o deslocamento
maximo da deformada ¢ de 1.00E-2 m ¢ 2 solugiio numérica computada &
0.9977E-2 m.

f) Componenie de Tensdo @y
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FIGURA N®21- Componente de Tenshio @y por Subdivisioe.

Na fignra N°21 a componenie de tensio @y fue gera ¢ momento

fictor ¢ associado a0 espectro de cores. A solugio exaia sepundo a Teoria
de Vigas de Bernoulli & 0.1508+t8 KN.m™?; u solugho discreta ¢
01634848 EN.m™?, A distribuigfo da componente de fensio ¢y da figura
NO21 refere-se & terceira malha do refinamento via subdiviso de malha
com espectro de 2% ordem,

g} Disiribuicio de Frros de Discretizacio:

FIGURA N®22-2) Distribuicio de Frros: Refinamento Uniforme.
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FIGURA N%22-b) Distribuicio de Erros: Refinamento Sucessive.

FIGURA N%22Z-c) Disiribuiclio de Frros; Subdivisio de Malha.

As distribuiges de erro das figuras N9 22 ), b) e ¢) refere-se a5 irés
formas de refinamento simuladas com a esiratégia implementada: uniforme,
sucessivo e via subdivisfo. As malhas correspondem As iltimas malhas das
tabelas N9 3, N4 ¢ N9-5,

Como exisie uma limitegio na  implementacio de iipos de
carregamento, duas regifes singulares se desenvolvem: o engasie e o
exiremo livre. Isto & visivel na distribuigiio de eives da figura N9 22 a)
oide os elementos possuem volumes idénticos, diferentemente das figuras
N%22 b) e ¢).

Notcu-se, dos experimentos numéricos realizados, que a esiraiégia
adaptativa condiciona a evolugio do refinamento e depende das condigBes
de contorne do problema, do modelo discreto e da ordem do espectro de
divisbes. Isio é, quando se refina a malha e a solugio numérica se aproxima
da solugfio 6tima especificada, tanio no especiro de 12, 2* como no de 3%
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ordem, os elementos selecionados sdo unicos. Assim, as ultimas malhas da
analise h-adaptativa si3o idénticas. Este fendmeno pode ser interpretado
quando se compreende que a solugdo discreta via Método dos Elementos

Finitos ¢ convergente para a solugdo exata e que € unica.
V.2 - Problema de Geomecinica(Boussinesq):

Seja o problema classico de Elasticidade Tridimensional, denominado
Problema de Boussinesq (Timoshenko [42]). Tal problema consiste num
solido semi-infinito com uma forga concentrada aplicada sobre a superficie
de contorno na direg¢do perpendicular ao plano do contorno. Para simular
tal problema utilizamos a discretizagdo apresentada na figura N©923.
Embora, o problema seja posto numa regido ilimitada, o dominio ¢€
representado por um corpo cGbico de aresta a, conforme ilustra a figura
N°-23.

v

fat

P=1kN XY: ux=0,uy=ﬂ,l§=0.
x azlm YZiu=0

E=10x10 N’ T

ve L0 10 ZX:u=0.

FIGURA N°23- Problema de Boussinesq.
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V.2.1 - Anilise h-Adaptativa Tridimensional:

O Problema de Boussinesq é resolvido aqui para ilustrar o poder de

geracio de malha do algoritmo Octree. Uma analise h-adaptativa tipica nédo

¢ aplicada porque a carga puntual gera uma energia infinita no sistema
(Szabo[24]).

a) Parimetros das Malhas via Subdivisdo de Malha:

ordem Meméria NHumero Nimero Nimero Nos Nés
Malha Arranjos Nbés Elementos Equagdes Irregulares Irregulares
kBytes Aresta Face

[«

1 266 27 8 42 0 o
2% 1477 108 50 176 12 4
3°- 3696 251 127 392 54 21
4°- 6718 431 232 665 107 43
5% 10745 658 372 1031 168 69
%" 14974 855 519 1412 234 87
79 20008 1182 694 1871 310 129
8% 25445 1485 BB3 2366 390 163
9% 32088 1842 1114 2981 478 201
10°%- 38933 2213 1352 3611 571 241

TABELA N®6- Parimetros da Malha: Espectro de 1?3 Ordem (0<p<1).

Oordem Membéria Numero Numero NGmero Nés Nés
Malha Arranjos Nos Elementos Equagoes Irregulares Irregulares
kBytes Aresta Face
o.
1 266 27 B 42 0 0
2°- 8326 469 2BB 828 60 24
39" 33075 1693 1149 3289 312 135
40' 771727 3769 2703 7603 671 298
50' 134243 6366 4670 13080 1104 495

TABELA N°7- Parimetros da Malha;
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Ordem Membdria Niumero Nimerao NHimero Hbs Nés
Malha Arranijos Nés Elementos Equagdes Irregulares Irregulares
kBytes Aresta Face
-
1 266 27 8 42 0 o]
2% 8326 469 288 928 60 24
3% 130872 5747 4558 13102 750 342

TABELA N%8- Pardmetros da Malha: Espectro de 3% Ordem (0<p <3).

Ordem Memoria Himero Himero Namero
Malha Arranjos Nés Elementos Egquagdes
kBytes
19- 266 27 8 42
o.
2 1881 125 64 260
30' 14766 7239 512 1800
< 117725 4913 4096 13328
5% 340894 35937 32768 102432

TABELA N°9- Parimetros da Malha: Espectro Uniforme (p=1).

Nas tabelas N%6, N®7 N©8 e N%9 sio apresentados pardmetros de
definicdo das malhas: memoria dos arranjos, numero de nds, numero de
elementos, numero de equagdes e numero de noOs irregulares, para os
diferentes espectros de divisdo usados na estratégia adaptativa. O objetivo
¢ ilustrar o comportamento da combinagio do algoritmo Octree com a
estratégia de subdivisio de malha, enfocando a acelerada geragio de nds,
elementos e graus de liberdade, em fung¢io da ordem do espectro.

A memoéria dos arranjos refere-se & defini¢io de incidéncia,
coordenadas cartesianas, condi¢des de restrigdo, forga nodais, matriz de
rigidez, vizinhanca de elemento, tipos nodais, solugdo discreta, pré-
condicionador et cetera. Estes arranjos sdo pré-dimensionados em fungio
de trés pardmetros: numero de nos, numero de elementos e numero de
equagoes.

Conforme se observa nas tabelas N°6, N®7 N®8 e N%9, o espectro
de divisdes define a gradual velocidade de propagagio de nos e de

elementos, determinando o numero de ordens de malhas, cujas
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discretizagbes podem ser armazenadas pelos arranjos vetoriails e matriciais.
O codigo de analise h-adaptativa tridimensional desenvolvido possul um
modulo contador que determina o numero de nds, o numero de elementos e
nimero de equagdes na malha adaptativa subsequente, computando,
também, a memoria associada aos arranjos. Assim, sabe-se até que ordem
de malha o modelo computacional pode ser definido.

Para o espectro de primeira ordem a evolugdo de memoria para
descrever a discretizagdo ¢ mais gradual, limitou-se, por concisdo do texto,
até a décima. No caso de espectro de 2% ¢é possivel simular até a quinta
malha; no caso de espectro de 3% até a terceira, no caso de espectro
uniforme até a quarta malha, a quinta ja extrapola os limites de memdoria
utilizdvel. A geracdo exponencial de nos e elementos para o espectro
uniforme demonstra que modelos discretos para corpos solidos

representados por malhas uniformes sdo proibitivos.

b) Lei h x G do Refinamento Uniforme:

Dimensao x Equagdes

6.00 —

400 —

2.00 —\

o.oo B
t i [ i i ‘
0.00 40000.00 &80000.00 120000.00

GRAFICO N°3- Lei h x G do Refinamento Uniforme.

O grafico N°3 mostra o decaimento potencial da dimensdo do

elemento em termos do nimero de graus de liberdade.
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Interpolando pelo Método dos Minimos Quadrados com uma curva
do tipo G = Ch? uma o6tima concordincia da curva e os pontos dados €
observada.

As constantes da curva sio; C=3548725,a=-28587. A taxa de
convergéncia h teérica esperada para solugdes regulares seria -p/3, p € a
ordem do polinémio, no caso trilinear. O expoente a computado (a = -3)
confirma a taxa esperada. _

Enquanto no caso unidimensional o nimero de graus de liberdade ¢
proporcional ao inverso de h e no caso bidimensional , ao inverso do
quadrado de h, os numeros acima indicam que para o caso tridimensional
G o b} Tais nomeros indicam que existe uma perfeita similaridade entre

os problemas uni, bi e tridimensionais.

¢) Evolug#o das Malhas:
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FIGURA N922-a) Evolugio do Refinamento(2? Ordem): 13- Matha.
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FIGURA N©°-22-b) Evolugio do Refinamento(2?' Ordem): 23 Malha.
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FIGURA N©22-c) Evolugio do Refinamento(2? Ordem): 3?- Malha.
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FIGURA N9-22-d) Evolugdo do Refinamento(2?- Ordem): 43- Malha.
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FIGURA N®22-¢) Evolugio do Refinamento(2? Ordem): 5% Malha.

66



Nas figuras N2-22 a), b), ¢), d) e e) tém-se uma visualiza¢io grafica
da evolugdo da histéria do refinamento. O objetivo é mostrar através das
perspectivas a defini¢io das malhas de hexaedros e a funcionabilidade da
estrutura topologica como também o poder de pgeragio de malha do
algoritmo Octree. Tais ﬁguras'referem-se a estratégia com espectro de
divisdes de 22 ordem. Dada a singularidade do problema, um espectro de
ordem superior incapacita uma visualizagdo gradativa da evolugio do
refinamento, peis, o volume de memdria associado a malha adaptativa
assume propor¢des que impossibilita gravar as informagdes das
discretizagdes subsequentes. |

As figuras N%22 a), b) e ¢) mostram que o epicentrc da
singularidade ¢ o ponto de aplicagdo da carga. Percebe-se visualmente que
o elemento que contém o ndé onde incide a carga é que foi particionado
segundo o numero maximo de divisdes do espectro, no caso duas divisdes
porque o espectro € de segunda ordem. Certamente, tal fendmeno se
repetiu nas outras duas malhas, mas a diminuta dimens3o dos elementos do
ultimo nivel, impossibilita uma perfeita visualizagdo. Nota-se, também, que
sdo criadas varias superficies concéntricas de nds irregulares cujo centro ¢
a singularidade do problema.

d) Histéria do Refinamento das Malhas:

FIGURA N923-a) Evolug¢io do Refinamento(3? Ordem): 12 Malha.
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FIGURA N°23.b) Evolugao do Refinamento(3?: Ordem): 2% Malha.
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FIGURA N°23-¢) Evolugio do Refinamento(33- Ordem): 3?- Malha.
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Nas figuras N°23 a), b) e ¢) pode ser visualizado o avango do
refinamento ¢ a conexdo existente entre a historia do refinamento ¢ a
estratégia adaptativa. O objetivo aqui é permitir uma visualiza¢do grafica
com mais resolugio, em fungdio das perspectivas das figuras N°-22 a), b),
¢), d) e e) nio serem tdo bem definidas. Analisando as figuras N923 a), b)
e ¢), observa-se que os elementos menores sdo do quinto nivel. Uma malha
refinada uniformemente até o quinto nivel, partindo de idéntico modelo
discreto, totaliza 643=262144 elementos; enquanto a terceira malha
adaptativa (figura N°23-¢) perfaz 4558 elementos. Portanto, malhas
uniformes sdo inteiramente invidveis para andlises numéricas de
Problemas Tridimensionais.

e) Distribui¢io de Erros de Discretizagdo:
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FIGURA N°-24-Distribuigdo de Erro: Espectro de 3% Ordem.
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A figura N°-24 representa a distribui¢do de erros de discretizacio da
altima malha da analise com espectro de 3% ordem. Nota-se que a solugéo
é regular praticamente no dominio inteiro do problema, restringindo-se a
singularidade a uma regifio infinitesimalmente proxima do ponto de
aplicacio da carga. Lembrar que a andlise processar-se-a ad infinitum, sem
convergir, com o refinamento a concentrar clementos na regido singular,
sem reduzir, entretanto, a magnitude do erro, uma vez que a carga puntual

gera uma energia infinita no sistema.

f) Distribui¢io de Tensdes o y:

FIGURA N°25-Distribui¢iio de Tensdes o, Espectro de 2% Ordem.
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A figura N%25 mostra a distribuigdo de pressdes ¢, correspondente
4 ultima malha com espectro de divisGes de 22 ordem.

Neste experimento numérico, observou-se que a regido da
singularidade ¢é diminuta se comparada as dimensdes geométricas do
problema, mas é onde ocorrem os maiores gradientes da solug@o discreta. E
numericamente caotica e a visualiza¢do da distribuigio de pressdes da
componente o, ( figura N%25 ) do tensor de tensdes é possivel quando os

elementos que compde tal regido sdo desprezados.
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‘CAPfTULO\H

CONCLUSOES

O tema Anéalise h-Adaptativa Tridimensional desenvolvido neste
texto € um ensaio preliminar na area de Adaptacdo de Malhas.

Certamente, existem tanto estruturas topologicas quanto padrdes de
refinamento ainda desconhecidos ou ndo estudados que sejam simples e
capazes de descrever a historia de malhas adaptativas de forma inteligente
e moderna.

Do estudo e andlise dos experimentos numéricos realizados podemos

concluir que:

1) A variavel meméria ¢ a determinante na Andalise h-Adaptativa
Tridimensional, O modelo computacional assoctado a discretizagdo do
corpo através dos arranjos vetoriais € matriciais que definem a topologia, a
geometria e as condi¢des de contorno limita as possibilidades de analise
dos problemas. Otimizar a estrutura topolodgica € condicionar o estudo

avangado de problemas numa escala superior;

2) O algoritmo Octree é um poderoso gerador hierarquico de
malhas, apresentando uma excelente correlagdo entre niumero de nos e
namero de elementos gerados pelo refinamento de cada hexaedro. Significa
que ao particionar um hexaedro sdo gerados graus de liberdade de forma
compensadora se comparado ao volume de operagdes das integragdes
numéricas, da descrigdo geométrica e topologica da malha e da
multiplicagdo matriz-vetor do solucicnador iterativo induzido pela

adaptagido da malha,

3) A estrutura topologica para o algoritmo Octree ¢ genérica, e
independe de qual fendmeno fisico € tratado. Portanto, € incorporavel aos
codigos gerais de Analise de Elementos Finitos e pode ser usado na
construgdo de visualizadores graficos de malhas tridimensionais e de

‘reordenadores;
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4) O mddulo de refinamento-h do hexaedro pode ser utilizado para
criar um gerador automatico de malhas tridimensionais, para discretizagdo

de corpos so6lidos limitados por superficies definidas por fungdes regulares;

5) A estrutura topologica de vizinhanga criada pode ser usada para
construir o modulo de Mesh Colouring, .essencial para paralelizar o
solucionador iterativo implementado, permitindo, assim, analises mais

abrangentes;

6) Embora as fun¢des de interpolagio do hexaedro sejam de ordem
polinomial trilinear, o elemento apresentou excelente propriedade de

convergéncia, sem requerer uma integragdo numérica tao pesada.
Finaliza-se aqui este estudo da Analise h-Adaptativa Tridimensional

aplicada a Problemas de Elastostatica. Sugere-se, a seguir, temas para a
continuidade deste trabalho.
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CAPITULO VII

SUGESTOES

O tema Malhas Adaptativas de Elementos Finitos ¢ uma abrangente
area de pesquisa e uma técnica consolidada em Analise Numeérica.
Adaptagdo em 3D, entretanto, ¢ um campo aberto para aplicagdo dos seus
principios gerais.

Existe uma infinidade de topicos que podem ser sugeridos para
orientar a continuidade deste trabalho no sentido de construir um coédigo
para anélises numéricas realistas de problemas de engenharia. Queremos,

entretanto, citar alguns dos mais importantes:

a) Implementar o procedimento de desrefinamento, pois, o
particionamento de um elemento modifica, momentaneamente, a
distribuicio de erro nos elementos sobre a malha, Uma convergéncia mais
acelerada, com um numero bem inferior de refinamentos executados até
computar-se o grau de exatiddo prescrito para a solugdo discreta, poderia

ser esperada, caso este algoritmo seja introduzido.

b) Testar outras variantes computacionais para uma definigio da
topologia da malha e outros critérios de refinamento para criar malhas

regulares com um uso otimizado de memoria.

¢) Implementar uma variedade mais expressiva de cargas para
simulagio de uma classe maior de problemas, entre as quais: cargas de

corpo, de superficie, deformagio imposta, variagdo térmica et cetera,

d) Criar um biblioteca de elementos finitos tridimensionais versatil,
incorporando elementos com diferentes ordens espectrais e variadas
geometrias (e.g. tetraedros, prismas et cetera), possibilitando

discretizagBes de corpos com geometrias genéricas.

e) Estudar outros tipos de fungdes de forma, objetivando oOtimas

qualidades de convergéncia e adaptag¢do a contornos curvos.
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f) Estudar as técnicas e os varios tipos de solucionadores iterativos
de sistemas de equagdes algébricas lineares mais indicados para resolver
problemas associados a malhas adaptativas de elementos finitos
tridimensionais. Por nio ser este topico a énfase do tema da tese, as
implementagdes visavam simplesmente condicionar a viabilizagdo da
analise, por isto, nido sofisticou-se nem o produto matriz-vetor nem o vetor
de partida. As experimenta¢cdes numéricas demonstraram, entretanto, existir
uma expressiva interferéncia sobre a analise. Dada a sua prioritaria

importdncia, posteriormente este item serd abordado especialmente.

g) Adaptar o programa, transformando-o num codigo orientado para
a arquitetura dos computadores paralelos e vetoriais.

h) Tratar o Problema Fisica e Geometricamente N&o-Linear, dada as
inameras aplicacdes praticas, entre as quais, cita-se em Metalurgia a
Modelag¢io de Metais.

i) Combinar o programa com outros métodos da Analise Numérica, a
saber, Método das Diferengas Finitas e dos Elementos de Contorno, para
viabilizar variadas formas de analise em engenharia, usando os atributos de

cada técnica.

j) Estudar a Analise de Erros de Discretizagio para Problemas Tri-
Dimensionais de Elasticidade com o propoésito de criar um estimador de
erro a posteriori computacional e matematicamente simples que possa ser

usado para projetar adaptativamente a malha otima.

k) Otimizar as integra¢gdes numéricas para o cdmputo do indicador de
erro, para acelerar a analise adaptativa. Uma quadratura de Gauss-
Legendre usa trés pontos em cada diregdo, perfazendo um total de 27

pontos de integragdo, ou seja, exatiddio de sexta ordem.

1) Construir um Gerador de Malhas Tridimensionais com o modulo de
refinamento-h do hexaedro.
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m) Extender o programa para realizar a Anédlise h-p Adaptativa

Tridimensional.
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