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O homem & uma corda estendida entre o animal e o Super-
homem: uma corda sobre um abismo. Perigoso. passar um abismo - pe
rigoso seguir esse caminho, perigoso olhar para -tras, perigoso te
mer e parar.

A grandeza do homem consiste em ser uma ponte e nad uma
meta; o que se pode amar no homem, & ser ele uma ascengao € . um
declinio.

Amo aos que nac sabem viver sendo com a condicgao de

perecer, porque, perecendo, eles passam além.

Amo a todos 0s que sao como essas gotas pesadas que
caem, uma a uma, da sombria nuvem suspensa sobre os homens; anun
ciam gque & préximo o relampago; e eles perecem por serem seus
anunciadores.

(Nietzsche - Assim Falava Zaratustra)
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Este trabalho apresenta a formulacao direta do Mé-
todo dos Elementos de Contorno para ‘a analise do problema da
torcac elastica e elastoplastica de s6lides: de revolugao.

O problema em estudo é tri-dimensional; porém, de-
‘vido a sua natureza axissimétrica, pode ser tratado como bi-di-
‘mensional, com a analise sendo feita no plano r-z do sistema de
coordenadas cilindricas (r;6;z). 'Além disso, as suas equagdes
sdo desacopladas daguelas gque aparecem guando o caso axissimé -
trico geral €& considerado.

‘A formulagdo desenvolvida emprega a solugac funda-
mental axissimétrica, isto e, o deslocamento fundamental é aque
le produzido por um anel de cargas circunferenciais unitario a-
tuando em um corpo elastico infinite. As incégnitas do proble-
ma (ou condigdes de contorno prescritas) sao o deslocamento trans
versal angular e a forca de superficie correspondente.

As tensbes cisalhantes sao calculadas da maneira a
dequada: as tensdes hos nds do contorno sao calculadas atraveés
das forgas de superficie e derivadas dos deslocamentos interpo-
lados; as tensdes nos pontos internos selecionados sdao calcula-
das através da equacgao integral corxrespondente.

A discretizacdo .numérica emprega elementos de con-
torno lineares ou quadraticos na analise elastica enguanto que,
na analise elastoplastica, emprega elementos de contorno linea-
‘res e células internas triangulares lineares. O problema elas-
toplastico €& resolvido utilizando um método incremental iterati
vo com uma formulacdo tipo deformacoes iniciais, aplicada ao
critério de escoamento de von Mises.
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Department: Civil Engineering

This work presents the direct formulaticn of the
Boundary Element Method for the analysis of elastic and elasto-
plastic torsion of solids of revolution.

The problem under consideration is tri-dimensional;
however, due to its axisymmetric nature, it may be treated as
a bi-dimensional one, with the analisys being made in the r-z
plane of the cylindrical coordinate system (r;0;z). Further-
more, its equations are uncoupled from the others which appear
when the general axisymmetric case is considered.

The formulation employed uses an axisymmetric
fundamental solution, i.e., the fundamental displacement is
that produced by a unit ring source acting in an infinité = -
elastic body. The problem unknowns (or prescribed boundary
conditions) are the angular transverse displacement and the
corresponding surface traction.

Shear stresses are computed in the appropriate
way; boundary stresses are calculated from surface tractions
and derivatives of interpolated displacements and stresses at
selected internal points are obtained by using the corresponding
integral eguation.

The numerical discretization employs linear or
quadratic boundary elements for the elastic analysis and for
elastoplastic applications, linear boundary elements and linear
triangular internal cells are used. The elastoplastic problem
is solved by using an initial strain incremental iterative
procedure,in conjunction with the von Mises yield criterion.
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CAPITULO I

INTRODUCAO

A analise de tensées em so6lidos de geometria axissi
métrica & um problema tri-dimensional, sendo conveniente, em fﬁg
¢ao da geometria apresentada, a utilizacado de um sistema de coor
denadas cilindrico para executa-la. Se as condigbes de contorno
sdo também axissimétricas, as variaveis presentes na analise tor
nam-se angularmente independentes, o que reduz a dimensao do pro
blema em uma unidade, passando o mesmo a ser tratado como bi-di-
mensional. Neste caso, o estudo & feito sobre uma secao meridio

nal do sélido,definida'no plano r-z.

Problemas axissimétricos séo encontrados em - muitas
aplicagdes praticas, tais como: vasos de press&o, turbinas, cer-
tos tipos de tubulacgodes, etc, o que justifica a procura e o em -
prego de metodos numéricos computacionalmente eficientes e de

boa precisao numerica para a sua solucgao.

0 Metodo dos Elementos de Contorno se presta muito
bem a esse tipo de analise. A paffir da solugéo fundamental tri
dimensional de Kelvin, referida ao novo sistema de coordenadas ,
pode-se obter a solugdo fundamental axissimetrica por superposi-
cdo de efeitos, integrando-se aquela ao longo de uma circunferén
cia de raio p , conforme apresentado em [1]. 0Os deslocamentos
fundamentais sao, entdo, os correspondentes a anéis de cargas nas
direcdes radial, circunferencial e axial, aplicados em um meio

elastico infinito e de intensidade unitaria.



Como o estudo esta sendo feito no plano da secdo ge
ratriz do solido de revolucao, o estabelecimento das equacdes in
tegraié‘ de contorno implica na discretizagac - para efeito de
analise elastica - somente de um meridiano do solido, o gque e
feito utilizando-se elementos unidimensionais sobre os guais se
interpolam os valores dos deslocamentos e forgas de superficie ,
que constituem as variaveis reais do problema (formulagao direta
do método). A discretizacdo apenas do contorno (o eixo de sime-
tria ndo necessita ser discretizado) implica numa. grande redugao
na preparacido dos dados necessarios para se executar um programa
de computador, que &€ uma das caracterlsticas mais importantes do
método. Além desta, as outras caracteristicas sdo também conser
vadas, a saber: a) sistema de equacoes lineares de ordem reduzi-
da, b) calculo de tensdes e deslocamentos somente nos pontos in-
ternos selecionados e c) boa precisaoc na resolugéo de problemas

onde ocorre concentracdo de tensdes.

Muitos autores tém—se dedicado ao estudo do proble-
ma axissimétrico utilizando o Método dos Elementos de Contorno .
Problemas envolvendo carregamento radial e axial foram estudados
por CRUSE e outros [2] e KERMANIDIS'{B]; com a utilizagéo de for
mulacoes diferentes do método. O primeiro autor também conside-
rou no seu estudo a agao de cargas térmicas e forgas centrifugas;

o Gltimo, a torcao.

RIZZO e outros [4], no seu estudo do problema da
torcao, apresentam um procedimento. alternativo para a obtengao
da solucdo fundamental axissimetrica, procedimento este baseado
na equagao de.equilibrio de Navier e na solugéo fundamental tri-

dimensional para problemas de campo 1/R; na qual R & a distan-



cia do ponto fonte ac ponto campo.

MAYR [5] tambem analisa o problema axissimétrico en
volvendo carregamento radial e axial e tambem apresenta uma for-
mulacao para problemas de elasticidade axissimétrica com condi -
¢bes de contorno arbitrarias. Em [6], o autor e colaborador ana
lisam o problema. da torgao e apresentam exemplos que ilustram a

eficiénecia e a precisdo do método.

A aplicagdo do Método dos Elementos de Contorno a
problemas gue envolvem nao linearidade fisica e relativamente
recente: somente em 1971 apareceu a primeira publicacdo que tra

tava do assunto.

Se a aplicagao do. método é recente, mais recente a-
inda & a sua formulagao geral. Para a analise de problemas ine-
lasticos, ha necessidade de se discretizar o dominio para gque se
ja considerada a influéncia das deformagles inelasticas (formﬁli
gao tipo deﬁormacées.iniciais) ou das tensdes correspondentes a
essas deformagdes Iformulagéo tipo tensoces iniciais). Essa dis-
cretizagao & feita utilizando células.inteinas sobre as gquais sao
‘interpolados os valores dos termos inelésficos (deformagées ou

tensodes) .

A maior dificuldade encontrada para o desenvolvimen
to da formulagéo.qeral'foi a obtengéo das expreésées corretas pa
ra o calculo das tensées nos pontos internos, isto é, das deriva
das das integrais de dominio, relativas aos termos inelasticos .
Aqui a derivacao, ao contrario da derivacdo das integrais de con
torno, néo pode ser efetuada diretamente sobre os tensores funda

mentais. Somente em 1978, BUI [7] apresenta um artigo no qual e



le demonstra a existencia de um "termo livre", resultante da de-
rivagao das integrais de dominio, que nd3o havia sido considerado
em nenhuma publicacdo anterior. A integral de dominic & gqual es
se "termo livre" & associado deve, contudo, ser calculada no sen

tido de valor principal.

Em 1979, TELLES e BREBBIA [15] apresentam a formula
¢ao completa do método para problemas‘de plasticidade bi e tri -
dimensionais, incluindo ai as expressces corretas das derivadas
das integrais dos termos plasticos e os "termos livres" associa-
dos. Essas expressoes, levando em conta as duas formulacées‘(dg
formagdo inicial e tensdo inicial), estdo apresentadas em [8] jun
tamente com um procedimento alternativo mais geral - baseado na
aplicagao de um campo uniforme de deformacdes plasticas nas equa
goes integrais discretizadas - que permite calcular diretamente
as integrais no sentido de valor principal, mais os "termos li-
vres" associados. O uso desse procedimento e recomendado gquando
as funcdes de interpolacao utilizadas séo:ae ordem elevada (a in
tegracac de células triangulares lineares nao-acarreta grandes di
ficuldades e, tendc em conta a minimizagéo do esfor¢o computacio
nal, deve ser efetuada diretamente). A obra citada também apre-
senta .uma formulacao viscoplastica do método, que possibilita tra
tar de problemas que envolvem plasticidade, viscoplasticidade e

fluéncia de uma maneira unificada.

A extensdo da formulacdo para problemas axissimétri
cos envolvendo carregamento radial e axial, seguindo o procedi -
mento descrito na referéncia [8], ja foi efetuada pelo mesmo au-
tor e apresentada em [9,16] para problemas elastoplasticos. 0
problema da torgéo elastoplastica ja foi analisado por CHEN [10],

porém,com a utilizacdo de uma formulagidc diferente, na qual as



tensdes nos pontos internos sdo calculadas de forma menos preci-

sa atraves da derivacio numérica dos deslocamentos.

Este trabalho apresenta uma formulagao direta do Mé
todo dos Elementos de Contorno para o problema da torcao elasti
ca e elastoplastica de cilindros de secdo transversal circular
com didmetro variavel. Para a analiseelastica foram implementa -
dos os elementos linear e éuadrético;-para a analise ekwtqﬂéstkﬁ,
elementos lineares e células triangulares lineares (que sao inte
gradas de maneira adequada). A formulagao utilizada foi a das
"deformacOes iniciais" (associada ao critério de escoamento de
von Mises). As tensdes nos pontos internos sdo calculadas dire-
tamente, atraves das equagbes integrais correspondentes, prescin
dindo-se do esquéma de derivacao numéricardos deslocamentos apre

sentado em [10].

E importante observar que,na anilise elastopldstica, so-
mente a regiao do dominio onde se preveé a ocorréncia de deforma-
gOes plasticas necessita ser discretizada, somando-se essa carac

teristica do método as demais.



CAPITULO II

TEORIA BASICA

II.1 - A TORGCAO ELASTICA DE SOLIDOS DE REVOLUGAO

Seja a analise elastica de tensées de um ‘cilindro
com secao transversal circular de diametro variavel, isto &, do
s0lido gerado a partir da rotacgao de uma segao meridional em re-
lacdo a um eixo e submetido a agac de conjugados aplicados nas

extremidades e/ou ao longo da sua superficie lateral.

Definindo um sistema de coordenadas cilindrico

(r;8;z) - no qual o eixo de rotagao do cilindro coincide com
0 eixo 2z e a posigdao de um elemento no plano de uma segao
transversal & definida em funcao das coordenadas r e § - o©b-

tém-se, para esse sistema de coordenadas, o tensor de tensdes re

presentado abaixo

r ro rz
T = Ter 06 Tez (IT.1)
Tzr Tze Gz

As componentes de deslocamento nas direg¢des radial

e circunferencial podem ser designadas por u,. € uy; € a compo -

nente na direg¢doc z , por u, . Em funcao de U. s ug © u, en-

contram-se as seguintes expressoOes para as componentes do tensor

de deformacdes



T S Bk R
r = 3r ' 68 ~ r r 9 f Yz T Az
- l'(l aur . Bue Eﬁ)
ré- 2''‘r 36 ar ~ r
(II.2)
Ju ou
€ =l(-—-—-£ __Z
rz 2 9z or
au du

181z
9z = 72 Y9zt ¥ 36

As equagces diferenciais de equilibrio de um elemen-
to infinitesimal, supondo a ausencia de forgas de volume, sao

as sequintes

G . 1 9T g . dT_, \ 0,.=04 o
ar r 968 9z r B
2T 1 9T 3a T
rz Bz zZ . rz _
e YF 3 T3zt - 0 (I1.3)
BTre , 1 BGB , aTez . s T g _
ar r 36 3z r

Conhecido o estado tensional em um ponto gualquer,as
componentes da forca de superficie que atua sobre um plano gque
passa através desse ponto sao calculadas a partir da considera
gao de equilibrio. Obtém-se, entdo, a seguinte relacdo matri-
cial

P=T1TnDn (II.4)

T € o tensor de tensdOes no ponto considerado;

n representa a normal ao plano; em fungdc das suas compo



nentes n = [n n

P representa a forga de superficie; em funcao das suas
- T

compohentes p = [p. P, DP,]

e r

Para a resolucdo do problema apresentado, admite-se
a validade da Lei de Hooke, isto €, que a analise de tensoes se-
ra feita em corpos constituidos por materiais elasticos isotropi
cos. Utilizando-se o metodo semi-Lnversc [14] - através da hipd
tese de gque a Unica componente de deslocamento nao nula é a cir-
cunferencial Uy - € considerando que, devido a simetria, essa
componente nido nula é independente da variavel angular 68 , o

problema da torg¢ao fica caracterizado pelo seguinte conjunto de

equacoes
coL1 (e e
rg = 2 ar r
{relacbes deformacac-deslocamento)
(IT1.5)
A 1 aue
Bz - 2 3z
TrE) = 2G€re
(Lei de Hooke} (II.6)
Toz = 2G€y,
(G & o module de elasticidade transversal do material)
e
9T aT T
r0 bz , 2 X8 _ o (IT.7)

or * 3z r



Comc se demonstra em [14], a hipotese adotada
(ue Z 0) conduz a uma solucao adequada que satisfaz a todas as

equagdes da elasticidade.

O problema da torgao também fica completamente ca -
racterizado pela equacdo de equilibrio de Navier (equagao (II.7)
expressa em termos da compeonente circunferencial de deslocamen-

to u

3%u 3%u 1 ou u
6 e, 2 8 _ 8 _ (II1.8)
ar? 9z2 r or r?

Resolvida a equagdo acima (analiticamente ou numeri
camente), as componentes de deformacdo sdo obtidas atraves das
equacdes (II.5). e as componentes de tensdo, através da Lei de

Hooke (equacbes (II.6)).

"0 tensor de tensoes fica reduzido a

0 Tre 0
T = Ter 0 Tez (IT.92)
0 T,8 0]

A forca de superficie p , dada pela equacao (II.4),

se reduz & sua componente circunferencial Py ¢

T
p= [0 py 0]
com  py dado por
Pog = Tre®r * Toz"z (11.10)

ou, em funcgao de Ug
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Pg = G{ 57— n_+ n_) (II.11)

II.1.1 - TENSOES PRINCIPAIS

As diregoes principais sio obtidas atraves da reso-

lucdo do sequinte sistema de equagdes

(1 - AI)n = 0 (II.12)

-~ -~

onde I & a matriz identidade de ordem trés.

Para gue a equacao acima tenha soluc¢des nao trivi -
ais, o determinante dos coeficientes deve ser nulo, resultando em

(apds a expansdo do determinante):
3 _ 2 2 - )
A (Tre + TBZ)h = 0 (IT1.13)
0Os invariantes escalares I1, 12 e I3 . habitualmen

te utilizados no calculo das dire¢des principais, sdc os seguin-

tes:

I»I = 0
I, = t2, + 2 (II.14)
I, =0

As tensoes principais - raizes da equacdoc (II.1l3) -

sao iguais a



0 estado

res

sao nulas, seque dal que o tensor desviador de tensdes S &

gual ao tensor

11

+ T

(II1.15)

Uma vez que G, + 0,5 + Og = tem-se caracterizado

3 0,

de cisalhamento puro.

As diregoes principais sdo representadas pelos veto

V2 re Tez

h— 1 1 =

C . . -
/2 | x Toz
=r% |5, 1 .

Como as componentes normais do tensor de tensdes T

i-

T ; asim, os invariantes dos dois tensores tam

bém sdo iguais, isto é

= 0

_ 2 2

= Tre + Tg, (11.17) .
= 0

E importante observar que, ao contririo dos eixos cir

culares de secgdao transversal constante, o deslocamento circunfe-

rencial

U, ndo € mais proporcional a distdncia do eixo de rota
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cdo, isto &, os raios de uma segao transversal se encurvam duran

te a torgdo. Também & importante observar a independéncia deste
problema em relacdo aquele que envolve carregamento radial e a-
xial, ou seja, a analise elastica de tensées de um sb6lido de re-
volugao submetido a acao de cargas radlais, circunferenciais e
axiais pode ser feita considerando-se, separadamente, a acao das
cargas radiais e axiais e a acao das cargas circunferenciais. Pa
ra o primeiro caso, o sistema de equagoes diferenciais de equili
brio (II.3) fica reduzido as duas primeiras equagodes, a terceira
sendo identicamente satisfeita; o segundo caso constitui o obje
to de estudo deste trabalho e serd analisado numericamente, por
meic de sua eguagao integral caracteristica, através da formula-

cdo direta do Método dos Elementos de Contorno.

I1.2 - PLASTICIDADE: TEQRIA E EQUACOES CONSTITUTIVAS

Plasticidade & uma propriedade gue permite que um
material se deforme continua (sem ruptura) e peamanentfemente, a-
té um certo nivel de carga, apds o seu limite elastico ter sido
ultrapassado. A ocorréncia de deformacgdes residuais (deformacdes
permanentes) e a dzpendéncia do estado de deformacao final em re
lacao as varias etapas de aplicacdo do carregamento sdo caracte-

risticas da plasticidade.

Na teoria classica da plasticidade, adotada neste
trabalho, as deformacgdes plasticas sido independentes do tempo

de permanéncia do carregamento.

Considere-se o diagrama tensao-deformacao apresenta



13

do abaixo (Figura II.1) e correspondente ao ensaio a tragao de
um corpo de provas cilindrico. Entre os pontos 0 e A ha uma
relagdo linear entre as deformagées e as tensodes, o comportamen-
to do material nesse intervalo & linear: apds a remogao do carre
gamento, o cilindro volta ac seu comprimento inicial. O ponto A
& o chamado fimite efastico ou ponto de escoamento ("yield point")
do material. Este ponto, uma vez atingido, indica o inicio da o
corréncia de deformacdo residual (permanente)} chamada deformacao
plastica. A medida que a tensaoc resultante da aplicagdc do car-
regamento ultrapassa a tensdao correspondente ao limite elastico,
a deformagdo total aumenta consideravelmente, com grandes acres-
cimos de deformacio correspondendo a pequenos acréscimos de ten-
sdo. Essa correspondéncia - deformagao plastica adicional <+ ten
sdo adicional - & chamada encruamento ou endurecimento ("hardening")..
Uma vez atingido o ponto B , chamado ponto de carga m&ximaou;wﬂ
to de instabifidade , o corpo de provas comega a se deformar ra-
pidamente e rompe em C . O ponto B, portanto, representa o li-

mite de aplicagdo da teoria da plasticidade.

ED ! ee -

Figura II.1 - Diagrama tensdo x deformacdo convencional



14

Se em qualguer ponto entre o Limite efastico A e o
pontec de carga maxima B o carregamento é retirado, o descarre-
gamento ocorre segundo a linha A'B', paralela 3 linha eléastica
OA e também representada na Figura II.l. Uma parcela da defor-
macdo total &, entéo, recuperada e a outra permanece como defor-
magdo residual, isto &, considera-se a deformacao total como sen

- e P
do composta por uma parcela elastica, €  , e uma parcela plasti-

€ = e + gF (I1.18)

O recarregamento do corpo tambem se da através da
linha B'A' e ndo havera escoamento ate que o ponto A' seja
novamente alcancado, apdos 0 gue, com o prosseguimento do carrega
mento, completa-se o tragado da curva aco longo do segmento A'B.
Nesse caso, o ponto A' pode ser consideradoc o novo ponto de
escoamento e o ponto A passa a representar o ponto de escoamen

to inicial.

Neste trabalho, sera utilizada a teoria isotropica
de endurecimento, gue esta associada a hipotese de que o endure
cimento & igual tanto na trac¢do quantc na compressao. Consequen
temente, o diagrama tensdo-deformacido completo &€ admitido simé -

trico em relacgac ao ponto 0.

Assim, para simplificar, sO sera considerado o caso c > 0.

Com respeito a Figura II.1, em relagao ac ponto de

escoamento inicial, o comportamento elastico ocorre guando

g -0, < 0 (IT.19)
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Uma vez ultrapassado o valor da tensdao em A , esta

condicdc muda; agora, © comportamento elastico ocorre gquando
g - ¢ < 0 (IT.20)

onde 0, € a nova tensdo de escoamento e varia a medida gque o

escoamento prossegue.

Para um material que apresenta endurecimento line-

ar (Figura II.2), %5 varia de acordo com a seguinte equagao

g =0 T eP (IT1.21)

na qual E & o modulo de elasticidade longitudinal e
E., &€ a inclinagao da parte do diagrama que corresponde

ao comportamento elastoplastico.

A incI.ET

incl. E

P i €&

Figura II1.2 - Diagrama tensao x deformacao para material com en-

durecimento linear
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Recordando a condicao apresentada em (II.20), o com
portamento plastico so € possivel se a condigdo apresentada abail

X0 & satisfeita
g - C = 0 (I1.22)
4 condicdo acima pode ser generalizada, a partir da
definicao de uma funcao de escoamento f({g} , como segue
f(o) = K (I1.23)
O pard3metro K & funcao do trabalho plastico reali
zado por unidade de volume.

A equacdo (II.23) implica gue sempre gue a funcao f

atinge o valor da constante K o escoamento tem inicio.
A equagao (II.22) também pode ser escrita como
F(c:;X) =0 —-0_ = 0 (I1.24)

As equacdes (II.23) e (II.24) estao sujeitas as se-

guintes restrigoes

f(o) < K (II.25)

F(0;K) < 0 (II.26)
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IT.2.7 —- CRITERIQO DE ESCOAMENTO DE VON MISES

0 exemplo apresentado na segao anterior & relativa-
mente simples, a medida que envolve uma Gnica componente do ten-
sor de tensdes e apresenta um ponto bem definido, a partir do
gqual o material se comporta inelasticamente, o que simplifica o
critério de escoamento (equagdo (II.24)). Na pratica, porem,fre
guentemente ocorrem problemas nos gquais o estado de tensao em
um ponto envolve todas as componentes do tensor de tensodes que
sdoc diferentes de zero. O critério de escoamento {II.24) deve ,
entao, ser generalizado para poder englobar as varias combinacgdes
possiveis de tensdes. Para o problema em estudo, uma vez que a-

penas duas componentes do tensor de tensoes sao nao nulas, o cri

tério de escoamento torna-se o seguinte

fitr_.;: 1

0 ) = K (1T.27)

Bz

Como neste problema nao ha tensoes normais, T e

rd
Tgy podem ser representadas pelos invariantes do tensor desvia-
dor de tensdOes e a equagdo acima pode ser escrita da maneira u -

sual, apresentada em [11], como segue
£(3,) = K (II.28)

Obtida a expressac geral do critério de escoamento,
& necessario encontrar uma relacdo funcional entre f(J2) e K,
0 que constitui o primeiro passo da analise elastoplastica. Essa
relacao sera cbtida através do critério de escoamento de von Mi-
ses, ou teoria da energia de distorcac, que assume que O escoa -

mento comega quando a energia de distorc¢ao,para um dado nivel de
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carregamento, se iguala 3 energia de distorcdo, no escoamento, a
tracdo simples. A energia de distorgao Uy para o problema da

torgdo é igual 3 energia de deformagdo eldstica e & dada por

_ 1 _ a2
Ud = 3@ J2 = (t + TZ ) (II.29)

Para o escoamento a tracao simples, tem-se

2
_ 1 9o
Uq = 3E 3 (IT.30)

e a condicdo de escoamento torna-se

g
Trg * Tgy = ?? (IT.31)
ou
/3 L PEIETI (IT.32)

expressao que se associa rapidamente a equagao (II.27}).

Como o, = =0, = ¥T + T e = i—
1 3% "Trg * Toz 0 =0 . oecri
tério de von Mises prevé o escoamento quando a tensao principal

& igual a 1//3 vezes a tensdo de escoamento a4 tragido simples.
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II.2.2 - EQUACOES DE PRANDTL-REUSS

Como as deformagées plasticas dependem do modo de
aplicacdo do carregamento, torna-se necessario, em geral, calcu-
lar os diferenciais ou incrementos dessas deformacgoes durante msvé
rias etapas de aplicacgdo do carregamento e obter as deformagoes

plasticas totais através de uma integrac¢do ou de um somatorio.

Uma relacdo conveniente para a determinagao dos in-
crementos de deformacio plastica & dada pelas eguagoes de Prandtl-
Reuss. Essas equagOes assumem gue em cada instante do carrega -
mento ¢ incremento de deformacio plastica & proporcional a ten -

sdao desviada, isto &

P _ e
dEij = Sij da ' i,j=r,0,z (IT.33)

ou, especificamente para o caso da torcao

dgge degz
- = < = di (IT.34)
rd 0z
0 fator de proporciocnalidade dA pode variar ao

longo do processo de carregamento, mas & sempre positivo.

As equagOes de Prandtl-Reuss também implicam gque os
eixos principais dos tensores de tenstes e de incremento de de -
formagoes plasticas coincidem. Resta, agora, determinar o valor
da constante di; & conveniente, para esse proposito, definir uma
tensao equivalente ou efetiva g, © um incremento de deformacaoc

plastica equivalente ou efetdive deg , da seguinte maneira

o /3 /3, /3 ST (IT.35)

e
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aeP = /2 /aeP. aP. - = /(dsp )Y+ (@eR ) (11.36)
e 3 ij ij /3 rb bz

Voltando a equacgdo (II.33)}, o fator de proporcio-
nalidade dA pode ser obtido em termos das formas equivalentes

0o © deg , como segue

V3 P 2 2
2 oaf - San )t + (@ T,,)
V3 p e
7 e = A3
e, finalmente
P
3 de
dr = 55—9 (IT1.37)
e

As relacoes tensao-incremento de deformacdo plas-

tica (II.34) tornam-se

p 3d€Ee>
derg = 3 O Tro
(I1.38)
dep
p _ 3_"e
dEez - 20 Yoz
e
A partir da utilizacao da tensdo equivalente, o)
critério de escoamento de von Mises pode ser escrito como
Oy = 0y = 0 {II.39)

com a tensao equivalente sendo usada como a funcdo de escoamento.
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Deve-se observar que a equacgao (II.39) é& inteira-
mente equivalente a equagdo (II.22}, utilizada para o caso unia-

xial.

A resolugéo do problema depende, entéo, de se en-
contrar uma relagao entre a tensao equivalente 0o €0 incremen
to de deformacdo plastica equivalente dsg , 0 que sera feito u-
tilizando o conceito de trabalho plastico. © trabalho plastico
por unidade de volume representa a energia armazenada durante a

deformacdo plastica e & dado por

awP = sg.. aeP. 21 . deP 4+ 2 1. aeP (II.40)
ij ij ro rb

Substituindo (II.37) em (II.40), obtém-se a ex -

pressao do trabalho plastico em fungdo das formas eguivalentes

awf = o de (IT.41)

m-

A hipotese de endurecimento ( sfradin-harndening )
sera utilizada para estabelecer uma relac3do funcional entre a

tensao de escoamento o, € a deformacao plastica equivalente

eg , definida abaixo

P _ P

€ = dee | (IT.42)
com deP dado pela equacac (II.36).

e

A hipdtese mencionada acima define a deformacio
plastica equivalente como sendo uma medida do trabalho de endure

cimento. Assim sendo, assume-se que a funcao de escoamento e
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fungao da deformacao plastica equivalente, © que permite escre -

ver

o, = H(eg) (II.43)

e a relagao funcional entre ¢ e €P

o o pode ser determinada ex

perimentalmente. Em aplicagées praticas, entretanto, a relacéao
funcional fornecida pela equagao (II.43) € baseada no diagrama

tensao-deformagao uniaxial, no qual a abcissa e a ordenada sdo
trocadas por eP e Ogp + respectivamente, como indicado na Figu-

e

ra II.3. Essa relacao viabiliza o uso da equacdo (II.38).

Figura II.3 - Relacdo entre a tensdo equivalente e a deformacgao

plastica equivalente
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II.2.3 - RELAGOES DEFORMAGAO PLASTICA - DEFORMAGCAO TOTAL

Estando de posse da relagao funcional entre a
tensao de escoamento ¢, e a deformagac plastica equivalente eg
e tendo em vista a utilizacdo de métodos iterativos para a reso-
lugdo de problemas elastoplasticos, & Gtil obter-se um conjunto
de equacgOes que possibilitem a determinacac dos incrementos de

deformacdo plastica a partir das deformagdbes totais.e sem a utili

zacao explicita das tensdes ([11]).

Seja um dado nivel de carregamento e os correspon
dentes estados de tensac e de deformacgdo plastica acumulada. Se
o carregamento sofre um pequeno acréscimo, as deformag¢bes plas-
ticas adicionais, correspondentes a esse acréscimo, podem ser re
presentadas por Aezj e as deformagcdes totais podem ser repre -

sentadas da seguinte maneira

ey = eij + eEj + Aegj (II.44)
onde E?j € a parcela elastica da deformagdoc total, ja inclui-
da a deformagao elastica adicional produzida pelo acréscimo de
carga, e Egj & a parcela plastica acumulada, na qual ndo esta
incluido o incremento de deformacgido plastica Aegj correspon -

dente ao acréscimo de carga.

Para o estabelecimento das equagdes envolvendo sQ
mente deformagdes, & conveniente definir um fensoxr de deformacdo

total modificado como segue



24

' — _ P
Eij = Eij Eij (IT.45)
ou
e'. = €5, + neP. (IT.46)
1] 1] 13

Subtraindo-se a deformacdo modificada volumétrica
(Eik/3) dos elementos da diagonal principal na eguacac (II.46) ,

encontra-se a seguinte expressdo para a sua forma desviada

e'. = 5. + AP, (11.47)
1] 1] 13
ou
e!. = Eii + AeP (11.48)
ij T 2G ij :

Utilizando-se as equacoes de Prandtl-Reuss (II.33),
a equagao (I1I.48) pode ser escrita como

B (II.49)

;
L = —
ej5 = UV + 5@y} beiy

i]
Procedendo de maneira analoga a utilizada para a
obtencace da equagio (II.37) e definindo uma defoamacac fotal equd

valente moddificada

2 L} 1
S v 3 eij eij (I1.50)

obtem-se

1 et
V¥ 36X T hep (II.51)
e

e, de (II.49), obtém-se a seguinte expressdo para os incrementos

de deformacao plastica
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p Aeg
Agij = a eij (II.52)

Particularizando as expressoes anteriores para o

caso da torgao, as seguintes expressoOes sao encontradas

- deformacao total modificada = deformacdo total modificada des-

viada
T
' _ v _rb p
“re °r6 T 272G * AErB
(II.53)
T
' _ ¢ _ _9z p
foz = %z = 3@t Dy
- deformacac total equivalente modificada
e, = = (e’ 4 (e2 ) (I1.54)
et /3 rb 6z *
- incrementos de deformacdo plastica
p AES
Ag = e!
ro Eet ro
{(IT.55)
b Aeg
Ag = — e!
Bz Eet Bz

A determinacao dos incrementos de deformacdo plas-
tica esta condicionada a determinagdo do incremento de deforma -
cdo plastica equivalente Aeg . Substituindo a expressao (I1.37),
correspondente ao fator de proporcionalidade AX, em (II.51), ob

tém-se
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g £
1+ ep = _e_; (IT.56)
3GA€e Aee
que fornece
p ‘e
ﬁEe = Eet + §E (II.S?)

Como a condicdo aprésentada em (II.39) deve ser sa
tisfeita ac longo de todo o processo, Ou pode ser substituida
por ¢, na equagao acima. Uma vez gque o, corresponde a ten -
sdo de escoamento uniaxial apds a aplicacao do incremento de car

ga, seu valor e ainda desconhecido. Contudo, este valor pode ser

obtido, aproximadamente, através do desenvolvimento de uma serie

de Taylor scbre o valor anterior (1-1) Obtém-se, entdo
. . dg
o {i-1) (i-1) o
UO = GO + ( azg ) AEg + . (II.58)
ou
_ (i=-1) (i-1) ,.,\.P
O, = O, + H Ase {I1.59)

Substituindoe (II.59) em (II.57) e resolvendo para
&sg , obtem-se
{i-1)
t %
3G + {i_1}H'

3Ge
e

>
m

e
]

(IT.60)

Para materiais que apresentam endurecimento linear,

a expressao (II.60) se simplifica para

= et (II.61)

3G + H'

3Ge - (GO+H'€g)
Ae

(o]

onde H' & constante e igual a
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H' = (II.62)

expressdo analoga a presente em (II.21).

Em (II.61), a deformacao plastica equivalente ez

corresponde ao somatdorio dos (i-1) incrementos anteriores.

IT.3 - EQUACOES DA TORCAO ELASTOPLASTICA

No contexto da teoria das pequenas deformacodes, as

sume-se que as deformacoes totais possam ser representadas por

Ju u
- 1 0 _ 8 _ e P
¥ T 3 ( 3ir  r )= “re * Ers
(I1.63)
S R B
6z = 2 3=z - 0z oz

Considerando as deformagdes plasticas como deforma
goes iniciais, a aplicacdo da Lei de Hooke a parcela elastica do
tensor de deformacdes totais fornece as sequintes expressdoes pa-

ra as tensoes

Ju u
_ _5__8 P
Trg = G( 3r | r ) - 2GEr8
(IT.64)
Ju
_ _ 8 P
Tz = G 3z - 2G€62

Em termos de "tensoes iniciais", as expressoes an-

teriores tornam-se
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Ju u
- _9 __8 P
Trg < G ar | r ) -1 8
(IT1.65)
au
_ _ 8 P
Toz = G 3z ~ Toz

Neste trabalho utilizou-se a formulacac das defor-
magoes iniciais para se efetuar a analise elastoplastica. O mé-
todo incremental-iterativo utilizado, descrito nas referéncias
[8] e [11], serad discutido no Capitulo IV, onde é apresentada a
formulacado do Método dos Elementos de Contornc para o problema da

torgdo elastoplastica.
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CAPITULO TIII

O METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO APLICADO A TORCAO ELASTICA

ITf{.1l - A SOLUGAO FUNDAMENTAL AXISSIMETRICA

A solugdo fundamental axissimetrica corresponde ao
campo de deslocamento produzido por um anel de cargas circunfe-
renciais unitario atuando em um meio elastico infinito e pode
ser obtida a partir da solucac fundamental de Kelvin para pro -
blemas tri-dimensionais, sequindo o procedimentoc apresentadc em

[1] e reapresentado no Apéndice A deste trabalho.

Em termos da fungao de Legendre de ordem zero

Q+1/2(y), essa solucdo pode ser escrita na forma

1

ux (£;X) = —— Q (v)
6 4H2G/p—£" +1/2

(III.1)

na qual ¢ representa o anel fonte e X , o anel campo, de acor

do com a Figura III.1.

A seguinte notagao foil utilizada:

p = r(g) ; z, = z (&)
r = r(X) : z = z(X)
2=z -2z, (TIT.2)
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d r
g(x) X

TIA

Figura III.1 - Anel fonte e anel campo

A funcao de Legendre Q+1/zty) pode ser expressa CcoO-
mo uma combinagdao de integrais elipticas completas do primeiro

(K) e do segundo (E) tipos e a solucao fundamental pode ser apre

sentada como

1 1
412G prV(r+p)2-}E2

ug (£:%) = {(r?+p?+3?)K(m) + [ (r+p)2+3?]Em) }  (III.3)

onde m & o chamado parametro das integrais elipticas, & igual

ao guadrado do moédulo dessas integrais e e dado por
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m= k? = - —der (III.4)
1+y {r+p)2+z?

As tensdes fundamentais sao obtidas atravées da subs-
tituigao de u;(g;x) nas equagoes {(II.6), o que conduz as se -

gquintes expressodes

1 1

{=2(2p2+r2+2%22)K(m) +
812 pr2v(r+p)? +z2

*
Tre(E;X) =

v [3((rep)2+32) + (E2+p?+27) (0®-r7427) 0 1y

(r-p)2+22

(III.5)
(X)) = L (k) - ExeTr2) g,
41n? prv (r+p)?+z? (r-p)2+%22

A forga de superficie fundamental, obtida através da

equacao (II.10)}, & igual a

py (£:X) = 15 (£;XInp (X)+1y, (£:X)ng (X) (III.6)

onde n_(X) e nj(X) sdo os cossenos diretores da normal exteri

or a um contorno I e X e T

Como a unica componente ndo nula do deslocamento pro
duzido pelo anel fonte &€ a circunferencial, o Indice ¢ nao
mais serd utilizado para representa-la, o mesmo acontecendo em

relacdo a forga de superficie associada; portanto:

u*(£:X) = ujle:X) ; p*(E:X) = ph(£:X)

u{X) = ugy(X) ; p{X) = py(X)
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ITI.2 - IDENTIDADE DE SOMIGLIANA

Seja um solido de revolugdo definido por um dominio

o~

Q2 e um contorno T , em estado de equilibrio representado por

T.gr Tgyr €pgr gy r U ©P (nao had forcas de volume}. Seja tam

bém um corpo infinito, de dominic Q* e contorno TI'*, que con

tém o sdlido de revolugdo em estudo e cujo estado de equilibrio

*

* *
£
8z’ "rb

& representado por T 5

rg’

/€ , u* e p¥*,

Admitindo que as propriedades elasticas sdo validas
para os dois corpos, obtém-se a seguinte identidade a partir da

aplicacac da lei de Hooke
* - * 3 —
2[Tre(E,X) Ere(X) + TBZ(E'X) €ez(X)} =

= 207, (X) el (E:K) + T, (X) €f (£;X)] (III.7)

ou,com a notacao simplificada e integrando ambos os lados

*

Eez]

*
£

eez]dﬁ = 2 [Tr 6t Tog

Qe (e

5 a2 (IIIr.8)

onde fec & o dominio obtido quando se retira de Q um tordide
com secido meridional de raio £ e contorno Te e com centreo no
anel fonte. Esse procedimento elimina a singularidade que ocor

re quando £ € & e £ = X.

Tendo em vista a simetria do problema, a eguagao
(IIT1.8) pode ser integrada em relagac a 6 (dQ = rd8drdz), for -

necendo
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[
* *
21 2[1re e * Tz sez]rdﬂ =
‘e
:
x *
= 21 2[TrB €rg * Tag Eez]rdQ (III.9)

‘e

onde 0 corresponde a um dominio bi-dimensional no planec r-z,
de contorno T , do qual foi retirado um circulo de raio ¢ e
contorno Te , com centro no ponto fonte, para formar o domi -
nio Qe (Figura III.2). A referéncia ao anel fonte, do espago
tri-dimensional, sera feita utilizando-se a designacdo ponto fon
te, do plano bi-dimensional; analogamente, o anel campo sera

designado por pontc campo.

Q

Figura III.2 - Secao meridional do sélido de revolucao



34

Substituindo as relacoes deformacdo-deslocamento

(IT.5) em {III.9), obtém-se

% au u * au
2m [Tre 3r 7t Tez 3z ]rd“ =
Qe
[ *
Ju*® u* au
- 21 [Tre (ﬁ -— ; }+ TBZ 3"2 :Irdﬂ (III.10)
‘ Qe

Integrando por partes e considerando a equacgao dife-

rencial de equilibrio (II.7), obtém-se

21 pfurdl = 21 u*prdr (III.11)
T+T ¢ r+T¢

gue corresponde ao teorema da reciprocidade (segundo teorema de

Betti).

Seja, agora, o estudo das integrais de contorno cal-
culadas sobre Te¢ para a situagdo limite, isto &, quando e-+0.

Verifica~-se que

e>0

lim 271 J u*prdl’' = 0 (III.12)
Te

A integral a esquerda em (III.11) pode ser decompos-—

ta da seguinte maneira

21 [ p*urdl = 21 J p*[u(X)-u(g)lrdl + u(g) 2n p*rdrl

Te Te Te

ees (IXII.13)

Tomando-se O limite quando e+0, a primeira integral
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a direita na equagdo acima se anula devido a4 hipbtese da conti-
nuidade dos deslocamentos; a segunda pode ser calculada analiti
camente - utilizando-se a expressaoc apropriada para p* guando
os argumentos vy em (III.1) sdo pequenos - ou a partir da defi
nicao de que a solucado fundamental corresponde a um anel de car
gas circunferenciais unitario aplicado em £ . A utilizacaodes

ta definicdo conduz a

lim u(z) 2In p*rdl = ul(g) (IIT.14)
e~+0

T'e

A identidade de Somigliana para o deslocamentc u po

de, entao, ser escrita como

u(g) = 20 J_u*(a;x)p(xlr(x)dr(x) - 21 J p* (£;X)}u(X) r (X)dr ()
r T
. (III.15)

na gqual o contorno T corresponde a um dos meridianos do soli-

do de revolucao.
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ITIT.3 - CALCULO DAS TENSOES NOS PONTOS INTERNOS

A identidade de Somigliana € uma representagdo con -
tinua dos deslocamentos em pontos do interior do corpo; as com-
ponentes das tensoes nos pontos internos podem ser obtidas atra
vés da sua derivacao em relagéo as coordenadas do ponto fonte e

da substituicao nas relacdes tensao-deslocamento apresentadas a

baixo
- su(f) u{f)
TrB(E) = G[ 70 - }
(ITII.16)
_ su &)
Tez(g) = G dzg

A substituigao de (III.15) em (IIX.16) fornece as se

guintes expressdes para as componentes de tensao

du* (£;X) _ u* (£:X) |

.
Tre(E) = G 2I [ p(X)r(X)dr(x) -

)1 9p p -

- G 21 [ap*‘g‘x’ _REEX) [ xyr (x) AT (X)
It ap o J

(ITI.17)

au* (£ ;X)

Tez(g) = G 2T p(X)r(X)dr({xy -

Bzo

r
— G 21 3p*(:X) L (x)r (X)dT (X)
3z
[®)

Para a obtencao das derivadas dos tensores fundamen-

tais (deslocamento e tensdoes), as seguintes relagbes sao empre-—
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gadas
dk(m) _ E(m)-(1-m)K(m)
dm 2m(1-m)
(ITI.18)
dE (m) E(m)-K(m)

dm 2m

As expressoes resultantes da derivagao dos tensores

fundamentais estao apresentadas no Apéndice B.

III.4 - EQUACAO INTEGRAL DE CONTORNO

A identidade de Somigliana néo permite a obtencdo do
deslocamento e, consequentemente, das tensOes nos pontos inter-
nos enquanto houver deslocamentos e/ou forgas de superficie in-
cégnitos no contorno. Portanto, torna-se necessario encontrar
uma forma limite da equagao (III.15) para o caso em gque o ponto

fonte £ pertence ac contorno.

Seguindo o procedimento apresentado em {[8], encontra-
se a seguinte equacao, denominada Equagao Integral de Contorno

(¢ e T):

c{e)ul(g) + 27 J p* (£;X)u(X)r(X)Ar(X) = 2 J u*r (£:X)p (X) r (X)ar (x)
T

T
e (ITT.19)

na qual a integral ao lado esquerdo deve ser calculada no senti

do de valor principal de Cauchy.
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Para pontos interncs, c({f} = 1 ; para pontos do con

torno que possuem uma unica normal, c(£) = 1/2 .

Em aplicagoOes praticas, c¢{f) e seu valor principal
associado sdo calculados de maneira indireta, quando a equagao
integral de contorno & utilizada para representar um movimento
de corpo rigido (no caso da torgao, o movimento de corpo rigido
corresponde a uma rotacdo em torno do eixo da peca). Esse cal-

culo indireto sera apresentado posteriormente.

III.5 - DISCRETIZAGCAO E SOLUCAC NUMERICA DAS EQUACOES INTEGRAIS

Para a solugao numérica da eguagdo (III.19) e, conse
quentemente, das equagdes (III.15) e (III.17), assume-se inici-~
almente o contorno I representado por uma serie de elementos ,
sobre os quais o deslocamento e a forga de superficie sao inter
polados utilizando os valores nodais correspondentes desses ele
mentos; a seguir; aplica-se a equagéo {II1.19) na sua forma dis
cretizada para cada ponto nodal ¢ do conterno, com as inte -
grais sendco efetuadas sobre cada elemento e, finalmente, impde-
se as condigdes de contorno (deslocamentos e forgas de superfi-
cie prescritas) ao sistema de equagoes lineares formado, cuja

resolucdo fornece os valores das incognitas.

As coordenadas cilindricas r(j)

dos pontos locali-
zados sobre cada elemento Fj , do contorno discretizado, s30

expressas em termos da funcao de interpolacaoc Y e das coorde-

, m - ; -
nadas nodais r( ) do elemento atraves da seguinte relagao ma-

tricial
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OV oy W (III.20)
na qual o superindice m se refere ao nimero de nés do contor-

no que definem a geometria do elemento.

Da mesma maneira, o deslocamento e a forga de super-
ficie sao interpolados sobre cada elemento T. utilizando a

fungao de interpolacde ¢ e os valores nodais

g(n} e E(n)dos

deslocamentos e forcas de superficie. Obtém-se, entdo, as se -

guintes relacgdes matriciais

E(j) =9 1~1(n)
(III.21)
E(J) - o E(n)

Aqui, o superindice n se refere ao numero de nos
do contorno que definem a lei de variacao do deslocamento u e
da forga de superficie p sobre cada elemento 'y . Neste tra
balho, m=n , o que implica que ¥ =9 . Assim, elemento line-
ar significa gque o elemento possuil geometria linear e variagao
linear para o deslocamento e a forga de superficie, a mesma de-

finicao sendo valida para elemento gquadratico.

Se o0 contorno I e discretizado em N elementos ,

a versao discretizada da equacao (III.19) para o i-ésimo nod £4

& a seguinte

Il e~z

C(Ei}u(ﬁi) +o
J

U 12

[2n J p*@reru(n) [2n u#@rdr]p(n)
1 - - j=1 ” .
ry . Iy

... (II1.,22)
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As funcdes de interpolagdo que constituem ¢ s30

expressas em termos de um sistema de coordenadas intrinseco n;

em fungdo desse sistema, pode-se escrever

ar = |J|an (III.23)

onde |J| & o Jacobiano da transformacdo, definido por

dr, 2 dz, 2 dar
|J| = /(_ﬂ) + (d—n) = an (I11.24}

Quando ¢ nod Ei nac pertence ao elemento Fj ' as
integrais apresentadas em (III.22) podem ser calculadas numeri-
camente, através da gquadratura de Gauss, como apresentado abai-

X0

1

K
hys = 21| prordr = 2m prer|J|dn = 2n E tpror), |I]y w,
r. -1 . =
j
(III.25)
! K
g;q = 20| wrordr =21 urer|J[an = 21'[k§1 (wror), |3], w
T. -1 -
3

onde K representa o numerc de pontos de integracac de Gauss e

Wy, ¢ O peso associado a cada ponto de integragéo.

Quando o no Ei coincide com um dos nés do elemento
a ser integrado, utilizam-se procedimentos alternativos para se
efetuar a integracic. Tais procedimentos serdo discutidos poste

riormente.

Para a integracdc numérica, representacgoes polinomi-

ais sao empregadas (aproximac¢Oes de Chebyshev) para as integrais
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elipticas K(m) e E{m) gue aparecem nas expressdoes correspon-
dentes aos tensores fundamentais. O pardmetro u dos polind-
mios & igual ao gquadrado do modulo complementar de tais inte -

grais e & definido como

(SR
Y

o= k' =2 1 -k = fr=p)fy (I1I.26)

{r+p) 2+ 22

Obtém-se, assim, as seguintes aproximagdes (segundo

(12])

Km = ] awb s end) ] bt
i=0 * WoiZp 7
(FII.27)
§ i 1 % i
E(m) = c.u + £n(—=) d.u
i=0 * Wiz %
nas quais
n
ag = &n 4 ; by = 1/2 ; .E a; = n/2
i=0
(III.28)
n
cg = 1 : dg = 0 ; .{ c; = 1/2
i=0

Neste trabalho n=4 , o que fornece um erro maximo

-8 -
da ordem de 10 . segundo a mesma referencia.

0s valores dos coeficientes dos polindmios, para n=4,

estdo no Apéndice C.

A aplicagaoc da equacado (III.22) aos NN nos do contox
no fornece um sistema de NN eguagoes lineares, com a seguinte re

presentacac matricial
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(c + Mu = Gp (III.29)

-

na qual os vetores u e p contem os valores dos deslocamentos
e das forcas de superficie dos nos do contorno. A matriz diago
nal ¢ pode ser incorporada a matriz H , resultando na seguin

te representacao

Hu = Gp (I11.30)

Os coeficientes das diagonais principais das matri -
zes HeG sao obtidos através da integragdc de elementos que
contém o no £;, € a sua obtencdo,como ja foi mencionado ante -
riormente, na3o & imediata, isto €, ndo se da atraves da integra
cdao direta dos elementos como esta representado em ({III.25). Os
coeficientes da diagonal principal da matriz H - que correspon
dem ao "termo livre" ¢ mais a sua integral no sentido de va -
lor principal associada - sao obtidos mediante a aplicacao de
uma rotacao de corpo rigido (que nao produz esforcos) ao solido
analisado. A equacao (III.30}, aéés a aplicacdo de um giro uni

tario, torna-se
Hu = 9 (III.31)

Os coeficientes da diagonal principal sdo, entdo,ob-
tidos como seque (os indices repetidos nao implicam em soma)
-3 0 32
i5 T3 r; # (III.32)
0 calculo dos coeficientes da diagonal principal da

matriz G depende da fungao de interpolacdao adotada e sera i-

lustrado quando os elementos empregados para a discretizacao fo
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rem apresentados.

Aplicando-se as NN condigles de contorno, a equagio
(ITIT.30) pode ser reordenada e o sistema resultante tem a se -

quinte representagao matricial

Neste sistema, A & uma matriz cheia de ordem

(NNxNN), y & o vetor das incognitas e f , o vetor que con -
tém as contribuigbes dos valores prescritos. Em aplicagbes pri
ticas, a matriz A & formada diretamente, prescindindo-se da

formacao das matrizes H e G .

Uma vez resolvido o sistema (III.33), o deslocamento
e as tensoes nos pontos internos sﬁo obtidos atravées do emprego
das equagoes (III.15) e (III.17) na forma discretizada. A inte
gragdao ao longo do contorno, nesse caso, & efetuada sem proble-

mas, pois nao ha integrais singulares.

E importante observar que o deslocamento e as ten -
sOes se anulam quando r=0. Como 0os tensores fundamentais tam—
bém se anulam guando & ou X pertencem ao eixo de rotagdo, pa-

ra essa situagao a equacao (III.22) se reduz a
clgylul(g,) = 0 (ITI.34)

com c(gk) =1 e u(Ek) = 0 , como fol mencionado acima. En -
- tao, a k-ésima linha da matriz H possui um Gnico coeficiente
nao nulo, o coeficiente hkk = clgk), engquanto que a k-ésima 1i

nha da matriz G possui todos os coeficientes nulos.



44

Para a solucdo numerica das equagoes (III.15),

(ITI.17) e (III.19) foram utilizados dois tipos de elementos: o

elementc linear e o elemento quadratico.

III.5.1 - ELEMENTO LINEAR

Para o elemento linear (Figura III.3), as fungdes de

integracdo ¥ e ¢ s3ao iguais a

Y o= 2 = (4, ¢,] (III.35)
onde
by = l(‘l- ) e $, = il {1+n) (ITI.36)
1 = Zvn 2 72 n .
Figura III.3 - Elemento linear
Em funcgao da figura acima, os vetores g(m), u(n) e
(n)

T
P podem ser representados esquematicamente como [( )1 ()2]j,
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com os indices 1 e 2 representando, respectivamente, os nos

inicial e final do elemento Fj .

0 Jacobiano da transformacao & constante e igual a

metade do comprimento do elemento, isto e, [JI = £/2.

e g,. , definidas em (III.25),

As submatrizes h i3

~17
sio de ordem (1x2) e podem ser representadas como (o indice i

se refere ao no Ei ; 0o Indice 3j , ao elemento T4 )}

1

s F (N

Byg = Ihyy hyoly 2N | prieq eplrdn
-1

(I11.37)

ne

¢ 1
i3 = [9517 94215 = 20 3 u*fé, ¢ylrdn

]
-1

Quando &, c¢oincide com um dos nos do elemento Fi,

i
isto e, quando ¢ = X

n = __fiﬂf___ - 1 (ou u = 0) (III.38)
{r+p) " +22

e a integral eliptica XK{m) apresenta singularidade logaritmi-
ca, enquanto que E(1) = 1. De acordo com o seu desenvolvimen-

to polinomial (primeira expressac em (III.27)),

Kim) = En(—%T) + 0 (k'? £n k') gquando k'»0 (m>1)
ee. (ITITI.39)
Para contornar essa dificuldade adicional, tendo em

vista a obtencido dos coeficientes da diagonal principal da ma -

triz G , uma solucgdo bastante satisfatoria e obtida lembrando
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que uma funcao qualquer f(o) = (a-R) £n|a—8| possuli o seguin-

te comportamento
fla) = (a-B) £n|a B| +. 0 quando a8 {ITT.40)

Assim, e efetuada uma transformacdo ndo-linear no
sistema de coordenadas intrinseco, transformacdo tal que o seu
Jacobiano se anula na singularidade, e integra-se normalmente u

tilizando a quadratura de Gauss.

Quando Ei coincide com o no inicial do elemento
Fj (nd6 1), a singularidade ocorre para n=-1 ; a transformacgio

requerida € a seguinte

14+¥ (TII.41)

N o= - % (1-¥2)+y  ;  |J]

(notar que para ¥ = -1 , |J] 0.

0 elemento 931 da submatriz g,

iy correspondente

ao no singular, € calculado como segue (o élemento 952 e cal-

culado normalmente)

1
£
g, =21 =L | w2 |1+ Ty oe|r ey ay (IIT.42)
i1 2 2 2
-1
Quando Ei coincide com o no final do elemento Fj
(nd 2), a singularidade ocorre para n=1; a transformagdo re -

gquerida agora € a seguinte

I}
—_
b
e

n = % (1-92) +¥ ; |J| (ITI.43)

0 ).

(notar que para Y =1 , [J|
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0 elemento 92 da submatriz gij ;, correspondente
ao no singular, €& calculado como segue (o élemento 944 é cal-

culado normalmente)

% [1 + %(1-w2l+w]r(1-w)dw (III.44)

)
£.
9ip = 21 3 Ju*

-1

II1.5.2 - ELEMENTO QUADRATICO

Para o elemento quadratico (Figura III.4), as funcgoes
de interpclagado Y e ¢ s3o iguais a
¥ = ¢ = [¢1 ¢y ¢3] (III.45)
onde

¢, = % nf{l-n) ; ¢, = (1-n) (1+n) ; ¢4 = % n (1+n)
... (ITI.46)

u= G+ Ou, v Gpu,

Uy OU Py P=Op,+ O,0,+ ypy

Figura III.4 - Elemento quadratico
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Em funcdo da Figura III.4, os vetores E(m}' u(n) e
E(n) podem ser representados esquematicamente como
T
[( )1 (), )3]j , com os indices 1,2 e 3 representando ,

respectivamente, 0s nos inicial, intermediario e final do ele -

mento rj .

As submatrizes h e g ydefinidas em (III.25),

2y ® 9y
sao de ordem (1x3) e podem ser representadas como
¢ 1

12 Bigly = 21 | P*leq ¢, ¢31[Irdn
)1

hjy = [hy,
(I1T.47)
1
i1 932 93314 = 20 | u* 6, ¢, 631 |3|rdn
-1

[g

te]

ij

Para a obtencao dos elementos da submatriz gij cox

respondentes a singularidade nos nds inicial ou final, empre -

gam-se as mesmas transformacoes apresentadas. em (III.41) e
(II1.43). ¢Quando ¢ nd singular € o no intermediario (no 2), o
elemento correspcndente - di0 ~ é calculade como segue

1 1

(1-Y¥) ko N (14"‘1‘)

g, = 21 [ u*e) rlg| S5 av + 2n J urel r|J| 25— av
-1 -1

oo (III.48)

As seguintes transformacoes foram empregadas para

9+ n o= Jz' [w -—12— (1+w2)} : |l =% (1-¥)
(II1.49)
¢35z n = % [w + % (1+w2)} ;g = % (1+9)
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A obtencdo das transformagdes (IIT.41), {(III.43) e

(ITII.49) esta apresentada no Apéndice D.

III.6 - CALCULO DAS TENSOES NOS NOS DO CONTORNO

0 calculo das tensdes nos nds do contorno ndo requer
nenhuma integracao e so depende dos valores do deslocamento e
da forca de superficie interpolados sobre os elementos do con -
torno discretizado. As tensées 830 calculadas empregando as

expressoes abaixo

du(X)  u(X)
tre(X) = p(X)nr(X) - G a e T n, (X) [n; (X)
(IIT.50)
du (X) u{Xx)
TBZ(X) = p(X)nZ(X) + G ar (%) + %) nZ{X) n, (X)

A derivada de u(X) & calculada diretamente sobre

as fungoes de interpolagao.

As equagées (II1.50) constituem o caso mais geral ,
no qual a torgao tambem pode ser produzida por um carregamento
distribuido ao longo da superficie lateral da peca. A deducdo
dessas equgades, para o caso elastoplastico, esta apresentada
no Apéndice E; a redug&o para o caso elastico é feita tomando-
se as componentes de deformacéo plastica ali presentes iguais

a Zero.
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ITI.7 - APLICAGOES NUMERICAS

Nas aplicac¢des numéricas apresentadas a seguir, o
conceito de nd duplo é utilizado para simular a descontinuidade
de forga de superficie no contorno e, também, para simular uma

mudanca brusca na geometria da secgao meridional.

0 n6 duplo consiste em dois ndés do contorno com as
mesmas coordenadas, sem nenhum elemento entre eles (nao se cria
um elemento de comprimento nulo). A UGnica limitacdo pratica na
utilizacdo deste conceito ocorre quando ambos o0s nos possuem O
deslocamento como condicfo de contorno, isto &, quando o deslo-
camento é prescrito nesses nos coincidentes. Tal situacao gera
uma matriz A singular. Além disso, a hipotese de continuida-

de dos deslocamentos deixa de ser satisfeita, pois seria possi-

vel prescrever deslocamentos diferentes nesses nos colncidentes,

Um procedimento alternativo para contornar essa di
ficuldade foi proposto por CHAUDONNERET [17]. ©Nas aplicag¢oes nu
méricas apresentadas neste trabalho, entretanto; nao houve ne -
nhum caso no gqual fosse necessario prescrever o deslocamento nos

dois nos coincidentes.
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IIT.7.1 - EIXO TRONCO CONICO

Quando a superficie lateral esta descarregada, o

problema da torgao do eixo tronco conico possui a seguinte solu

cao [14]:
u = T (III.51)
3G(r?+z?)
_ -cr? . _ -Crz
onde
c = - M (III.53)

20 (2/3=cosa+1/3cos?n)

Na expressao acima, M & o momento torcor que atu
a nas extremidades do eixo. O angulo o esta definido na Figura

III.5.

A secao meridional do eixo e as duas discretizacgdes

utilizadas na analise estado apresentadas na figura a seguir.
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z z
Gl
- - -y
Lae Le Oe Qo F
Ke Ke Ng Pe E
J o Je My D
I - U c
H o He 8
- - A
A
c "l h=d
c=0,5d
DISCR. a DISCR. b
o
r r

Figura III.5 - Secdo meridional e discretizagdes do contorno

Esta aplicacgdo numérica possui duas finalidades: em
primeiro lugar, mostrar a convergéncia dos resultados em funcdo
do refinamento da "malha" de elementos de contorno, o gue foi
feito com a utilizagao do elemento linear; em segundo lugar,com
parar os resultados obtidos com a utilizagao dos elementos line-

ar e guadratico para a mesma discretizacaoc (discretizagao b).

Foli imposto um campo de deslocamento { equagao

(ITI.51)) nas extremidades do eixo e , na superficie lateral ,






