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RESUMO

0 presente trabalho procura desenvolver uma metodolo-
gia computacional para a resolucdo de estruturas que envolvam
malhas compostas por elementos finitos e/ou elementos de contor
no em problemas de potencial.

Apresentam-se estudos comparativos sobre os pr1nc1pa1s
meétodos desenvolvidos para tratamento de descontinuidades fisi-
cas e geometr1cas inerentes a malhas de elementos de contorno.

A segquir, colocam-se dois enfoques para a formacao da
matriz global: um a partir da matriz obtida com o Metodos dos
Elementos Finitos e outro a partir daquela oriunda do Metodo dos
ETementos de Contorno.

Sdo entdo analisados alguns: _aspectos associados a Sime
trizagao da matriz global, bem como @ resolucdo do sistema de
equacoes formado.

Por fim, exemplos comparativos sdo elaborados no senti

do de se verificar a efici@ncia dos procedimentos mostrados ate
entao.
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COUPLING OF THE FINITE ELEMENT METHOD AND THE BOUNDARY
ELEMENT METHOD: AN APPLICATION TO POTENTIAL PROBLEMS

Eduardo Marques
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Chairman: Prof. Webe Jodo Mansur
Department: Civil Engineering

ABSTRACT

i

The present work is concerned with the development of
computational procedures for numerical analysis inm which it s
advantageous using Boundary Elements and Finite Elements for -~
solving potential problems.

The main procedures employed so far to deal with phi-
sical and geometrical descontinuities in Boundary Element ana-
lysis are studied.

Two approaches are studied to form the complete global
matrix combining the FEM and BEM: one obtainning an equivalent
matrix from the Boundary Element matrices and another by the
condensation of the Finite Element Matrix on the boundary nodes.

It is also presented a discussion concerning some
aspects of Symmetrization of the Global Matrix obtained with
the BEM and the resolution of the final system of equations.

Finally, comparative examples are presented aimming
to check the eficiency of the procedures discussed.
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CAPTTULO I

INTRODUCKO

I'.1T - DESCRIGAO HISTORICO-BIBLIOGRAFICA

Ha muito se vem desenvolvendo a idéia de se combinarem
0s 2 principais métodos numéricos: o método dos elementos de

contorno e dos elementos finitos.

Sabe-se bem das facilidades e limitacOes que cada um
oferece e, portanto, torna-se hecessario que se possibilite fa-

zer com que os dois metodos se desenvolvam & mesma proporgdo.

Este trabalho se destina exatamente a apresentar 0s
problemas e as vantagens de um "software" que combine o MEC e o
MEF, alem de procurar de forma definitiva resolver alguns aspec

tos relativos a descontinuidades fisicas ou geométricas.

Sdo muitas as aplicacgbes em que se torna notoria a van

tagem da combinacdo que ora se apresenta, entre as quais:
- No ambito de problemas de campo (potencial):

Fluxo de temperatura
Protecdo Catddica em Estruturas off-shore

Fluxo de um 17quido sobre uma estrutura
- No ambito de elastostatica

Interacdo solo-estrutura: Sabe-se que uma malha de
elementos de contorno modela de forma muito simples

o solo, como meio infinito ou semi-infinito.
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Fig. I.l - Interagdo Solo - Estrutura
com Malha Conjugada

- No ambito de Elastodinamica

. Analise de cravabilidade de estacas, utilizando, por

exemplo a equagao da onda de Smith.

Solicitagdo periddica de estacas.

Com o intuito de introduzir alguns conceitos acerca da
combinacdo dos dois métodos, Brebbia |1| apresenta a obtencdo
da matriz equivé1ente a do M8todo dos Elementos Finitos a par-
tir daquelas oriundas do Método dos Elementos de Contorno. Es-
te procedimento foi entdo desenvolvido por Brebbia, Telles,

Wrobel em |2].

Neste trabalho, com base no que se coloca por GEORGIOU
|10| se mostra tanto o procedimento acima, quanto aquele em que

se obtém a Matriz Global por condensagao da Matriz calculada



pelo MEF.

0 Metodo dos Elementos Finitos, sendo ha mais tempo es
tudado e portanto mais difundido possui ja uma grande gama de
processos e técnicas para a resolugdo dos problemas que se a-

presentam em sua implementacdo.

Para o Metodo dos Elementos de Contorno, encontram-se
ainda em pesquisa solugOes para algumas dificuldades a ele ine-

rentes, tais como:

- problemas de descontinuidade fisica e geometrica

("problemas de canto");

- formacao de uma matriz nao simétrica e cheia, o0 que
nado permite a utilizacdo direta dos algoritmos ate
entdo desenvolvidos para resolucdo de sistemas sime-

tricos e em banda;

- dificuldade de se obterem solugoes fundamentais para
problemas de meios cujas propriedades fisicas variam

de ponto para ponto (meios n3o homogéneos).

Em contraste a esta Ultima propriedade, o MEF se apre-
senta com sucesso para a discretizacdo de meios ndo homogéneos,
uma vez que pode acomodar coeficientes fisicos a variagoes espa
ciais por meio de aproximagbes polinomiais, com pequenos elemen
tos.

Por outro Tado, quando se trata de imersoOes em meios
isotropicos ou infinitos e semi-infinitos, o MEC mostra resulta
dos bem mais precisos, envolvendo menor nlimero de elementos, e,

portanto, com menor custo operacional (para modelagem da estru-



tura) e computacional (para a resolucdo da mesma).

Quanto ao "problema de canto", PATTERSON |8]| apresenta
a introducao de um elemento ndo conforme que faz afastar o pon-
to fonte do canto critico, por extrapolagdo de valores da fun-

cdo de interpolacio no elemento.

Por outro lado, MUSTOE |6]| indica para problemas de
elasticidade o tambem afastamento do ponto fonte, desta vez,

mantendo intacta a fungdo de interpolacgdo.

Finalmente RUDOLPHI |7| aplica um tratamento geometri-
co para o problema ndo deslocando o ponto fonte, mas valendo-se

da propria geometria da descontinuidade.

Em se tratando das caracteristicas da matriz formada
(ndo simétrica e cheia), AMORIM |5| estudou duas alternativas
para resolver problemas da elasticidade com o metodo dos elemen
tos de contorno e dos elementos finitos combinados. A conclu-
sdo daquele trabalho & que utilizando-se colocacao com procedi-
mento indicado GEORGIOU |10| para considerar descontinuidades
de fluxo, bons resultados sdo obtidos quando ndo se simetriza
a matriz do MEC. A simetrizacdo leva a resultados pobres. 0
metodo de Galerkin tambe&m foi testado, no trabalho de AMORIM on
de pode-se verificar que para este caso simetrizar ou nao leva

ao mesmo resultado.
1.2 - APRESENTACAO DO ESCOPO DA TESE
A fim de desenvolver sentimento na combinagdo dos méto

dos, procurou-se com este trabalho, resolvendo problemas de cam

po, criar um embasamento fisico e, mormente computacional que



possibilite a implementacao das solugGes ja consagradas para e-
lastostatica e elastodin@mica lineares (e, eventualmente nao

Tineares), para 2 ou 3 dimensfes.

Os capTtulos 2 e 3 apresentam respectivamente as formu
lagOes do método dos elementos de contorno e elementos finitos

para a resolucdo de problemas de Campo.

No capitulo 4 encontram-se descritos os MEtodos da Co
locacdo e de Galerkin para a integracdo no contorno de elemen-
tos constantes e lineares (ITEM 4.1). O Ttem 4.2 apresenta o0s
tratamentos dados aos problemas de canto ja indicados no Ttem
1.1: os procedimentos associados ao Método da Colocacdo (ele-
mento ndo conforme, elemento interpolado e tratamento geoméetri-

co) e ao Metodo de Galerkin.

0 capitulo 5 encerra os critérios utilizados matemati-
ca e computacionalmente para a combinacdo dos métodos. Encon-
tra-se tambem um estudo sobre a resolucio do sistema formado,
composto por uma matriz contendo uma parte simetrica e em banda

e outra assim8trica e cheia.

Os programas de computador implementados para as anali

ses descritas nos capTtulos 4 e 5 s8o comentados no capitulo 6.

Finalmente, o capitulo 7 contém exemplos comparativos
e andlise de resultados para os diversos procedimentos utiliza-

dos.

Em anexo, apresentam-se as referéncias bibliograficas
e altguns apéndices elucidativos sobre a teoria utilizada ao lon

go do traba'lho,.



CAPITULO II

0 METODO DOS ELEMENTOS.DE CONTORNO APLICADO

A PROBLEMAS DE POTENCIAL

A equacdo de Laplace extendida apresenta-se como uma
das. que governam alguns dos problemas de campo e pode ser apre-

sentada como da forma abaixo:

vou 4 au = ¢ ' (11.1)
ou, de forma mais geral,
9 (hx =My ¢ 2 (hy Yy 4= (I1.2)
X 9X LAY oy

para dominio @ (ver fig. II.1) cujo contorno pode ser dividido

em duas partes:

ﬁ
¥
=

prescrito (condicbes de contorno essenciais)

r =+ q prescrito (condicdes de contorno naturais)

sendo g = 9du/on

Por simplificacao: pode-se tomar hx = hy = 1 e A=

=¢c=0, ficando-se portanto, com a Equacdo de Laplace:

vZu =0 (11.3)



Fig. O.l - Definigdo do Domino _f.
e dos Contornos [u e g

Para a formulacdo da equacdo integral associada 3 ex-~-
pressdo (II.3) pode-se utilizar do Método dos Residuos pondera-
dos (Refer@ncias |1| e |2|) atrav8s da funcdo peso u*, que nos

fornece:

J (Vzu)u* dQ = J (g-q)u* dr - J (u-u)g* dr (IT.4)

{2 Fq Fu

du*

onde: qg* =
an

Integrando por partes 2 vezes o termo da esquerda e o-

perando conforme indicado na Ref. |[2|, chega-se a:

(
J u(vzu*)dﬂ = - J q u* dr - q u* drr + J u g* dr + [ u g* dr
9] r I'u r Pu
q 9 (I1.5)



Se supusermos uma fonte concentrada em um ponto ¢!,

a equacdo de Laplace mostrada acima se torna:
2 * —
Vou*(z; x) + A(g; x) =0 (II.6)

onde: A(z; x) € a fungdo Delta de DIRAC que assume 0S seguin-

tes valores:

A(zs; x) =0 , para ¢ % x

]
8

A(zTs Xx) . para ¢ = X

Resolvendo-se a equacdao (II.6) para um dominio infini-

to, obtem-se u*(z; x) que & denominada SOLUCAO FUNDAMENTAL.
Desta forma, temos:

J u(vzu* + A1)dQ = J u Vzu* o + u', o que, para satisfazer a

2 2

equacao (II.6) se torna:

J u(veu*) da = -u’ (11.7)

Aplicando a exp. (II.7) em (II.5), ficamos com:

u(z) + J u(x)q (z3x)dr(x) + J U(X)gq*(3x)dr(x) =

I“q Fu

( {
- j F(x)u*(csx)dT(x) + J q(x)u*(z;x)dr (x) (11.8)

Fq Fu



u + J u g* dr = J u* q dr (I1.9)

Demonstra-se que, para um meio isotropico, as solucgdes

fundamentais s&o:

- Para 3-D: u* = (I1.170)
- Aqy
(TRIDIMENSIONAL)
) _ 1 : 1
- Para 2-D: u¥* = &n (—)
27 r
(BIDIMENSIONAL)

onde r & a distdncia do ponto campo xao ponto fonte (z), onde &

aplicada uma fonte concentrada.

A equacdo (II.8) permite obter a solucdo u(z) para um

ponto ¢ do dominio.

A expressdo que permite calcular u para pontos do con-
torno pode ser obtida conforme mostrado na Ref. |1| e € dada

por:

C(z) u(z) + | u(x)q*(z;x)dr(x) = [ q(x)u*(z;x)dT(x) (I1.11)
T I

onde ¢ e T.

A funcao C(g) @ dependente da posicdo de £ e, conside-
rando pontos pertencentes ou nao ao contorno, pode ser dada co-

mo se mostra a seguir.
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. Para ¢ pertencente a um contorno suave, C(z) = 1/2;

. Para ¢ dinterior ao dominio, C(c¢) = 1, o que repro-

duz a equacdo (II.9);
Para ¢ exterior ao dominio, C(z) = 0.

Com o objetivo de proceder @ analise numérica, o con-
torno e dividido em elementos, interligados por nos onde se in-

terpolam os valores do potencial u e do fluxo q.

De acordo com a funcdao de interpolagao utiiizada, te-
mos os nos funcionais coincidentes ou ndo com os nos geomeétri-

cos, conforme se observa pelas figuras seguintes.

Nos Geoméitricos Nés Funcionais Nos Funcionais = Nos Geomeétricos

(a) (b)

Elementos Constantes Elementos Lineares

Fig. @T.2 - Discretizagdo do Contorno em
Elementos Bi-Dimensionais

Passamos entdo a expressar as integrais indicadas na
equacdo (II.11) em forma de somatGrios da contribuigdo de cada

elemento discreto:
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Ci(e)uy(e) +

o=
—

n
J us(x)a*(z;x)dr(x) = I { a;j(x)Jur(c;x)dr(x)
N j=1 J
r. r. :

J J
(I1.12)
sendo m o numero de elementos nos quais o contorno & discretiza

do.

0s valores de uj(x) e qj(x) e as coordenadas cartesia-
nas xg no interior de um elemento j sdo aproximados atraves de

funcdes de interpolacdo Nk(x) da seguinte forma:

a; = N(x) g.(x) (11.13)

Escreve-se entao a eq. (II.12) para ¢ pertencente a

um elemento i, da seguinte forma:

m
C.(c) N (¢) up o+ 2

L9 { N (z)u*(z;x)dT(x) (I1.14)

J T,
N

il
n. ™M=

Conv@m que se opere uma mudanga de variaveis, utilizan
do coordenadas intrinsecas ao elemento ao inveés de cartesianas,

conforme se acha esquematizado a seguir:
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Fig. .3 — Coordenadas Infrinsecas

Para isso, devemos fazer a transformacao:
dr(x) = [J]| dn

onde |J| € o jacobfano da transformagdo, ou seja:

dx dx
9] = //< L)2 o (—2)¢
- \ dn dn

(I1.15)

(11.16)

Desta forma, a expressao (II.14) passa a se apresentar

da forma abaixo:

N (n)u, aj ] N (mer(esx) (9] dn =

(11.17)
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Com o intuito de se formar um sistema de equacgdes 1i-
neares, aplica-se o M&todo dos residuos ponderados, utilizando

a funcdo de ponderacgao wz(;), obtendo-se:

1
2 ¥ " *(r. -
W [eg i (g farce) + R Jw (c)U N (n)q*(cix) [3]dn]dr(c)=

r(z) T -1

=]

1
q, J || n (m)u(z3%) ] |dn]dr(2) (11.18)
1T - -
[§ -1

TR

J
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CAPTITULO IIT

0 METODO- DOS ELEMENTOS FINITOS APLICADO A PROBLEMAS DE POTENCIAL

A expressdo (II.2) pode ser escrita utilizando resi-
duos ponderados e adotando as simplificacbes a ela impostas em

(I1.3) conforme se apresenta 3 Ref. |3|, da forma abaixo:

{J{ ou 9 (Su)+ ou —é——r(su)} dx dy = J q Su dr
X oX ay oy T

(I11.1)

Se adotarmos uma discretizacdo do dominio em elementos
triangulares como mostra a figura III.1 de tal forma que possa

mos expressar o potencial pela expressao:

v A
{3)
Y3
m <4OO
o &
S
Y N -
2 U = 0q T 0sX + 05y
Y : |2) 1 2 3
l ay LApe!
(II1.2)
o
X1 X3 X2 X (elemento triangular
simples)
-Fig. 1.1 — Elementos Triangulares

Simples
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encontramos: CLI Gos u_ Qg 9 (Su) = Sfuz R
9X oy 90X
2 (su) = § og
oy

Passamos assim a ter, em forma matricial:

{ .
JJ{az Sa, + ag Sagldx dy = A {6&1 8o 6a3} 0 1 0] Jay

0 0 1 03
— —
H (I1I1.3)

onde A & area do elemento discreto.

Como se procura calcular as incognitas no interior do
elemento, em funcd@o das obtidas nos nos do elemento, pode-se

utilizar da exp. (III.4)

I
Uy 1 Xy Y1 oy
Ugt = |1 Xy Yo Qo (I11.4)

ou seja: ge = C' o

onde C' @ a matriz contendo as coordenadas x e y dos nGs que de

finem cada elemento.

A inversa da matriz C' nos fornece a relacdo entre a.
¢ %

e .
e U°, como se mostra a seguir:
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oy Ci1 Cy2 O3
. e _ e
ap [ = |Ca1  Cpp Lozl =CU (I1I.5)
n
ag C39  C3p  C33

onde:
Cip = (xpyg = %3y,)/8
Cra = (xgyq = Xqy5)/0

Ciz = (Xyy = Xpyq)/8

C31 = (x5 - x5)/4
C3p = (X1 - x3)/4
C33 = (x5 = x9)/4
A = (x2y3 tXqYo * x3y]) - (xzy] t Xqyg * y2x3) = 2A

0 termo da direita da equagldo (III.3) pode ser entdo

escrito da forma:

08 = s(u®) " koS (I11.6)
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Desta forma fica expresso em termos matriciais o Tlado
esquerdo da eq. (III.1). 0 lado direito da mesma se refere ao
contorno Pq. Supondo um elemento em que o Tado 2-3 tenha q
prescrito

v
Fig.II.2 - Prescricdo de Fluxo
Distribuido ado Longo
da Face 2 do Elemento
Podemos'assim expressar a prescricao, da forma:
(3) T
G su 6T = g (= su, + —— suy) = §(U%)" p°
2 2 -
(2) (I11.3)
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A expressdo (III.1) fica matricialmente expressa por:

5 !e,T K&yt N Ue,T pe
ou.
k® u® = p® (I111.8)

A fim de simplificar o calculo das fungbes de interpolacdo, &
conveniente expressa-las em coordenadas naturais ou triangula-
res, (a], Lys C3), dividindo o elemento em 3 tridngulos de  a-

reas Aq, A, e Ag (A] + A, + Ag = A), tal que:

A A A3
C'I s Qz —— ] Es -
A A A
(3)
(n II!lI..is
(2)

Fig. .3 — Areas Discretas
para Cdlculo das

Coordenadas Intrinsecas
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As relacbdes das coordenadas intrinsecas com as carte-

sianas sao as seguintes:

1 x] y1
1
A=—— 11 x y
) 2 Y2
1 x3 y3
1T x vy 1 X Y 1 X7 Y
_ 1 - =1
G| Y2 Yo 2T, P v g=—ml % Y
1 X3 Y3 1 X3 Y3 1 X y
ou seja:
11 Ci2 Ci3
1
t1 = _?A— (X2y3 - y2X3) + X(Yz - .Y3) + Y(X3 - XZ)‘
a1 Cap Cos3
_ 1 _ _
Cz - _E_l;— (X3.y] X]Y3) + X(uV3 y]) + .Y(x] XB)‘
C3q Csp Cs3
_ 1 - _ -
2 (Xq¥, = Xo0q1) + x(yq - ¥y) + y(X, x])l
21 Cip Gy Cygf| !
Co1 T |Ca1  Cop Loz X
L3 C31 C32  Cz3||V
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Se invertermos a matriz anterior, obtemos as coordenadas

cartesianas em fungao das triangulares:
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CAPTTULO 1V

ASPECTOS ESPECTFICOS DO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

IV.1 - DISCRETIZACAO DO CONTORNO

A expressdo (II.18) apresenta a equacdo geral que per-
mite calcular incognitas nodais a partir da discretizacdo do

contorno em elementos.

Conforme fora colocado anteriormente, as incognitas no
interior do elemento s@o aproximadas a partir daquelas calcula-
das nos n0s de extremidade por meio de funcdes de interpolacdo

ue sdo em geral polindOmios.
q g p

Em particular, neste trabalho, serdo desenvolvidos os

elementos constantes e os lineares. Nos primeiros, considera-
se variagao constante de u e p no interior do elemento. Nos se

gundos, adota-se uma distribuicdo linear.

Por outro lado, a mesma expressdo (II.18) indica a in-
troducao da fungdo de ponderacdo w“(g). A diferente escolha
desta nos leva a uma aproximacdao tipo colocacdo ou uma aproxi-

macao tipo Galerkin,

No método da colocagdo, toma-se para funcdo de pondera
¢ao a fungdo 'Delta de Dirac', com as particularidades apresen-

tadas a seguir:
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whz) = Azt ), 2 =1, ... L om (IV.1.7)

onde ¢* s3o pontos selecionados no contorno, habitualmente coin

cidentes com os pontos nodais.

Assim, pela definicdo desta funcao ja apresentada a

priori, temos:

[ f(gix) A(‘Cz, x)dg = f(_c“; X) 3 ¢ €T

No método de Galerkin, toma-se para fungao de ponde-

racdo a propria fungao de interpolagdo, i.e.,

W) = N(z) (IV.1.2)

onde N%(c) = 0 se g ndao pertence ao elemento %.

IV.1.17 - Elementos Constantes

IV.1.1.1 - Elementos Constantes pelo M8todo da Colocacgdo

Se considerarmos, conforme definigbes anteriores:

=}
W
=
~~

3
o

1]

1 (func&o de interpolagdo constante unit@ria)

H

ii) NQ(E) A(cg, t) (expressdo IV.1.1)
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iii) |J] = _%_ para elementos retilTneos (expressdo (II.15))

L - comprimento do elemento.

Podemos escrever a eq. (II.18) da forma abaixo:

s
| —
nNo —
'c_u
—
—
0
*
)
¥
=
>
b
A
(=)

3
[ |
o

.
1}
[
™~ s
—
]
™o -
(i
| .

(Iv.1.3)
Esta € a expressdo. geral para elementos constantes no
Metodo  da Colocacdo.

Para fins de implementacdo, escreveremos a expressao

acima em forma matricial (Ref. |1]):

m - m
C,(c)u, + = h u, = % g,. q. (Iv.1.4)
onde: 1
L TN ENR S
i —Eﬁ— J g*(c”,x)dn
-1
X € Fj
1
L.
- J x (2
g,s = —— u*(z”,x)dn
-1

Quando & varia de 1 a m (nlimero de elementos) o seguin

te sistema & obtido;:

9T

u==a6gq (IV.1.5)
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onde:

h,. = ht. se &
=™
hgj = hzj + CQ, se & = j
Deve-se observar que C2 = —%— se o contorno for

ve, 0 que € o caso dos elementos constantes.

IV.1.1.2 - Elementos Constantes pelo MEtodo de Galerkin

Tomando agora os par@metros:

ii) whz) =nw'(m)y =1 .ner,
wheg) = 0 , T,
i11) [d] = —5—

sua-

Podemos escrever a eq. (II.18) como se segue (de acor-

do com Ref., |5]).

m L. ( (1
[ Co(n')u, dr, + 2 ———J—J q*(z;x)dn(x)dr(z) fu.
j=1] 2 J
Ty r, -1
m | L. 1 :
= n |—L u*(z;x)dn(x)dr(z)|q. (IV.1.6)
i=1 | 2 J

r, -1
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Aplicando a mesma nomenclatura utilizada no Ttem IV.].

1, podemos escrever:

1

, o
g = [ w*(23x)dn(x)dr (c)
2
r, -1
1
Lj [ f
Qg = J q*(z3x)dn(x)dr(z)
2
ry -1

1.2 - Elementos Lineares

1.2.1 - Elementos Lineares pelo MEtodo da Colocacao

Se as funcgbes de interpolacao sdo lineares, o potenci
e o fluxo sdo aproximados sobre um elemento como se apresen-

a fig. IvV.1, 1d.e.:

Fig.IV. | - Fungdes de Interpolagdo
Lineares
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N(n) = [4;(n) ¢y(n)]
ou seja:

un) = y(nluy+by(n)u,

a(n) = 47(n)a;+é,(n)q,
sendo:

by(n) = —— (1 - n)
2

=
N
—
=
~—
1]

—l—-(1 + n)
2

Aplicando estas fungGes de interpolacdo na exp. (II.8)

e ainda considerando a funcdo de ponderacdo W(cz) = A(cz,c) e
o valor do Jacobiano [Jf = —%—, obtém-se:
1
m ( . | Uy
cy(cduy + 3 (| |4q(n) dy(n) (e X)) -
j=1 u,
-1 J
1
= i |¢1(n) 0,(n) |u*(z”,x)dn (IV.4.1.7)
J=1 4o
-1 j

Utilizando a nomenclatura anterior, podemos escrever:



27

. . .
hpjut1 = [ 9p(n)ay,q(c7>x)dn
-1

1
g = J by (nu (o x)dn
-1

1
L
91j+] = J ¢2(n)U§+](€ 9X)dn
-1

Da mesma forma, podemos escrever:

Hu=
Tt

Y
10

Conforme ja mostrado no Ttem IV.1.1.1 (exp. IV.1.5).

IV.1.2.2 - Elementos Lineares pelo Método de Galerkin

Assumindo as funcoes:

SN = [4 () byt
- w’L(;) _ ’L(_c) - ld)](g) d;z(;)‘ » £ 6T,

N
0 ,g@rg

[\Aat
~
L
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Escrevemos a eq. (II.18) da forma abaixo:

L L
% 9 T
J 2 Ef(n) {—— Eg(n) ﬂz(n)} dn u, +
-1
m 1 L% 1 Lj T
k. I R
_'l __"I
= —_— *
j§1 J 7~ Ne(n) 7 U (E,X)ﬂj(n)dn ¢ng
_'] _'l
(Iv.1.8)

Mais adiante (no item IV.2.2), esta expressao sera tra
tada de forma mais explicita, sendo a7 apresentado inclusive um

enfoque matricial, voltado para implementacdo numérica.

IV.2 - PROBLEMAS MOTIVADOS POR DESCONTINUIDADES GEOMETRICAS E

FISICAS

A idéia que se apresenta no MBtodo dos Elementos Fini-
tos & a de somar contribuicBes de cada elemento aos nds, tanto

no que diz respeito @ Matriz k, quanto ao fluxo g.

Portanto, ndo se sente de forma significativa o proble
ma da descontinuidade geom@trica ou fisica (de fluxo ou poten-

cial), conforme se apresenta na figura IV.2.71.

A carga equivalente nodal na fig. IV.2.1 seria corres-

pondente 3 soma das contribuicbes dos elementos 1 e 2.
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o]

0

®
q @ | /

Fig.I.2.1 — Fluxo Equivalente
Nodal no M.E.F.

No Método dos Elementos de Contorno, os valores nodais
sdo os assumidos por estas fungBes nos nds, ou seja, o valor no
dal de g ndo representa (como no MEF) carga equivalente nodal.
Desta forma, g pode assumir va]orés diferentes d esquerda e a

direita de n0s.

Estes valores tanto podem ser prescritos quanto causa-

dos por uma descontinuidade da normal ao contorno.

Conforme se observa 3 fig. IV.2.2, o fluxo & dependen-
te do contorno na medida em que & obtido pela derivagdo do po-

tencial com respeito & normal n
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Fig. IN.2.2 — Fluxo Prescrito
- Nodal no M.E.C.

Se adotarmos uma malha com elementos de contorno cons-
tantes, o problema da descontinuidade ndo aparece, na medida
em que o ponto fonte na verdade & colocado no ponto médio do e-
lTemento e, portanto, deslocado do canto ou da descontinuidade,

conforme se observa a fig. IV.2.3.

Nos Geomeétricos

. Fig,I.2.3 - Fluxo em Nos Funcionais
NOs Funcionais de Elementos Constantes

Para problemas de potencial envolvendo malhas apenas
com elementos de contorno, os elementos constantes nos Tevam

a bons resultados. No entanto, em se combinando estes com ele-
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mentos finitos, os resultados se deterioram, na medida em que
ocorre descontinuidade de fluxo na interface das 2 malhas,

conforme se observa d fig. IV.2.4.

ec

Fig. I.2.4 — Combinagao de Elementos
de Contorno Constantes

com Elementos Finitos
Lineares

E facil observar que a descontinuidade ocorre tanto pe
la ndo coincidéncia dos nos geométricos e funcionais, quanto das

funcbes de interpolacgao.

Com a adocado, de elementos lineares, esta descontinui-
dade deixa de existir, criando-se entretanto o seguinte proble-

ma: qual o valor de fluxo a adotar no no de descontinuidade?

A solugdao que mais claramente se apresentou foi a ado-
cdo do "no duplo" (Ref. |9|), isto &, a criacio de 2 nos com

as mesmas coordenadas, conforme se observa na fig. IV.2.5.

No Método da Colocacdo, formam-se 2 linhas exatamente

iguais na matriz G especificada no Ttem IV.T.

Cada termo Hki e ij multiplica seu respectivo valor

de potencial u; e “j'

Da mesma forma, cada ka e ij multiplica respectiva-

mente q; € qj'
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Fig, IW.2.5 — Descontinuidades Simuladas
por No' Duplo

Duas criticas surgem de imediato a esta solucdo:

- a primeira diz respeito ao aumento do nilimero de graus de 1i-
berdade, em conseqlncia, do aumento do nlimero de linhas das

matrizes.

Considerando, no entanto, o fato de serem estas descon
tinuidades encontradas em nlmero reduzido, se comparado com )
nimero total de equacBes, esta critica ndo inviabiliza a solu-

cao.

- a segunda toca a hipdtese muito prov3vel de se ter u; = uy,
o que leva 8 singularidade da soluc@o, uma vez que as linhas

i e j da matriz G s§o iguais.
— - Ee

A18m disso, independentemente das condicdes de contor-

no adotadas, na solucfo adotada para a formacio de uma matriz
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de potencial global (elementos finitos + contorno), conforme se
observard no Ttem V.1.2, ha que se inyerter a matriz G. Com 2

linhas iguais, esta matriz torna-se singular (nfo inversivel).

Esta G1tima critica portanto, inviabiliza a solucao

com o no duplo para o MBtodo da Colocacdo.

Ser% observado, no entanto, que no Método de Galerkin,
esta limitacdo € inexistente (Ref. |5|), na medida em que as

linhas i e J das matrizes H e G ndo sao iguais.

Considerando, o fato do gasto maior em termos computa-
cionais ao se adotar o Met. Galerkin jd que h3a que se integrar
2 vezes no contorno (consulte expr. IV.1.6 e IV.1.8), novas so-

lugdes foram pesquisadas em termos do M@todo da Colocacdo.

A solucdo que se apresenta mais vidvel a priori e a do
no duplo modificado: desloca-se o ponto fonte do canto para 0
interior do elemento, modificando-se a funcgao de interpolacao

(solucdo do elemento ndo conforme), de.acordo com 0 que se apre

senta no Ttem IV.2.1.1. Esta solucdo faz com que se gerem e-

quacdes diferentes para os 2 n0s proximos ao canto.

Mais recentemente, apresentou-se a hipOtese de se des-
locar o ponto fonte do canto para o interior do elemento, nao
se modificando a funcdo de interpolacdo, isto &, mantendo as
incognitas nos pontos extremos do elemento (solucdo do elemento

interpolado), conforme se apresenta no Ttem IV.2.1.2.

Uma outra hipBtese tamb&m recente e analisada neste
trabalho € se gerar apenas 1 nd na descontinuidade, expressan-

do-se o valor de g numa face do contorno, proporcional ao da
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outra face (soluc8o por tratamento geom€trico), a partir do que

se especifica no Ttem IV.2.1.3.

Ao final do Ttem IV.2 ser3d também analizada a

pelo Método de Galerkin (Ttem IV.2.2).

IV.2.1 - Solucbes utilizando o Metodo da CoTocaggo

IV.2.1.1 - Elemento Nao Conforme

Conforme fora deduzido para a exp. IV.1.7, os

das matrizes H e G s3o dadas por:

_ J J
hij = [ ~¢1 03)a%; 9T
J
- J Iy
94 [ |¢1 0 |uFy 4T

J

As funcOes de interpolacdo sdo dadas por:
(Veja figuras IV.2.6 e IV.2.7)

by = (1 - 2% ) = (1 - )

by = (1 + 2% = (1 + n)

solucgao

termos

0 elemento ndo conforme € formulado, de tal modo que o

nd funcional & deslocado da extremidade do elemento, mudando-se

a funcdo de interpolagdo e a posicdo da incdgnita nodal,

se mostra na figura IV.2.8.

. como



Fig. I¥.2.6 — Coordenadas
Intrinsecas

/“)l“ﬂ

) 1.
gt |

Fig. I¥.2.7 - Fungoes de
Interpolagdo

2) — Ponto Fonte no
? A Extremo do Elemento
| .
l.

/// {A A E)N_> Ponto Fonte na
9 BN 7 » Posigdo Deslocada

a a

(a) ¢,(h,a) (b) ¢2(n,0)

Fig.IV.2.8 — Funcoes de Interpolagao no Elemento ndo

Conforme para o Ponto Fonte Deslocado
da Extremidade Esquerda

A parte hachurada representa a extrapolagdo da funcgao
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® ® -
@ @ Gl
2
|
M ©) a ©®@ m
0, ® —
. a
Fig. IV.2.9 — Exemplo de uma Fig. IZ.2,10 — Deslocamento do Ponto
Malha para Utilizagdo Fonte e Sentido
de Elementos ndo de Integracdo
Conformes

camente com 4 pontos de Gauss. Eventualmente, em malhas pou-

co refinadas, pode-se precisar de 6 pontos.

- A integracao sobre o 4 tamb@m se far3 numericamente, porem
com 20 pontos, visto que o ponto fonte fica muito perto da
singularidade, & medida que se caminha para o extremo final
do elemento 4. Isto pode ser observado com facilidade ao to-
marmos a solucdo fundamental definida no Ttem 2 para proble-

mas bi-dimensionais.

1

21

u* =

by (—)
r

onde r = distdncia do ponto fonte ao ponto campo.
R medida que os pontos de Tntegrag?o se encaminham para o fi-
nal do elemento 4, a distd@ncia r a 1' (considerando "a" peque-

no) vai tendendo a um valor reduzido, levando a funcdao acima
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para um valor muito grande.

Apresenta-se, a seguir, o procedimento algébrico adota

da para as integragBes (de acordo com Ref. |4]):
i) Integracdo analitica no elemento contendo o ponto fonte

i.1) Considerando extremo inicial deslocado:

(b|(n)=1
¢, (h)

® ®

/////////)\\+ $2(h)

dz(h) =1

|
|
|
!
l
|
|
|

<V

<; O, h)= -a
@-a

Fig.IZ.2.1l — Fungdes de Interpolagdo para o Elemenfo nao
Conforme Contendo o Extremo Inicial Deslocado

- Novas Funcgbes de Interpolacdo:

b, = 2(1-n)
1 2(2-a)
(Iv.2.2)
¢2 _ ,Q,(J-!- )—Za



38

- Dist@ncia r;

o= | 2= (14n) - a (1V.2.3)
2
- Matriz ﬁ:
hii = 0, pois %Y - 0 no elemento (Iv.2.4)
an
- Matriz G:
r1
9q1 © | o1 u*(zsn)dn
J
-1
2aC Z(Q-a)(Cz-Ca)) - 2a
9y7 = 3C - ) - Tn(%2-a) ( 2 /- Y: (_2C5L-Ca)50na
(IV.2.5)
2
onde: C = L
4(ge-a)
1
9ip = [ ¢, u*(z;n)dn
-1
aC
gi, = 2C, + Co(~22 - 1) - [2(2=8) (¢ 4 1 yign(g-a)-
12 2 1 } . 2 i
2a l Gy
- C, - —— (2-a)|2n a (Iv.2.6)
L | 2
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onde C] _—
4(%-a)

(gp]
1

Cy - as/2(2-a)

i.2) Considerando Extremo Final Deslocado:

$1(n)
®

$2(n)
\*-¢2= -b

e-b

Fig.IZ.2,12 Fungdes de Interpolagdo para o Elemento nao

Conforme Contendo o Extremo

- Novas FuncgOes de Interpolacao:

b, = 2(1-n)
1 2(2-b)
¢2 _ «Q(jfl‘-l’])_-‘Zb

2(8-b)

Deslocado

(IV.2.7)
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- Distincia r:

ro= | =2~ (1-n)-b (IV.2.8)
' 2
- Matriz G:
9oq = 979 do caso anterior (i.1) (1V.2.9)
9op = 977 do caso anterior (i.71)

Este metodo, permite portanto que se gerem 2 linhas di
ferentes para os cantos com nos ndo coincidentes evitando a sin
gularidade em caso de prescricao do mesmo potencial nos dois
nos e permitindo que se prescrevam 2 valores diferentes de flu-

X0 para 0S mesmos.
ii) Integracdo Num@rica:

A integrac8o num&rica dos outros elementos se deu da
forma usual (Ref. 1 e 2), apenas considerando o ponto fonte

deslocado, com suas novas coordenadas.

Iv.2.1.2 - Elemento Interpolado

No 7tem anterior, foi apresentado um método em que se

deslocava o ponto fonte, mudando-se as func¢bes de interpolacdo.

Apresenta-se a seguir um procedimento em que ao inves

de se deslocar o ponto ao qual se associam incdgnitas nodais
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(no funcional), passa-se a conservar este ponto no extremo do

elemento deslocando-se apenas o ponto fonte para o interior.

Para isso, a incégnita no ponto deslocado € expressa pela fun-
cao de interpolacho dada pela exp. IV.2.7 em fungdo daquelas

dos extremos, conforme se observa na fig. IV.2.13.

u
(b:(l’])ui_,

Fig. I¥.2.13 - Fungdo de Interpoldagdo
®,(q) para Elementos
Interpolados

Observa-se que as funcdes de interpolagdo, bem como o
no funcional ndo mudam, mas apenas se desloca o ponto fonte pa-

ra pl e p2, expressando suas incognitas em fungao de Uss Uiy

e Uiy

1

upy = 01(Py) g+ dp(Py)u

(IV.2.10)

= 42 ,
Upe = 07(Paluyy + 0, (Po)usp,
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onde: ¢;(P-

e b,(P:) = valores das funcBes ¢,(n) e d,(n) no

ponto fonte (p] e pz).

As linhas do sistema H u = G p correspondentes ao0s

pontos fonte p, e p, sdo escritas entdo pela exp. (IV.2.17):

Co (b (yus o+ obmul) ¢ E b oou - 19
A RS B BN EAS s EF R 2 F S T B A E AN
C (¢2(n)u + ¢2( )u2) + g h u. = g
(IV.2.11)
Para j=1], toma—sé
] 1 ;]
uj =‘b](<n)u1'_'| +¢2(TI)U.”
2 2 2 v
uj =¢1(»n)u1'2 +¢2(,n)u:‘+—| (Iv.2.12)

0 anexo I apresenta um exemplo da montagem das matri-

zes H e G para a formulagcdao com o elemento interpolado.
Surgem portanto 2 questdes importantes:

1) Qual a melhor distdncia de afastamento do ponto fonte | que
nao detorga os resultados mas que tambeém ndo cause proble-

mas de singularidade ou mal condicionamento?

Na andlise do elemento n&o conforme, observou-se que
quanto menor for esta dist8ncia, melhores seriam os resultados,

na medida em que se reduziria a parte extrapolada da funcao de
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interpolacao.

Com o elemento interpolado, este problema nio se torna
tao sério pois ndo hi extrapolacio. A melhor distincia depende
portanto do tamanho do elemento, associado ao grau de refinamen
to da malha; par@metros queserdo analisados com mais cuidado

no capitulo VII.

2) Como proceder a integracdo ao longo do elemento contendo 0

ponto fonte?

De forma andloga ao procedimento de integracao utiliza
do no método do elemento ndo conforme, foi utilizada integracéo
numérica para os elementos que ndo contém o ponto fonte, aumen-
tando-se o nilimero de pontos de Gauss para o elemento adjacente

a0 mesmo.

As integrais no elemento com o ponto fonte foram elabo
radas analiticamente. Apresenta-se a sequir uma analogia grafica
do calculo desta integral para o elemento com e sem o nO de ex-

tremidade deslocado. (Consulte Fig. IV.2.14).

Do ponto de vista algébrico, as integrais analiticas

tomam a forma mostrada a seguir:

i) Integrag?o analitica, considerando o ponto fonte deslocado

da extremidade esquerda. (Veja Fig. IV.2.15).
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g " s ' o | m

n:_| n:+| n:_l. n:+|

(a) Ponto Fonte no Extremo Esquerdo (c) Ponto Fonte Deslocado do Extremo
Esquerdo
d
d
; . o
& | |
h=+1 4 h=-1 h=+1 h=~-1
| ]
[
: |
* I |
" | * :
I ud [
|g7 1
§

o 0 N
£ n

h-= - =+l =+l h=-1"

(b) Ponto Fonte no Extremo Direito (d) Ponto Fonte Deslocado do Extrem
Direito

Fig. IM.2.14 — Analogia Grafica do Cdlculo das Integrais da Matriz G ,

com o Ponto Fonte no Extremo e com o Mesmo
Deslocado, para o Metodo do Elemento Interpolado
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2 % TAX

=t % neo he+d

Fig.IM.2.15 — Definigdo da Variave
"TAX"

TAX = percentagem deslocada em relagao ao comprimento total

ao elemento.
- Distancia r:

r= | 2 . (ne|TT)]) (IV.2.13)
2

- Matriz H

h]] = h12 = 0, conforme deduzido na exp. (IV.2.4).
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ii) Integraggo analftica, considerando o ponto fonte deslocado

da extremidade direita.

1
( | |
9o1 = = J 2 }(14«])dn=g Da exp. IV.2.17.
4 | Q’(,n"‘lT'IH
1
9oo = A J &n 2 (1-n)dn=g Da exp. IV.2.15.
4 2(n+IT]I)

(IV.2.18)

Assim como no método do elemento ndo conforme, 2 Ti-
nhas diferentes sdo formadas para ndos coincidentes, permitindo
que se prescrevam 2 valores de fluxo diferentes'e resolvendo o
problema da descontinuidade fisica e geom&trica. Deve-se obser
var que se tem neste caso a violagao da condicdao de continuida-
de de potencial, porem isto ndo perturba a analise numerica,

conforme se vera no Capitulo VII.

Convém ressaltar que este método apresenta grandes van
tagens em relacdo ao do elemento ndo conforme (o que se verifi
cara no Ttem 7), especialmente ao se resolverem problemas com

malhas conjugadas (Elementos Finitos + Elementos Contorno).

E facil constatar este fato em termos tedricos, pois
o elemento ndo conforme faz gerar uma descontinuidade de poten-

cial na interface, como se apresenta graficamente a seguir:
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® MEF 'ik\

Fig.IZ.2.16 - Descontinuidade Causada pela Combinagao de Elementos
Conformes com Elementfos Finitos Lineares

Uma forma de resolver este problema seria criar na in-
terface um elemento finito ndo conforme que possuisse potencial

coincidente com o de contorno.

Esta solugdo nao & necessaria no entanto, em se dispon

do do elemento interpolado.

IV.2.1,3 - Tratamento Geométrico

Com o intuito de se resolver o problema da descontinui
dade fisica e geom8trica sem que se aumente o nlimero de  graus
de Tiberdade do sistema estrutural e, portanto, do nlmero de e-
quacbes, Rudolphi (Ref. 7) apresenta uma solugdo semelhante &
apresentada por Chaudoneret (Ref. |5|) para elasticidade, na
qual se faz adotar um valor para q na descontinuidade geométri-

ca em func&o da propria geométria, valendo-se da relacgao:

nao
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q = =%, onde n @ a diregio normal ao contorno.

an

A relacdo apresentada na Ref. |7] & dada por:

senh 6
Argy = 97y * C
(2) (1) T+cos 6

) (P(z) + Pm) (IV.2.19)
onde P(]) e P(2) sao componentes do fluxo nas direcdes tangen-
tes aos elementos no no de canto, conforme mostrado a figura

IV.2.17 e s3o dados por:

q{2) ?(ﬁ

® ﬁ .

qa(t)

10

Fig.IL.2.17 — Fluxo e Derivadas Tangentes
no Canto

Mas, como sabemos:

u=N(S) . u (IV.2.20)
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onde N(s) & a fungdo de interpolagdo

3 N
. - ~(1) _ ,
Py T ) (Iv.2.21)
o N .
- 282y
i) T 5 Y

Podemos portanto escrever a eq. (IV.2.19) da forma:

92) = A1) * B2y Y2y T 21y 4 (1v.2.22)
onde: .
°
D = sen 6 ~(1)
=(1) " 1+cos 0 ) 3s
o N
D = sen 6 ~(2)
~(2) ¢ T+cos 6 ) 3s

Em termos matriciais, temos:

30 30 l ub(2) 3 30 l ua
agzy = 91 * ! 1 2 N eal 2 1K
§s 3s (2) |u¢ l 25 os M ub(1)
(IV.2.23)

onde:
K:( S‘ene )
" l+cos 6
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As derivadas da funcdo de interpolacdo sdo mostradas na

fig. IV.2.18 e calculadas pelas exp. (IV.2.24).

_ ad (1)
(Viey o1 . > ;0
oy ) = 3 55 (1)
(1)
5
(b%])(S) = 1 + ° - ¢2 = 21])
4 ° (IV.2.24)
o8 (s) =1 - e 1
%, 3s 2(2)
(2)
50
(2) ) N 2 _ 1
6577 (s) = 1+ 5 ~ L)

Fig.IZ.2.18 - Fungdes de Interpolagdo

para os Elementos Adjacentes
ao Canto

A equagdo (IV.2.23) pode entdo ser escrita da forma:
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-1 1 Uho 1 1 Ua
dz) = 91y 1 v K
(IV.2.25)
ou seja:
U -u, u -u
- c_b(2) b(1) "a } g
U2) ~ ) T M
2 1 (IV.2.26)

Se considerarmos que haja continuidade de potencial no

contorno (caso geral), temos: Up 2y = Up(1)-

Desta forma, a eq. (IV.2.24) fica:

(IV.2.27)

A expressao anterior nos indica que a correcdo do fluxo
se da na verdade pela correcao do potencial, isto €, fazendo uma
redistribuicdo dos termos da matriz H, pois, como sabemos da

exp. (Iv.1.5):

Observa-se que os 3 termos modificadores da matriz H
nada somam @ ela, mas apenas fazem uma redistribuicdo das con-
tribuicbes na linha correspondente ao n3 onde ocorre a descon-

tinuidade.
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Isto se torna claro, fazendo a soma:

1 1 (2, = %)
- + 2 1 =

0 (IV.2.28)

2

1 2

De forma mais explicita, esta redistribuicdo se faz da

seguinte forma, tomando como base a figura IV.2.16:

Para cada no, verifica-se se o fluxo prescrito & o an-

terior (q(1)) ou o posterior (q(z)).

Se q(1) for prescrito, usamos a exp. (IV.2.27), isto

U

e, adotamos q§1) para a linha b . do vetor q subtraimos

{k(Ggg) —l——)} a toda coluna Hic correspondente a U, somamos

2 ¢
1 .
{k(Gib _IT—)} a toda coluna Hia correspondente a EE e subtrai
Yoty
mos {k(G1.b —EE—ET—} a toda coluna Hib correspondente a EE'

Se q(2) for prescrito, modifica-se a exp. (Iv.2.27)

para:
1 1 89-21
A1) = 92 - { U, - u, + (——=>—) ub} k
: 22 2] 2] 22
(IV.2.29)
A seguir, faz-se uma conexdo and3loga & anterior para a
matriz H.

0 anexo II apresenta um exemplo da correcao da matriz

>
ey

H, face a uma descontinuidade, tratada por este método.
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Podemos, em termos teﬁricos, colocar uma importante 1i
mitac8o a este método, considerando-se que este exige continui-
dade fisica (g(1) = q(z)) em caso de continuidade geomé€trica

(6=0), o que vem sempre & 0 caso em uma andlise numérica.

IV.2.2 - Solucdo Utilizando o Metodo de Galerkin

A exp. (IV.1.8) nos apresenta a equacdo fundamental
dos elementos de contorno utilizando como funcdo de ponderacao
a propria funcdo de interpolacao N(n), traduzindo portanto 0

Metodo de Galerkin.

A implementacdo deste método envolve a resolugdo de in
tegrais duplas, algumas das quais com singularidades, quando o

ponto fonte (¢) coincide com o ponto campo (X).

0 problema da singularidade ja fora tratado anterior-
mente e, de forma andloga d implementacdo dos métodos anterio-
res, sera seguido o procedimento abaixo para o calculo das inte

grais.

Para elementos ndo contendo o ponto fonte, as duas in-
tegrais serao calculadas numericamente, por Pontos de Gauss

(Ref. |5|),conforme se mostra graficamente 3d fig. IV.2.19.

Algebricamente, as integrais sdo obtidas por meio das

exp. (IV.2.30) e (IV.2.32).



@ h=+1

Eemento j

,CD |']=-l

Fig.IZ.2.19 - Integragdo Numerica com
4 Pontos de Gauss no
Metodo de Galerkin

- Matriz ﬂ:
1 1
% 3 1/2(1-n")
A B I 4 (on —L) | 1(1-n) —~(14n) [dn)an’
U2 2 1/2(1+n") dn rig | 2 2
(IV.2.30)
Numericamente, temos:
L.9. m' m
= —d 5 ow (1-z) & ow, 4 (n )(1-25)
1 16 i=1 ' o3=1 9 dn ri
J m' m
h]? =—13J 3 Wi(J_CT) I W, d (n ! )(1+cj)
1 16 i=1 j=1 9 dn Pis
2.9. m' m
Rl o Ty W (ee) zow, 4 (g —1 )(1-c5)
tJ 16  §=1 ' V=1 3 dn r
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L., m' m : ,
?? = 1J wiL1+gi) LW, d (&n 1 Y (1+z¢ )
] 16 i=1 =1 9 dn Py J
(Iv.2.31)
onde: - W= valor da funcdo peso em cada ponto de gauss.
ci = valor da coordenada de cada ponto de integracdo.
- Matriz G:
1 : 1
645 = — 1 2n —(1-1n) ~———(T+n) |dn)dn
- 2 2 1/2(1+n") ras 2 2
-1 -1 J
(Iv.2.32)
Numericamente, temos:
.9, ! m
g!! =—1Jd 3 wi(l-25) 2w, n 1 (1-z.)
tJ 16 =1 j=1 .. J
1]
.8, m' m
2 77y wo(l-2.) % w. on —— (1+z.)
1J 16 =1 ! o1 P J
.0, m' m
g?} = —1J I WT(1+C1) z W &n ! (1-§j)
16 i=1 j=1 rij
2.8 m' n
g%? = —1d 3w (Iezy) oW, gn —— (142.)
H 16 =1 V=1 i J

(IV.2.33)
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Observa-se que, para cada elemento, forma-se uma ma-
triz 2x2 ao inves de 2 termos, como ocorrera no Método da Colo-

cacao, ou seja, para cada integracdo entre elementos, temos:

11 12 11 12
is Py 955 94j
e = g =
1J h21 h22 =1J 21 22
ij ij i 94y

Estes termos podem ser melhor compreendidos, se asso-
ciarmos de forma gr3fica as funcbes de interpolacdo envolvidas
para o calculo de cada um, conforme se apresenta a fig. Iv.2.

20.

E importante ressaltar que, como os elementos adjacen-
tes aquele contendo o ponto fonte estdo sujeitos & singularida-

de, para estes sera adotado numero maior de pontos de Gauss.

Resumidamente, podemos tabelar os niimeros de pontos de
Gauss utilizados nas integracdes pela tab. IV.2.1. Estes nime-
ros se apresentaram necess3arios e suficientes para se obterem

bons resultados.

Elemento NOmero de pon- Niimero de pon
tos "Fonte" tos campo

Adjacentes aquele

contendo o ponto 20 20
fonte.

Demais 4 12

TAB. IV.2.1
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' I
(a) hij, gij — Termos Associados @& Linha @ e da Coluna @

i . ¥
3),(41) j2 ‘J¢2(n_)

@

i2 11
12 12 )
{b) hij, gij —s Termos Associados & Linha @ e 4 Coluna @

i2 o ()

Ob(h)

@

il
2i 21
(c) hij, gij — Termos Associados & Linha @ e 4 Coluna @

¢

O ()

@

i2 il

22 22
{d) hij ,gij—»Termos Associados & Linha @ e & Coluna @

Fig.Iv.2.20 - Representagdo Grafica dos Termos das Matrizes He G
para o Metodo de Galerkin, por Associagdo as
Fungoes de Interpolagao
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ii) Elemento contendo o ponto fonte

As integrais ao longo deste elemento traduzem as subma

trizes da diagonal das matrizes H e G.

=S

As submatrizes correspondentes d diagonal da matriz H

sio resultantes da contribuicio do primeiro termo & esquerda da

exp. (IV.1.8), pois o segundo termo: em nada contribui(,du = 0),

dn

como j3 fora colocado anteriormente.

A contribuicao deste termo independente foi obtida ana

liticamente, conforme aponta o procedimento algébrico a se-
guir:
L.
%, ! T \
iy = = [ N(n') (e(n') NT(n')¥dn’ =
0
s U 172000 | :
= —— (T-n') — (1+n')|dn’
2 1/2(1+n") 2 2
~1
(IV.2.34)
11 'IT,Q,_i. (] 1T,Q,_i
Ciy = (1-n")(1-n*)dn* =
8 3
-1
12 wzi ] ﬂli
C.5 - ( (T-n")(1+n')dn' = 67
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1

2 T . A . 1 T .
el = — 1 | (e (1mat)dn = —
, 8 6
-1
22 _ ™y (! "
Cij © (1+n ") (14n')dn' =
1 8 3
-1
(IV.2.35)
L
C.. = (IV.2.36)
~11 6
12

As submatrizes da diagonal da matriz G serdo obtidas

B

analiticamente em n e numericamente em n'.

n:_[ I']=+|
N =-i h'=+1
Ponto de Singularidade

Fig.IZ.2. 21 — Distdncias do Ponto Campo em
Relagcdo a Singularidade - para
Integracdo Analitica



Lt L1

1Y < zz?
Ll LL
129 = z1°
‘ . ] 2 2
Amm.N.>Hv _Cﬁ.m.A.Cl_..vC&A_C = _. + u v -
2.
—.l
. 2 Z . T e 91 Ll
IA_.+_,vC&A_C..+ U = c V = IN.._.&C&NINCQVA_ .._-_.vw ) Il&ll = _.Nw
2. o
. ¢ ¢
_CUAA_CIFVCQA_C = L + U v -
2.
_.I
_ 2 Z N 91 L
-(L+ WUy (bt T T e ) - U-g+rurz - ur) (L U-1)} = = [0
_ L
:wod sowedlL) ‘U wd steabsjulL se opusaAa|oSay
= NL
¢ L
ACERY 4 dpuo
2 U
. ¢ ¢ |, T4
(£€°2° A1) yup{up Ac+_vlﬂl Ac|_vlﬂl Allﬂlv Uy | +
l
_.. _.I_- B o _..I
B A (Wusi)z/1 b LLe
#up | (ur) = (=)= (—ur 3 L
o fGu-ne/ ¥

L9



62

Observa-se que as integrais acima apresentam singula-
ridade d medida em que se caminha para os extremos do elemen-

to.

Para calculd-Tlas com menor niimero de pontos de Gauss
com maxima precisdo, foi utilizada a mudanca de variaveis pro-
posta no Apé€ndice 2 da Ref. |5| de acordo com o que se mostra

a seguir:

l f(n')dn' = f n (,1—ez)+e (1-ne)de (IV.2.39)

j 2

onde 7 = ponto de singularidade (-1 e 1)
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CAPTTULO V¥

COMBINACEO DOS METODOS (MEC + MEF)

A exp. (IV.1.5) definé matricialmente de modo simplifi

cado o MB8todo dos elementos de contorno, isto &:

s
1
n
1@
10

0 MEtodo dos Elementos Finitos se apresenta matricial-

mente pela exp. (III.8).

Este capTtulo se destina a mostrar a forma pela qual
e possivel combinar as duas expressbes fundamentais, bem como
colocar de forma resumida alguns aspectos decorrentes desta

combinacao.

V.1 - FORMACAO DA MATRIZ DE POTENCIAL EQUIVALENTE

Primeiramente, torna-se necessirio compatibilizar 0s

vetores q & p, uma vez que se definem de formas diversas:
T ™

= yetor que cont8m o valor do fluxo nos n8s de contorno.

fie)]

= vetor que contém o valor do fluxo equivalente nodal.

fy=]
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A relaclo existente entre estes € a Matriz de Interpo-
lacdo M que traduz o fluxo equivalente nodal em fungdo do uni-
forme ao longo do elemento, por meio de uma aproximagao linear.

Ii=ll’l= q (v.1)

O0s dois métodos de combinagdo apresentados a seguir se

utilizam desta expressdao fundamental.

V.1.1 - Condensacdo da Matriz de Potencial obtida com o Metodo

dos Elementos Finitos.

Este método se baseia na técnica de sub-regioces utili-

zada no MEC e se define matematicamente da seguinte forma:

I} Pi
I
i
I r']:[
Dominio Discretizado  por (b) contorno Apresentando
Malha Conjugada Regido de Interface

Fig. ¥.l — Dominio - e Contorno em Malhas Conjugadds
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A regilio 1 pode ser definida por:

’L‘.]

A regido 2:

Impondo nas

Ficamos com:

. u
i bl
k1
u
i u
RE
-2 u
eqs.
.i
g =
u' =
i
Ky
Hp G

-M

el e —1

0

1e

~1

~2

t— —du

I

[l

: q
1 A7
Mel
91
ey |
1 A .
G, i
911

(V.2) e (V.3) as condigOes da

]
=
—
Q0
—

i
kX p}
N

(V.2)

inter-

(v.4)

(V.5)

(V.6)
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ou, escrevendo as equagles (V.5) e (V.6) em conjunto, temos:

Yy
i i i
Ky K -Mp 0O u Y 97
| | = (v.7)
i i i
0 H, G, Hol g 0 Gyl |9
uo

V.1.2 - Obtencdo da Matriz Equivalente ao MEF a partir do MEC

A alternativa que se propde neste item se baseia na
transformacao da exp. (IV.1.5) de forma a se obter uma matriz

nos moldes da exp. (III.8).

0 procedimento analitico utilizado para este fim e a-

presentado a seguir:

Hu==6g¢
6T (Hu) = g (v.8)
(e H)u = q (V.9)

Multiplicando os dois lados da expressdo pela Matriz

de Interpolagao (M), temos:

Hu = 1 g (v.10)

A matriz de potencial equivalente a do Meétodo dos ele-
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mentos finitos fica portanto:

k&= (6™ H) (V.11)

E o vetor de fluxo equivalente nodal,

o
O o

=M q (V.12)

0 procedimento acima sera utilizado para a combinacdo

dos métodos em questdo.

Observa-se com facilidade que a solugao de problemas
de descontinuidade por no duplo no Método da Colocacdo nao fun-
ciona para este procedimento, pois causa singularidade na inver

sao da Matriz g-], na medida em que gera 2 linhas iguais.

0 mesmo ndao ocorre com os métodos de colocacao em que

se aplicam tratamentos de canto como os vistos no capitulo IV.

No M8todo de Galerkin, o no duplo pode ser usado auto-
maticamente, pois o método gera 2 linhas diferentes na matriz
G para os nos de mesma coordenada, conforme pode ser observado

pelas exp. (IV.2.33).

V.2 - OBTENCAO PARA PONTOS INTERNOS AO DOMINIO

E comum que sejam requeridos os valores de potencial
em pontos interiores ao domTnio discretizado por elementos de
contorno, conforme mostram os pontos A e B da fig. V.2.1. Para

a solucdo deste problema, h@ que se obterem os valores do poten
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cial e fluxo ao longo de todo o contorno.

Fig.xr.2.1 - Pontos Internos ao
Dominio

Un dos metodos de se obterem estes valores na interfa-
ce se baseia na condensacdo dos mesmos relativos a malha de

elementos finitos, conforme mostra a fig. V.2.2.

Fig.¥.2.2 — Fluxo na Regido de
Inter face



A candensacdo fornece os fluxos equivalentes nodais
(BT). Por isso, hE que multiplic3d-los pela inversa da Matriz
de Interpo]agﬁo (M'1), obtendo o fluxo distribuido no contorno

da interface (gi).

Na implementacdo numerica empregada neste trabalho, ao
inves de se proceder a esta multiplicacao, optou-se por resol-
ver o sistema mostrado na exp. (V.1), por exigir menor nimero

de operacoes computacionais.

A partir da obtencdo dos vetores u e q em todo o con-
torno, a solucgdo (u) € calculada por meio da equacdo integral
para pontos do interior, que & similar d exp. (IV.1.3) onde
C(z) = 1. Neste caso, deve-se observar que as integrais sao

regulares pois pontos campos e fontes ndo serdo coincidentes em

nenhuma situacdo.

V.3 - 0 PROBLEMA DOS "SOLVERS" ENVOLVIDOS E A SIMETRIZACAO DA

MATRIZ GLOBAL

A matriz Ei apresentada na eq. (V.11) nao possui as
caracteristicas de banda e simetria peculiares g matriz Be for-

mada pelo Método dos Elementos Finitos (exp. (III.8)).

0 que se observa inclusive & que quanto menos refinada
for a malha de elementos de contorno, menos simétrica e a ma-

. . e
triz equivalente kC.

Observa-se tamb8m que a nio-simetria estd dintimamente
ligada ao tratamento que for dispensado ao problema de descon-

tinuidades geom&tricas e fisicas (Ttem IV.2).
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Estes aspectos estdo analisados de forma comparativa e

dedutiva no capitulo VII.

A fim de se procurar minimizar o "transtorno computa=
cional" causado pela resolucdo de um sistema de equacoes (1i-
near, para o problema em questao) ndo simétrica, propoe-se
que seja introduzida uma condicao externa de simetria dada pela
média entre a matriz de potencial global e sua transposta, ou
seja, (pela Ref. [10]).

u,Ty (V.13)

kS = 1 (kY o+ k
Esta alternativa, apesar de levar em certos casos a
bons resultados nada tem a ver com o problema fisico causador

da ndo simetria. No entanto, serd testada no capitulo VII.

0 problema da ndo simetria, associado ao custo compu-
tacional e agravado com o aumento do nlimero de graus de liber-
dade do sistema estrutural ndo deve ser resolvido, no entender
do autor, com uma condicao externa meramente algébrica. Esta
posicdo € reforcada, levando-se em consideracdo o atual desen-
volyimento progressivo de recursos de Hardware e Software (me-
todos avancados em pesquisa para resolucdo de sistemas esparsos

nao simétricos).

A alternativa da simetria € sugerida apenas para o ca-
so de se usarem algoritmos de resolucdo do sistema de equacles

ja desenvolyidas para o método dos Elementos Finitos.

Deve-se ainda considerar que, em geral, o nilimero de

graus de Tiberdade associados a elementos de contorno @ bem
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menor que 0s mesmos associados a elementos finitos, o que suge-
re uma sistematica de resolucfo do sistema global em 4 passos,

como segue abaixo:

10 Passo: Reordenacao do sistema a fim de se dividir a parte

simétrica em banda ke g da ndo simétrica k (fig.. V.

L]

2.3).
1T - - -
Ks,b Us,b | _ [9s,b
k u q
i ~ | L~ L~
Fig. .2.3 — Reordenagdo do Sistema

20 Passo: Condensacdo da matriz k. , nos nés de interface (fig.

L]

v.2.4).
30 Passo: Resolugdo do sistema k'u' = g' nao simétrico.

49 Passo: Obtengdo de u. , por retro-substituicdo.
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L
1]
———————
— -
=13
b e o —— e e - —
| 1
P x 2
s
Ve
s
\ e terrrerrm———
4 s/
% \ s
s , s
7 s
/
/
s
s

do Matriz ks p

Fig.¥.2.4 — Condensagdo
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CAPTTULO VT

PROGRAMAS TMPLEMENTADOS

Foram implementados programas para resolucao de malhas
combinadas com os diversos metodos apresentados anteriormente,

0s quais se apresentam resumidamente abaixo:

PROGRAMA OBJETIVO
FEBO] - Implementacao de elementos de contorno constan-
tes
FEBOZ2A - Implementacdo de elementos de contorno Tlineares

sem tratamento de descontinuidades.

FEBO2B - Implementacdo do elemento de contorno interpola-
do.

FEBO2C - Implementacdo do elemento de contorno ndo con-
forme.

FEBO2D - Implementacgho do tratamento geométrico para 0

problema de descontinuidades.

FEB02G - Implementacdo do MEtodo de Galerkin.
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A seguir apresenta-se um diagrama de blocos geral para

todos os programas.

tadas em sua prBpria Tistagem.

Diagrama de Blocos Tipico
Programa
Principal

[ sibrt, Entrada l
[ subrt. Monfem

L Subrt. Monfeb

| subrt. Armat

L Subrt Monbem
| subrt. Inver |
|  subrt.  Produto |
| Subrt. Corrige |

Subrt, Monta

Subrt. Concl

]

Subrt. conc2

l

Subrit. Solvem

Subrt. Solver

J

Subrt, Modif

Subrt. Fluxo

Subrt. Interno Z]———I

sinisinininininilE

Subrt. Saida

]

PartTCU1apidades de cada um estdao documen-

Implementados

dos Programads
Subrt. Monrig 2 |

| subrt. Rigel |
Ssubrt. Monrig | |
Subrt.  Bdif |
Subrt.  Bigual B
subrt.  Mrig |
Subrt. Vcar I
subrt.  Bdif |
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- Subrotina ENTRADA

Destina-se & entrada de dados ao programa.

- Subrotina MONFEM

Destina-se a montar a matriz de rigidez global de es-

truturas contendo apenas elementos finitos.

Neste caso, € montada a matriz triangularizada, a fim
de se utilizar 'a posteriori' um solver que se utilize das ca-

racteristicas de banda e de simetria (Subrotina 'Solvem').

Acessa as seguintes subrotinas:

- Subrotina RIGEL

Destina-se a calcular em coordenadas intrinsecas (conf.
def. no cap7tuTo ITI):a matriz dé potencilal de cada” .~ elemento

finito.

- Subrotina MONRIG?2

Destina-se a efetivamente montar a matriz global, a
partir daquela de cada elemento, de acordo com procedimento a-

presentado na Ref. 3.
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- Subrotina MONFEB

Destina-se tambeém a montar a matriz de potencial para
os elementos finitos, desta vez, sem levar em conta as caracte-

risticas de banda e simetria.
Acessa as seguintes subrotinas:
- Subrotina RIGEL
- Subrotina MONRIGI

Destina-se a montar efetivamente a matriz global a par
tir dos resultados da RIGEL, considerando malha composta tanto

de elementos finitos quanto de contorno.

- Subrotina ARMAT

Destina-se a armazenar os termos da matriz global cor-
respondentes 3 contribuicdo da malha de elementos finitos nos

nos da interface, a fim de posteriormente calcular o fluxo dos

mesmo (por meio de ki < Uy TRy i = interface).
Este fluxo & utilizado para cilculo do potencial em

pontos internos, conf. colocado no Ttem V.2.

- Subrotina MONBEM

Destina~se a calcylar as matrizes H e G relativas a ma
L o~ —_

lha de elementos de contorno e montar o vetor de fluxo (g).
Acessa as seguintes:

- Subrotina BDIF:
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Calcula as integrais num@ricas das matrizes H e G para

elementos nao contendo o ponto fonte.
- Subrotina BIGUAL

Calcula as integrais analiticas das matrizes HeG pa-

ra elementos contendo o ponto fonte.
- Subrotina INVER

Destina-se a inverter a matriz ﬁ, calculada em MONBEM

por MEtodo da ETiminacdo de Gauss.

- Subrotina PRODUTO

1

Destina-se a proceder o produto (G = * H).

- Subrotina CORRIGE

Calcula a Matriz de interpolacdo (M), corrigindo o pro

1

duto calculado em "PRODUTO" (M G™ ' H) e o vetor de fluxo (M G).

e

(A matriz M estd apresentada no anexo V).
- Subrotina MONTA

_ Destina-se a somar as contribuigbes da malha de elemen
tos de contorno 3 matriz global j& iniciada com a parte de ele

mentos finitos (subrt. MONFEB).
Acessa as seguintes:
- Subrotina MRIG

Soma os termos da matriz (M g H) .
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~ Sybrotina VCAR
Soma os termos do vetor de fluxo equivalente (M q).
- Subrotina CONCI

Destina-se a introduzir as condigbes de contorno para
prescricao de potencial (u) na matriz de potencial criada pela

Subrt. MONBEM (sem a caracteristica de banda).

0 critério utilizado nesta subrotina esta apresentado

num exemplo ao anexo VI.
- Subrotina CONC2

Destina-se a introduzir as condigdes de contorno para
prescricdao de potencial (u) na matriz armazenada em banda na

Subr. MONFEM, conforme Ref. 3.
- Subrotina SOLVEM

Destina-se a resolver o sistema de equacbes com a ma-
triz em banda (formada em "MONFEM"), conforme se apresenta na

Ref. 3.
- Subrotina SOLVER

Destina-se a resolver o sistema de equagbes montado

em "MONTA" pelo ME8todo da Eliminacdo de Gauss.

Esta subrotina pode ser otimizada e uma proposta para

esta otimizagRo se apresenta no Ttem V.3.
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- Subrotina MODIF

Destina-se a executar o 29 passo da prescrigdo de u,

conforme indicado no anexo VI.

Esta subrotina calcula tambem o valor do fluxo de nos
de interface entre as malhas de elementos finitos e de contor-

no.
- Subrotina FORCE

Destina-se a calcular o valor do fluxo distribuido em
cada elemento finito, tornando como base o seu centro de gravi-

dade.
- Subrotina INTERNO

Destina-se a calcular o valor do potencial em pontos
internos do dominio circundado pela malha de elementos de con-

torno, conforme indica o Ttem V.2.
- Subrotina SAIDA

Destina-se d@ impressdo de resultados.
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CAPTTULO VI

ANALISE DE RESULTADOS E COMPARACAO DOS METODOS CONSIDERADOS

PARA RESOLUCAO DO PROBLEMA DE DESCONTINUIDADES

Este capitulo tem o objetivo de avaliar de forma tao
correta quanto possivel ndo sG a metodologia utilizada para a
combinacdo dos Métodos dos Elementos Finitos e dos Elementos de
Contorno, como também os procedimentos estudados para a resolu-
cao do problema de descontinuidades fisicas e geométricas, ine-

rentes ao Meétodo da Colocacho.

-

Conforme fora analisado ho Capitulo IV (item IV.2), o Me-
todo de Galerkin nao apresenta limitacbes @ adocdo da tecnica
do "nd duplo" para a resolucio do problema de canto, uma vez
que as linhas da Matriz G formadas para dois nos que simulam
descontinuidades sao diferentes. Por esta razdo e pelo fato
de se adotar como funcdo de ponderacdo a propria funcdo de in-
terpolacao (conforme se observa no Ttem IV.2.2), o MEétodo de
Galerkin leva, em geral, a resultados melhores com malhas menos

refinadas, se comparado com o M8todo da Colocacédo.

Mas, se por um lado ganha-se em precisﬁo, com o Metodo
de Galerkin, por outro, perde—se no custo computacional, ja que
este exige maior tempo de execugdo (tempo de CPU) para a monta
"gem das matrizes H e E, uma vez que hd que se integrarem as so-

bl

lucdes fundamentais 2 vezes ao longo da malha.
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Analisando-se entretanto esta condicio sob um . outro
prisma, obserya-se que o M&todo da Colocago, ao exigir uma ma-
Tha mais refinada para chegar a resultados melhores, faz aumen-

tar o tempo gasto para a reso1ug§o do sistema de equacoOes.

Portanto, a maior viabilidade deste {iTtimo método & di
retamente proporcional & maior efici€ncia do "solver" emprega-

do.

Considerando~se o cada vez maior nlimero de pesquisas
na area de resolucdo de sistemas envolvendo matrizes cheias e
ndo simétricas e ainda, levando-se em conta o fato de, em geral
para grandes estruturas, o nilmero de graus de liberdade associa
do @ malha de elementos de contorno ser reduzido, em relacdo ao
nimero total de deslocabilidades da estrutura, o Metodo da Colo
cacdo tende a se impor. Dai o interesse de se resolver de for-

ma definitiva o problema de canto.

Sendo assim, para se proceder @ verificacao de resulta

dos, sao elaborados 4 niveis de analises, a saber:

- Comparagdo dos 3 métodos de colocacdo, tomando ma-
lhas formadas apenas por elementos de contorno e re-
solvendo o sistema formado pelo procedimento apresen

1

tado no Ttem V.1.2 (M 6" Hu =N q) -

o

- Comparacdo dos 3 métodos de colocaglo, tomando ma-

Thas compostas por elementos finitos e de contorno.

- Anglise das malhas da an3lise anterior, impondo-se
a simetrizacgdo da matriz de Potencial Global apresen

tada no Ttem V.3.
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- Comparacdo do MBtodo da Colocacdo que melhor se apre
senta nos exemplos utilizados nos passos anteriores,
com o MBtodo de Galerkin. Nesta fase, proceder-se-
ao refinamentos sucessivos das malhas analisadas
anteriormente, até que se alcancem resultados tao
satisfatOrios quanto aqueles obtidos com Galerkin.
Estes refinamentos se destinam d avaliacdao dos para-

metros eficiéncia dos resultados vs. tempo de CPU.

A seguir sao mostrados os problemas analisados, as ma-
Thas elaboradas e os resultados obtidos para cada metodo envol

vido.
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YIL.1 - COMPARAGCAO DOS 3 METODOS DA COLOCACRO, TOMANDO MALHAS

FORMADAS APENAS POR ELEMENTOS DE CONTORNO.

Exemplo VII.1T.1 - Fluxo de Calor

- Solugdo Analitica

F\\\\\\\\\\S

cl
I
w
o
o

(=]
"
o

. . q=-50 qg= 50

(a) Potencial { b) Fluxo

FigMI.| — Exemplo¥.I.| - Solugdo Analitica

- CondicOes de contorno introduzidas

=l
u
o

<l
"
w
@)
o

FigMI.2 — ExemploVYI.I.1 Modelos
A/B Condigoes de
Contorno
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- Modelo A (usado para a solugdo por tratamento geome-

trico).
YA 3.0 | 3.0
| o
T 8 5
O-I ®
! 2" 3.0
D8 | o3 14B_ L
3.0
o %|
1. 2 3 X
A
Fig.MII.3 — ExemploMI.l.| Modelo A

- Modelo B (usado para a solucao por elemento nao con-

forme e elemento interpolado).

9 8 7
10 ! 6
[} L ]
I 2!
DIl + ] +58B
3!
[ J [ ]
4' 5
12 4
} —
| 2 3 X
A

Fig¥I. 4 — Exemplo¥ILI.I Modelo B
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i) Tempo de CPU

PROCEDIMENTO TEMPO(b)
Elemento Interpolado 408
Elemento N&o Conforme . 397
Tratamento Geométrico . 397

i1)

TAB. VII.I

TAX=.109

Resultados para Potencial

Ponto Solugao Elemento Elemento Nao Tratamento
Analitica | Interpolado Conforme Geométrico
1 250.000 251.375 247 .344 252.326
2! 50.000 50.009 52.656 49.059
3! 150.000 150.001 150.000 150.001
4 250.000 251.375 247.344 252.326
5! 50.000 50.009 52.656 49.059
TAB. VII.?
iii) Resultados para Fluxo Equivalente Nodal
Ponto Solugdo Elemento Elemento N&o Tratamento
Analitica Interpolado Conforme Geométrico
A . 000 .000 .000. .000
B - 150 - 150.000 - 133.489 - 150.000
C . 000 .000 .000 .000
D 150 150.000 133.489

150.000

TAB. VII.3
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0 problema que se apresenta neste exemplo € de grande
simplicidade, uma vez que a variagao de potencial e fluxo & ex-

pressa por fungdes constantes ou lineares,

Como a funcgao de interpolacgdo utilizada na formulacdo
dos procedimentos e linear, os resultados devem ser teoricamen

te exatos.

A tabela VII.3 nos indica a exatidao dos resultados ob
tidos para fluxo equivalente nodal no contorno para os procedi-

mentos do elemento interpolado e do tratamento geometrico.

O0s resultados calculados com o elemento nao conforme
estdo praticamente exatos, uma vez que a solucdo analitica para
o fluxo e diferente, devido ao afastamento do no funcional do
canto (neste caso, tomado como 10% do comprimento do elemento).
Se tomarmos, a matriz de interpolacao M, calculada para o ele-
mento nao conforme pelo Apé&ndice V, e pré-multiplicarmos pelo
vetor de fluxo distribuido no elemento de acordo com a figura
VII.1(b), obteremos para os pontos A, B, C, D respectivamenteos

valores: 0., -133.31, .0, 133.31.

Pode-se dizer que os valores de potencial calculados
para os pontos internos apresentaram uma incerteza maior que

aqueles encontrados para fluxo.

Este fato se dd fundamentalmente por 2 razdes: primei-
ramente, pelo escasso refinamento da malha e em segundo Tugar,
a causa mais influente 8 o fato de a distincia ao contorno dos
pontos internos ser reduzida, se comparada com o éomprimento

dos elementos. Sabe-se que, do ponto de yista prdtico, o ideal



€ que esta dist?ncfa seja igual ou superior ao comprimento dos
elementos mats préximes ao pento interno, a fim de obter maior
precisdo com a integragao no contorno, mormente nos cantos. Es
ta caractesttica.foi introduzida propositalmente no modelo, a
fim de se observar qual dos 3 procedimentos utilizados estaria
menos sujeito a esta imprecisdo e, em principio, para este exem

plo, o processo do elemento nao conforme se mostrou mais efici-

ente.

Interessante e notar que para o ponto interno central,
os resultados sdao os mesmos para 0s 3 processos. Isso se faz
sentir tamb@m ao longo de todos os exemplos seguintes e se da
basicamente pela simetria da malha em relacao ao ponto que faz
reduzir os efeitos das integracoes nos cantos. Alem disso, es-

te ponto e o mais distante do contorno.
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Exemplo VII.1.2 -~ Fluxo de Calor

- Solugldo Analitica

+y a ) ’ q=%cigh(ﬂ)sen(1%)
l 1
(Ty)
u= senh\"a/ ,
senh 17
Tyy -
sen('lTTx) i q=-TTsenh(T)
a senh (1)
—
W
X - i1t sen Tx
qs- — o
asenh (1)
la) Potencial, (b) Fluxo

Fig.YIL.5 — Exemplo WII.1.2 - Solugdo Analitica

- Condigbdes de Contorno Introduzidas

(o] (o}
Q0 (o)
@ « _
: : : "
U:I U=
U=

FigQML.6 — ExemploVILl.2 Modelos A/B
Condigoes de Contorno
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- Modelo A (usado para a solygdo por tratamento geome-

trico).
vh 20 | 20 | 20 |
IA : | B 1
o) 9 8
I 1 t 7 C -
2.0
I L L
3 6 D
2.0
2I
12 15 —
II
2.0
——— .
| 2 3 4 x

FigVL 7 — Exemplo YII.1.2 Modelo A
- Modelo B (usado para a solucao por elemento nao con-

forme e elemento interpolado).

12 X 10 9
13 ! ! 8 C
4 +

3 7D
2l
15 + 6
|l
|

16 5

1 2 3 4 X

Fig¥l.8 — ExemploYILl.2 Modelo B
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- Resultados da analise

i) Tempo de CPU

PROCEDIMENTO TEMPO(b)
Elemento Interpolado 556
Elemento Ndo Conforme 542
Tratamento Geom@trico 444

TAB. VI

I.4

ii) Resultados para Potencial

TAX=.10
Ponto Solugao Elemento Elemento Nao Tratamento
Analitica Interpolado Conforme Geomeétrico
1" 1.094 1.088 1.057 1.088
2! 1.799 1.188 1.163 1.188
3! 1.300 1.284 1.266 1.284
TAB. VII.5
iii) Resultados para Fluxo Equivalente Nodal
Ponto Solucao Elemento Elemento N&o Tratamento
Analitica Interpolado Conforme Geometrico
A 1517 132 185 - . 219
B . 758 . 811 . 798 . 813
C - . 4095 - = . 352 - . 423 - . 219
D - . 435] - . 378 - . 346 - . 381

TAB.

VIT.6
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Ex. VII.1.2 - Mod. B

- Andalise da yariacdo dos resultados do programa FEBO2B (Elemen
to Intefpo1adoi-com a distdncia do ponto fonte ao extremo do

elemento, em relacdo ao seum comprimento.

TAX Solucdo Potencial/

Ponto .250 .100 .05 .005 Analitica Fluxo

1! 1.088 1.088 = = 1.094 Potencial
2" 1.187 1.188 = = 1.199 !

3! 1.280 1.283 = 1.284 1.300 "

A .022 .095 113 .132 . 1517 Fluxo

B .826 .814 .811 .811 . 7580 "

C -.299 -.329 -.339 -.352 - 4095 "

D -.343 -.367 -.373 -.378 - 4351 "

TAB. VII.7

Ndo se esperam do exemplo VII.1.2 resultados tao preci
sos quanto aqueles obtidos no prbb]ema anterior, para uma malha
pouco refinada, uma vez que a variacao do potencial e do fluxo
ndo se da de forma linear, como o sao as fungbes de interpola-

cdo implementadas.

Para potencial, os resultados se mostraram praticamen-

te iguais nos 3 procedimentos,

0 fluxo equivalente nodal obtido com o elemento inter-
polado apresenta erros relativamente baixos, levando-se em con-

ta a malha "pobre" utilizada.

Em se tomando o processo do elemento ndo conforme, ob-
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serva-se que 3 solugdo analftica deste fluxo para os pontos A,
B, C, D; se calculada pela Matriz M modificada € dada respecti-
vamente pelos valores 131, .779, -.484, -,425, indicando que
para esta malha, o elemento interpolado leva a erros relativos

menores que o elemento nao conforme.

Interessante & ressaltar que os resultados obtidos pa-
ra fluxo nos pontos A e C utilizando o tratamento geometrico
sao os mesmos, pois correspondem ao valor equiva]ente‘nodal tan
to do contorno horizontal superior quanto do vertical. Desse
modo, o fluxo e;perado nestes pontos e a soma daqueles encontra

dos em A e C, ou seja, q = .1517 ~-. 4095 = -, 2578,

Se somarmos os fluxos nos pontos A e C encontrados com
o elemento interpolado, chegamos a p = - . 220 (praticamente o

mesmo obtido pelo tratamento geometrico).

Em virtude das observagodoes feitas, o que se pode afir-
mar sobre a efici@ncia dos 3 processos para estas malhas & que
o elemento interpolado e o tratamento geometrico levaram prati-
camente aos mesmos resultados, melhores que aqueles calculados

pelo elemento ndo conforme.

Uma analise em separado se faz observar pela tabela
VII.7, que traduz a variacao dos resultados de potencial e flu-
xo em funcao da taxa de afastamento do ponto fonte ao no  fun-
cional do canto, em relacao ao comprimento do elemento onde se

situa.

A priori, o que se pode concluir @ que esta variacao
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se faz sentir de forma bem menos significativa nos pontos do
dominio (1', 2', 3') que nos de contorno (A, B, C, D), o que &

esperado em virtude de o afastamento ocorrer no contorno.

Considerando o fato de as malhas A e B apresentadas
nas figuras VII.7 e VII.8 respectivamente se mostrarem pouco
refinadas para o problema envolvido, neste exemplo, foram elabo
rado 2 modelos adicionais que simulam a solucdo analitica deli-

neada na fig. VII.5 e que se colocam a seguir:

- Condigbes de Contorno Introduzidas

5
uc1.866
u=1.866

‘

[ I=

ci
(3]

ci
n

cl
n

Fig VIO —~ ExemploVIl.2 Modelos C/D
Condigoes de Contorno
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- Modelo C (usado para a solugdo por tratamento geome-

trice).

Y l.OL”I.OL I'OL I.OJ!I.O’IL |.O‘/
Ta Tttt
19 18 17 16 15 14 13
1 1 1 1 1 —y
T L} L] ¥ L) C
1.0
201 +12 D J V2
5' 1.0
21L 4 It JO VR
4' 1.0
22) 1o
3 1.0
23 4+ -+ ° e
2'
1.0
241 o 18 -
.o
l ' | : : —-
| 2 3 4 5 6 7 X

Fig. VYILI0 — Exemplo¥.l.2 Modelo C

- Modelo D (usado para a solugdo por elemento nao con-

"

forme e por elemento interpolado).

A B
21 20 19 18 17 16 15
22 } } } f } 14 C
23 + , TI13 D
5
24 + X 412
25 T , +11
3
26 1 o 410
27—- I' --9
28 : —i — 8
| 2 3 4 5 (3 7 X

Fig¥ILIl — Exemplo YILI.2 Modelo D
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- Resultados da andlise

i) Tempo de CPU

PROCEDIMENTO TEMPO(s)
Elemento Interpolado 1.476
Elemento Nao Conforme 1.435
Tratamento Geom&trico 1.203

TAB. VII.S8

ii) Resultados para Potencial

TAX=.100
Ponto Solugao Elemento Elemento Tratamento
Analitica Interpolado Nao Conforme | Geometrico
1! 1.024 1.023 1.015 1.023
2" 1.094 1.092 1.085 1.092
3! 1.199 1.197 1.191 1.197
4! 1.300 1.296 1.292 1.296
5' 1.295 1.291 1.292 1.291
TAB. VII.9
iii) Resultados para Fluxo Equivalente Nodal
Ponto Solucgdo Elemento Elemento Tratamento
Analitica Interpolado Ndo Conforme | Geom&trico
A . 0438 . 040 . 047 - .179
B . 2510 . 254 . 250 .255
C -. 2261 -. 219 -. 246 - .179
D -. 3236 -. 313 -. 290 - .314

TAB. VII.TO
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- Analise da variagao dos resultados do programa FEBO2B (elemen-

to interpolado) com a distancia do ponto fonte ao extremo do

elemento, em relacao ao seu comprimento

TAX SOLUCAQ |POTENCIAL/
i
PONTO 75 0 05 005 |ANALTTICA| FLUXO
1! 1.024 .023 = 1.024 |Potencial
2! 1.092 = = = 1.094 |Potencial
3! 1.197 = = = 1.199 jPotencial
4! 1.296 = = = 1.300 {Potencial
5! 1.290 .291 = = 1.295 |Potencial
A .000 .028 .034 .040 .04381 Fluxo
B .257 .255 .254 = 2510 Fluxo
C -.207 -.214 -.216 -.219 -.2261|Fluxo
D -.300 -.310 -.312 -.313 -. 343|Fluxo
TAB. VII.11
Analogamente ao que ocorreu nos modelos A e B, os valo-
res de potencial obtidos para os pontos internos se mostraram
exatamente iguais para os 3 processos e,'conforme 0 esperado,

de forma bem mais precisa.

Em se tratando de fluxo equivalente nodal junto aos can
tos, o elemento 1nterpo1ado leyou a resultados um pouco melho-
res que o elemento ndo conforme, uma vez que a solugdo analitica
para este Ultimo nos pontos A, B, C, D e dada respectivamente pe

los valores .038, .223, -.260, -.287.

Se somarmos os resultados de fluxo nos pontos A e C ob
tidos com 0 processo do elemento interpolado, obtemos exatamente
o valor dos mesmos calculados com o tratamento geométrico, (p =

= -.179), o que os faz ter comportamentos praticamente iguais pa
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ra esta analise, conforme ocorreu tambem nos modelos A e B.

Cumpre sa]ientaf que os fluxos nos pontos A e C obtidos
com o elemento nEo‘conforme tambem somam praticamente 0 mesmo va
lor (p = -.181). Ocorre no entanto, que os valores de per si em
A e C nao se mostram tao corretos quanto aqueles encontrados pe-
lo elemento 1nterpo1ado. Este fato ocorreu também na analise dos

modelos A e B.

De forma conclusiva, podemos afirmar do ponto de vista
global da estrutura, os 3 processos se mostram igualmente efi-
cientes. Localmente, no entanto, isto &, na regiao de desconti-
nuidade, o elemento interpolado tem um comportamento melhor que

0 nao conforme.

A tabela VII.11 mostra a variacao dos resultados calcu-
lados pelo processo do elemento interpolado com o afastamento do

ponto fonte do canto.

Observa-se primeiramente em analogia ao que ocorreu com
os modelos A e B, que esta variacao se faz sentir de forma mais

significativa nos pontos do contorno, e menos nos do dominio.

Mais importante que esta observacao e o fato de que a
medida que mais se refina a malha, menor € a influencia deste
afastamento sobre os resultados, o que pode ser observado pela

comparacao das tabelas VII.7 e VII.11.

Convem ressaltar que para o exemplo VII.1.1, a influen-
cia deste afastamento nao se faz sentir, de tal modo que nao se
procedeu a uma analise comparativa com as elaboradas nas tabelas

supra citadas.
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Teoricamente esta propriedade pode ser facilmente expli
cada pelo fato de se ter utilizado uma funcao linear para expres
sar 0s va]ores do fluxo e potencial do ponto fonte deslocado em
fungao dos nos extremos do elemento onde se situa (conforme se ob

serva no item 4.2.1.2).

Se a variagao do fluxo e potencial impostos for tambem
Tinear, a distancia do ponto fonte aos nos funcionais & pratica-

mente irrelevante.

Se, por outro lado isso nao ocorre, o erro motivado por
esta distancia € tanto menor quanto mais discretizada for a ma-
Tha, uma vez que os valores dos nos funcionais se aproximam mais

dos reais.
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VII.2 - COMPARACAO0 DOS 3 METQDOS DE COLOCACAQ, TOMANDO MALHAS

COMPOSTAS POR ELEMENTOS FINITOS E DE_CONTORNO

Foram analisados os exemplos anteriores e um novo exem

plo, considerando malhas combinadas (MEC+MEF) no intuTto de se
avaliar de forma mais precisa a eficiéncia dos 3 metodos de co-

locagao apresentados anteriormente.

Neste Ttem & ainda considerada a simetrizacdo da ma-

triz de potencial conforme configura o tem V.3.
Exemplo VII.2.1 - Fluxo de Calor
- Solugado Analitica

0 problema & exatamente igual ao do Exemplo VII.T.1 e

a solugao analitica esta apresentada na figura VII.T.

- Condigoes de Contorno Introduzidas

¥al
"
@]

cl
(1}
O

Qi
n
O

Fig. VL2 — ExemploYI 2. Modelos A/B
Condigoes de Contorno
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- Modelo A (usado para solugdo por tratamento geometrico)

Y8150 1.50 | 1.50 | 1.50 |,
1 ! A e
I 2 3 22 21 J .
N ]
1.50
D 4 5 6 ol 120 F —}—
H 1.50
7 8 °lg o2 L1
1.50
E 10 X 12,3 lig 6 —b
1.50
13 14 15 : P
e 17X

FigMI|3 —~ ExemploVII2.| Modelo A

-~ Modelo B (usado para solucao por elemento nao conforme e

por elemento interpolado)

| 2 326 25 24
y 23 J
D 4 5 6 et 422 F
H

7 8 91 B o2 121
E 10 I 12 .3 l20 6

13 14 15 : 19

i6 g 18 X

Fig \VI'l4 — Exemplo ¥I.2.1 Modelo B
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- Resultados da analise sem cons1deragao de s1metr1a da matriz
de potencial.

i) Tempo de CPU

PROCEDIMENTO TEMPO(S)
Elemento interpolado 671
Elemento nao conforme 669
Tratamento geometr1co .573

TAB. VII.12

ii) Resultados para potencial

TAX=.100
PONTO SOLUGAO ELEMENTO ELEMENTO | TRATAMENTO
ANALTITICA | INTERPOLADO| NKOCONFORME| GEOMETRICO
A 150.000 150.000 147 .75% 150.000
150.000 150.000 150.327 150.000
C 225.000 225.000 225.163 225.000
1! 75.000 75.000 74.872 75.000
2! 75.000 75.000 75.033 75.000
3! 75.000 75.000 74.8772 75.000
TAB. VII.13

iii) Resultados para fluxo equivalente nodal.

PONTO SOLUGAQ ELEMENTO ECEMENTO | TRATAMENTO
ANALTTICA | INTERPOLADO|NAOCONFORME| GEOMETRICO

D 75.000 75.000 74.837 75.000

E 75.000 75.000 74.837 75.000

F -75.000 -75.000 | - 70.893 -75.000

G -75.000 -75.000 | - 70.893 -75.000

TAB. VII

.14
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Resultados da analise impondo-se simetria da matriz de potencial

i) Tempo de CPU

PROCEDIMENTO TEMPO(s)
Elemento interpolado .675
ETemento nao conforme .675
Tratamento geometrfco .594

TAB. VII.15

ii) Resultados para potencial

TAX=.100
ronto [ ARREVSHEn [ owteeystaoo|vEGCERbRne | SEBUETRIEE
A 150.000 ]49,738 147,901 122.559
B 150.000 149.939 150.364 143.025
C 225.000 225.099 225.187 232.619
1! 75.000 74.985 75.125 58.243
2! 75.000 74,904 75.154 62.261
3! 75.000 74.985 75.125 62.953
TAB. VII.16

iii) Resultados para fluxoequivalente nodal.

PONTO SOLUGAO. [ ELEMENTO | ELEMENTO [TRATAMENTO
ANALTTICA {INTERPOLADO|NAOCONFORME|GEOMETRICO

D 75.000 74.907 74.813 168.778

E 75.000 74.901 74.813 142.3817

F -75.000 -74.260 |- 72.859 |- 52.115

G -75.000 -74.260 - 72.859 |- 69,544

TAB. VII.17
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Como era esperado, os resuyltados obtidos com os 3 pro-
cedimentos e definidos nas tabelas VIT.13 e YIT.T4 para este
problema foram praticamente exatos, ressalva feita aqueles cal-

culados com o elemento ndo conforme.

As causas deste quadro de resultados sdo as mesmas que
as especificadas quando da analise do exemplo VII.1.1, ou seja,
como a funcdo de interpolacao e de grau igual ou superior a fun
cao que define a variacdo de fluxo e potencial no contorno, os

resultados deveriam ser exatos.

Considerando o fato do ponto fonte e do no funcional

estarem ambos deslocados do extremo do elemento nao conforme na
regido de descontinuidades, supunha-se a priori que os resulta-

dos nao fossem exatos para este procedimento.

Interessante € observar que o maior erro apresentado
por este processo se situa na descontinuidade sobre a regiao
de interface com a malha de elementos finitos (Ponto A) confor-

me preconizava o item IV.2.71.71.

Mas, se por um lado, sem a imposicao de simetrizacao
da Matriz de Potencial (nos moldes da configuracdo apresentada
no item V.3) o processo do Elemento ndo conforme levou a valo-
res menos eficazes que os demais metodos de colocacdo, ao impo-
Ta, este se mostrou eficiente, conforme se pode observar pelas

tabelas VII.16 e VII.17.

A simetrizac&o praticamente inyiabiliza o Tratamento

Geométrico para este exemplo.

Observa-se ainda que o processo do elemento interpola-
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do levou a resultados muito satisfatﬁpios com a - simetrizacdo,
no entanto, uma an3lise comparatiya mestra que ao imp8-Ta, ndo
se pode utilizar um afastamento do ponto fonte ao no funcional
muito reduzido. A sTmetrizag?o majora os problemas de mal con-

dicionamento da matriz de potencial formada por este processo.

A fim de melhor estudar o comportamento dos resultados
ao se impor a simetrizagao, foram elaborados para este exemplo
malhas mais refinadas, com as condigbes de contorno delineadas

na figura VII.T12, as quais se apresentam a seguir.

- Modelo C (usado para a solucdo por tratamento geome-

trico).

Y
i (.0, 1.0 L, 1.OLLO L1.O |L 1.0
’I 1 1 1 1 1
A
| 2 3 4 39 38 37 g —p—
1.0
5 6 7 8 l3g¢c b
ol 1.0
9 | [ 2
Q | 135 1
13 14{/ 18] 16 . 0
e 2 4+ 34 ——
D
1.0
Irg 18 19 20
ot 33 R A
e 3 1.0
21 22 23 \|24 1las b
1.0
25 26 \|27 28 . R »

29 30 3l X

FigMIL |5 — Exemplo VII.2.1 Modelo C
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- Modelo D (usado para a solucfo por elemento nio con-

forme e por elemento interpolado).

39 B

T38C

4 //// o
ol ol w2 137

/]
13,14/ 15,/ 16 .o 1 36

D
17 18 \ /19 \\/20 l3s

\ e3'
21 22\/23\ |24 | 34
25. 26 \27 \|28 ; (33 __ o
29 30 31 32 X

Fig. MI[.16 — Exemplo WI[.2.1 Modelo D
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1) Tempo de CPU

PROCEDIMENTO TEMPO(s)
Elemento interpolado 1.287
Elemento nao conforme 1.291
Tratamento geometrico 1.129

TAB. VII.18

ii) Resultados para potencial

TAX=.100
PONTO SOLUGAD ELEMENTO ELEMENTO | TRATAMENTO
ANALTTICA |INTERPOLADO|NAOCONFORME|GEOMETRICO
1! 75.000 76.579 75.092 242.790
2" 75.000 - 76.632 75.081 237.339
3! 75.000 76.579 75.092 275.032
D 250.000 249.977 250.038 204.17472
TAB. VII.19
i11) Resultados para fluxo eqUiva1ente nodal.
PONTO SOLUCAD ELEMENTO ELEMENTO TRATAMENTO
ANALTITICA |INTERPOLADO|NAOCONFORME| GEOMETRICO
A 0 .218 - 0.000 - 0.000
B - 25.0 - 28.912 - 25.948 -63.063
C - 50.00 |- 49.821 - 48.88] -49.634
TAB. VII.20
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Os valores apresentados nas tabelas VII.19 e VII.20
sdo extremamente fnesperados para a an3ltse da eficiBncia do

processo do elemento interpolado.

Ao se refinar a malha B anterior, elaborando a malha
D, mantendo a mesma taxa de afastamento do no funcional do can-

to (10%), os resultados se deterioraram.

Foram ainda utilizadas taxas de 25%, 5% e .5%, para es
te procedimento e estas rodadas confirmam as conclusoes elabora
das quando da analise da malha B: a simetrizaclo faz aumentar
0s problemas de mal condicionamento da matriz de potencial, a

medida que se aproxima o no funcional do canto.

0 processo do Tratamento Geom&trico continuou inviavel

com a simetrizacao.

Por outro lado, pode-se sentir uma minoracao de erros
(especialmente para fluxo) apresentados pelo processo do elemen
to ndo conforme para a malha D, em relacdo aqueles obtidos com

a malha menos refinada (B).

E importante observar que para este exemplo, o elemen-
to ndo conforme foi tomado com afastamentos do no funcional do
canto de 5% e 10%, em re]agﬁo ao comprimento do elemento. Os
melhores resultados, como era de se esperar, foram os obtidos
com 5% de afastamento e sdo os apresentados nas tabelas VII.13,

vir.i4, vIir.le, vIr.17, vIiIr.19 e vII.30.

A fim de melhor avaliar a eficieéncia deste processo,
nos exemplos seguintes sera considerado um afastamento de 5%

nas regioes de interface com elementos finitos e de 10% nos can
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tos fora desta regido.
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Exemplo VII.2.2 - Fluxo de Calor
- Solugde Analitica

0 problema 8 exatamente igual ao do Exemplo VII.1.2 e

a solucao analitica esta apresentada na figura VII.5.

- Condicbes de contorno introduzidas.

~ ™~
R g R
ll';|‘J |":| II:II |I:': 1'5
us| u=l
. FIgML 17 — Exemplo¥I.2,2 Modelos A/B
Condigoes de Contorno
- Modelo A (usado para a solucdo por tratamento geome-
trico). |
Geometricamente, o modelo & igual aquele apresentado a
fig. VII.13.

- Modelo B (usado para a solucao por elemento nao con-

forme e por elemento interpolado).

Geometricamente € igual ao apresentado a fig. VII.14.



- Resultados da analise sem consideragao de simetria da matriz de
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potencial
i) Tempo de CPU
PROCEDIMENTO TEMPO(s)
Elemento interpolado .672
Elemento nao conforme .662
Tratamento geometrico 577
TAB. VII.21
ii) Resultados para potencial
-~ PONTO SOLUCAQ ELEMENTO ELEMENTO |FTRATAMENTO
ANALITICA |INTERPOLADO |[NAOCONFORME |{GEOMETRICO
1! 1.320 1.369 1.367 1.392
2! 1.141 1.238 1.230 1.282
3! 1.053 1.181 1.170 1.243
H 1.141 1.146 1.146 1.146
*
TAB. VII.Z22
1i11) Resultados para fluxo Equivalente Nodal
PONTO SOLUCAO ELEMENTO ELEMENTO [TRATAMENTO
ANALTITICA |INTERPOLADO |[NAOCONFORME |GEOMETRICO
I .503 .493 458 .496
J -.321 -.296 -. 343 -.209
F -.394 -.369 -. 34 -.371
TAB. VII.23
* TAX=.05 na interface com a malha de elem. finitos

TAX=.10 nos demais elementos de canto.
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i) Tempo de CPU

PROCEDIMENTO TEMPO(s)
Elemento interpolado .679
Elemento nao conforme .679
Tratamento geometrico . 591

TAB. VII.24

ii) Resultados para potencial

TAX=.100
PONTO SOLUCAO ELEMENTO ELEMENTO [TRATAMENTO
ANALITICA INTERPOLADO|{NAOCONFORME|GEOMETRICO
1! 1.320 1.370 1.369 1.357
2" 1.141 1.237 1.228 1.195
3! 1.053 1.179 1.163 1.112 .
H 1.141 1.146 1.146 1.165
TAB. VII.25
iii) Resultados para fluxo
PONTO SOLUCAO ELEMENTO ELEMENTO |TRATAMENTO
ANALTTICA INTERPOLADO|NAO CONFORME | GEOMETRICO
I .503 .486 44 .759
J -.321 -.358 - .373 -.154
F -.394 ~.365 - .358 -.228
TAB., VII.Z26
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- Analise da variag&o dos resu1tados do programa FEBO2B (elemen-

to interpolado) com a distancia do ponto fonte ao extremo do

elemento, em relacao ao seu comprimento, sem consideracao de

simetria da matriz de potencial

PONTO L ARALTTICA FLUXO
.25 .10 .05 .005

1! 1.381 1.373 “1.371 .369 1.320 Potencial
2! 1.261 1.245 1.241 .238 1.141 Potengia]
3! 1.212 1.189 1.185 .181 1.053 Potencial
H 1.7144 1.145 1.146 .146 1.199 Potencial
1 473 .486 .489 .493 .503 Fluxo

J -.247 -.281 -.287 -.296 -.321 Fluxo

F -.337 -.361 -.365 -.369 -.394 Fluxo

TAB. VII.27

Os resultados das tabelas VII.22 e VII.23 mostram uma
melhor eficiencia dos processos do elemento interpolado e do ele

mento nao conforme em relacao ao tratamento geometrico.

Convem ressaltar que os erros obtidos para o potencial
em pontos internos sao extremamente elevados para uma analise nu

meérica deste tipo, o que exige malhas mais refinadas.

0 mesmo nao se observa com os valores de fluxo, 0Ss
quais apresentaram erros bem inferiores aqueles encontrados para

potencial.

Importante e observar que junto a regido dos cantos, o
elemento interpolado se comportou melhor que o nao conforme

(ponto J), embora mais distante desta, os resultados tenham sido
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praticamente coincidentes (pontos I e F).

Ao analisarmos pragmaticamente as tabelas VII.25 e
VII.26 que expressam os resultados da anglise ao se impor sime-

trizacao da matriz de potencial, podemos concluir:

. Para potencial em pontos internos, os resultados do tratamento
geomeétrico melhoraram sensivelmente, com excessdao do ponto H.
Os correspondentes ao elemento ndo conforme mostraram leve de-
terioracao e os do elemento interpolado praticamente se manti-

veram dimutaveis.

. Os resultados de fluxo se deterioraram - no tratamento geometri-

co.

. Para o elemento nao conforme, a simetria fez se deteriorarem
os resultados de fluxo fora do canto, uma vez que oS valores
da solugao analitica para os pontos I, J, F sdao respectivamen-

te .510,-.288,-.389.

Os valores de fluxo para o elemento interpolado se mantiveram
praticamente iguais com e sem imposigcao de simetria, excecgao
feita ao ponto J (no canto), embora neste ponto, o erro em re-
lacdo @ solucdo analitica tenha se mantido praticamente cons-

tante.

De uma forma geral podemos afirmar que o procedimento
envolvendo o elemento interpolado se mostroy mais eficaz para es

ta analise,
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Com o intuito de melhor analisar os resultados para es-
te problema, foram elaboradas malhas mais refinadas, as quais se

apresentam a seguir.

- Condicoes de contorno introduzidas
As condicoes de contorno sao as mesmas apresentadas na figura

VIT.O9.

- Modelo C (usado para a solugdo por tratamento geometrico)
Geometricamente o modelo @ igual aquele apresentado na figura

VII.15.

- Modelo D (usado para a solugao por elemento nao conforme e por
elemento 1nterpo1ado)

Geometricamente o modelo & igual ao da figura VII.l6.



- Resultados da analise sem imposicdo de simetria.
i) Tempo de CPU

PROCEDIMENTO TEMPO(s)
Elemento interpolado 1.282
Elemento nao conforme 1.274
Tratamento geometrico 1.088

TAB. VII.28

ii) Resultados para potencial

TAX=.10

nos demais elementos.

PONTO SOLUGAQ ELEMENTO tLEMENTO TRATAMENTO
ANALITICA INTERPOLADO| NAO CONFORME| GEOMETRICO
1! 1.320 1.352 1.352 1.371
2" 1.141 1.200 1.199 1.235
3! 1.053 1.131 1.131 1.179
D 1.100 1.101 1.7101 1.101
*
TAB. VII.29
iii) Resultados para fluxo equivalente nodal.
PONTO SOLUCAD ELEMENTO ELEMENTO TRATAMENTO
ANALTITICA INTERPOLADO|NAO CONFORME| GEOMETRICO
A .2510 .256 . 252 w255
B -.2261 -.218 -.245 -.178
C -.3236 -.315 -. 291 -.314
TAB. VII,.30
* TAX=.05 na interface com elem. finitos
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- Resultados da analise impondo-se simetrizacdo da matriz de poten

cial )
i) Tempo de CPU

PROCEDIMENTO TEMPO(s)
Elemento interpolado 1.290
Elemento nao conforme 1.291
Tratamento geometrico 1.129

TAB. VII.31

ii) Resultados para potencial

TAX=.100
PONTO SOLUGAOQ ELEMENTO ELEMENTO TRATAMENTO
ANALTTICA INTERPOLADO|NAO CONFORME| GEOMETRICO
1! 1.3200 1.350 1.351 1.659
2" 1.1410 1.195 1.195 1.682
3' 1.0530 1.125 1.723 1.854°
D 1.0997 1.101 1.101 .877
TAB. VII.32

iii) Resultados para fluxo equivalente nodal.

PONTO SOLUGAD ELEMENTO ELEMENTO |TRATAMENTO
ANALTTICA |[INTERPOLADO|NAOCONFORME|GEOMETRICO

A .2510 . 259 . 235 .224

B -.226]1 - 264 -. 259 -~.403

C -.3236 -.310 -. 306 -.236

TAB. VII.33
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- Andlise da variacdo dos resultados do programa FEBO2B (elemen
to interpolade) com a dist@ncia do ponte fonte ao extremo do
elemento, em re1ag§o ao seu comprimento, sem consfderaggo de

simetria da matriz de potencial.

TAX Solugao Poténcial/

Ponto .25 .10 .05 .005 | Analitica Fluxo

1! 1.362 1.3556 | 1.353 1 1.352 1.320 Potencial
2" 1.216 1.204 ] 1.202 | 1.200 1.141 Potencial
3! 1.152 1.137 | 1.134 | 1.131 1.053 Potencial
D 1.101 1.107 | 1.101 | 1.101 1.0997 Potencial
A .262 .257 .256 .256 .251 Fluxo

B -.209 -.214 | -.215 | -.218 -.2261 Fluxo

C -.302 -.310 | -.312 | -.315 -.324 Fluxo

TAB. VII.34

Considerando que a solucgdo analitica nos pontos A, B,
C para comparacao pela resolugao pelo elemento ndo conforme e
dada respectivamente pelos valores .223, -.260, -.287, podemos
afirmar que tanto em termos de potencial quanto de fluxo, o pro-
cesso do elemento interpolado se mostrou mais eficiente que 0s

demais (de acordo com as tabelas VII.29 e VII.30).

Os erros encontrados para potencial em pontos internos

das malhas A e B (anteriores) se reduziram substancialmente para

as C e D.

Ainda com a imposicao de simetria da Matriz de Poten-

cial, os resultados obtidos com o elemento interpolado se mos-
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traram melhores que os demais (tabelas VII.32 e VII.33).

A comparacao das tabelas VIL.27 e VII.34 nos Tevam 3s
conclusbes ja assinaladas quando da anglise do exemplo VII.1.2
(malhas C e D): os resultados obtidos com o processo do elemen-
to interpolado sao tao mais independentes do deslocamento do
ponto fonte ao no funcional de canto, quanto mais refinada for

a malha.
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Exemplo VII.2.3 - Fluxo de Calor

- Soluc&o Analitica

Fig VI I8 — ExemploVl.2.3 Solugdo Andlitica

- Condigoes de Contorno Introduzidas

Fig.Vil. 19 - ExemploVIl.2.3 Modelos A/B/C/D
Condicoes de Contorno
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- Modelo A (usado para a solucgao por tratamento geometrico)

——t— —— t SR S
28 27 26252423 20191817 I16 IS5 p

N

L 2. 2. bl ety 20, 20 |
‘} '|L 11 /i A4 ’l’lb/| 11 1 1
.S .5
L 8. L 8. L
t— K 1

Fig¥I.20 — ExemploVI.2.3 Modelo A

- Modelo B (usado para a solucao por elemento ndao conforme e por

elemento interpolado)

2
4
9 10 i 14 B
32 ' ' i5
33 3 34
3 S —t—t } +—i } ‘|6 -
30 29 28272625 22212019 (817 D X

Fig. VI.21 — Exemplo YI.2.3 Modelo B
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Resultados da analise impondo-se simetrizacao da matriz de poten

cial .
i) Tempo de CPU
PROCEDIMENTO TEMPO(s)
Elemento interpolado 1.200
Elemento nao conforme 1.7196
Tratamento geometrico 1.069
TAB. VII.38

ii) Resultados para potencial

TAX=.25
PONTO SOLUCAOQ ELEMENTO ELEMENTO TRATAMENTO
ANALITICA INTERPOLADO|{NAOCONFORME | GEOMETRICO
1! 25.0 25.670 25.943 36.510
2' 50.0 49,857 50.078 60.608
3! 75.0 74.151 74.175 84.157
A 50.0 50.041 50.026 30.565
B 12.5 13.783 10.914 13.178
C 35.5 36.006 35,652° 22.256
TAB. VII.39
iii) Resultados para fluxo equivalente nodal.
PONTO SOLQQAO ELEMENTO ELEMENTO TRATAMENTO
ANALTITICA INTERPOLADO {NAOCONFORME|GEOMETRICO
D - 4,421 - 4,211 - 3.431 - 3.597
E -11.052 - 9.450 -10.392 - 8.339
F - - 128.555 -124.190 -25.672

TAB. VII.40
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- Resultados da analise sem imposicao de simetria.

i) Tempo de CPU

PROCEDIMENTO TEMPO(s)
Elemento interpolado 1.188
Elemento nao conforme 1.186
Tratamento geometrico 1.051

TAB. VII.35

ii) Resultados para potencial

TAX=.10 e 0.5
PONTO SOLUGAQ ELEMENTO ELEMENTO TRATAMENTO
ANALTTICA INTERPOLADO|NAOCONFORME| GEOMETRICO
1! 25.0 25.167 25.818 25.632
2! 50.0 49.871 50.000 49.871
3! 75.0 74.693 74.182 74.228
A 50.0 50.000 50.000 50.000
B 12.5 12.215 11.593 12.010
C 35.5 35.895 35.952 36.141
TAB. VII.36
i11) Resultados para fluxo
PONTO SOLUCAO ELEMENTO ELEMENTO TRATAMENTO
ANALTTICA INTERPOLADO|NAO CONFORME| GEOMETRICO
D - 4,421 - 3.837 - 4,304 - 3.993
E -11.052 -11.237 - 11.197 -11.163
F - -144.696 - 122.989 -37.733
*
TAB. VII.37
* Solucdo Analitica: Pp = -4.803, P =-10.987 Pp = -«
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~ Analise da vatiagﬁo dos resultados do programa FEBO2B (eTemen

to interpolado) com a distancia do ponto fonte ao extremo do
elemento, em re]ag&o ao seu comprimento, sem consideragao de
simetria da matriz de potencial
PONTO TAX SOLUCAO | POTENCIAL/
' .25 .10 .05 .005 ANALITICA FLUXO
1! 25.276 25.167 24.934 21.836 25.0 Potencial
2" 49.871 49.871 49.871 49.871 50.0 Potencial
3! 74.584 74.693 74.926 78.024 75.0 Potencial
A 50.000 = = = 50.0 Potencial
B 12.466 12.215 12.059 11.247 12.5 Potencial
C 35.955 35.895 35.771 34,143 35.5 Potencial
D -3.787 -3.837 -3.803 -3.249 -4.4211 Fluxo
- E -11.197 -11.237 -11.328 -12.530 ~-11.052] Fluxo
F -116.018 | -144.696 | -207.183 }1034.806 - Fluxo
TAB. VII.4]
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0 exemplo vislumbra um problema um pouco mais complexo
que os apresentados até entdo, uma vez que apresenta uma singu-
laridade na solugdo de flyxo, motivada por uma descontinuidade

de potencial.

Seu objetivo & exatamente o de avaliar o comportamento

dos 3 procedimentos em vista destas propriedades.

Particularmente, cria-se uma limitacdao no processo do
Tratamento Geometrico, uma vez que este ndo permite uma descon-
tinuidade pontual de fluxo ou potencial, conforme a apresentada
no no 23/24-do modelo B. A éo]ugEo que se apresenta € a cria-
cdo de um elemento muito curto, de tal forma que os seus nos

extremos simulem a descontinuidade, conforme foi feito no mode-

1o A, por meio do elemento 27-22.

Os procedimentos do elemento ndo conforme e interpola-
¢ao podem representar de forma exata esta singularidade e assim

o fizeram no modelo B.

A analise das tabelas VII.36 e VII.37 indica a maior
eficiencia do elemento interpolado.e do eleménto ndo conforme

sobre o tratamento geometrico.

Ao se impor a simetria da Matriz de Interpolacdo, 0s
resultados de potencial (que se apresentam na tabela VIT.39)
obtidos com o elemento interpolado- se mostram de forma
geral mais proximos da solucdo analitica que os calculados com

0os demais processos.

Aindayana1isando os valores de fluxo, de forma geral,

podemos dizer que o elemento interpolado foi mais eficiente,

com a imposigao da simetria.
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A tabela VII.41 nos Teva a colocar que para o elemento
interpolado, nem sempre a menor distdncia entre o ponto fonte
e o no de canto € a que leva a melhores resultados. A singula-
ridade das condigboes de contorno conforme se pode concluir, o-

briga o ponto fonte a se afastar do ponto de descontinuidade.

A fim de se chegar a melhores resultados, foram elabo-
radas malhas mais refinadas para representar o problema, con-

forme se mostram a seguir.
- Condigbes de Contorno Introduzidas

As condigbes de contorno sao as mesmas apresentadas na

fig. VII.19.

- Modelo C (usado para a solucdao por tratamento geome-

trico).

- Modelo D (usado para a solucgao por elemento nao con-

forme e por tratamento geometrico).



126

29'27 25 '3 21
7 t } T Tt 1T ] i - } + t N D —_——-
41 40 39 38 36 34 32 302826 24 22 2019 I8 I7 18

F

37 35 33 3l
[ T T S T N N |

Ar-
N

Fig¥I.22 — Exemplo VI.2.3 Modelo C

44 38 36 34 32|29 27 25 23 17

e\ _—

43 42 41 4039 37 35 33 28 26 24 22 21 2019 18 D X
31 30 E

F

FigVI.23 — Exemplo VII.2.3 Modelo D



- Resultados da analise

127

i) Tempo de CPU

PROCEDIMENTO TEMPO(s)
ETemento interpolado 3.043
Elemento nao conforme 3.051
Tratamento geometrico 2.673

TAB. VII.42

ii) Resultados para potencial

TAX=.100 TAX=.10 e .05
PONTO SOLUGRO ELEMENTO ELEMENTO | TRATAMENTO
ANALTTICA |INTERPOLADO|NAOCONFORME|GEOMETRICO
1! 25.000 25.346 25.671 25.537
2" 50.000 49.873 50.001 49.870
3! 75.000 74.517 74.332 74.320
A 50.000 50.000 50.000 50.000
B 12.500 12.144 11.617 11.938
C 35.500 35.990 36.008 36.094
TAB. VII.43
iii) Resultados para fluxo
PONTO SOLUCAO ELEMENTO ELEMENTO | TRATAMENTO
ANALTTICA |INTERPOLADO|NAOCONFORME|GEOMETRICO
D -2.084 -1.704 ~1.907 -1.624
E -6.284 -5.855 -5.878 -4.682
F - -226.134 -180.431 -37.709
*
TAB. VII.44

* Solucao Analitica: Ponto D + -2.295, Ponto E » -5.161, Ponto F » -




- Resultados da analise, impondo-se simetrizacio da matriz de po-
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tencial
i) Tempo de CPU
PROCEDIMENTO TEMPO(s)
Elemento interpolado 3.049
Elemento nao Cogforme 3.055
Tratamento geometrico 2.674
TAB. VII.45
ii) Resultados para potencial
TAX=.25
PONTO SOLUGAOD ELEMENTO ELEMENTO TRATAMENTO
ANALTTICA INTERPOLADO|{NAOCONFORME| GEOMETRICO
1! 25.0 25.592 25.788 18.198
2! 50.0 49,851 50.073 471.819
3! 75.0 74.223 74.323 64.925
A 50.0 50.031 50.022 -15.919
B 12.5 11.958 "10.921 3.834
C 35.5 35.904 35.676 15.762
TAB. VII.46
iii) Resultados para fluxo
SOLUCAOQ ELEMENTO ELEMENTO TRATAMENTO
PONTO ANALTTICA |INTERPOLADO|NKOCONFORME|GEOMETRICO
D -2.084 - 2.907 ~ 1.106 -.419
E -6.2843 - 6.238 - 6.131 -2.175°
F - - 199.047 -184.032 {-25.878
TAB. VII.47
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A tabela VII.43 indica maior efici@ncia do elemento
nao conforme para calculo de potencial no Ponto 2'. Obser-
va-se porem que os demais processos levaram também a bons resul
tados para estes pontos, especialmente o elemento interpolado

(cujo maior erro relativo médio apresentado foi de 1.6%).

Os resultados de potencial para pontos de contorno se
apresentaram igualmente satisfatorios para os treés processos,
com maior eficiéncia do elemento interpolado no no de canto

(ponto B).

0s valores de fluxo calculados nos pontos D, E e F per
mitem concluir que a malha de elementos de contorno esta ainda
pouco refinada, especialmente na regiao situada entre os pontos
D e F, embora apresentem melhor resultado no ponto de desconti-
nuidade geometrica (ponto D) pelo calculo por elemento ndo con-

forme.

A simetrizacdo da Matriz de potencial (cujos resulta-
dos estdo. resumidos nas tabelas VII.46 e VII.47) inviabilizou

o Tratamento Geom&trico.

Por estas mesmas tabelas, podemos observar que a sime-
trizagao levou a resultados semelhantes aos anteriores (das ta-
belas VII.43 e VII.44) pelo calculo por elemento interpolado

e elemento nado conforme.
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VIL.3 - COMPARACKO DOS RESULTADOS DOS METODQS DA COLOCACKO _ COM
AQUELES OBTIDOS COM 0 METODO DE GALERKIN

Considerando as observacdes feitas nos Ttens VII.T e
VII.2, pode-se assumir que, de uma forma geral, com ou sem im-
posigdo de simetria da Matriz de Potencial, o processo utilizan
do o elemento interpolado se mostrou mais eficiente, para 0s .

exemplos estudados.

Conforme fora colocado no Ttem IV.2.2, o Metodo de Ga-
lerkin habituaimente Teva a resultados melhores que os de colo-
cacao, embora exija maior tempo de CPU e, portanto, maior custo

computacional.

Neste Ttem, procurar-se-a comparar a precisio e ©
tempo de execugdo do Método da Colocacdo utilizando o elemento

interpolado com o Metodo de Galerkin. Primeiramente serdo ana-

lisados exemplos sem imposicdo da simetria na Matriz de Poten-

cial, a qual serd considerada a posteriori.

VII.3.1 - Analise dos exemplos propostos sem imposicdo de sime-

tria na Matriz de Potencial

Apresentam-se a seguir tabelados os resultados calcula
dos pelo processo do elemento interpolado em analogia aqueles
obtidos pelo MEtodo de Galerkin, associados a uma analise de
erros relativos g solucdo analTtica dos exemplos apresentados

nos jtens VII.T1T e VII.2.

Como, no m8todo de Galerkin, adota-se a solugdo do no



131

duplo para problemas de descontinuidades f7sicas e geom€&tricas,
os modelos utilizados para este método s¥o os mesmos que os uti

lizados anteriormente para a solugdo por elemento interpolado.
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- Exemplo VII.1.T - Modelo B

TEMPO DE CPU 408 seg 480 seg

PONTO Aﬁﬁt%ﬁ‘&\ “ELEMENTO INTERPOLADO _|METODO DE GALERKIN POTENCIAL/

SOLUCAO |ERRO (%) | SOLUCKO | ERRO (%) | FLUXO
1 250.000 | 251.375 .55 251.389 | .56 Potencial
2 50.000 50.009 .00 49.996 | .07 Potencial
3 150.000 | 150.00] .00 150.001 | .00 Potencial
4 250.000 | 251.375 .55 251.389 | .56 Potencial
5 50.000 50.009 .00 49.996 | .07 Potencial
A .000 .000 .00 .000 | .00 Fluxo
B -150.000 |-150.000 .00 -150.070 | .05 Fluxo
C .000 .000 .00 .000 | .00 Fluxo
D 150.000 | 150.000 .00 150.070 | .05 Fluxo
TAB. VII.48
- Exemplo VII.1.2 - Modelo B
TEMPO DE CPU 556 seg 705 seg
PONTO Aﬁ?\t%%&\ ESLgrleEUNTo INTERPOLADOD METODO DE GALERKIN POTENCIAL
il CAO | ERRO (%) | SOLUCAD [ERRO (%) FLUXO
1 1.094 1.088 .55 1.086 .73 Potencial
2" 1.199 1.188 .92 1.182 1.42 Potencial
3 1.300 1.284 1.23 1.274 2.00 Potencial
A L1517 .132 12.00 .128 15.62 Fluxo
B .758 811 6.99 761 .40 Fluxo
C -.4095 | -.352 14.04 -.325 20.63 Fluxo
D -.4351 | -.378 13.12 -.356 18.18 Fluxo
TAB. VII.49
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- Exemplo VII.1.2 - Modelo D

TEMPO DE CPU 1.476 seg 2.045 seg

SONT SOLUCAO | ELEMENTO INTERPOLADO |METODO DE GALERKIN POTENCIAL

O | ANALTTICATSOLUCAO | ERRO (%) [SOLUCAQ | ERRQ (%)] FLUXO
1! 1.024 1.023 .10 1.023 .10 Potencial
2" 1.094 1.092 .18 1.092 .18 Potencial
3! 1.199 1.197 17 1.195 .33 Potencial
4" 1.300 1.296 .31 1.293 .54 Potencial
5" 1.295 1.291 .31 1.288 .23 Potencial
A .0438 .0400 | 8.68 .0440 .45 Fluxo
B .2510 .2540 | 1.19 .2510 .00 Fluxo
C -.2261 -.2190 | 3.14 -.2160 4.47 Fluxo
D -.3236 -.3130 | 3.28 -.3090 4.51 Fluxo
TAB. VII.50
- Exemplo VII.2.1 - Modelo B
TEMPO DE CPU 671 seg 840 seg
PONTO | . SOLUCKO [ELEMENTO INTERPOLADO | METODO DE GALERKIN | POTENCIAL
ANALTICA |SoLUCEQ ERRO (%)| SOLUCARO | ERRO (%)] FLUXO
A 150.000 | 150.000 .00 149.997 .00 Potencial
B 150.000 | 150.000 .00 149.979 .01 Potencial
C 225.000 | 225.000 .00 224,989 .01 Potencial
1! 75.000 | 75.000 .00 74.989 .02 Potencial
2' 75.000 75.000 .00 74.990 .01 Potencial
3! 75.000 75.000 .00 74.989 .02 Potencial
D 75.000 | 75.000 .00 75.011 .02 Fluxo
E 75.000 | 75.000 .00 75.011 .02 Fluxo
F -75.000 | -75.000 .00 -75.010 .02 Fluxo
G -75.000 | -75.000 .00 -75.010 .02 Fluxo
TAB. VII.51




- Exemplo VII.2.2 - Modelo B
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TEMPO DE CPU 674 seg . 839 seg
S I o o PR e ey T
1 1.320 1.369 3.71 1.370 3.79 Potencial
2! 1,741 1.238 8.50 1.242 8.85 Potencial
3! 1.053 1.187 12.16 1.186 12.63 Potencial
H 1.147 1.146 .44 1.143 .18 Potencial
I .503 .493 1.99 . 466 .36 Fluxo
J -.321 -.296 7.79 -.282 12.15 Fluxo
F -.394 -.369 6.35 -.361 .38 Fluxo
TAB. VII.52
- Exemplo VII.2.2 - Modelo D
TEMPO DE CPU 1.282 seg 1.625 seg
pPONTO | . SOLUCAO | ELEMENTO INTERPOLADO | METODO DE GALERKIN _ |POTENCIAL/
ANALTTICA[SQLUCAO | ERRO (%) | SOLUCAO | ERRO (%) | FLUXO
1 1.320 1.352 2.42 1.352 2.42 |Potencial
2" 1.141 1.200 5.18 1.201 5.26 |Potencial
3! 1.053 1.131 7.41 1.133 7.60 Potencial
D 1.100 1.107 .09 1.107 .09 |Potencial
A .2510 . 2560 1.95 . 2470 1.60  {Fluxo
B -.2261 | -.2180 3.58 -.2150 4.91 |Fluxo
C -.3236 | -.3150 2.66 -.3100 4.20 |Fluxo
] ] TAB. VII.53
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- Exemplo VII.2.3 - Modelo B
TEMPO DE CPU 1.188 seg 1.551 seg
PONTO | SOLUCKQ | ELEMENTO INTERPOLADO | METODO DE GALERKIN POTENCIAL/|
ANALTTICA | SOLUGAO [ERRO (%) | SOLUCKO [ERRD (%) | FLUXO

1 25,000 25.167 .68 25,552 2.21 [Potencial

2! 50.000 49.871 .26 49.871 .26  [Potencial

3! 75.000 74.693 41 74.308 .93 [Potencial

A 50.000 50.000 .00 50.000 .00 [Potencial

B 12.500 12.215 2.28 12.420 .64 [Potencial

C 35.500 35.895 1.12 35.360 .39 [Potencial

D -4.427 -3.837 | 13,27 -4.007 9.36 |Fluxo

E -11.052 | -11.237 1.67 -10.602 4.07  |Fluxo

F - -144.696 - -79.717 - Fluxo

TAB. VII.54
- Exemplo VII.2.3 - Modelo D
TEMPO DE CPU 3.043 seg 4.090 seg
“PONTO | SOLUCAO | ELEMENTO INTERPOLADO | METODO DE GALERKIN POTENCIAL
ANALTTICA | soLucKko |ERRO (%) | soLugKo [ERRO (%) FLUXO

1 25.000 25.346 1.34 25.549 2.20 Potencial
2! 50.000 49,873 .25 49,873 .25 Potencial
3! 75.000 74.517 .64 74.314 91 Potencial
A 50.000 50.000 .00 50.000 .00 Potencial
B 12.500 12.144 2.85 12.330 1.36 Potencial
C 35.500 35.990 1.38 35.361 .39 Potencial
D -2.084 -1.704 | 18.23 -1.743 | 16.36 Fluxo
E -5.793 ~5.855 1.07 -4.684 | 19.14 Fluxo
F - . 226.134 - -79.708 - Fluxo

TAB.

VIT.55
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A andlise das tabelas VII.48 a VII.55 permite concluir
que de uma forma geral, o método da colocacdo utilizando o ele-
mento interpolado leva a resultados tdo precisos quanto o meto-

do de Galerkin.

Como o segundo exige em m@dia 20 a 30 por cento a mais
de tempo de processamento que o primeiro pode-se concluir que,

com base nos exemplos propostos e ndo se impondo d simetria da

matriz de potencial, o processo do elemento interpolado se mos-

tra mais eficiente que o Metodo de Galerkin.

VII.3.2 - Analise dos exemplos propostos com imposicao de sime-

tria na matriz de potencial

Assim como procedido para a comparacdo dos processos
do Metodo da Colocagdo, foram analisados os exemplos do Ttem
VII.2 com o Método de Galerkin, impondo-se a simetria da matriz
de potencial total, nos moldes daquilo que se preconiza no Ttem

V.3.

0s resultados desta andlise estdo resumidos nas tabe-

las VII.56 apresentada a segquir.
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Ao se compararem os resultados das tabelas VII.56 (a,
b, ¢, d, e) com aqueles das tabelas VII.51, VII.52, VII.53,
VIT.54, VII.55, respectivamente, correspondentes & resolugado pe
To Método de Galerkin, observa-se que o erro causado pela sime-

trizagdo da Matriz de Potencial formada por este metodo e prati

camente nulo em todos os exemplos.

Este fato ndo ocorreu com o processo do Elemento Inter
polado, conforme pode ser observado no item VII.2, embora os er
ros oriundos da.simetrizacado para este processo tenham sido em

geral baixos.

A analise que ora se faz necessaria portanto, & a com-
paracdo dos resultados obtidos por meio do Método de Galerkin,
com aqueles calculados para o mesmo problema com malhas mais
refinadas, pelo processo do Elemento Interpolado. Este Ultimo
processo so pode ser considerado mais eficiente se, com um me-
nor tempo de CPU, malhas mais refinadas levarem a resultados tao

ou mais precisos que os obtidos pelo MEtodo de Galerkin.

Para proceder a esta andlise, sdo comparados os mode-
Tos tipo D resolvidos pelo elemento interpolado com os modelos
tipo B analisados por Galerkin, nos exemplos VII.Z2.1, ViI.z2.z2
e VIT.2.3. Portanto, h& que se compararem as tabelas VII.18 a
VIT.20, VII.31 a VII.33 e VII.45 a VII.47 respéctivamente com
as VII.56(a), VII.56(b) e VII.56(d).

A comparacio entre as tabelas VII.18 a VIT.20 e  VII.
56(a) Teva a concluir que, com a simethizagio, o uso do elemen-
to interpolado exigiu mais tempo de CPU e nao chegou a obter

resultados t&o precisos quanto aqueles calculados com malha



menos refinada pelo m&todo de Galerkin.

0 mesmo nao ocorreu com a comparacao das tabelas VII.

31 a VII.33 com VII.56(b). Neste caso, os resultados se mos-
traram mais precisos para o elemento interpolado, no entanto,
o tempo de CPU exigido por este processo foi maior 50% em rela-

cao ao mesmo exigido pelo M8todo de Galerkin.

Comparadas as tabelas VII.45 a VII.47 com a (VII.56(E)
conclui-se que o processo do elemento interpolado para a malha
mais refinada levou a resultados tdao eficazes quanto os obti-
dos com o MEtodo de Galerkin, porém exigindo praticamente 2 ve-

zes o tempo de CPU gasto por este ultimo.

0 que se pode afirmar de forma conclusiva e que sem
duvida, ao se impor a simetria da Matriz de Potencial, o Metodo
de Galerkin se torna mais eficaz que os metodos de colocacdao o-

ra estudados, considerando os exemplos propostos.
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CAPTTULO YIII

CONCLUSOES

Neste trabalho, analisou-se o desempenho de 4 tecnicas
diferentes para se proceder a juncdo do MEC com o MEF em proble-

mas governados pela Equacao de Laplace.

Inicialmente, estudaram-se 3 tecnicas diferentes para
resolver  problemas nos quais se tém descontinuidades de fluxo,
usando o Metodo da Colocacdo. As tecnicas analisadas estdo des-

critas no Capitulo IV e estdo referidas como:

Tecnica do Elemento Ndo Conforme
Tecnica do Elemento Interpolado

Tecnica do Tratamento Geom8trico

Varias analises foram feitas no Capitulo VII e se pode
dizer que, dentro do contexto envolvendo apenas elementos de con
torno, os resultados foram equivalentes. Neste caso, devido a
maior facilidade de se estabelecerem algoritmos numericos, espe-
cialmente no que tange a teécnica de subregibes, o uso da tecnica

do elemento interpolado se mostra mais vantajoso.

A eficiBncia das tr&s teécnicas foi tambem estudada em
analises envolvendo malhas compostas por elementos finitos e por

elementos de contorno.

Observa-se que, em ndo se forgando a simetria da Matriz



141

de potencial, novamente a pfecisgo dos resu]tados obtidos nas
tp?s foi semelhante. Cumphe sa]fentaf, no entanto, que quando
se usa o0 elemento ndo conforme, na regfﬁo de interface com ele-
mentos finitos, ha que se proceder a uma analise cuidadosa do
desTocamento do no funcional da extremidade do elemento, pois a-
fastamentos grandes criam incompatibilidades entre valores de
elementos finitos e de contorno. Por outro lado, afastamentos pe
quenos levam a linhas semelhantes na matriz G, causando proble-

mas de mal condicionamento.

Portanto, a técnica do elemento interpolado permite
uma flexibilidade maior no sentido de se fixar o afastamento do
no funcional, pois, embora haja tambem o perigo do mal condicio-
namento da matriz G, afastamentos maiores ndo impdem restricao

alguma a Jjuncdo com os elementos finitos.

Inclusive, analises comparativas do elemento interpola
do mostraram que pode-se, em malhas medianamente refinadas, sem
imposicao de simetria da Matriz de Potencial, adotar um afasta-
mento do no funcional de 25% do comprimento do elemento, sem cau

sar grandes imprecisdes.

Cabe ressaltar ainda que a técnica do Tratamento Geome-
trico implicou em resultados cuja precisdo foi ligeiramente infe
rior 3@ das outras duas, ndo sendo possivel portanto com os exem-
plos analisados descartar a principio nenhum dos tr&s procedi-

mentos baseados no MEtodo da Colocagdo.

Impondo-se a simetria da Matriz de Potencial, pode-se
dizer que os resultados obtidos com a tecnica do tratamento geo-

meétrico inviabilizaram a suya utilizacdo.
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Por outro lado, a imposigdo da simetria gerou resulta-
dos, em alguns casos, equivalentes em termos de precisdo para o
elemento interpolado e o nao conforme. Em outros, porem, aque-

le se mostrou mais eficiente que este.

Finalmente, a tecnica do elemento interpolado foi com-
parada com o Metodo de Galerkin. Esta analise mostrou que si-

metrizar a Matriz de Potencial obtida com o metodo de Galerkin

Teva a resultados praticamente iguais aos obtidos sem simetri-

zacao.

Alem disso, a comparagdo nos permite concluir que, se
nao for imposta a condigdo de simetria da Matriz de Potencial,
o Metodo da Colocacdo com o uso do elemento interpolado leva a
resultados tao satisfatorios quanto os obtidos com o Método de
Galerkin, exigindo cerca de 25% menos tempo de processamento,
para a montagem das matrizes H e G o que torna o primeéiro

mais eficiente que o segundo.

Ao se impor a simetrizagao, no entanto, o Metodo de

Galerkin se apresenta mais eficiente que os Metodos de Coloca-
cao, no que diz respeito a eficacia de resultados, uma vez que
com malhas menos refinadas Jeva a menores erros em relagdao a so

Tugdo analitica.

No que tange d an3alise de maior economia em termos de
tempo de CPU, ha que se observar a sua dependéncia do desenvol-
vimento de "solvers" apropriados d matriz simétrica parcialmen-
te em banda formada no M&todo de Galerkin, o que ndo foi objeto

deste trabalho.
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Desta forma, pode-se efetiyamente comparar se a maijor
economia de custo computacional estd associada ao Metodo de Ga-
lerkin com simetrizagdo ou ao MEtodo da Colocaclo sem simetri-

zagao.

Torna-se importante salientar no entanto, que a sime-
trizacao proposta tem caracteristicas meramente matematicas,
nada possuindo em comum com o problema fisico que se apresen-

ta.
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APENDICE 1

MONTAGEM DAS MATRIZES H E G NO METODO DO

ELEMENTO INTERPQOLADO - EXEMPLO

Suponhamos a malha hipotética e didatica apresentada na

figura (I.1).
- P1 representa o no 2 deslocado.
P2 representa o no 3 deslocado.

- nds 2 e 3 coincidentes, refletindo descontinuidade geométrica

e fisica (a, # q3) -

® @
(3]
4]
l@
[ ©)
@ ®
Fig. I. | — Exemplo de Aplicacdo do

Método do Elemento
Interpolado



De acordo com o Ttem IV.2.1.2, temos
T 1 . f _o 1 i 1T f
Upp = 0 Up * 0y Uy 9p1 = 07 97 * & a4y
I.1
_ a2 2 f _ a2 2 f
Upg = 07 Uy *+ 05 Up Gpp = 07 95 * 05 9
'l [ - o
onde b], ¢2 + valores das funcoes de interpolacao ¢1 e ¢2 re-
lativas ao elemento 1, no ponto Py -
2 2 Eag - - —
97> ¢, > valores das funcbes de interpolacdo ¢, e ¢, re-
lTativas ao elemento 2 no ponto P
u; + potencial no inicio do elemento k.
uE + potencial no final do elemento k.
A Tinha da eq. Hu =G g correspondente ao ponto P]
e dada por:
f f fy. o f
Corupr*(H p1 1“1+Hp1 1Up1) * (H] pl 2“2+Hp1 2up) + (H] 01,3 3+Hp1 3uz)
i f _ i f f f
+ (R, 4“4+Hp1 aug) = (6 ol ot 61,1910 * (Gp1 2q2+Gp1,2q2) ¥
f f f
+ (Gp1 3q3+Gp1 305) + (6 p1 o5t 651,4%) (I.2)

onde: H.p]’1 = termo de
to fonte

f _
Hp] 1 = termo de

fonte em

145

H no inTcio do elemento 1, com o pon-

em pl.

H no final do elemento 1, com o ponto

pl.
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u, = potencial no inTcio do elemento 1.

Introduzindo a exp. (I.1) em (I.2), ficamos com:

14,1 f T T Y B S B
Cpp(0quy + duy) + (Hpy quq + Hoq q(0quq + 05u3))

Foufy

tHo, 44!

+ (H i u +H f uf)+(H i u1+Hf

01,2927 H 07 pUp)H(Hoq qug+H o o ug)+(H)

p1 g4 4

o Foof
= (G, 1q1+Gp1 1(41a7+8507)) +(Gp1 2q2+Gp1,2q2) ¥

foofy
p1,393

i ]
(G + Gp]’4q4,.

t G 1,494

i
t (657,393

Rearranjando os termos da equacdao e considerando:

“; ) “Z = U ' q} - qZ_= 91
up = U3 = Uy ap = 93 = 9
“g - “1 = Ug 43 = ql - 95
”? =Y : qﬁ Y.
u; = Y3 y qg R
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Temos:

1, f f 1 f 1
(Cp1¢]+Hp, +H 1¢1+H 4)u + (Cp]¢2+Hp],1¢2)u2 +

i i
+ Hp1 o U +(Hp] ot p1,3)u + (H ] 3+Hp1 4)u
i f T f £y i
= (Gpq, q+Gyq 109%657 glay + (G q0p)ap + Eoq Ha3 *
f
+ (87, 0% Gpp,5)ay * (Gp1 3+6,7,4) U (1.4)

A exp. (I.4) pode ser facilmente traduzida em termos

matriciais.
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APENDICE Il

CORRECAO DA MATRIZ H DEVIDO A DESCONTINUIDADE GEOMETRICA E DE

FLUX0, USANDO O TRATAMENTO GEOMETRICO - EXEMPLO

Tomemos a malha simpies da fig. II.T.

)
M
Fig.II.| — Exemplo de Aplicagdo do
Metodo do Tratamento

Geometrico

Matricialmente, a equacgao E u==ap € expressa da se-
guinte forma (sem consideracdo de tratamento de canto):
H§4+H11 H§1 g H o H§3+H14 up| (6747607 6] 48], 6fpalg 6Tgral, oy
Hy gty H 4ty 1 Hfz+H23 t +H24 Up|_ G24*6;1 B)1#60 GppGas Gasting | |d,
3ty H§1+“32 Hy il H§3 H34 ug| |634#63; 6163, 65,461, 615%634 |93
Hag#tay Hayrtiy Wi #Hag HigHiy ug| |ChqtGa Gartiy, Ghpteis Ghtiy] |y

(11.1)
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Suponhamos que o valor do fluxo no nd 2, na direcdo per

pendicular ao membro 2 seja prescrito e igual a qul.

De acordo com o Ttem IV.2.1.3, o valor de qéj) e dado
por:
(25-24)
af1) = qf?) - oy, - ug + —2—1" u, K
%2 2 Yo 2
(11.2)

0 lado direito da equacdo, com respeito ao no 2 passa

a ser escrito da forma:

- Tinha 1:
L,-2) .
£ (2) ;1 R (25-21) i (2)
2 1 2 71
(11.3)
- linha 2:
, Ro-924) .
f (2) _ (1 L (Lp-2q) i (2)
GZ] *{q2 { \ Ug Ug + ———— u2}K} + 622 95
2 2 Lo %9

- linha 3 e Tinha 4 > de forma andloga.

Adotando o valor de qul para o lado direito e fazendo
as devidas corregbes na matriz H, passamos a ter a exp. (I1.7)

escrita da seguinte forma:



Q,
T #H (=171 K] 4 ]2+(
2
%y 2
)
o £ 2781
HpyHp1=1/21 H21+H22*(£ ;
2 %1
3 Lo=9
FoF £ 2741
H34+H3] 1/21 H 1+H32 (———
j 252
£ £ 2741
HygHgy=1/27 H41+H42+(2 ;

2 71

,) Hf2+H]3+1/x2 Ty

1y ni
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1 13714

f
—_ 22+H23+1/22 H 3+H24

£
Hyp+H 3334

32 33+1/5LZ H

.F

41
) H +1/22 H43+H44

42" 43

Matriz g

Anterior

(Exp. IL.1)




APENDICE 111

MATRIZES DE INTERPOLAGKO (M)

Para o caso de problemas de potencial, a matriz de in-

terpolacao (M) para cada elemento & dada por:

i) Para Elementos Constantes

M= |L|s L = comprimento do elemento.

ii) Para Elementos Lineares

2 1
M=_L_
- 6 1 2
iii) Para Elementos Quadraticos
2 -1/2 1
m=-t 12 2 ]
™ ]5
1 1 8




ANEX0 1Y

IMPLEMENTAGAO DA PRESCRICAO DE POTENCIAL - EXEMPLO

0 critério utilizado para a prescricdo de U, permitin-
do o calculo direto de P na direcdo prescrita pode ser exempli-

ficado como se mostra abaixo:

- Passo 1T (na Subrotina CONCT)

1 %12 3] |4 P
8,7 85 g Eé = ?2+A2 (VI.T1)
a31 %32 33| |Y3 P

’ \an o Az (U P T 2p Yy
\a21 b apz| |8y = | Pyt A, Uy (VI.2)
231 ¢ 233 ug | Py - 23y Up

A incdgnita passa a ser A

2



- Passo 2 (na Subrotina MODIF)

os vetores u e p da forma:
o Ea) :

1<

ApBs a resolugdo do sistema de equacdes, basta

U1 CALCULADO

Uy

Us CALCULADO

o

formar

(VI.3)
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APENDICE Y

CALCULO DA MATRIZ DE INTERPOLACAO M PARA O ELEMENTO NAO CONFORME

A matriz M apresentada no apéndice III para o caso da
funcao de interpolacao linear ndo e valida para o elemento nao
conforme, uma vez que para este ha que se modificar a funcdao de
interpolagao (conforme se observa no Ttem IV.2.1.1).

A expressao (V.1) nos possibilita calcular esta matriz.

~ e

M=J{ cbwT dr (v.1)

ry

onde: . ¢ = matriz de interpolacdo associado ao potencial.
. ¢y = funcao de interpolacdo associado ao fluxo.
€=
No caso do elemento nao conforme implementado, as

duas funcoes de interpolacao $do0 iguais e lineares, e dependem
basicamente da posigcdo do afastamento do no funcional: se da ex-

tremidade esquerda ou direita do elemento.

Serao considerados a seguir os 2 casos.

V.1 - NO FUNCIONAL AFASTAD@ DA EXTREMIDADE ESQUERDA DO ELEMENTO

De acordo com o Ttem IV.2,1.1, as fungdbes de interpola-

cdo para este caso sao dadas por:
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b= L
9, (n)

% (1-n)
2 (2-a)

onde: . 97(n) =
(v.2)

. ¢ (n) - JL(,]+n)ﬂ—2a
2+ 2(2-a)

-a = distancia do no funcional a extremidade esquerda.

Com o uso das expressoes (V.2), podemos calcular os ter

mos da matriz M, conforme se observa a seguir:

11 M2
M = (v.3)
Moy Mgs
1
My - [ 91(n) ¢5(n) 19| dn (v.4)
T
2
. % g 2
DMy, = { . L V.5
11 2 (8-a)° 3 (V-5

onde & = comprimento do elemento

(—— - 291 (v.6)
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2
. 2 % 2 2a Z2a
.M, = { ( - + )} (v.7)
22 (-a)2 3 g 52

N

V.2 - NO FUNCIONAL AFASTADO DA EXTREMIDADE DIREITA DO ELEMENTO

As fungbdes de interpolacao para este caso sao ! dadas
por:
¢] (n)
o = { } (v.8)
¢2(ﬂ)

n

onde: ¢1(n) ¢2(n) da expressdo V.2

¢2(n) = ¢](n) da expressao V.2
(neste caso a e a dist@ncia do ndo funcional a extremida-
de direita).

Desse modo, os termos da matriz M sao obtidos a partir

dos calculados no caso anterior, conforme se observa a seguir:

- M =M

11 (expressao V.7) (V.9)

22

(M12=M2]l = (M]2=M211 (expressdo V.6) (V.10)

s Moo = My (expressdo V.5) (V.11)
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