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RESUMO 

O p r e s e n t e  t r a b a l h o  p r o c u r a  d e s e n v o l v e r  uma m e t o d o l o -  
g i a  c o m p u t a c i o n a l  p a r a  a  r e s o l u c a o  d e  e s t r u t u r a s  q u e  e n v o l v a m  
m a l h a s  c o m p o s t a s  p o r  e l e m e n t o s  f i  n i  t o s  e j o u  e 1  e rnen tos  d e  c o n t o r  - 
no em p r o b l e m a s  d e  p o t e n c i a l .  

A p r e s e n t a m - s e  e s t u d o s  c o m p a r a t i v o s  s o b r e  o s  p r i n c i p a i s  
m e t o d o s  d e s e n v o l v i d o s  p a r a  t r a t a m e n t o  d e  d e s c o n t i n u i d a d e s  f i s i -  
c a s  e  g e o m G t r i c a s  i n e r e n t e s  a  m a l h a s  d e  e l e m e n t o s  d e  c o n t o r n o .  

A s e g u i r ,  c o l o c a m - s e  d o i s  e n f o q u e s  p a r a  a  f o r m a c a o  da  
m a t r i z  g l o b a l :  u m  a p a r t i r  d a  m a t r i z  o b t i d a  com o  ~ e t o d o s  d o s  
E l e m e n t o s  F i n i t o s  e  o u t r o  a  p a r t i r  d a q u e l a  o r i u n d a  d o  Metodo  dos 
E1 e m e n t o s  d e  C o n t o r n o .  

SSo  e n t a o  a n a l i s a d o s  a l g u n s  a s p e c t o s  a s s o c i a d o s  a S i m e  - 
t r i z a s s o  d a  m a t r i z  g l o b a l ,  bem como 8 r e s o l u c a o  d o  s i s t e m a  d e  
e q u a c o e s  f o r m a d o .  

P o r  f i m ,  e x e m p l o s  c o m p a r a t i v o s  s a o  e l a b o r a d o s  no s e n t i  
do  d e  s e  v e r i f i c a r  a  e f i c i e n c i a  d o s  p r o c e d i m e n t o s  m o s t r a d o s  a t e  
e n t a o .  
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ABSTRACT i 

The p r e s e n t  work i s  concerned  w i t h  t h e  development  of 
computa t iona l  p r o c e d u r e s  f o r  numer ica l  a n a l y s i s  i n  which i  t i s  
advan tageous  us ing  Boundary Elements  and F i n i t e  Elements  f o r  
s o l v i n g  p o t e n t i a l  problems.  

The main p r o c e d u r e s  employed s o  f a r  t o  d e a l  w i t h  ph i -  
s i c a l  and g e o m e t r i c a l  d e s c o n t i n u i t i e s  i n  Boundary Element  ana- 
l y s i s  a r e  s t u d i e d .  

Two approaches  a r e  s t u d i e d  t o  form t h e  comple te  g l o b a l  
m a t r i x  combining t h e  FEM and B E M :  one o b t a i n n i n g  an e q u i v a l e n t  
m a t r i x  from t h e  Boundary Element m a t r i c e s  and a n o t h e r  by t h e  
c o n d e n s a t i o n  of t h e  F i n i t e  Element M a t r i x  on  t h e  boundary nodes. 

I t  i s  a l c o  p r e s e n t e d  a  d i s c u s s i o n  conce rn ing  some 
a s p e c t s  of Symmet r i za t ion  of t h e  Global  M a t r i x  o b t a i n e d  wi t h  
t h e  BEM and t h e  r e s o l u t i o n  of t h e  f i n a l  sys tem of e q u a t i o n s .  

F i n a l l y ,  compara t ive  examples a r e  p r e s e n t e d  aimming 
t o  check t h e  e f i c i e n c y  of t h e  p r o c e d u r e s  d i s c u s s e d .  
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r Q T R O D U @ A O  

r . l  - DESCRICISO HISTDRICO-BIBLIOGRAFICA 

H; m u i t o  s e  vem d e s e n v o l v e n d o  a  i d e i a  de  s e  combinarem 

os  2 p r i n c i p a i s  metodos  numGricos :  o  metodo dos  e l e m e n t o s  d e  

c o n t o r n o  e dos  e l e m e n t o s  f i n i  t o s .  

S a b e - s e  bem d a s  f a c i l i d a d e s  e  l i m i t a c o e s  que  c a d a  um 

o f e r e c e  e ,  p o r t a n t o ,  t o r n a - s e  n e c e s s a r i o  que  s e  p o s s i b i l i t e  f a -  

z e r  com que  o s  d o i s  metodos  s e  de senvo lvam a mesma p r o p o r c a o .  

E s t e  t r a b a l h o  s e  d e s t i n a  e x a t a m e n t e  a  a p r e s e n t a r  o s  

p rob l emas  e  a s  v a n t a g e n s  de  u m  " s o f t w a r e "  q u e  combine o  M E C  e  o  

MEF, a lem d e  p r o c u r a r  d e  fo rma  d e f i n i t i v a  r e s o l v e r  a l g u n s  a s p e c  - 

t o s  r e l a t i v o s  a  d e s c o n t i n u i d a d e s  f 7 s i c a s  ou g e o m z t r i c a s .  

Sao  m u i t a s  a s  a p l i c a c o e s  em que  s e  t o r n a  n o t o r i a  a  van - 

tagem da combinacao  que  o r a  s e  a p r e s e n t a ,  e n t r e  a s  q u a i s :  

- No a m b i t o  de p rob l emas  d e  campo ( p o t e n c i a l ) :  

. F l u x o  de  t e m p e r a t u r a  

. P r o t e c a o  CatOdi c a  em E s t r u t u r a s  o f f - s h o r e  

. F l u x o  d e  u m  l 7 q u i d o  s o b r e  uma e s t r u t u r a  

- No a m b i t o  d e  e l a s t o s t a t i c a  

. I n t e r a c a o  s o l o - e s t r u t u r a :  S a b e - s e  que  uma ma lha  d e  

e l e m e n t o s  de  c o n t o r n o  modela  d e  forma m u i t o  s i m p l e s  

o  s o l o ,  como meio i n f i n i t o  ou s e m i - i n f i n i t o .  



Fig. 1.1 - Interacao Solo - Estrutura 
com Malha con jugada  

. A n a l i s e  de  c r a v a b i l i d a d e  de  e s t a c a s ,  u t i l i z a n d o ,  po r  

exemplo a  e q u a c a o  da onda de  S m i t h .  

. So l  i c i  t a c a o  p e r i o d t c a  de  e s t a c a s .  

Com o  i n t u i t o  de  i n t r o d u z i r  a l g u n s  c o n c e i t o s  a c e r c a  da 

combinacao dos  d o i s  m ~ t o d o s ,  B r e b b i a  11 I a p r e s e n t a  a o b t e n c a o  

da m a t r i z  e q u i v a l e n t e  a  do Mztodo d o s  E l emen tos  F i n i t o s  a p a r -  

t i r  d a q u e l a s  o r i u n d a s  do Metodo dos  E l emen tos  de  C o n t o r n o .  Es- 

t e  p r o c e d i m e n t o  f o i  e n t Z o  d e s e n v o l v i d o  p o r  B r e b b i a ,  T e l l e s ,  

Wrobel em 12 1 . 

N e s t e  t r a b a l h o ,  com b a s e  no q u e  s e  c o l o c a  p o r  GEORGIOU 

110(  s e  m o s t r a  t a n t o  o  p r o c e d i m e n t o  a c i m a ,  q u a n t o  a q u e l e  em que 

s e  obtem a  M a t r i z  G loba l  p o r  condensacao  da M a t r i z  c a l  c u l  ada 



p e l o  MEF. 

O Metodo d o s  E l e m e n t o s  F i n i t o s ,  s e n d o  ha m a i s  t e m p o  e s  - 

t u d a d o  e  p o r t a n t o  m a i s  d i f u n d i d o  p o s s u i  j a  uma g r a n d e  gama d e  

p r o c e s s o s  e  t e c n i c a s  p a r a  a  r e s o l u c a o  d o s  p r o b l e m a s  q u e  s e  a -  

p r e s e n t a m  em s u a  impl  e m e n t a c z o .  

P a r a  o  Metodo d o s  E l e m e n t o s  d e  C o n t o r n o ,  e n c o n t r a m - s e  

a i n d a  em p e s q u i s a  s o l u c o e s  p a r a  a l g u m a s  d i f i c u l d a d e s  a  e l e  i n e =  

r e n t e s ,  t a i s  como: 

- p r o b l e m a s  d e  d e s c o n t i n u i d a d e  f r s i c a  e  g e o m e t r i c a  

( " p r o b l e m a s  d e  c a n t o " ) ;  

- f o r m a c a o  d e  uma m a t r i z  n a o  s i m e t r i c a  e  c h e i a ,  o  q u e  

n a o  p e r m i t e  a  u t i l i z a c Z o  d i r e t a  d o s  a l g o r i t m o s  a t e  

e n t a o  d e s e n v o l v i d o s  p a r a  r e s o l u c a o  d e  s i s t e m a s  s i m e -  

t r i c o s  e  em b a n d a ;  

- d i f i c u l d a d e  d e  s e  o b t e r e m  s o l u c o e s  f u n d a m e n t a i s  p a r a  

p r o b l e m a s  d e  m e i o s  c u j a s  p r o p r i e d a d e s  f i s i c a s  v a r i a m  

d e  p o n t o  p a r a  p o n t o  ( m e i o s  n a o  h o m o g e n e o s ) .  

E m  c o n t r a s t e  a  e s t a  U l t i m a  p r o p r i e d a d e ,  o  MEF s e  a p r e -  

s e n t a  com s u c e s s o  p a r a  a  d i s c r e t i z a c a o  d e  m e i o s  n a o  h o m o g e n e o s ,  

uma v e z  q u e  p o d e  a c o m o d a r  c o e f i c i e n t e s  f ? s i c o s  a  v a r i a c o e s  e s p a  - 

c i a i s  p o r  m e i o  d e  a p r o x i m a c o e s  p o l i n o m i a i s ,  com p e q u e n o s  e l e m e n  - 

t o s .  

P o r  o u t r o  l a d o ,  q u a n d o  s e  t r a t a  d e  i m e r s o e s  em m e i o s  

i s o t r o p i c o s  ou i n f i n i t o s  e  s e m i - i n f i n i  t o s ,  o  M E C  m o s t r a  r e s u l t a  - 

d o s  bem m a i s  p r e c i s o s ,  e n v o l v e n d o  menor  numero  d e  e l e m e n t o s ,  e ,  

p o r t a n t o ,  com m e n o r  c u s t o  o p e r a c i o n a l  ( p a r a  modelagem d a  e s t r u -  



t u r a )  e  c o m p u t a c i o n a l  ( p a r a  a  r e s o l u c a o  da  mesma) .  

Q u a n t o  a o  " p r o b l e m a  d e  c a n t o " ,  PATTERSON 181 a p r e s e n t a  

a  i n t r o d u c a o  d e  um e l e m e n t o  n a o  c o n f o r m e  q u e  f a z  a f a s t a r  o  pon-  

t o  f o n t e  do  c a n t o  c r i t i c o ,  p o r  e x t r a p o l a c a o  d e  v a l o r e s  d a  f u n -  

c a o  d e  i n t e r p o l a c a o  no e l e m e n t o .  

P o r  o u t r o  l a d o ,  MUSTOE 161 i n d i c a  p a r a  p r o b l e m a s  d e  

e l a s t i c i d a d e  o  tambem a f a s t a m e n t o  d o  p o n t o  f o n t e ,  d e s t a  v e z ,  

m a n t e n d o  i n t a c t a  a  f u n c X o  d e  i n t e r p o l a c a o .  

F i  n a l m e n t e  RUDOLPHI 17 1 a p l  i c a  um t r a t a m e n t o  g e o m e t r i -  

c o  p a r a  o  p r o b l e m a  n a o  d e s l o c a n d o  o  p o n t o  f o n t e ,  mas v a l e n d o - s e  

d a  p r o p r i a  g e o m e t r i a  d a  d e s c o n t i  n u i d a d e .  

E m  s e  t r a t a n d o  d a s  c a r a c t e r i s t i c a s  d a  m a t r i z  f o r m a d a  

( n a o  s i m e t r i c a  e  c h e i a ) ,  AMORIM 151 e s t u d o u  d u a s  a l t e r n a t i v a s  

p a r a  r e s o l v e r  p r o b l e m a s  da  e l a s t i c i d a d e  com o  m e t o d o  d o s  e l e m e n  - 

t o s  d e  c o n t o r n o  e  d o s  e l e m e n t o s  f i n i  t o s  c o m b i n a d o s .  A c o n c l u -  

s a o  d a q u e l e  t r a b a l h o  e q u e  u t i l i z a n d o - s e  c o l o c a c a o  com p r o c e d i -  

m e n t o  i n d i c a d o  GEORGIOU 1101 p a r a  c o n s i d e r a r  d e s c o n t i n u i d a d e s  

d e  f l u x o ,  b o n s  r e s u l t a d o s  s s o  o b t i d o s  q u a n d o  nXo s e  s i m e t r i z a  

a  m a t r i z  do  M E C .  A s i m e t r i z a c a o  l e v a  a  r e s u l t a d o s  p o b r e s .  O 

m e t o d o  d e  G a l e r k i n  tambzm f o i  t e s t a d o ,  no t r a b a l h o  d e  AMORIM on - 

d e  p o d e - s e  v e r i f i c a r  q u e  p a r a  e s t e  c a s o  s i m e t r i z a r  ou n a o  l e v a  

a o  mesmo r e s u l t a d o .  

1 . 2  - APRESENTACKO D O  ESCOPO D A  TESE 

A f i m  d e  d e s e n v o l v e r  s e n t i m e n t o  na c o m b i n a c a o  d o s  m e t o  

d o s ,  p r o c u r o u - s e  com e s t e  t r a b a l h o ,  r e s o l v e n d o  p r o b l e m a s  d e  cam - 

p o ,  c r i a r  u m  e m b a s a m e n t o  f y s i c o  e ,  m o r m e n t e  c o m p u t a c i o n a l  q u e  



p o s s i b i l i t e  a  imp lemen tacao  d a s  s o l u c o e s  j a  c o n s a g r a d a s  p a r a  e -  

l a s t o s t a t i c a  e  e l a s t o d i n z m i c a  1  i  n e a r e s  ( e ,  e v e n t u a l m e n t e  nao 

l i n e a r e s ) ,  p a r a  2 ou 3 d i m e n s o e s .  

Q s  capitulas 2 e  3 a p r e s e n t a m  r e s p e c t i v a m e n t e  a s  formu 

l a c o e s  do metodo dos e l e m e n t o s  d e  c o n t o r n o  e  e l e m e n t o s  f i n i t o s  

p a r a  a  r e s o l u c a o  d e  p rob l emas  de  Campo. 

No c a p T t u l o  4  e n c o n t r a m - s e  d e s c r i t o s  o s  Metodos  da  Co - 

l o c a c a o  e  d e  G a l e r k i n  p a r a  a  i n t e g r a c z o  no c o n t o r n o  de  e l emen-  

t o s  c o n s t a n t e s  e  l i n e a r e s  (ITEM 4 . 1 ) .  O Ttem 4 . 2  a p r e s e n t a  o s  
* t r a t a m e n t o s  dados  a o s  p rob l emas  d e  c a n t o  j a  i n d i c a d o s  no i t e m  

1  . l :  o s  p r o c e d i m e n t o s  a s s o c i a d o s  ao Metodo da Co locacao  ( e l e -  

mento nao c o n f o r m e ,  e l e m e n t o  i n t e r p o l a d o  e  t r a t a m e n t o  g e o m e t r i -  

c o )  e  ao  Metodo d e  G a l e r k i n .  

O c a p y t u l o  5 e n c e r r a  os  c r i t e r i o s  u t i l i z a d o s  m a t e m a t i -  

c a  e  c o m p u t a c i o n a l m e n t e  p a r a  a  combinacao  dos  me todos .  Encon- 

t r a - s e  tambem u m  e s t u d o  s o b r e  a  resolucEio do s i s t e m a  f o r m a d o ,  

composto  po r  uma m a t r i z  c o n t e n d o  uma p a r t e  s i m e t r i c a  e  em banda 

e  o u t r a  a s s i m g t r i c a  e  c h e i a .  

Os p rog ramas  d e  compu tado r  imp lemen tados  p a r a  a s  a n a l i  - 

s e s  d e s c r i t a s  nos c a p 8 t u l o s  4  e  5 s z o  comentados  no c a p i t u l o  6 .  

F i n a l m e n t e ,  o  c a p s t u l o  7 contem exemplos  c o m p a r a t i v o s  

e  a n a l i s e  de  r e s u l t a d o s  p a r a  o s  d i v e r s o s  p r o c e d i m e n t o s  u t i  1  i z a -  

d o s .  

E m  a n e x o ,  a p r e s e n t a m - s e  a s  r e f e r e n c i a s  b i b l i o g r a f i c a s  

e  a l g u n s  a p e n d i c e s  e l u c i d a t i v o s  s o b r e  a  t e o r i a  u t i l i z a d a  ao  l o n  - 

go do t r a b a l h o .  



O M E T O D O  DOS ELEMENTOS D E  C O N T O R N O  APLICADO 

A PROBLEMAS D E  POTENCIAL 

A e q u a c z o  d e  L a p l a c e  e x t e n d i d a  a p r e s e n t a - s e  como uma 

d a s  que  governam a l g u n s  dos  p rob l emas  d e  campo e  pode s e r  a p r e -  

s e n t a d a  como da fo rma  a b a i x o :  

o u ,  d e  forma mais  g e r a l ,  

a a u a (.hx -) i - a u  (.hy -) + h u  = C (TI . 2 )  
a x a x ay 2~ 

p a r a  dom?nio fi ( v e r  f i g .  1 1 . 1 )  c u j o  c o n t o r n o  pode s e r  d i v i d i d o  

em d u a s  p a r t e s :  

-+ U p r e s c r i t o  ( - cond i coes  de c o n t o r n o  e s s e n c i a i s )  

- . r + q p r e s c r i t o  ( . cond icEes  d e  c o n t o r n o  n a t u r a i s )  
9  

Po r  5implificacao: p o d e - s e  tomar  hx = hy = 1  e  h =  

=c=O, f i c a n d o - s e  p o r t a n t o ,  com a  Equacao d e  L a p l a c e :  



Fig. TI.1 - 'Def in icao  do  -Domino R_ 

e d o s  Contornos ri e rq 

P a r a  a  f o r m u l a c a o  da  e q u a c a o  i n t e g r a l  a s s o c i a d a  5 e x -  

p r e s s a o  ( 1 1 . 3 )  p o d e - s e  u t i l i z a r  do  Metodo d o s  ResTduos  p o n d e r a -  

d o s  ( R e f e r e n c i a s  11 I e  1 2 1 )  a t r a v e s  d a  f u n c z o  p e s o  u*, q u e  n o s  

f o r n e c e :  

o n d e :  q* = 
au* 

ari 

r n t e g r a n d o  p o r  p a r t e s  2  v e z e s  o  t e r m o  d a  e s q u e r d a  e  o-  

p e r a n d o  c o n f o r m e  TndTcado na R e f .  121 ,  c h e g a - s e  a :  



Se supuseri.:los uma f o n t e  c o n c e n t r a d a  em u m  p o n t o  I < '  , 

a  equacao  de  L a p l a c e  m o s t r a d a  acima s e  t o r n a :  

onde :  A ( < ;  x )  a  f u n c z o  D e l t a  de  DIRAC que  assume o s  s e g u i n -  

t e s  v a l o r e s :  

~ ( 3 ; x )  = O  , p a r a  < + x  

A ( < ;  x )  = , p a r a  = x  

Reso lvendo- se  a  e q u a c a o  ( 1 1 . 6 )  p a r a  u m  doml'nio i n f i n i -  

t o ,  ob tem-se  u * ( < ;  x )  que 3 denominada SOLUCAO FUNDAMENTAL. 

Des ta  f o r m a ,  t emos :  

J 2 I 2 
U ( V  u*  + A i ) d n  = u V u *  d a  + u i ,  o  q u e ,  p a r a  s a t i s f a z e r  a  

n n 

equacao  ( 1 1 . 6 )  s e  t o r n a :  

A p l i c a n d o  a  e x p .  ( 1 1 . 7 )  em ( I I . 5 ) ,  f i c a m o s  com: 



O u ,  o b s e r v a n d o  q u e  r = r, + r : 
9  

D e m o n s t r a - s e  q u e ,  p a r a  u m  m e i o  i s o t r 8 p i ' c o ,  a s  s o l u c 6 e s  

f u n d a m e n t a i s  s a o :  

- P a r a  3-D: U *  = 
1  

47rr 
(.TRIDIMENSIONAL) 

- P a r a  2-D: 1  u *  = -L 

1  Rn (-) 
2Ti r 

d 

o n d e  r e a  d i s t a n c i a  d o  p o n t o  campo x a o  ponto f o n t e  ( c ) ,  o n d e  e  

a p l i c a d a  uma f o n t e  c o n c e n t r a d a .  

A e q u a c a o  ( - 1 1 . 8 )  p e r m i t e  o b t e r  a s o l u c a o  u ( r )  p a r a  u m  

p o n t o  c do  d o m T n i o .  

A e x p r e s s a o  q u e  p e r m i t e  c a l c u l a r  u p a r a  p o n t o s  d o  c o n -  

t o r n o  p o d e  s e r  o b t i d a  c o n f o r m e  m o s t r a d o  na R e f .  111 e  e d a d a  

p o r :  

o n d e  c E r .  

A f u n c a o  C ( < )  d e p e n d e n t e  d a  p o s i c a o  d e  5 e ,  c o n s i c i e -  

r a n d o  p o n t o s  p e r t e n c e n t e s  ou n a o  a o  c o n t o r n o ,  p o d e  s e r  d a d a  c o -  

mo s e  m o s t r a  a  s e g u i ' r .  



. P a r a  5 p e r t e n c e n t e  a  u m  c o n t o r n o  s u a v e ,  C ( < )  = 1 / 2 ;  

. P a r a  i n t e r i o r  a o  domTnio ,  C ( 5 )  = 1 ,  o  q u e  r e p r o -  

d u z  a  e q u a c a o  [11.9). ;  

. P a r a  5 e x t e r i o r  a o  domTnio ,  C ( < )  = 0 .  

Com o  o b j e t i v o  d e  p r o c e d e r  Ei a n a l i s e  n u m e r i c a ,  o  c o n -  

t o r n o  e d i v i d i d o  em e l e m e n t o s ,  i n t e r l i g a d o s  p o r  n o s  o n d e  s e  i n -  

t e r p o l a m  o s  v a l o r e s  do  p o t e n c i a l  u e  d o  f l u x o  q .  

De a c o r d o  com a  f u n c a o  d e  i n t e r p o l a c a o  u t i l i z a d a ,  t e -  

mos o s  n o s  f u n c i o n a i s  c o i n c i d e n t e s  ou n a o  com o s  n o s  g e o m e t r i -  

c o s ,  c o n f o r m e  s e  o b s e r v a  p e l a s  f i g u r a s  s e g u i n t e s .  

Nos ~ e o m e t r i c o s  NOS ~ u n c i o n a i s  NOS Funcionais  = Nos ~ e a m d t r i c o s  

( a )  

Elementos Constantes 

( b  1 

Elementos Lineares 

Fig. I1 .2  - Discretizacao d o  Contorno  em 
Elementos  Bi - Di m e n s i o n a i s  

P a s s a m o s  e n t a o  a  e x p r e s s a r  a s  i n t e g r a i s  i n d i c a d a s  na  

e q u a c a o  ( T T . 1 1 )  em f o r m a  d e  s o m a t 5 r i o s  d a  c o n t r i b u i c i i o  d e  c a d a  

e l e m e n t o  d i s c r e t o :  



sendo - m o  nUmero de e l emen tos  nos q u a i s  o  c o n t o r n o  d i s c r e t i z a  - 

do.  

Os v a l o r e s  de  u . ( x )  e  q . ( x )  e  a s  coordenadas  c a r t e s i a -  
J J 

nas  x: no i n t e r i o r  de  u m  e l emen to  - j s a o  aproximados a t r a v e s  de 

k f u n c o e s  de interpelacao N ( x )  da s e g u i n t e  forma:  

E s c r e v e - s e  e n t a o  a  e q .  ( -11.12)  pa ra  C p e r t e n c e n t e  a  

u m  e lemento  - i ,  da s e g u i n t e  forma:  

C o n v h  que s e  o p e r e  uma mudanca de v a r i a v e i s ,  u t i l i z a n  - 

do coordenadas  i n t r 7 n s e c a s  ao e lemento  ao i n v e s  de c a r t e s i a n a s ,  

conforme s e  acha e squemat i zado  a  s e g u i r :  



Fig : iI . 3  - Coordenadas Intrinsecas 

P a r a  i s s o ,  devemos f a z e r  a  t r a n s f o r m a c a o :  

onde  I J I  2 o j a cobTano  da  t r a n s f o r m a c a o ,  ou s e j a :  
i-. 

Des ta  f o r m a ,  a  e x p r e s s a o  C I ' I . 1 4 )  p a s s a  a  s e  a p r e s e n t a r  

da fo rma a b a i x o :  



Com o  i n t u i t o  d e  s e  f o r m a r  um s i s t e m a  d e  e q u a c o e s  l i -  

n e a r e s ,  a p l i c a - s e  o  Me todo  d o s  r e s y d u o s  p o n d e r a d o s ,  u t i l i z a n d o  

R a  f u n c a o  d e  p o n d e r a c a o  W ( r ) ,  o b t e n d o - s e :  



O M E T O D O  DOS ELEMENTOS FINITOS APLICADO A PROBLEMAS D E  POTENCIAL 

A e x p r e s s a 0  ( 1 1 . 2 )  pode s e r  e s c r i t a  u t i l i z a n d o  r e s y -  

duos  p o n d e r a d o s  e a d o t a n d o  a s  s i m p 1 i f i c a c F e s  a  e l a  i m p o s t a s  em 

( 1 1 . 3 )  conforme s e  a p r e s e n t a  8 R e f .  131,  da fo rma a b a i x o :  

Se  a d o t a r m o s  uma d i s c r e t i z a c a o  do dom7nio em e l e m e n t o s  

t r i a n g u l a r e s  como m o s t r a  a  f i g u r a  111 .1  de  t a l  fo rma q u e  p o s s a  - 

mos e x p r e s s a r  o  p o t e n c i a l  p e l a  e x p r e s s a o :  

u = a t a 2 X  + a3y 1  

( 1 1 1 . 2 )  

[ e l e m e n t o  t r i a n g u l a r  

s i m p l e s )  

Fig.IU. I - Elementos Triangulares 
Simples 



a u a u e n c o n t r a m o s :  - - - a 2 ;  - -  a ( 6 ~ )  = 6 > a 2  y - a 3 $  - 
a x ay ax 

Passamos a s s i m  a  t e r ,  em forma m a t r i c i a l :  

onde - A e a r e a  do e l e m e n t o  d i s c r e t o .  

Como s e  p r o c u r a  c a l c u l a r  a s  i n c o g n i t a s  no i n t e r i o r  do 

e l e m e n t o ,  em f u n c a o  d a s  o b t i d a s  nos nos 

u t i l i z a r  da e x p .  ( - 1 1 1 . 4 )  

ou s e j a :  u e  - = C '  
e- 7. 

do e l e m e n t o ,  pode - se  

r 

onde C '  e  a  m a t r i z  c o n t e n d o  a s  c o o r d e n a d a s  x e  y d o s  nOs que  de  

f i n e m  cada  e l e m e n t o .  

A i n v e r s a  da m a t r i z  C' nos f o r n e c e  a  r e l a c a o  e n t r e  a  i  
e  e  U , como s e  m o s t r a  a  s e g u i r :  - 



onde: 

O termo da d f r e i t a  da equacao (111.3)  pode s e r  en t ao  

e s c r i t o  da forma: 



D e s t a  forma f i c a  e x p r e s s o  em t e r m o s  m a t r i c i a i s  o  l a d o  

e s q u e r d o  da e q .  ( I I T . l ) .  O l a d o  d i r e i t o  da mesma s e  r e f e r e  a o  
- 

c o n t o r n o  r . Supondo um e l e m e n t o  em que  o l a d o  2-3 t e n h a  
9 9  

p r e s c r i t o  

Fig . iU. 2 - Presc r icao  d e  Fluxo 
Distribuido ao Longo 
da Face 2 do Elemento 

Podemos a s s i m  e x p r e s s a r  a  p r e s c r i c a o ,  da f o r m a :  

onde p e  e o  f l u x o  e q u i v a l e n t e  n o d a l ,  ou s e j a ,  
c-. 



A e x p r e s s a o  (-111.1) f i c a  m a t r i c i a l m e n t e  e x p r e s s a  p o r :  

A f im de s i m p l i f i c s r  o  c a l c u l o  d a s  f u n c o e s  de i n t e r p o l a c a o ,  e  

c o n v e n i e n t e  e x p r e s s a - l a s  em coordenadas  n a t u r a i s  ou t r i a n g u l a -  
4 

r e s ,  ( c 1 ,  3 2 ,  c 3 ) ,  d i v i d i n d o  o  e lemento  em 3  t r i a n g u l o s  d e  a -  

r e a s  A l ,  A 2  e  A J  ( A 1  t A 2  + A3 = A ) ,  t a l  que:  

Fig. IE.3 - Areas Discretas 
para ~ a l c u l o  das  
Coordenadas Intrinsecas 



As r e l a c o e s  d a s  c o o r d e n a d a s  

s i a n a s  s a o  a s  s e g u i n t e s :  

ou s e j a :  

i n t r 7 n s e c a s  com a s  c a r t e -  



Se i n v e r t e r m o s  a  m a t r i z  a n t e r i o r ,  obtemos as c o o r d e n a d a s  

c a r t e s i a n a s  em funcgo  d a s  t r i a n g u l a r e s :  



A e x p r e s s a o  CII  , 181  a p r e s e n t a  a  equacxo  g e r a l  q u e  p e r -  

m i  t e  c a l c u l a r  i n c o g n i  t a s  n o d a i s  a  p a r t i r  da d i s c r e t i z a c a o  do 

c o n t o r n o  em e1 ementos  . 

Conforme f o r a  c o l o c a d o  a n t e r i o r m e n t e ,  a s  i n c o g n i t a s  no 

i n t e r i o r  do e1 emento s a o  a p r o x i m a d a s  a  p a r t i r  d a q u e l a s  c a l c u l a -  

d a s  nos nos  d e  e x t r e m i d a d e  por  meio  d e  f u n c o e s  d e  interpelacao 

q u e  s a o  em g e r a l  p o l i n ~ m i o s .  

E m  p a r t i c u l a r ,  n e s t e  t r a b a l h o ,  s e r a o  d e s e n v o l v i  dos  o s  

e1 ementos  c o n s t a n t e s  e  os  1  i  n e a r e s .  Nos p r i m e i r o s  , c o n s i d e r a -  

s e  v a r i a c a o  c o n s t a n t e  de - u e  e no i n t e r i o r  do e l e m e n t o .  Nos s e  - 

g u n d o s ,  a d o t a - s e  uma d i s t r i b u i c a o  1  i n e a r .  

Po r  o u t r o  l a d o ,  a  mesma e x p r e s s g o  (TL.18) i n d i c a  a  i n -  

t r o d u c a o  da f u n c a o  de  p o n d e r a c a o  ~ ' ( 5 ) .  A d i f e r e n t e  e s c o l h a  

d e s t a  nos  l e v a  a  uma aprox imacEo t i p o  c o l o c a c a o  ou uma a p r o x i -  

maca0 t i p o  Gal e r k i  n,  

No metodo da c o l o c a c ~ o ,  toma-se  p a r a  f u n c a o  d e  p o n d e r a  - 

c a o  a  f u n c a o  ' D e l t a  d e  D i r a c ' ,  com a s  p a r t i c u l a r i d a d e s  a p r e s e n -  

t a d a s  a  s e g u i r :  



onde i a  sZo pon tos  s e l e c i o n a d o s  no c o n t o r n o ,  h a b i t u a l m e n t e  c o i n  - 
c i d e n t e s  com o s  pontos  n o d a i s .  

Assim, p e l a  d e f i n i c a o  d e s t a  funcao  j a  a p r e s e n t a d a  a  

p r i o r i  , temos:  

No metodo de G a l e r k i n ,  toma-se p a r a  funcao  de ponde- 

r a c a o  a  p r o p r i a  funcao  de  interpelacao, i . e . ,  

a onde N ( i )  = O s e  5 nao p e r t e n c e  ao e l emen to  R .  

I V . l . l  - Elementos C o n s t a n t e s  

I V .  1 . 1 . 1  - E1 ementos C o n s t a n t e s  p e l o  Mztodo da Colocacao 

Se c o n s i d e r a r m o s ,  conforme d e f i n i c $ e s  a n t e r i o r e s :  

i )  N ( q )  = 1 ( f u n c a o  de  i n t e r p o l a c Z o  c o n s t a n t e  u n t t a r 3 a )  

i i )  W ~ E )  = ~ ( 3 % ~  3 )  ( .expressao IV.1 . I )  



i i i )  131 - = L p a r a  e l e m e n t o s  r e t i l ? n e o s  ( e x p r e s s a o  ( 1 1 . 1 5 ) )  

L - compr imento  do e l e m e n t o .  

Podemos e s c r e v e r  a  e q .  (1.1.18) da  fo rma  a b a i x o :  

E s t a  a  e x p r e s s % o  g e r a l  p a r a  e l e m e n t o s  c o n s t a n t e s ,  no 

Metodo da C o l o c a c a o .  

P a r a  f i n s  d e  implementac5 '0 ,  e s c r e v e r e m o s  a  e x p r e s s a o  

ac ima  em fo rma  m a t r i c i a l  ( R e f .  11 I ) :  

onde :  

Quando R va r i ' a  d e  1 a  m (nilmero d e  e l e m e n t o s )  o s e g u i n  - 

t e  s i s t e m a  e ob t i ' do :  



onde:  

"j = h". + C,,  s e  R = j  
J 

Deve-se o b s e r v a r  que C, = - s e  o  c o n t o r n o  f o r  sua-  2 

v e ,  o  que o  caso  dos e l emen tos  c o n s t a n t e s .  

IV.1.1.2 - Elementos C o n s t a n t e s  p e l o  Metodo de G a l e r k i n  

Tomando agora  os p a r a m e t r o s :  

L iii) I J /  = - - 2 

Podemos e s c r e v e r  a  e q .  (-11.18) como s e  segue  ( d e  a c o r -  

do com Ref .  1 5 1 ) .  



Apl icando  a  mesma nomencla tura  u t i l i z a d a  no Ttem I V . l .  

1 . 1 ,  podemos e s c r e v e r :  

TV.1.2 - Elementos L i n e a r e s  

IV.1 .2 .1  - Elementos L i n e a r e s  p e l o  Metodo da Colocacao 

Se a s  f u n c o e s  de i n t e r p o l a c a o  s a o  l i n e a r e s ,  o  p o t e n c i  - 

a1 e  o  f l u x o  s a o  aproximados s o b r e  um e l emen to  como s e  a p r e s e n -  

t a  a f i g .  I V . l ,  i . e . :  

Fig . E. l - Funcoes de  Interpelacao 
Lineares 



ou s e j a :  

sendo:  

Apl icando e s t a s  f u n c o e s  de interpelacao na exp .  ( 1 1 . 8 )  

R e  a i n d a  c o n s i d e r a n d o  a  f u n c z o  de ponderacao  w(-<" = A ( c  , c )  e  

o  v a l o r  do J a c o b i a n o  / J /  = , obtem-se :  
tw 

U t i l i z a n d o  a  nomencla tura  a n t e r i o r ,  podemos e s c r e v e r :  



Da mesma forma,  podemos e s c r e v e r :  

Conforme j a  most rado  no ?'tem I V . l . l . l  ( e x p .  I V . 1 . 5 ) .  

IV .1 .2 .2  - Elementos L i n e a r e s  p e l o  Metodo de G a l e r k i n  

Assumindo a s  f u n c o e s :  



Escrevemos  a  e q .  (-11.18). da forma a b a i x o :  

Mais a d i a n t e  ( n o  Ttem I V . 2 . 2 ) ,  e s t a  e x p r e s s a o  s e r a  t r a  - 

t a d a  d e  fo rma  m a i s  e x p l T c i t a ,  s e n d o  a?  a p r e s e n t a d o  i n c l u s i v e  u m  

e n f o q u e  m a t r i c i a l ,  v o l t a d o  p a r a  imp lemen tacao  n u m e r i c a .  

IV.2  - PROBLEMAS MOTIVADOS P O R  DESCONTINUIDADES G E O M E T R I C A S  E 

F ~ S I C A S  

A i d e i a  que  s e  a p r e s e n t a  no Metodo d o s  E l emen tos  F i n i -  

t o s  e a  d e  somar  c o n t r i b u i c o e s  de c a d a  e l e m e n t o  a o s  n o s ,  t a n t o  

no que  d i z  r e s p e f t o  5 M a t r i z  - k ,  q u a n t o  ao  f l u x o  - q .  

P o r t a n t o ,  nao s e  s e n t e  d e  fo rma  s i g n i f i c a t i v a  o  p r o b l e  - 

ma da d e s c o n t i n u i d a d e  g e o m e t r i c a  ou f T s i c a  ( d e  f l u x o  ou p o t e n -  

c i a l ) ,  conforme s e  a p r e s e n t a  na f i g u r a  I V . 2 . 1 .  

A c a r g a  e q u i v a l e n t e  noda l  na f i g .  IV.2 .1  s e r i a  c o r r e s -  

p o n d e n t e  a soma d a s  c o n t r i b u i c o e s  dos  e l e m e n t o s  1  e  2 .  



Fig. JY.2. I - Fluxo Equivalente 
Nodal no M . E .  F. 

No M e t o d o  d o s  E l e m e n t o s  d e  C o n t o r n o ,  o s  v a l o r e s  n o d a i s  

s a o  o s  a s s u m i d o s  p o r  e s t a s  f u n c o e s  n o s  nOs, ou s e j a ,  o  v a l o r  no - 

d a 1  d e  - q  n a o  r e p r e s e n t a  (.como no  MEF) c a r g a  e q u i v a l e n t e  n o d a l .  

D e s t a  f o r m a ,  - q  p o d e  a s s u m i r  v a l o r e s  d i f e r e n t e s  8 e s q u e r d a  e a 

d i r e i t a  d e  n 8 s .  

E s t e s  v a l o r e s  t a n t o  podem s e r  p r e s c r i t o s  q u a n t o  c a u s a -  

d o s  p o r  uma d e s c o n t i n u i d a d e  d a  n o r m a l  a o  c o n t o r n o .  

C o n f o r m e  s e  o b s e r v a  3 f i g .  I V . 2 . 2 ,  o  f l u x o  d e p e n d e n -  

t e  d o  c o n t o r n o  n a  m e d i d a  em q u e  i! o b t i d o  p e l a  d e r i v a c a o  d o  po-  

t e n c i a l  com r e s p e i t o  8 n o r m a l  ri 



Fig. m.2. 2 - Fluxo P re sc r i t o  
Nodal  n o  M.E.C. 

S e  a d o t a r m o s  uma m a l h a  com e l e m e n t o s  d e  c o n t o r n o  c o n s -  

t a n t e s ,  o  p r o b l e m a  d a  d e s c o n t i n u i d a d e  n a o  a p a r e c e ,  na  m e d i d a  

em q u e  o  p o n t o  f o n t e  n a  v e r d a d e  e c o l o c a d o  no  p o n t o  m e d i 0  d o  e -  

l e m e n t o  e ,  p o r t a n t o ,  d e s l o c a d o  d o  c a n t o  ou d a  d e s c o n t i n u i d a d e ,  

c o n f o r m e  s e  o b s e r v a  8 f i g .  I V . 2 . 3 .  

NOS Funcionais  

Fig, iQ.2.3 - Fluxo e m  NOS Funciona is  
d e  E l e m e n t o s  C o n s t a n t e s  

P a r a  p r o b l e m a s  d e  p o t e n c i a l  e n v o l v e n d o  m a l h a s  a p e n a s  

com e l e m e n t o s  d e  c o n t o r n o ,  o s  e l e m e n t o s  c o n s t a n t e s  n o s  1  evam 

a b o n s  r e s u l t a d o s .  No e n t a n t o ,  em s e  c o m b i n a n d o  e s t e s  com e l e -  



mentos  f i n i t o s ,  o s  r e s u l t a d o s  s e  d e t e r i o r a m ,  na medida  em que  

o c o r r e  d e s c o n t i n u i d a d e  de  f l u x o  na i n t e r f a c e  d a s  2 m a l h a s ,  

conforme s e  o b s e r v a  3 f i g .  I V . 2 . 4 .  

combinacao de  Elementos 
de  Contorno Constantes 
com Elementos Finitos 
Lineares 

E f a c i l  o b s e r v a r  que  a  d e s c o n t i n u i d a d e  o c o r r e  t a n t o  pe  

l a  nao c o i n c i d z n c i a  dos  nos g e o m z t r i c o s  e  f u n c i o n a i s ,  q u a n t o  das 

f u n c o e s  de  interpelacao. 

Com a  a d o c a o ,  d e  e l e m e n t o s  l i n e a r e s ,  e s t a  d e s c o n t i n u i -  

dade  d e i x a  d e  e x i s t i r ,  c r i a n d o - s e  e n t r e t a n t o  o  s e g u i n t e  p r o b l e -  

ma: q u a l  o  v a l o r  d e  f l u x o  a  a d o t a r  no n5 de d e s c o n t i n u i d a d e ?  

A s o l u c a o  que  ma i s  c l a r a m e n t e  s e  a p r e s e n t o u  f o i  a  ado-  

c a o  do "no  d u p l o "  (.Ref. 191)., i s t o  e ,  a  c r i a c a o  de  2 nos com 

a s  mesmas c o o r d e n a d a s ,  conforme s e  o b s e r v a  na f i g .  I V . 2 . 5 .  

No Metodo da C o l o c a c a o ,  formani-se 2 1  i  nhas  e x a t a m e n t e  

i g u a i s  na m a t r i z  G e s p e c i f i c a d a  n o y t e m  I V . l .  

Cada t e rmo  Hki  e  H m u l t i p l i c a  s e u  r e s p e c t i v o  v a l o r  
k j 

de  p o t e n c i a l  u i  e  u . 
j 

Da mesma f o r m a ,  c ada  Gki. e  G m u l t f p l i c a  r e s p e c t i v a -  
k j 

mente  q j  e  q j .  



Fig, iT.2.5 - Descontinuidades Simuladas 
por  No' Duplo 

Duas  c r y t i c a s  s u r g e m  d e  i m e d i a t o  a  e s t a  s o l u c a o :  

- a  p r i m e i r a  d i z  r e s p e i t o  a o  a u m e n t o  d o  n a m e r o  d e  g r a u s  d e  l i -  

b e r d a d e ,  em c o n s e q U 8 n c i a ,  d o  a u m e n t o  do  numero  d e  l i n h a s  d a s  

m a t r i z e s .  

C o n s i d e r a n d o ,  no e n t a n t o ,  o  f a t o  d e  s e r e m  e s t a s  d e s c o n  - 

t i n u i d a d e s  e n c o n t r a d a s  em numero  r e d u z i d o ,  s e  c o m p a r a d o  com o  

n z m e r o  t o t a l  de e q u a c o e s ,  e s t a  c r 7 t i c a  n a o  i n v i a b i l i z a  a  s o l u -  

c a o .  

- a  s e g u n d a  t o c a  a  h i p a t e s e  m u i t o  p r o v a v e l  d e  s e  t e r  u i  = u  
j ' 

o  q u e  l e v a  8 s i n g u l a r i d a d e  da  s o l u c E o ,  uma v e z  q u e  a s  l i n h a s  

i e  j d a  m a t r i z  6 s a o  i g u a i s .  - - Y- 

AlEm d i s s o ,  i n d e p e n d e n t e m e n t e  d a s  c o n d i c o e s  d e  c o n t o r -  

no a d o t a d a s ,  na  s o l u c a o  a d o t a d a  p a r a  a  f o r m a c g o  d e  uma m a t r i z  



d e  p o t e n c i a l  g l o b a l  ( e l e m e n t o s  f i n i t o s  + c o n t o r n o ) ,  con fo rme  s e  

o b s e r v a r a  no ?tem V .  1 . 2 ,  ha que  s e  i n v e r t e r  a  m a t r i z  G .  Com 2  
9 

l i n h a s  i g u a i s ,  e s t a  m a t r i z  t o r n a - s e  s i n g u l a r  ( n a o  i n v e r s f v e l ) .  

E s t a  g l  t i m a  c r 7 t i c a  p o r t a n t o ,  i n v i a b i l i z a  a  s o l u c a o  

com o  no d u p l o  p a r a  o  Mgtodo da  C o l o c a c a o .  

S e r 8  o b s e r v a d o ,  no e n t a n t o ,  que  no Metodo de  G a l e r k i n ,  

e s t a  l i m i t a c a o  5 i n e x i ' s t e n t e  ( R e f .  1 5 [ ) ,  na medida em q u e  a s  

l i n h a s  - i e  - j d a s  m a t r i z e s  H - e  G nao s a o  i g u a i s .  
c - - 

C o n s i d e r a n d o ,  o  f a t o  do g a s t o  m a i o r  em t e r m o s  computa-  

c i o n a i s  ao  s e  a d o t a r  o  Met .  G a l e r k i n  j a  que h; q u e  s e  i n t e g r a r  

2 v e z e s  no c o n t o r n o  ( - c o n s u l t e  e x p r .  I V . 1 . 6  e  I V . 1 . 8 ) ,  n o v a s  s o -  

l u c o e s  fo r am p e s q u i s a d a s  em t e r m o s  do Mztodo da C o l o c a c a o .  

A s o l u c Z o  que  s e  a p r e s e n t a  m a i s  v i a v e 1  a  p r i ' o r i  a  do 

no d u p l o  m o d i f i c a d o :  d e s l o c a - s e  o  p o n t o  f o n t e  do c a n t o  p a r a  o  

i n t e r i o r  do e l e m e n t o ,  m o d i f i c a n d o - s e  a  f u n c a o  d e  interpelacao 

( s o l u c a o  do e l e m e n t o  nao c o n f o r m e ) ,  de  a c o r d o  com o  que  s e  a p r e  - 

s e n t a  no ytem I V . 2 . 1 . 1 .  E s t a  s o l u c a o  f a z  com que  s e  gerem e -  

q u a c o e s  d i f e r e n t e s  p a r a  o s  2  nos  p rox imos  a o  c a n t o .  

Mais r e c e n t e m e n t e ,  a p r e s e n t o u - s e  a  h i p o t e s e  de  s e  d e s -  

l o c a r  o  p o n t o  f o n t e  do c a n t o  p a r a  o  i n t e r i o r  do e l e m e n t o ,  nao 

s e  m o d i f i c a n d o  a  f u n c a o  de  i n t e r p o l a c Z o ,  i s t o  5 ,  mantendo  a s  

i n c o g n i t a s  nos  p o n t o s  e x t r e m o s  do e l e m e n t o  ( s o l u c a o  do e l e m e n t o  

i n t e r p o l a d o ) ,  con fo rme  s e  a p r e s e n t a  no Ttem I V . 2 . 1 . 2 .  

Uma o u t r a  h i p o t e s e  tambzm r e c e n t e  e  a n a l i s a d a  n e s t e  

t r a b a l h o  e s e  g e r a r  a p e n a s  1  n a  na d e s c o n t i n u i d a d e ,  e x p r e s s a n -  

d o - s e  o  ~ a l o r  d e  q numa f a c e  do c o n t o r n o ,  p r o p o r c i o n a l  a o  da  



o u t r a  f a c e  ( _ s o l u c a o  p o r  t r a t a m e n t o  g e o r n g t r i c o ) ,  a  p a r t i r  d o  q u e  

s e  e s p e c i f i c a  no ?tem I 'V.2.1 . 3 .  

Ao f i n a l  d o  ?tem TV.2 se r3  tambem a n a l  i z a d a  a  s o l u c a o  

p e l o  M e t o d o  d e  G a l e r k i n  ( ? t e m  I ' V . 2 . 2 ) .  

I V . 2 . 1  - S o l u c o e s  u t i l i z a n d o  o  M'etodo d a  C o l o c a c a o  

I V . 2 . 1 . 1  - E l e m e n t o  Nao C o n f o r m e  

C o n f o r m e  f o r a  d e d u z i d o  p a r a  a  e x p .  I V . l  . 7 ,  o s  t e r m o s  

d a s  m a t r i z e s  H e G s a o  d a d a s  p o r :  - v- 

As f u n c o e s  d e  interpelacao s a o  d a d a s  p o r :  
( V e j a  f i g u r a s  I V . 2 . 6  e  I V . 2 . 7 )  

- 1 2x 4 - +1 c -) = 
R 1  TI) 

O e l e m e n t o  n a o  c o n f o r m e  e f o r m u l a d o ,  d e  t a l  modo q u e  o  

no f u n c i o n a l  C! d e s l o c a d o  d a  e x t r e m i d a d e  do  e l e m e n t o ,  m u d a n d o - s e  

a  f u n c a o  d e  i n t e r p o l a c a o  e a p o s i c a o  d a  i n c o g n i t a  n o d a l ,  como 

s e  m o s t r a  na f i g u r a  I V . 2 . 3 .  



Fig. JT. 2 .6  - Coordenadas 
Intrinsecas 

i i g  . iSZ.2.7 - Funcoes de 
Interpolacao 

5, + Ponto Fonte. no 

Ex t remo do Elemento 

5N 4 Ponto Fonte na 

Posicao Deslocada 

F i g . m . 2 . 8 -  Funcoes de Interpolacao no Elemento n a o  

Conforme para o Ponto Fonte Deslocado 
da  Extremidade Esquerda 

A p a r t e  hachu rada  r e p r e s e n t a  a e x t r a p o l a c E o  da f u n c a o  



Fig.  m.2.9 - Exemplo  d e  u m a  F ig .  E . 2 , 1 0  - Des locamen to  d o  P o n t o  
Malha p a r a  U t i l i z acao  Fonte  e S e n t i d o  
d e  E l e m e n t o s  n a o  d e  I n t e g r a c a o  
Conforrn es 

c a m e n t e  com 4 p o n t o s  d e  G a u s s .  E v e n t u a l m e n t e ,  em m a l h a s  pou -  

c o  r e f i n a d a s ,  p o d e - s e  p r e c i s a r  d e  6 p o n t o s .  

- A i n t e g r a c a o  s o b r e  o  4 tambgm s e  f a r a  n u m e r i c a m e n t e ,  po rem 

com 20 p o n t o s ,  v i s t o  q u e  o  p o n t o  f o n t e  f i c a  m u i t o  p e r t o  d a  

s i n g u l a r i d a d e ,  8 m e d i d a  q u e  s e  c a m i n h a  p a r a  o  e x t r e m o  f i n a l  

d o  e l e m e n t o  4 .  I s t o  p o d e  s e r  o b s e r v a d o  com f a c i l i d a d e  a o  t o -  

marmos a  s o l u c a o  f u n d a m e n t a l  d e f i n i d a  no ?'tem 2 p a r a  p r o b l e -  

mas b i - d i m e n s i o n a i s .  

o n d e  r = d i s t a n c i a  d o  p o n t o  f o n t e  a o  p o n t o  campo .  

A m e d i d a  q u e  o s  p o n t o s  d e  i n t e g r a c a o  s e  e n c a m i n h a m  p a r a  o  f i -  

n a l  do elemento 4 ,  a  d i s t a n c i a  - r a  1  ' ( c o n s i d e r a n d o  " a "  - p e q u e -  

n o )  v a i  t e n d e n d o  a  um v a l o r  r e d u z i d o ,  l e v a n d o  a  f u n c a o  a c i m a  



p a r a  u m  y a l o r  m u i t o  g r a n d e .  

A p r e s e n t a - s e ,  a  s e g u i r ,  o p r o c e d i m e n t o  a l g e b r i c o  a d o t a  - 

da  p a r a  a s  i n t e g r a c o e s  (_de a c o r d o  com Re f .  1 4 1 ) :  

i )  I n t e g r a c a o  a n a l ? t i c a  no e l e m e n t o  c o n t e n d o  o  p o n t o  f o n t e  

i . 1 )  C o n s i d e r a n d o  ex t r emo  T n i c i a l  d e s l o c a d o :  

Fig.TZZ;Z.II - Funcoes d e  Interpolacao para o  Elemento nao 
Conforme Contendo o  Extremo Inicial Deslocado 

- Novas Funcbes  de I ' n t e r p o l a c a o :  



- M a t r i z  H :  
?' 

h i i  = 0 ,  p o i s  - -  'LI - O no e l e m e n t o  (IV.2.4) 
a ri 

- M a t r i z  G :  
c- 

onde : 



o n d e  C, = 
!L2 

i . 2 )  Considerando Extremo F i n a l  Deslocado: 

Fig.E.2,12 Funcoes de Interpelacao para o Elemento nao 
Conforme Contendo o Ex t remo  Final Deslocado 

- N o v a s  Funcoes d e  ~ n t e r p o l a c a o :  



- M a t r i z  G :  

- 
921  - 9 1 2  d o  c a s o  a n t e r i o r  ( . i .  1 )  

( - I V . 2 . 9 )  

- 
9 2 2  - 9 1 1  d o  c a s o  a n t e r i o r  ( i  . l )  

E s t e  m Z t o d o ,  p e r m i t e  p o r t a n t o  q u e  s e  g e r e m  2  l i n h a s  d i  - 

f e r e n t e s  p a r a  o s  c a n t o s  com n o s  n a o  c o i n c i d e n t e s  e v i t a n d o  a  s i n  - 

g u l a r i d a d e  em c a s o  d e  p r e s c r i c a o  d o  mesmo p o t e n c i a l  n o s  d o i s  

n o s  e  p e r m i t i n d o  q u e  s e  p r e s c r e v a m  2  v a l o r e s  d i f e r e n t e s  d e  f l u -  

xo p a r a  o s  mesmos .  

i i )  I n t e g r a c a o  N u m g r i c a :  

A i n t e g r a c a o  n u m g r i c a  d o s  o u t r o s  e l e m e n t o s  s e  d e u  d a  

f o r m a  u s u a l  ( .Ref.  1  e  2 ) ,  a p e n a s  c o n s i d e r a n d o  o  p o n t o  f o n t e  

d e s l o c a d o ,  com s u a s  n o v a s  c o o r d e n a d a s .  

I V . 2 . 1 . 2  - E l e m e n t o  I n t e r p o l a d o  

No ? t e m  a n t e r i o r ,  f o i  a p r e s e n t a d o  u m  m e t o d o  em q u e  s e  

d e s l o c a v a  o  p o n t o  f o n t e ,  m u d a n d o - s e  a s  f u n c g e s  d e  interpelacao. 

A p r e s e n t a - s e  a  s e g u i r  u m  p r o c e d i m e n t o  em q u e  a o  i n v e s  

d e  s e  d e s l o c a r  o  p o n t o  a o  q u a l  s e  a s s o c i a m  i n c o g n i t a s  n o d a i  s 



( n o  f u n c i o n a l ) - ,  p a s s a - s e  a  c o n s e r v a r  e s t e  p o n t o  no e x t r e m o  do  

e l e m e n t o  d e s l o c a n d o - s e  a p e n a s  o  p o n t o  f o n t e  p a r a  o  i n t e r i o r .  

P a r a  i s s o ,  a  i n c z g n t t a  n o  p o n t o  d e s l o c a d o  e e x p r e s s a  p e l a  f u n -  

c a o  d e  i n t e r p o l a c z o  d a d a  p e l a  e x p .  I 'V.2.7 em f u n c a o  d a q u e l a s  

d o s  e x t r e m o s ,  c o n f o r m e  s e  o b s e r v a  n a  f i g .  1 -V.2 .13 .  

Fig. 12T.2.13 - Funcao  de Interpelacao 
o,(?) p a r a  E lementos  
Interpelados 

O b s e r v a - s e  q u e  a s  f u n c o e s  d e  interpelacao, bem como o  

nO f u n c i o n a l  n a o  mudam, mas a p e n a s  s e  d e s l o c a  o  p o n t o  f o n t e  p a -  

r a  p l  e  p 2 ,  e x p r e s s a n d o  s u a s  i n c o g n i t a s  em f u n c z o  d e  u i ,  u ~ - ~  

e U i + l '  



onde :  , i  
( ' i )  e b p ( P i )  = v a l o r e s  d a s  f u n c o e s  b1  (-rl) e  b2( -q)  no 

pon to  f o n t e  ( p l  e  p 2 ) .  

As l i - n h a s  d o  s i s t e m a  H u = E 
s = 

c o r r e s p o n d e n t e s  ao s  

p o n t o s  f o n t e  pl e  p2 s a o  e s c r i t a s  e n t a o  p e l a  e x p .  ( I V . 2 . 1 1 ) :  

1  P a r a  j = i  , t oma- se  

O anexo  i' a p r e s e n t a  u m  exemplo  da montagem d a s  m a t r i -  

z e s  H e  G p a r a  a  formulacF?o com o  e l e m e n t o  i n t e r p o l a d o .  
i-. - 

Surgem p o r t a n t o  2  q u e s t g e s  i m p o r k a n t e s :  

1 )  Q u a l  a  m e l h o r  d i s t a n c i a  d e  a f a s t a m e n t o  do p o n t o  f o n t e  ; que 

nao d i s t o r c a  o s  r e s u l t a d o s  mas que  tambem nao c a u s e  p r o b l e -  

mas d e  s i n g u l a r i d a d e  ou mal c o n d i c i o n a m e n t o ?  

Na a n s l i s e  do e l e m e n t o  nao c o n f o r m e ,  o b s e r v o u - s e  que 

q u a n t o  menor f o r  e s t a  d i s t s n c t a ,  m e l h o r e s  seriam os r e s u l t a d o s ,  

na medtda  em que  s e  r e d u z i r i a  a p a r t e  e x t r a p o l a d a  da  f u n c z o  d e  



Com o  e l e m e n t o  i n t e r p o l a d o ,  e s t e  p r o b l e m a  n a o  s e  t o r n a  

t a o  s e r i o  p o i s  ngo  h2 e x t r a p o l a c a o .  A m e l h o r  d i s t a n c i a  d e p e n d e  

p o r t a n t o  d o  t a m a n h o  do  e l e m e n t o ,  a s s o c i a d o  a o  g r a u  d e  r e f i n a m e n  - 
t o  d a  m a l h a ;  p a r a m e t r o s  q u e s e r a o  a n a l i s a d o s  com m a i s  c u i d a d o  

no c a p ? ' t u l o  V I I .  

2 )  Como p r o c e d e r  a i n t e g r a c a o  a o  l o n g o  d o  e l e m e n t o  c o n t e n d o  o  

p o n t o  f o n t e ?  

De f o r m a  a n a l o g a  a o  p r o c e d i m e n t o  d e  i n t e g r a c a o  u t i l i z a  - 

do  no m e t o d o  do  e l e m e n t o  nXo c o n f o r m e ,  f o i  u t i l i z a d a  i n t e g r a c a o  

n u m e r i c a  p a r a  o s  e l e m e n t o s  q u e  n a o  c o n t e m  o  p o n t o  f o n t e ,  aumen- 

t a n d o - s e  o  numero  d e  p o n t o s  d e  G a u s s  p a r a  o  e l e m e n t o  a d j a c e n t e  

a o  mesmo. 

As i n t e g r a i s  no  e l e m e n t o  com o  p o n t o  f o n t e  f o r a m  e l a b o  - 

r a d a s  a n a l i t i c a m e n t e .  A p r e s e n t a - s e  a  s e g u i r  uma a n a l o g i a  g r a f i c a  

d o  c a l c u l o  d e s t a  i n t e g r a l  p a r a  o  e l e m e n t o  com e  sem o  n o  d e  e x -  

t r e m i d a d e  d e s l o c a d o .  ( C o n s u l t e  F i g .  I V . 2 . 1 4 ) .  

Do p o n t o  d e  v i s t a  a l g e b r i c o ,  a s  i n t e g r a i s  a n a l y t i c a s  

tomam a  f o r m a  m o s t r a d a  a  s e g u i r :  

i )  I ' n t e g r a c a o  a n a l T t i c a ,  c o n s i d e r a n d o  o  p o n t o  f o n t e  d e s l o c a d o  

d a  e x t r e m i d a d e  e s q u e r d a .  ( V e j a  F i g .  I V . 2 . 1 5 ) .  



( a )  Ponto Fonte no Ex t remo Esquerdo ( C )  Ponto Fonte Deslocado do  Extremo 
Esquerdo 

( b )  Ponto Fonte no Ex t remo D i r e i t o  (d') Pon to  Fonte D e s l o c a d o  do Extrerr 
D i re i to  

Fig. iY.2.14 - Analogia ~ r d f i c a  do ~ a l c u l o  d a s  In tegra is  da M a t r i z  G , 
com o Pon to  Fonte no E x t r e m o  e com o M e s m o  
Deslocado , para  , o ~ e t o d o  d o  E lemen to  Interpelado 



2 I TAX 

Fig.JE.2.15 - Definicao da Variavel 
"TAX" 

T A X  = pe rcen t agem d e s l o c a d a  em r e l a c a o  ao compr imento  t o t a l  

a o  e l e m e n t o .  

- D i s t a n c i a  r :  

- M a t r i z  H 

h l  1  = h12  = 0 ,  conforme d e d u z i d o  na e x p .  ( - I ' V . 2 . 4 ) .  





i i )  I n t e g r a g z a  a n a l ? t i c a ,  c o n s i d e r a n d o  o  ponto f o n t e  d e s l o c a d o  

da ex t r emidade  d i r e i  t a .  

Assim como no metodo do e lemento  nao conforme,  2 l i -  

nhas d i f e r e n t e s  s a o  formadas  pa ra  nos c o i n c i d e n t e s ,  p e r m i t i n d o  

que s e  prescrevam 2 v a l o r e s  de f l u x o  d i f e r e n t e s  e  r e s o l v e n d o  o  , 

problema da d e s c o n t i n u i d a d e  f 7 s i c a  e  g e o m e t r i c a .  Deve-se o b s e r  

v a r  que s e  tem n e s t e  c a s o  a  v i o l a c a o  da cond icao  de c o n t i n u i d a -  

de de p o t e n c i a l ,  porem i s t o  nao p e r t u r b a  a  a n a l i s e  numeri c a ,  

conforme s e  v e r 2  no C a p r t u l o  V I I .  

Convem r e s s a l t a r  que e s t e  metodo a p r e s e n t a  g r a n d e s  van - 

t a g e n s  em re l acXo  ao  do e l emen to  nao conforme ( o  que s e  v e r i f i  - 

c a r a  no ?'tem 7 ) ,  e s p e c i a l m e n t e  ao s e  r e s o l v e r e m  problemas com 

malhas con jugadas  (Elementos  F i n i t o s  t Elementos C o n t o r n o ) .  

E f a c i l  c o n s t a t a r  e s t e  f a t o  em termos  t e o r i c o s ,  p o i s  

o  e lemento  nao conforme f a z  g e r a r  uma d e s c o n t i n u i d a d e  de po ten -  

c i a l  na i n t e r f a c e ,  como s e  a p r e s e n t a  g r a f i c a m e n t e  a  s e g u i r :  



Fig.ISZ2.16 - ~escontinuidade Causada pela Combinacao de Elementos nao 
Conformes com Elementos Fi nitos Lineares 

Uma forma de r e s o l v e r  e s t e  problema s e r i a  c r i a r  na i n -  

t e r f a c e  um e lemento  f i n i t o  nao conforme que p o s s u i s s e  p o t e n c i a l  

c o i n c i d e n t e  com o  de c o n t o r n o .  

E s t a  s o l u c a o  nZo n e c e s s a r i a , n o  e n t a n t o ,  em s e  d i s p o n  - 

do do e l e m e n t o  i n t e r p o l a d o .  

I V . 2 . 1 , 3  - Tra tamen to  ~ e o m e t r i c o  

Com o  i n t u i t o  de s e  r e s o l v e r  o  problema da d e s c o n t i n u i  - 

dade f y s i c a  e  geomet r i ca  sem que s e  aumente o  numero de g r a u s  

de l i b e r d a d e  do s i s t e m a  e s t r u t u r a l  e ,  p o r t a n t o ,  do nimero de e -  
- 

q u a ~ S e s ,  Rudolphi (-Ref. 7 )  a p r e s e n t a  uma so lucZo s e m e l h a n t e  a  

a p r e s e n t a d a  por  Chaudoneret  (-Ref. 1 5 1 )  p a r a  e l a s t i c i d a d e ,  na 

qual  s e  f a z  a d o t a r  um v a l o r  pa ra  - q  na d e s c o n t i n u i d a d e  geomgt r i -  

ca em f u n c a o  da p r z p r i a  g e o m e t r i a ,  v a l e n d o - s e  da r e l a c s o :  



, o n d e  q a  d i r e c a o  n o r m a l  a o  c o n t o r n o .  9 = -  
a ri 

A r e l a c a o  a p r e s e n t a d a  na R e f .  171 d a d a  p o r :  

- - s e n  8 
q ( 2 )  q(.l) + (- l t c o s  8 ) ( P ( 2 )  -I. " ( 1 ) )  ( I V . 2 . 1 9 )  

o n d e  P 
( 1 )  e P ( 2 )  

s a o  c o m p o n e n t e s  do  f l u x o  n a s  d i r e c o e s  t a n g e n -  

t e s  a o s  e l e m e n t o s  no  nO d e  c a n t o ,  c o n f o r m e  m o s t r a d o  a f i g u r a  

I V . 2 . 1 7  e  s a o  d a d o s  p o r :  

Fig .E2.17 - Fluxo e  Derivadas Tangentes 
no Canto 

Mas,  como s a b e m o s :  



o n d e  N(.:s) a f u n c a o  d e  interpelacao 
7- 

Podemos p o r t a n t o  e s c r e v e r  a  e q .  ( I V . 2 . 1 9 )  d a  f o r m a :  

o n d e :  

s e n  8 1 a N ( 1 )  
!(.I) = ( I + C O S  e as 

E m  t e r m o s  m a t r i  c i  a i  s ,  t e m o s :  

o n d e :  

s e n  0 
K = (_ 

l t c o s  9 
1 



As d e r i v a d a s  da  f u n ~ z o  de  i n t e r p o l a c a o  s a o  mostradas n a  

f i g .  IV.2.lS e c a l c u l a d a s  p e l a s  e x p .  (-IV.2.24). 

Fig.D.2.18 - Funcoes de  In te rpo lacao 
pa ra  os E lemen tos  Adjacentes 
ao Can to  

A e q u a c a o  (-IY.2.23) p o d e  e n t x o  s e r  e s c r i t a  da f o r m a :  



ou s e j a :  

S e  c o n s i d e r a r m o s  q u e  h a j a  c o n t i n u i d a d e  d e  p o t e n c i a l  no 

c o n t o r n o  ( c a s o  g e r a l ) ,  t e m o s :  
U b ( 2 )  = u b ( l ) .  

D e s t a  f o r m a ,  a  e q .  CIV.2.24) f i c a :  

A e x p r e s s a o  a n t e r i o r  n o s  i n d i c a  q u e  a  correcao d o  f l u x o  

s e  da  na  v e r d a d e  p e l a  correcao d o  p o t e n c i a l ,  i s t o  e ,  f a z e n d o  uma 

r e d i s t r i b u i c Z o  d o s  t e r m o s  d a  m a t r i z  H ,  %- p o i s ,  como s a b e m o s  d a  

e x p .  ( I V . 1 . 5 ) :  

O b s e r v a - s e .  q u e  o s  3 t e r m o s  m o d i f i c a d o r e s  d a  m a t r i z  H ,-4 

n a d a  somam a  e l a ,  mas a p e n a s  f a z e m  uma r e d i s t r i b u i c z o  d a s  c o n -  

t r i b u i c o e s  na  l i n h a  c o r r e s p o n d e n t e  a o  n 8  o n d e  o c o r r e  a  d e s c o n -  

t i n u i d a d e .  



r s t o  s , e  t o r n a  c l a r o ,  f a z e n d o  a soma:  

De f o r m a  m a i s  e x p l y c i t a ,  e s t a  r e d i s t r i b u i c a o  s e  f a z  d a  

s e g u i n t e  f o r m a ,  t omando  como b a s e  a  f i g u r a  I V . 2 . 1 6 :  

P a r a  c a d a  n o ,  v e r i f i c a - s e  s e  o  f l u x o  p r e s c r i t o  e o  a n -  

t e r i o r  ( q  ) ou o  p o s t e r i o r  ( q  
( 1 )  ( 2 ) ) .  

Se 9 ~ 1 )  f o r  p r e s c r i t o ,  u samos  a  e x p .  ( I V . 2 . 2 7 ) ,  i s t o  
d 

e ,  a d o t a m o s  q o p a r a  a  l i n h a  - b  do  v e t o r  q  s u b t r a i m o s  
F 

( 1 )  1  { k ( G i b  a  t o d a  c o l u n a  H i c  c o r r e s p o n d e n t e  a  u , ,  somamos 

1  { k ( G i b  - ) I  a  t o d a  c o l u n a  H i a  c o r r e s p o n d e n t e  a  u a  e  s u b t r a i  - 
- - 

mos { k ( G i b  R 2 - R 1  1 a  t o d a  c o l u n a  H i b  c o r r e s p o n d e n t e  a  u b .  
R1 - - 

Se 4 ( 2 )  f o r  p r e s c r i t o ,  m o d i f i c a - s e  a  e x p .  ( I V . 2 . 2 7 )  

p a r a :  

A s e g u i r ,  f a z - s e  uma c o n e x a o  a n s l o g a  3 a n t e r i o r  p a r a  a  

m a t r i ' z  H .  - 

O a n e x o  I'I a p r e s e n t a  u m  e x e m p l o  d a  c o r r e c a o  da m a t r i z  

H ,  f a c e  a  uma d e s c o n t i n u i d a d e ,  t r a t a d a  p o r  e s t e  m e t o d o .  
"., 



Podemos, em te rmos  tegri  c o s  , c o l  a c a p  m a  i m p o r t a n t e  1  - i  

m i t a c z o  a  e s t e  me todo ,  c o n s i d e r a n d o - s e  que  e s t e  e x i g e  c o n t i n u i -  

dade  f r s i c a  (.q - - 
(1 q ( ? )  

). em c a s o  de  c o n t i n u i d a d e  g e o m z t r i  c a  

( 8 = 0 ) ,  o  que vem sempre  o  c a s o  em uma a n a l i ' s e  n u m e r i c a .  

IV.2 .2  - S o l u c a o  U t i l i z a n d o  o  Metodo de G a l e r k i n  

A exp .  ( I V . 1 . 8 )  nos a p r e s e n t a  a  e q u a c a o  f u n d a m e n t a l  

d o s  e l e m e n t o s  de  c o n t o r n o  u t i l i z a n d o  como f u n c a o  de p o n d e r a c a a  

a  p r g p r i a  f u n c a o  de interpelacao N ( q ) ,  t r a d u z i n d o  p o r t a n t o  
?- 

o  

Metodo de G a l e r k i n .  

A implementacXo d e s t e  metodo e n v o l v e  a  r e s o l u c a o  de  i n  - 

t e g r a i s  d u p l a s ,  a lgumas  d a s  q u a i s  com s i n g u l a r i d a d e s ,  quando o  

p o n t o  f o n t e  C < )  c o i n c i d e  com o  pon to  campo ( .x ) .  

O p rob lema da s i n g u l a r i d a d e  j 5  f o r a  t r a t a d o  a n t e r i o r -  

mente  e ,  de  fo rma a n z l o g a  3 imp lemen tacao  dos  mgtodos a n t e r i o -  

r e s ,  ser :  s e g u i d o  o  p r o c e d i m e n t o  a b a i x o  p a r a  o  c 5 l c u l o  d a s  i n t e  - 

g r a i s .  

P a r a  e l e m e n t o s  nao c o n t e n d o  o  p o n t o  f o n t e ,  a s  d u a s  i n -  

t e g r a i s  s e r a o  c a l c u l a d a s  numer i camen te ,  p o r  P o n t o s  d e  Gauss  

( R e f .  1 5 i ) , c o n f o r r n e  s e  m o s t r a  g r a f i c a m e n t e  2 f i g .  IV .2 .13 ,  

A l g e b r i c a m e n t e ,  a s  i n t e g r a i s  sZo o b t i d a s  p o r  meio d a s  

e x p .  ( I V . 2 . 3 0 )  e  ( - rV.2 .32) .  



- Matriz 

Fig. lX.2.19 - Integracao ~ume' r ica  com 

4 Pontos de Gauss no 
Metodo de Galerkin 

Numeri camente, temos : 

2 . 1  m ' m 
h ' '  = ' j i: wi(- l -c i )  z~ - (en 1 

i j ) ( . I  - C j  1 1 6  i = l  j = 1  j dr, 'i j 



o n d e :  . w i  = v a l o r  d a  f u n c a o  p e s o  em c a d a  p o n t o  d e  g a u s s .  

T i  = v a l o r  d a  c o o r d e n a d a  d e  c a d a  p o n t o  d e  i n t e g r a c a o .  

- M a t r i z  G :  
-. 

N u m e r i c a m e n t e ,  t e m o s  : 



O b s e r v a - s e  q u e ,  p a r a  c a d a  e l e m e n t o ,  forma-se uma ma- 

t r i z  2x2 a o  i nves  d e  2  t e r m o s ,  como o c o r r e r a  no Metodo da  Colo-  

c a c a o ,  ou s e j a ,  p a r a  c ada  T n t e g r a c a o  e n t r e  e l e m e n t o s ,  t emos :  

E s t e s  t e r m o s  podem s e r  m e l h o r  c o m p r e e n d i d o s ,  s e  a s s o -  

c i a r m o s  d e  fo rma  g r a f i c a  a s  f u n ~ o e s  de  interpelacao e n v o l v i d a s  

p a r a  o  c a l c u l o  d e  c a d a  u m ,  con fo rme  s e  a p r e s e n t a  a f i g .  IV.2 .  

20.  

E i m p o r t a n t e  r e s s a l t a r  q u e ,  como o s  e l e m e n t o s  a d j a c e n -  

t e s  a q u e l e  c o n t e n d o  o  p o n t o  f o n t e  e s t a o  s u j e i t o s  a s i n g u l a r i d a -  

d e ,  p a r a  e s t e s  s e r a  a d o t a d o  numero m a i o r  de p o n t o s  d e  G a u s s .  

Resumidamente ,  podemos t a b e l a r  o s  nameros  d e  p o n t o s  d e  

Gauss  u t i l i z a d o s  n a s  i n t e g r a c o e s  p e l a  t a b .  I V . 2 . 1 .  E s t e s  nume- 

r o s  s e  a p r e s e n t a r a m  n e c e s s Z r i o s  e  s u f i c i e n t e s  p a r a  s e  ob t e r em 

bons r e s u l  t a d o s .  

- 

T A B .  TU.2.1 

E 1  emen t o  

A d j a c e n t e s  a q u e l e  

c o n t e n d o  o  p o n t o  

f o n t e .  

Demais 

Numero de  pon- 

t o s  " F o n t e "  

20 

4 

Numero d e  pon - 

t o s  campo 

20 

1 2  



I I 1.1. 
( a )  h i j  , g i j  - Termos Associados a ~ i n h a  @ e ?I Coluna @ 

1 2  12 

( b l  h i j ,  g i j  -t Termos A s s o c i a d o s  a L i n h a  @ e a C o l u n a  @ 

2 1 2 1 

( c )  h i j  . g i j  - Termos A s s o c i a d o s  a L i n h a  @ e ?I Coluna @ 

2 2  ?2  
( d  1 h i j  , g i j  -Termos Assoc iados  6 L inha  @ e 6 Coluna @ 

Fig.D.2.20- Representacao Graf ica dos Termos das  Mat r i zes  h. H e 
para  o Metodo de ~ a l e r k i n  , p o r  Associacao a s  
Funcoes de lnterpolacao 



i )  E l e m e n t o  c o n t e n d o  o  p o n t o  f o n t e  

As i n t e g r a i s  a o  l o n g o  d e s t e  e l e m e n t o  t r a d u z e m  a s  subma - 

t r i z e s  d a  d f a g o n a l  d a s  m a t r i z e s  H - e  G .  
' - SX 

As s u b m a t r i z e s  c o r r e s p o n d e n t e s  a d i a g o n a l  d a  m a t r i z  ?4 H 

s a o  r e s u l t a n t e s  d a  c o n t r i b u i c g o  d o  p r i m e i r o  t e r m o  2 e s q u e r d a  d a  
du e x p .  (I'V.1.8), p o i s  o  s e g u n d o  t e r m o !  em n a d a  c o n t r i ' b u i  (-= O), 
dn 

como j2 f o r a  c o l o c a d o  a n t e r i o r m e n t e .  

A c o n t r i b u i c a o  d e s t e  t e r m o  i n d e p e n d e n t e  f o i '  o b t i d a  a n a  - 

l i t i c a m e n t e ,  c o n f o r m e  a p o n t a  o  p r o c e d i m e n t o  a l g e b r i c o  a  s e -  

g u i r :  



As s u b m a t r i z e s  da  d i a g o n a l  d a  m a t r i ' z  G s e r a o  o b t i d a s  - 
a n a l i t i c a m e n t e  em q  e n u m e r i c a m e n t e  em q ' .  

o = - i  o =  + i  
0' = - 1  t , l = + i  

Ponto d e  Singularidade 

Fig.m.2.  2 1 - Distancias do Ponto C a m p o  e m  
Relacao a Singularidade para 
Integracao ~ n a l  (ti c a  



N -8 -  N .r - -r N 'r- 
Lis a 



O b s e r v a - s e  q u e  a s  i n t e g r a i s  a c i m a  a p r e s e n t a m  s i n g u l a -  

r i d a d e  3 m e d i d a  em q u e  s e  c a m i n h a  p a r a  o s  e x t r e m o s  d o  e l e m e n -  

t o .  

P a r a  c a l c u l a - I a s  com m e n o r  n u m e r o  d e  p o n t o s  d e  G a u s s  

com maxima p r e c i s a o ,  f o i  u t i l i z a d a  a  m u d a n c a  d e  v a r i a v e i s  p r o -  

p o s t a  no  A p 8 n d i c e  2 d a  Ref. 151 d e  a c o r d o  com o  q u e  s e  m o s t r a  

a  s e g u i r :  

- 
o n d e  = p o n t o  d e  s i n g u l a r i d a d e  ( - 1  e 1 )  



COMBI'NACAB D O $  M E T O D O S  (MEC -t MEF) 

A e x p .  (.IV.1.5) d e f i n e  m a t r i c i a l m e n t e  d e  modo s i m p l i f f  - 

cada o  Metodo dos  e l e m e n t o s  de  c o n t o r n o ,  i s t o  e :  

O Metodo dos  E l e m e n t o s  F i n i  t o s  s e  a p r e s e n t a  m a t r i c i a l -  

mente  p e l a  e x p .  ( 1 1 1 . 8 ) .  

E s t e  c a p 7 t u l o  s e  d e s t i n a  a  m o s t r a r  a  fo rma  p e l a  qua l  
4 

e  p o s s ? v e l  comb ina r  a s  d u a s  e x p r e s s 5 e s  f u n d a m e n t a i s ,  bem como 

c o l o c a r  d e  fo rma  r e s u m i d a  a l g u n s  a s p e c t o s  d e c o r r e n t e s  d e s t a  

combi n a c z o .  

V.1 - FORMACKO DA MATRIZ DE POTENCIAL EQUIVALENTE 

P r i m e i r a m e n t e ,  t o r n a - s e  n e c e s s g r i o  c o m p a t i b i l i z a r  o s  

v e t o r e s  9 e  p ,  uma v e z  que  s e  de f i nem d e  fo rmas  d i v e r s a s :  
5 .  r- 

q = v e t o r  que  contl@m o  v a l o r  do f l u x o  nos  nas de  c o n t o r n o .  - 
p = v e t o r  q u e  contem o  v a l o r  do f l u x o  e q u i v a l e n t e  n o d a l .  
7 



A r e l a c a o  e x i s t e n t e  e n t r e  e s t e s  a  M a t r f z  d e  I n t e r p o -  

l a c a 0  M V- que  t r a d u z  o  f l u x o  e q u i v a l e n t e  noda l  em f u n c g o  do u n i -  

f o rme  a o  l o n g o  do e l e m e n t o ,  p o r  me io  de uma a p r o x i m a c a o  l i n e a r .  

Os d o i s  mztodos  de  combinacao  a p r e s e n t a d o s  a  s e g u i r  s e  

u t i  l i z a m  d e s t a  e x p r e s s a 0  f u n d a m e n t a l .  

V . l . l  - CondensacXo da M a t r i z  de  P o t e n c i a l  o b t i d a  com o  Metodo 

dos  E l emen tos  F i n i t o s .  

E s t e  metodo s e  b a s e i ~ a  na t e c n i c a  de  s u b - r e g i o e s  u t i l i -  

z ada  no M E C  e  s e  d e f i n e  m a t e m a t i c a m e n t e  da  s e g u i n t e  f o r m a :  

( a  ~orninio ~ isc re t i zado  por ( b  ) Contorno Apresentando 

Malha Conjugada Regiao de In ter face  

Fig. Q , I  - ~omin ' io  e Contorno em Malhas Conjugadas 



A r e g i 8 0  1 p o d e  s e r  d e f i n i d a  p o r :  

Impondo n a s  e q s .  

f a c e  

F i c a m o s  com: 

( . V . 2 )  e  ( V . 3 )  a s  c o n d i c o e s  d a  i n t e r -  



ou,  e sc reyendo  as equqcoes  (-Y , 5 )  e  (-V .6)_ em c o n j u n t o ,  temos:  

V.1.2 - Obtencgo da M a t r i z  E q u i v a l e n t e  ao MEF a  p a r t i r  do M E C  

A a l t e r n a t i v a  que s e  propoe n e s t e  ?tem s e  b a s e i a  na 

t r a n s f o r m a c a o  da exp .  ( I V . 1 . 5 )  de forma a  s e  o b t e r  uma m a t r i z  

nos moldes da exp .  ( - 1 1 1 . 8 ) .  

O p rocedimento  a n a l T t i c o  u t i l i z a d o  p a r a  e s t e  f i m  e a-  

p r e s e n t a d o  a  s e g u i r :  

M u l t i p l i c a n d o  os d o i s  l a d o s  da e x p r e s s a o  p e l a  M a t r i z  

de I n t e r p o l  acao  (_M)-, -. temos : 

A m a t r i z  de  p o t e n c i a l  e q u i v a l e n t e  a do Metodo d o s  e l e -  



m e n t o s  f t n i t o s  f i c a  p o r t a n t o ;  

E o  v e t o r  d e  f l u x o  e q u i v a l e n t e  n o d a l ,  

O p r o c e d i m e n t o  a c i m a  s e r a  u t i l i z a d o  p a r a  a  c o m b i n a c a o  

d o s  m e t o d o s  em q u e s t a o .  

O b s e r v a - s e  com f a c i l i d a d e  q u e  a  s o l u c a o  d e  p r o b l e m a s  

d e  d e s c o n t i n u i d a d e  p o r  no  d u p l o  no  ~ e t o d o  d a  C o l o c a c a o  n a o  f u n -  

c i o n a  p a r a  e s t e  p r o c e d i m e n t o ,  p o i s  c a u s a  s i n g u l a r i d a d e  na  i n v e r  - 

s a o  d a  M a t r i z  G - I  , na m e d i d a  em q u e  g e r a  2  l i n h a s  i g u a i s .  - 
O mesmo n a o  o c o r r e  com o s  m e t o d o s  d e  c o l o c a c a o  em q u e  

s e  a p l i c a m  t r a t a m e n t o s  d e  c a n t o  como o s  v i s t o s  no  c a p i t u l o  IV. 

No Metodo  d e  G a l e r k i n ,  o  nO d u p l o  p o d e  s e r  u s a d o  a u t o -  

m a t i c a m e n t e ,  p o i s  o  m e t o d o  g e r a  2 l i n h a s  d i f e r e n t e s  na  m a t r i z  

G p a r a  o s  nzs d e  mesma c o o r d e n a d a ,  c o n f o r m e  p o d e  s e r  o b s e r v a d o  - 
p e l a s  e x p .  ( I V . 2 . 3 3 ) .  

V.2 - OBTENCAO P A R A  PONTOS INTERNOS AO DOMINIO 

E comum q u e  s e j a m  r e q u e r i d o s  o s  v a l o r e s  d e  p o t e n c i a l  

em p o n t o s  i n t e r f o r e s  a o  d a m ? n i o  d i s c r e t i z a d o  p o r  e l e m e n t o s  d e  

c o n t o r n o ,  c o n f o r m e  m o s t r a m  o s  p o n t o s  A e  B d a  f i g .  U . 2 . 1 .  P a r a  

a  s o l u c T o  d e s t e  p r o b l e m a ,  ha  q u e  se  o b t e r e m  o s  v a l o r e s  d o  p o t e n  - 



c i a l  e  f l u x o  a o  l o n g o  d e  t o d o  o  c o n t o r n o .  

F i g . X . 2 .  l - Pontos Internos ao 
Dominio 

Um d o s  m e t o d o s  d e  s e  o b t e r e m  e s t e s  v a l o r e s  na i n t e r f a -  

c e  s e  b a s e i a  na  c o n d e n s a c a o  d o s  mesmos r e l a t i v o s  a m a l h a  d e  

e l e m e n t o s  f i n i t o s ,  c o n f o r m e  m o s t r a  a  f i g .  V . 2 . 2 .  

F ig .E .2 .2  - Fluxo na Regiao de 
Interface 



A condensac20  f o r n e c e  o s  f l u x o s  e q u i v a l e n t e s  n o d a i s  

Por i s s o ,  h8 q u e  m u l t i p 1 i c ~ - 1 0 s  p e l a  i n v e r s a  da  M a t r i z  

de  I n t e r p o l a c a o  (M- I ) ,  o b t e n d o  o f l u x o  d i  s t r i  b u i d o  no c o n t o r n o  

da i n t e r f a c e  ( q i ) .  - 
. . 

Na imp lemen tacao  numer i ca  empregada n e s t e  t r a b a l h o ,  a o  

i n v e s  de  s e  p r o c e d e r  a  e s t a  m u l t i p l i c a c a o ,  o p t o u - s e  p o r  r e s o l -  

v e r  o  s i s t e m a  m o s t r a d o  na e x p .  ( V . 1 ) ,  p o r  e x i g i r  menor numero 

d e  o p e r a c o e s  computac i  o n a i s  . 

A p a r t i r  da o b t e n c a o  d o s  v e t o r e s  u - e  q em t o d o  o  con- ?. 
t o r n o ,  a  so luc5 'o  ( u )  - e c a l c u l a d a  p o r  meio  da  equacao  i n t e g r a l  

p a r a  p o n t o s  do i n t e r i o r ,  q u e  Z s i m i l a r  3 e x p .  ( I V . 1 . 3 )  onde 

C ( < )  = 1 .  N e s t e  c a s o ,  d e v e - s e  o b s e r v a r  que  a s  i n t e g r a i s  s a o  

r e g u l a r e s  p o i s  p o n t o s  campos e  f o n t e s  nao  s e r a o  c o i n c i d e n t e s  em 

nenhuma s i  t u a c z o .  

v . 3  - O P R O B L E M A  DOS T O L V E R S ~  E N V O L V I D O S  E A S I M E T R I Z A C A O  D A  

M A T R I Z  G L O B A L  

A m a t r i z  k e  a p r e s e n t a d a  na e q .  ( V . l l )  nao p o s s u i  a s  
- C  

c a r a c t e r i s t i c a s  d e  banda e  s i m e t r i a  p e c u l i a r e s  2 m a t r i z  e k e  f o r -  

mada p e l o  Metodo d o s  E l emen tos  F i n i t o s  ( e x p .  ( 1 1 1 . 8 ) ) .  

O q u e  s e  o b s e r v a  i n c l u s i v e  i3 q u e  q u a n t o  menos r e f i n a d a  

f o r  a  malha  d e  e l e m e n t o s  de  c o n t o r n o ,  menos s i m e t r i c a  e a  rna- 

t r i z  e q u i v a l e n t e  k e .  
m C 

O b s e r v a - s e  tambgrn q u e  a n a o - s i m e t r i a  e s t 3  i n t i m a m e n t e  

l i g a d a  ao  t r a t a m e n t o  que  f o r  d i s p e n s a d o  a o  prob lema de  d e s c o n -  

t i n u i d a d e s  g e o m e t r i c a s  e  f T s i c a s  (7 tem IY . 2 ) .  



Estes a s p e c t o s  e s t a 0  a n a l i s a d o s  d e  f o r m a  c o m p a r a t i v a  e  

d e d u t i v a  n o  c a p 7 t u l o  V I I .  

A f i m  d e  s e  p r o c u r a r  min i ' r n i za r  o  " t r a n s t o r n o  c o m p u t a -  

c i o n a l "  c a u s a d o  p e l a  r e s o l u c a o  d e  u m  s i s t e m a  d e  e q y a c o e s  ( l i -  

n e a r ,  p a r a  o  p r o b l e m a  em q u e s t a o )  n a o  s i m e t r i c a ,  p r o p o e - s e  

q u e  s e j a  i n t r o d u z i d a  uma c o n d i c a o  e x t e r n a  d e  s i m e t r i a  d a d a  p e l a  

m e d i a  e n t r e  a  m a t r i z  d e  p o t e n c i a l  g l o b a l  e  s u a  t r a n s p o s t a ,  ou 

s e j a ,  ( p e l a  Ref. 1 1 0 1 ) .  

( V .  1 3 )  

E s t a  a l t e r n a t i v a ,  a p e s a r  d e  l e v a r  em c e r t o s  c a s o s  a  

b o n s  r e s u l t a d o s  n a d a  tem a  v e r  com o  p r o b l e m a  f ? s i c o  c a u s a d o r  

d a  n a o  s i m e t r i a .  No e n t a n t o ,  s e r 5  t e s t a d a  no  c a p 7 t u l o  V I i .  

O p r o b l e m a  d a  n a o  s i m e t r i a ,  a s s o c i a d o  a o  c u s t o  compu- 

t a c i o n a l  e  a g r a v a d o  com o  a u m e n t o  d o  n u m e r o  d e  g r a u s  d e  l i b e r -  

d a d e  d o  s i s t e m a  e s t r u t u r a l  n a o  d e v e  s e r  r e s o l v i d o ,  no  e n t e n d e r  

d o  a u t o r ,  com uma c o n d i c a o  e x t e r n a  m e r a m e n t e  a l g e b r i c a .  E s t a  

p o s i c a o  r e f o r c a d a ,  l e v a n d o - s e  em c o n s i d e r a c a o  o  a t u a l  d e s e n -  

v o l v i m e n t o  p r o g r e s s i ' v o  d e  r e c u r s o s  d e  H a r d w a r e  e S o f t w a r e  (me- 

t o d o s  a v a n c a d o s  em p e s q u i s a  p a r a  r e s o l u c a o  d e  s i s t e m a s  e s p a r s o s  

n a o  s i m & t r i c o s ) .  

A a l t e r n a t i v a  d a  s i m e t r i a  5 s u g e r i d a  a p e n a s  p a r a  o  c a -  

s o  d e  s e  usarem a l g o r i t m o s  d e  r e s o l u g a o  d o  s i s t e m a  d e  e q u a c o e s  

j z  d e s e n v o l v i d a s  p a r a  o  m z t o d o  d o s  E l e m e n t o s  F i n i t o s .  

D e v e - s e  a i n d a  c o n s i d e r a r  q u e ,  em g e r a l ,  o  numero  d e  
- 

g r a u s  d e  l i b e r d a d e  a s s o c i a d o s  a  e l e m e n t o s  d e  c o n t o r n o  e bem 



m e n o r  q u e  os mesmos a s s o c i a d o s  a e l e m e n t o s  f i n i t o s ,  o  q u e  s u g e -  

r e  uma s T s t e m a t f c a  d e  r e s o l u c a o  d o  s i s t e m a  g l o b a l  em 4  p a s s o s ,  

como s e g u e  a b a i x o :  

1 0  P a s s o :  R e o r d e n a c a o  d o  s i s t e m a  a  f i m  d e  s e  d i v i d i r  a  p a r t e  

s i m g t r i c a  em b a n d a  k -s , b  d a  nXo s i m e t r i c a  - k ( . f i g . , V .  

2 . 3 ) .  

Fig .T .2 .3  - Reordenacao do Sistema 

20 P a s s o :  C o n d e n s a c a o  d a  m a t r i z  k -6s , b  n o s  n 8 s  d e  i n t e r f a c e  ( f i g .  

V . 2 . 4 ) .  

3 0  P a s s o :  R e s o l u c a o  d o  s i s t e m a  k ' u '  = q '  n a o  s i m ~ t r i c o .  
?- = 

40  P a s s o :  O b t e n c z o  d e  u , , ~  p o r  r e t r o - s u b s t i  t u i c a o .  



Fig . IZ.2.4 - Condensacao do Motr iz  Nc,b 



PROGRAMAS IMPLEMENTADBS 

Foram i m p l e m e n t a d o s  p r o g r a m a s  p a r a  r e s o l u c a o  d e  m a l h a s  

c o m b i n a d a s  com o s  d i v e r s o s  m e t o d o s  a p r e s e n t a d o s  a n t e r i o r m e n t e ,  

o s  q u a i s  s e  a p r e s e n t a m  r e s u m i d a m e n t e  a b a i x o :  

P R0 G RAMA OBJETIVO 

- I m p l e m e n t a c a o  d e  e l e m e n t o s  d e  c o n t o r n o  c o n s t a n -  

t e s  

- I m p l e m e n t a c Z o  d e  e l e m e n t o s  d e  c o n t o r n o  l i n e a r e s  

sem t r a t a m e n t o  d e  d e s c o n t i n u i d a d e s .  

- I m p l e m e n t a c ~ o  d o  e l e m e n t o  d e  c o n t o r n o  i n t e r p o l a -  

d o .  

- I m p l e m e n t a c Z o  d o  e l e m e n t o  d e  c o n t o r n o  n a o  

f o r m e .  

- I ' m p l e m e n t a c a o  d o  t r a t a m e n t o  g e o m e t r i c o  p a r a  

p r o b l e m a  d e  d e s c o n t i n u i d a d e s .  

- r m p l e m e n t a c 2 0  do  N g t o d o  d e  G a l e r k i n .  

c o n -  

o  



A s e g ~ t r  a p r e s e n t a - s e  um d i . ag rama  d e  b l o c o s  g e r a l  p a r a  

t o d o s  o s  p r o g r a m a s , .  p a r t t c u l a r i d a d e s  d e  c a d a  um e s t F o  documen-  

t a d a s  em s u a  prGpri:a 1  i :s tagem. 

Diagrama de B l o c o s  ~ i ' p i c o  dos P r o g r a m a s  Implernentados 

Programa 
principal u 

1 ~ Y b r t .  Entrada I 

I Subrt. Subrt. Monrig 2 I 

2' Subrt .  R ige l  

I 1 Subrt. Monrig I I 

Subrt. Bd i f  I 
1 Subrt  Monbem . - 

I s u b r t .  Bigual I 

I Subrt .  I nver I 
I 

I Subrt. Produto I 
I 

I Subrt.  cor r ige  I 
I 

Subrt.  M r i g  I 
Subrt. Monta 

Subrt .  Vcar I 

L Subrt. ConcI J 
1 Subrt .  Conc2 1 

I subr t .  Solvem I 

I Subr t .  Solver I 

Subrt. Modif 

Subrt .   luxo 

Subr t .  B d i f  I 



- S u h r o t i ' n a  E.NTRADA 

D e s t t n a - s e  3 e n t r a d a  d e  d a d o s  a o  p r o g r a m a .  

- S u b r o t i n a  MONFEM 

D e s t i n a - s e  a  m o n t a r  a  m a t r i z  d e  r i g i d e z  g l o b a l  d e  es-  - 

t r u t u r a s  c o n t e n d o  a p e n a s  e l e m e n t o s  f i n i t o s .  

e 

N e s t e  c a s o ,  e  m o n t a d a  a  m a t r i z  t r i a n g u l a r i z a d a ,  a  fim 

d e  s e  u t i l i z a r  ' a  p o s t e r i o r i '  um s o l v e r  q u e  s e  u t i l i z e  d a s  c a -  

r a c t e r y s t i c a s  d e  b a n d a  e  d e  s i m e t r i a  ( S u b r o t i n a  ' S o l v e m ' ) .  

A c e s s a  a s  s e g u i n t e s  s u b r o t i n a s :  

- S u b r o t i n a  RIGEL 

D e s t i n a - s e  a  c a l c u l a r  em c o o r d e n a d a s  i n t r T n s e c a s  (conf .  

d e f .  n o  capitulo r r r )  - a  mat r - i z  d e  p o t e n c i i a l  d e  c a d a  e l e m e n t o  

f i n i t o .  

- S u b r o t i n a  MONRIGZ 

D e s t i n a - s e  a  e f e t i v a m e n t e  m o n t a r  a m a t r i z  g l o b a l ,  a  

p a r t i r  d a q u e l a  d e  c a d a  e l e m e n t o ,  d e  a c o r d o  com p r o c e d i m e n t o  a -  

p r e s e n t a d o  n a  Re.P. 3 .  



- S u b r o t l n a  MQNFEB 

D e s t i n a - s e  tambem a m o n t a r  a  m a t r i z  d e  p o t e n c i a l  p a r a  

o s  e l e m e n t o s  f i n i t o s ,  d e s t a  v e z ,  sem l e v a r  em c o n t a  a s  c a r a c t e -  

r 7 s t i c a s  d e  b a n d a  e  s i m e t r i a .  

A c e s s a  a s  s e g u i n t e s  s u b r o t i n a s :  

- S u b r o t i n a  RIGEL 

- S u b r o t i n a  PiONRIG1 

D e s t i n a - s e  a  m o n t a r  e f e t i v a m e n t e  a  m a t r i z  g l o b a l  a  p a r  - 
t i r  d o s  r e s u l t a d o s  d a  RIGEL, c o n s i d e r a n d o  m a l h a  c o m p o s t a  t a n t o  

d e  e l e m e n t o s  f i n i t o s  q u a n t o  d e  c o n t o r n o .  

- S u b r o t i n a  ARMAT 

D e s t i n a - s e  a  a r m a z e n a r  o s  t e r m o s  d a  m a t r i z  g l o b a l  c o r -  

r e s p o n d e n t e s  a c o n t r i b u i c a o  d a  m a l h a  d e  e l e m e n t o s  f i n i t o s  n o s  

n o s  d a  i n t e r f a c e ,  a  f i m  d e  p o s t e r i o r m e n t e  c a l c u l a r  o  f l u x o  d o s  

mesmo ( p o r  m e i o  d e  k . u .  = ,i -1 Pi + - i  = i n t e r f a c e ) .  

E s t e  f l u x o  e' u t i l i z a d o  p a r a  c ~ l c u l o  d o  p o t e n c i a l  em 

p o n t o s  i n t e r n o s ,  c o n f .  c o l o c a d o  no  Ttem Y . 2 .  

- S u b r o t - l n a  M O N B E M  

D e s t i n a - s e  a c a l c u l a r  a s  m a t r i z e s  H e  G r e l a t i v a s  2 ma 
c f- - 

l h a  d e  e l e m e n t o s  d e  c o n t o r n o  e  m o n t a r  o y e t o r  d e  f l u x o  ( .q ) .  - . - 

A c e s s a  a s  s e g u l n t e s :  

- S u b r o t i ' n a  BDTF: 



C a l c u l a  a s  i n t e g r a i s  n u m % r i c a s  d a s  m a t r i z e s  H e  G p a r a  
w pl< 

e l e m e n t o s  na'o c o n t e n d o  o  p o n t o  f o n t e .  

- S u b r o t i n a  B T G U A L  

C a l c u l a  a s  i n t e g r a i s  a n a l 7 t i c a s  d a s  m a t r i z e s  H e  G p a -  - ?- 

r a  e l e m e n t o s  c o n t e n d o  o  p o n t o  f o n t e .  

- S u b r o t i n a  INVER 

D e s t i n a - s e  a  i n v e r t e r  a  m a t r i z  G ,  c a l c u l a d a  em M O N B E M  - 
p o r  Me todo  d a  E l i m i n a c a o  d e  G a u s s .  

- S u b r o t i n a  PRODUTO 

D e s t i n a - s e  a  p r o c e d e r  o  p r o d u t o  (G" * H ) .  

- S u b r o t i n a  CORRIGE 

C a l c u l a  a  M a t r i z  d e  interpo1acan_~M)_,-_cm-r_igind~oo~pro - 

d u t o  c a l c u l a d o  em "PRODUTO" (.M 5 
- I H) e  o  v e t o r  d e  f l u x o  (.M G ) .  - .7.3 F 

(A m a t r i z  M e s t g  a p r e s e n t a d a  no a n e x o  V ) .  
s 

- S u b r o t i n a  MONTA 

D e s t - i n a - s e  a  s o m a r  a s  c o n t r i b u i c F e s  d a  m a l h a  d e  e l e m e n  - 

t o s  d e  c o n t o r n o  a m a t r i z  g l o b a l  jz i n i c i a d a  com a  p a r t e  d e  e l e  - 

mentes f i n i t o s  ( s u b r t .  MONFEB). 

A c e s s a  a s  s e g u i n t e s :  

- S u b r o t i n a  MRIG 

Soma o s  t e r m o s  d a  m a t r i z  (J G - '  H ) .  - y- 71 



- S u b r o t f n a  Y C A R  

Soma o s  t e r m o s  d o  v e t o r  d e  f l u x o  e q u i v a l e n t e  (M q ) . .  
w r- 

- S u b r o t i n a  CONC1 

D e s t i n a - s e  a  i n t r o d u z i r  a s  c o n d i c e e s  d e  c o n t o r n o  p a r a  

p r e s c r i c x o  d e  p o t e n c i a l  ( u )  na m a t r i z  d e  p o t e n c i a l  c r i a d a  p e l a  - 
S u b r t .  M O N B E M  ( s e m  a  c a r a c t e r y s t i c a  d e  b a n d a ) .  

O c r i t e r i o  u t i l i z a d o  n e s t a  s u b r o t i n a  e s t a  a p r e s e n t a d o  

num e x e m p l o  a o  a n e x o  V I .  

- S u b r o t i n a  CONC2 

D e s t i n a - s e  a  i n t r o d u z i r  a s  c o n d i c o e s  d e  c o n t o r n o  p a r a  

p r e s c r i c a o  d e  p o t e n c i a l  ( u )  n a  m a t r i z  a r m a z e n a d a  em b a n d a  
?- 

na  

S u b r .  MONFEM, c o n f o r m e  R e f .  3 .  

- S u b r o t i n a  SOLVEM 

D e s t i n a - s e  a  r e s o l v e r  o  s i s t e m a  d e  e q u a c o e s  com a  ma- 

t r i z  em b a n d a  ( . formada em "MONFEM"), c o n f o r m e  s e  a p r e s e n t a  na  

R e f .  3 .  

- S u b r o t i n a  SOLVER 

D e s t i n a - s e  a  r e s o l v e r  o  s i s t e m a  d e  e q u a c o e s  m o n t a d o  

em "MONTA" p e l o  Mgtodo d a  E l i m i n a c s o  d e  G a u s s .  

E s t a  s u b r o t i n a  p o d e  s e r  o t i m ? z a d a  e  uma p r o p o s t a  p a r a  

e s t a  o t i r n i z a c a o  s e  a p r e s e n t a  no ?tem y . 3 ,  



- S u b r o t i n a  MQRIF 

D e s t f n a - s e  a  e x e c u t a r  o  20 p a s s o  da p r e s c r i c a o  d e  u ,  -. 

conforme i n d i c a d o  no anexo  V I ' .  

E s t a  s u b r o t i n a  c a l c u l a  tambem o  v a l o r  do f l u x o  d e  nos  

d e  i n t e r f a c e  e n t r e  a s  m a l h a s  d e  e l e m e n t o s  f i n f t s s  e  de  c o n t o r -  

no .  

- S u b r o t i n a  F O R C E  

D e s t i n a - s e  a  c a l c u l a r  o  v a l o r  do f l u x o  d i s t r i b u y d o  em 

cada  e l e m e n t o  f i n i t o ,  t o r n a n d o  como b a s e  o  s e u  c e n t r o  d e  g r a v i -  

d a d e .  

- S u b r o t i n a  I N T E R N O  

D e s t i n a - s e  a  c a l c u l a r  o  v a l o r  do p o t e n c i a l  em p o n t o s  

i n t e r n o s  do domTnio c i r c u n d a d o  p e l a  malha  de  e l e m e n t o s  d e  con- 

t o r n o ,  conforme i n d i c a  o  Ttem V . 2 .  

- S u b r o t i n a  SAIDA 

D e s t i n a - s e  a i m p r e s s z o  d e  r e s u l t a d o s .  



A N A L I S E  D E  RESULTADOS E COMPARACAO DOS M E T O D O S  CONSIDERADOS 

PARA RESOLUCAO D O  PROBLEMA D E  DESCONTINUIDADES 

E s t e  c a p T t u l o  tem o  o b j e t i v o  d e  a v a l i a r  d e  f o r m a  t a o  

c o r r e t a  q u a n t o  poss?'vel n$o s8  a  m e t o d o l o g i a  u t i l i z a d a  p a r a  a  

c o m b i n a c a o  d o s  M e t o d o s  d o s  E l e m e n t o s  F i n i t o s  e  d o s  E l e m e n t o s  d e  

C o n t o r n o ,  como tambgm o s  p r o c e d i m e n t o s  e s t u d a d o s  p a r a  a  r e s o l u -  

c a o  d o  p r o b l e m a  d e  d e s c o n t i n u i d a d e s  f 7 s i c a s  e  g e o m e t r i c a s ,  i n e -  

r e n t e s  a o  Metodo  d a  C o l o c a c S o .  

C o n f o r m e  f o r a  ana l i sado  no Capi tu lo  IV ( r t e m  I V . 2 ) ,  o  Me- 

t o d o  d e  G a l e r k i n  n a o  a p r e s e n t a  l i m i t a c o e s  8 a d o c a o  da t e c n i c a  

do "nO d u p l o "  p a r a  a  r e s o l u c X o  do  p r o b l e m a  d e  c a n t o ,  uma v e z  

q u e  a s  l i n h a s  d a  M a t r i z  G f o r m a d a s  p a r a  - . . d o i s  nOs q u e  s i m u l a m  

d e s c o n t i n u i d a d e s  s a o  d i f e r e n t e s .  P o r  e s t a  r a z a o  e  p e l o  f a t o  / .  

d e  s e  a d o t a r  como f u n c a o  d e  p o n d e r a c x o  a p r o p r i a  f u n c a o  d e  i n -  

t e r p o l a c a o  ( -conforme s e  o b s e r v a  no ?'tem I V . 2 . 2 ) ,  o  Me todo  d e  

G a l e r k i n  l e v a ,  em g e r a l ,  a  r e s u l t a d o s  m e l h o r e s  com m a l h a s  menos  

r e f i n a d a s ,  s e  c o m p a r a d o  com o  Metodo  d a  C o l o c a c a o .  

Mas,  s e  p o r  um l a d o  g a n h a - s e  em p r e c i s a o ,  com o  Metodo  

d e  G a l e r k i n ,  p o r  o u t r o ,  p e r d e - s e  no  c u s t o  c o m p u t a c i o n a l ,  j a  q u e  

e s t e  e x i g e  m a i o r  t empo  d e  e x e c u c a o  Cternpo d e  CPU) p a r a  a  m o n t a  - 

gem d a s  m a t r i z e s  Fi e  G ,  uma v e z  q u e  h8 q u e  s e  i n t e g r a r e m  a s  s o -  
P" R 

l u c o e s  f u n d a m e n t a i s  2  v e z e s  a o  l o n g o  d a  m a l h a .  



A n a l i s a n d o - s e  e n t r e t a n t o  e s t a  c s n d i c 8 o  s o b  u m  o u t r o  

p r - t s m a ,  o b s e r y a - s e  q u e  o  MEtodo d a  C o l o c a c % ~ ,  a o  e x - t g i r  uma ma- 

l h a  m a i s  r e f i n a d a  p a r a  c h e g a r  a  r e s u l t a d o s  m e l h o r e s ,  f a z  aumen- 

t a r  o  tempo g a s t o  p a r a  a  r e s o l u c a o  d o  s i s t e m a  d e  e q u a c o e s .  

P o r t a n t o ,  a  m a i o r  v i a b i l i d a d e  d e s t e  u l t i m o  m e t o d o  e d i  - 
r e t a m e n t e  p r o p o r c i o n a l  8 m a i o r  e f i c i s n c i a  do  " s o l v e r "  e m p r e g a -  

d o .  

C o n s i d e r a n d o - s e  o  c a d a  v e z  m a i o r  numero  d e  p e s q u i s a s  

na a r e a  d e  r e s o l u c Z o  d e  s i s t e m a s  e n v o l v e n d o  m a t r i z e s  c h e i a s  e  

n a o  s i m e t r i c a s  e  a i n d a ,  l e v a n d o - s e  em c o n t a  o  f a t o  d e ,  em g e r a l  

p a r a  g r a n d e s  e s t r u t u r a s ,  o  numero  d e  g r a u s  d e  l i b e r d a d e  a s s o c i a  - 

d o  m a l h a  d e  e l e m e n t o s  d e  c o n t o r n o  s e r  r e d u z i d o ,  em r e l a c a o  a o  

numero  t o t a l  d e  d e s l o c a b i l i d a d e s  d a  e s t r u t u r a ,  o  ~ e t o d o  d a  C o l o  - 
c a c a o  t e n d e  a  s e  i m p o r .  Da?' o  i n t e r e s s e  d e  s e  r e s o l v e r  d e  f o r -  

ma d e f i n i t i v a  o  p r o b l e m a  d e  c a n t o .  

S e n d o  a s s i m ,  p a r a  s e  p r o c e d e r  2 v e r i f i c a c a o  d e  r e s u l t a  - 

d o s ,  s a o  e l a b o r a d o s  4 n P v e i s  d e  a n a l i s e s ,  a  s a b e r :  

- Comparacgo  d o s  3 m z t o d o s  d e  c o l o c a c a o ,  t o m a n d o  ma- 

l h a s  f o r m a d a s  a p e n a s  p o r  e l e m e n t o s  d e  c o n t o r n o  e  r e -  

s o l v e n d o  o  s i s t e m a  f o r m a d o  p e l o  p r o c e d i m e n t o  a p r e s e n  - 

t a d o  no ? t e m  V . 1 . 2  (-M G - I  H u = M q ) .  
?- ?'. r* ?4 - .. 7 

- C o m p a r a c a o  d o s  3 m & t o d o s  d e  c o l o c a c d o ,  t omando  ma- 

l h a s  c o m p o s t a s  p o r  e l e m e n t o s  f i n i ' t o s  e  d e  c o n t o r n o .  

- A n G l i s e  d a s  m a l h a s  da  a n a l ? s e  a n t e r i o r ,  i m p o n d o - s e  

a s i m e t r i z a c a o  d a  m a t r i z  d e  P o t e n c i a l  G l o b a l  a p r e s e n  - 

t a d a  no Ttem V.3.  



- C o m p a ~ a c a o  d o  M z t o d o  d a  C o l o c a c a o  q u e  m e l h o r  s e  a p r e  - 

s e n t a  nos. e x e m p l o s  u t i  1  i . z ados  n o s  p a s s o s  a n t e r i o r e s ,  

com o  M z t o d o  d e  G a l e r k i n .  N e s t a  f a s e ,  p r o c e d e r - s e -  

a o  r e f i n a m e n t o s  s u c e s s i v o s  d a s  m a l h a s  a n a l i s a d a s  

a n t e r i o r m e n t e ,  a t e  q u e  s e  a l c a n c e m  r e s u l t a d o s  t a o  

s a t i s f a t o r i o s  q u a n t o  a q u e l e s  o b t i d o s  com G a l e r k i n .  

E s t e s  r e f i n a m e n t o s  s e  d e s t i n a m  3 a v a l i a c a o  d o s  p a r a -  

m e t r o s  e f i c i z n c i a  d o s  r e s u l t a d o s  v s .  t e m p o  d e  CPU. 

A s e g u i r  s a o  m o s t r a d o s  o s  p r o b l e m a s  a n a l i s a d o s ,  a s  ma- 

l h a s  e l a b o r a d a s  e  o s  r e s u l t a d o s  o b t i d o s  p a r a  c a d a  m e t o d o  e n v o l  - 

v i d o .  



YI.r.1 - COMPARACRO DOS 3 METQDOS DA COLBCACRO,  TOMANDO MALHAS 

FORMADAS A P E N A S  POR ELEMENTOS DE CONTORNO. 

Exemplo V I I . l . l  - F l u x o  de  C a l o r  

- So lucao  A n a l T t i c a  

( a  1 Potencial ( b) Fluxo 

F i g . ~ .  I - ExemploXII.  1 . 1  - Solucoo ~ n a l i t  i ca  

- Cond icoes  de c o n t o r n o ,  i n t r o d u z i d a s  

FigQU.2 - ExemploQli. I. l Modelos , 

A / B  Condicoes de 
Contorno 



- Mode lo  A (_usado p a r a  a s o l u c ~ o  p o r  t r a t a m e n t o  geome- 

t r i : co ) .  . 

Fig .mT, 3 - ExemploTii. I .  I Modelo A 

- Mode lo  B ( u s a d o  p a r a  a s o l u c a o  p o r  e l e m e n t o  n a o  c o n -  

f o r m e  e e l e m e n t o  i n t e r p o l a d o )  . 

Fig.7;ZII,4- E x e m p l o ~ . l . l  Modelo  8 

9 8 7 
1 O \  

DII -- 

12 

I 2 3 X 
A 

I 

a 
.I ' 

e 
2' 

e 
3 ' 

e e 

4 ' 5 ' 
I 

r' 6 

-- 5 B 

\ 4 -  



i )  Tempo d e  C P U  

TAB. VI 'T. l  

PROCEDIMENTO 

E l e m e n t o  I n t e r p o l a d o  
E l e m e n t o  Nao C o n f o r m e  
T r a t a m e n t o  G e o m ~ t r i c o  

i  i  ). R e s u l t a d o s  p a r a  P o t e n c i  a 1  

TEMPO (.b) 

. 4 0 8  

. 3 9 7  

. 397  

P o n t o  S o l u c a o  E l e m e n t o  

P o n t o  F 

A n a l T t i c a  

E l e m e n t o  Nao 

C o n f o r m e  I n t e r p o l a d o  

T r a t a m e n t o  

G e o m e t r i c o  

TAB. VIT .2  

i  i i )  R e s u l t a d o s  p a r a  F l u x o  E q u i v a l e n t e  Nodal  

S o l u c a o  

A n a l ' i ' t i c a  

TAB. VIT .3  

E1 e m e n t o  

I n t e r p o l a d o  

. O00 

- 1 5 0 . 0 0 0  

. o 0 0  

1 5 0 . 0 0 0  

E l e m e n t o  Nao 

C o n f o r m e  

. o 0 0  . 

- 1 3 3 . 4 8 9  

. O00 

1 3 3 . 4 8 9  

T r a t a m e n t o  

G e o m e t r i  c o  

. O00 

- 1 5 0 . 0 0 0  

. O00 

1 5 0 . 0 0 0  



O problema que  s e  a p r e s e n t a  n e s t e  exemplo e d e  g r a n d e  

s i m p l i c i d a d e ,  una vez  que  a vayi :acZ'~ de  p ~ t e n c i a l  e  f l u x o  e ex-  

p r e s s a  p o r  f u n s o e s  c o n s t a n t e s  ou 1  i ' n e a r e s ,  

Como a  f u n c a o  d e  i n t e r p o l a c a o  u t i l i z a d a  na f o r m u l a c a o  

dos  p r o c e d i m e n t o s  e l i n e a r ,  o s  r e s u l t a d o s  devem s e r  t e o r i c a m e n  - 

t e  e x a t o s .  

A t a b e l a  V I I . 3  nos i n d i c a  a  e x a t i d a o  dos  r e s u l t a d o s  ob - 

t i d o s  p a r a  f l u x o  e q u i v a l e n t e  nodal  no c o n t o r n o  p a r a  o s  p r o c e d i -  

mentos  do e l e m e n t o  i n t e r p o l a d o  e  do t r a t a m e n t o  g e o m e t r i c o .  

0 s  r e s u l t a d o s  c a l c u l a d o s  com o  e l e m e n t o  nao conforme 

e s t a o  p r a t i c a m e n t e  e x a t o s ,  uma vez  que  a  s o l u c a o  a n a l y t i c a  p a r a  

o  f l u x o  e d i f e r e n t e ,  d e v i d o  ao  a f a s t a m e n t o  do no f u n c i o n a l  do 

c a n t o  ( n e s t e  c a s o ,  tomado como 10% do comprimento do e l e m e n t o ) .  

Se  tomarmos,  a  m a t r i z  d e  i n t e r p o l a c a o  M y  c a l c u l a d a  p a r a  o  e l e -  - 
mento nao conforme p e l o  Apendice  V ,  e  p r g - m u l t i p l i c a r m o s  p e l o  

v e t o r  d e  f l u x o  d i s t r i b u i d o  no e l e m e n t o  d e  a c o r d o  com a  f i g u r a  

V I I . l ( b ) ,  ob t e r emos  p a r a  o s  p o n t o s  A ,  B y  C ,  D r e s p e c t i v a m e n t e o s  

v a l o r e s :  O . ,  - 1 3 3 . 3 1 ,  0 ,  1 3 3 . 3 1 .  

Pode - se  d i z e r  que  o s  v a l o r e s  d e  p o t e n c i a l  c a l c u l a d o s  

p a r a  o s  p o n t o s  i n t e r n o s  a p r e s e n t a r a m  uma i n c e r t e z a  m a i o r  que  

a q u e l e s  e n c o n t r a d o s  p a r a  f l u x o .  

E s t e  f a t o  s e  da  f u n d a m e n t a l m e n t e  p o r  2 r a z o e s :  p r i m e i -  

r a m e n t e ,  p e l o  e s c a s s o  r e f i n a m e n t o  da malha  e  em segundo  l u g a r ,  

a  c a u s a  mais  i n f l u e n t e  Z o  f a t o  d e  a  d i s t a n c i a  ao  c o n t o r n o  d o s  

p o n t o s  i n t e r n o s  s e r  r e d u z i ' d a ,  s e  compapada com o  comprimento 

d o s  e l e m e n t o s .  S a b e - s e  q u e ,  do p o n t o  d e  v i s t a  p r Z t i c o ,  o  i d e a l  



e  que  e s t a  d i s t 3 n c i . a  s e j a  i g u a l  ou s u p e r i o r  ao  compr imento  d o s  

e l e m e n t o s  m a i s  p r 6 x i : m ~ s  ao  p o n t o  i . n t e r u o ,  a fi:m de  o b t e r  m a i o r  

p r e c i s z o  com a  i ' n t e g r a c g o  no c o n t o r n o ,  mormente nos c a n t o s .  Es - 

t a  c a r a c t e r T s t i c a  foT  T n t r o d u z i d a  p r o p o s i t a l m e n t e  no m o d e l o ,  a  

f i m  d e  s e  o b s e r v a r  q u a l  dos  3 p r o c e d i m e n t o s  u t i l i z a d o s  e s t a r i a  

menos s u j e i  t o  a  e s t a  i m p r e c i s a o  e ,  em p r i n c i p i o ,  p a r a  e s t e  exem - 

p l o ,  o  p r o c e s s o  do e l e m e n t o  nao conforme s e  mos t rou  m a i s  e f i c i -  

e n t e .  

I n t e r e s s a n t e  e n o t a r  que  p a r a  o  pon to  i n t e r n o  c e n t r a l ,  

o s  r e s u l t a d o s  s a o  o s  mesmos p a r a  o s  3 p r o c e s s o s .  I s s o  s e  f a z  

s e n t i r  tambem ao  l ongo  d e  t o d o s  o s  exemplos  s e g u i n t e s  e  s e  da 

b a s i c a m e n t e  p e l a  s i m e t r i a  da malha em r e l a c a o  ao  p o n t o  q u e  f a z  

r e d u z i r  o s  e f e i t o s  d a s  i n t e g r a c o e s  nos c a n t o s .  Alem d i s s o ,  e s -  

t e  p o n t o  e o  ma i s  d i s t a n t e  do c o n t o r n o .  



Exemplo Y 1 : l . l  . 2  - F l u x o  de  C a l o r  

- So lucEo A n a l 7 t i ; c a  

( a 1 Potencial , 

Fig.mT.5 -.Exemplo mT. 1. 2  - Solucao ~ n a l i t i c a  

- Cond icges  de C o n t o r n o  I n t r o d u z i d a s  

Figm.6 - ExemploTZU.l,2 Modelos A / B  

condicoes de Contorno 



- M o d e l o  A (_usado  p a r a  a  s o l u c a o  p o r  t r a t a m e n t o  geome- 

t r i c o ) .  

F i g . E 7  - E x e m p l o ~ . 1 . 2  Modelo A 
- Mode lo  B ( .usado  p a r a  a  s o l u c a o  p o r  e l e m e n t o  n a o  c o n -  

f o r m e  e  e l e m e n t o  i n t e r p o l a d o ) .  



- R e s u l t a d o s  da  a n a l i s e  

i )  Tempo d e  C P U  

TAB. VI-1.4 

PROCEDIMENTO 

E l e m e n t o  Interpelado 
E l e m e n t o  NZo C o n f o r m e  
T r a t a m e n t o  ~ e o r n 8 t r - i  c o  

i i ). R e s u l t a d o s  p a r a  
TAX=. 1 0  

TEMPO(b) 

. 556  

. 5 4 2  

. 4 4 4  

P o t e n c i  a 1  

P o n t o  E l e m e n t o  Nao T r a t a m e n t o  

C o n f o r m e  G e o r n e t r i  c o  

TAB. V I I . 5  

i i i ) .  R e s u l t a d o s  p a r a  F l u x o  E q u i v a l e n t e  Nodal  

S o l u c a o  

Ana1 T t i c a  

E l e m e n t o  

I n t e r p o l a d o  

P o n t o  

TAB. VI'T.6 

E l e m e n t o  Nzo 

C o n f o r m e  

T r a t a m e n t o  

G e o m e t r i c o  

S o l u c a o  

A n a l T t i c a  

E l e m e n t o  

I ' n t e r p o l a d o  



- A n a l i . s e  d a  y a r i a c g o  d o s  r e s u l t a d o s  d o  p r o g r a m a  FEK02B ( E l e m e 2  

t o  1 n t e r p o l a d o ) -  com a  d i s t " a c i ' a  d o  p o n t o  f g n t e  a o  e x t r e m o  d o  

e l e m e n t o ,  em r e l a c a o  a o  s e u  c o m p r i m e n t o .  

P o n t o  

TAX S o l u c a o  

A n a l T t i c a  

P o t e n c i a l /  

F l u x o  

P o t e n c i a l  
I 1  

11 

F l u x o  
I 1  

I I 

I 1  

TAB. V I I . 7  

NZo s e  e s p e r a m  d o  e x e m p l o  V I I . 1 . 2  r e s u l t a d o s  t a o  p r e c i  - 

s o s  q u a n t o  a q u e l e s  o b t i d o s  no  p r o b l e m a  a n t e r i o r ,  p a r a  uma m a l h a  

p o u c o  r e f i n a d a ,  uma v e z  q u e  a  v a r i a c a o  d o  p o t e n c i a l  e  do  f l u x o  

n a 0  s e  d a  d e  f o r m a  l i n e a r ,  como o  s a o  a s  f u n c 6 e s  d e  i n t e r p o l a -  

cZo impl  e m e n t a d a s .  

P a r a  p o t e n c i a l ,  o s  r e s u l t a d o s  s e  m o s t r a r a m  p r a t i c a m e n -  

t e  i g u a i s  n o s  3 p r o c e d i m e n t o s . ,  

O f l u x o  e q u i v a l e n t e  n o d a l  o b t i d o  com o  e l e m e n t o  i n t e r -  

p o l a d o  a p r e s e n t a  e r r o s  r e l a t i v a m e n t e  Ga-txos, l e v a n d o - s e  em c o n -  

t a  a  m a l h a  " p o b r e "  u t i 1 i : z a d a .  

E m  s e  t omando  o  p r o c e s s o  d o  e l e m e n t o  n a o  c o n f o r m e ,  ob-  



s e r v a - s e  q u e  a  solucX'o a n a l 7 t i c a  d e s t e  f l u x o  p a r a  O S  p o n t o s  A ,  

B ,  C ,  D ;  s e  c a l c u l a d a  p e l a  M a t r i ' z  M m o d i f i c a d a  d a d a  r e s p e c t i -  
Y 

v a m e n t e  p e l o s  v a l o r e s  , 1 3 1 ,  . 7 7 9 ,  - . 4 8 4 ,  - , 4 2 5 ,  i n d i c a n d o  q u e  

p a r a  e s t a  m a l h a ,  o  e l e m e n t o  i n t e r p o l a d o  l e v a  a  e r r o s  r e l a t i v o s  

m e n o r e s  q u e  o  e l e m e n t o  n a o  c o n f o r m e .  

I n t e r e s s a n t e  e r e s s a l t a r  q u e  o s  r e s u l t a d o s  o b t i d o s  p a -  

r a  f l u x o  n o s  p o n t o s  A e  C u t i l i z a n d o  o  t r a t a m e n t o  g e o m e t r i c o  

s a o  o s  mesmos ,  p o i s  c o r r e s p o n d e m  a o  v a l o r  e q u i v a l e n t e  n o d a l  t a n  - 

t o  do  c o n t o r n o  h o r i z o n t a l  s u p e r i o r  q u a n t o  do  v e r t i c a l .  D e s s e  

modo, o  f l u x o  e s p e r a d o  n e s t e s  p o n t o s  e a  soma d a q u e l e s  e n c o n t r a  - 

d o s  em A e  C ,  ou s e j a ,  q  = . I 5 1 7  - .  4 0 9 5  = - .  2 5 7 8 .  

S e  somarmos  o s  f l u x o s  n o s  p o n t o s  A e  C e n c o n t r a d o s  com 

o  e l e m e n t o  i n t e r p o l a d o ,  chegamos  a  p  = - . 220 ( p r a t i c a m e n t e  o  

mesmo o b t i d o  p e l o  t r a t a m e n t o  g e o m e t r i c o ) .  

E m  v i r t u d e  d a s  o b s e r v a c o e s  f e i t a s ,  o  q u e  s e  p o d e  a f i r -  

mar  s o b r e  a  e f i c i e n c i a  d o s  3 p r o c e s s o s  p a r a  e s t a s  m a l h a s  e q u e  

o  e l e m e n t o  i n t e r p o l a d o  e  o  t r a t a m e n t o  g e o m e t r i c o  l e v a r a m  p r a t i -  

c a m e n t e  a o s  mesmos r e s u l t a d o s ,  m e l h o r e s  q u e  a q u e l e s  c a l c u l a d o s  

p e l o  e 1  e m e n t o  n a o  c o n f o r m e .  

Uma a n a l i s e  em s e p a r a d o  s e  f a z  o b s e r v a r  p e l a  t a b e l a  

V I I . 7 ,  q u e  t r a d u z  a  v a r i a c a o  d o s  r e s u l t a d o s  d e  p o t e n c i a l  e  f l u -  

xo  em f u n c a o  d a  t a x a  d e  a f a s t a m e n t o  do  p o n t o  f o n t e  a o  n 6  f u n -  

c i o n a l  d o  c a n t o ,  em r e l a c a o  a o  c o m p r i m e n t o  d o  e l e m e n t o  o n d e  s e  

s i t u a .  

A p r i o r ? ,  o  q u e  s e  p o d e  c o n c l u i r  e q u e  e s t a  v a r i a c z o  



s e  f a z  s e n t i r  d e  fo rma  bem menos s i . gn i : f i c a t i . va  nos p o n t o s  do 
d 

dom?nio (I', 2 ' ,  3 ' ) -  que  n o s  d e  c o n t o r n o  (_A, B ,  C ,  D ) ,  o  que  e  

e s p e r a d o  em v i ' r t u d e  d e  o  a f a s t a m e n t o  o c o r r e r  no c o n t o r n o .  

C o n s i d e r a n d o  o  f a t o  d e  a s  m a l h a s  - A e  - B a p r e s e n t a d a s  

n a s  f i g u r a s  V I I . 7  e  V I I . 8  r e s p e c t i v a m e n t e  s e  m o s t r a r e m  pouco 

r e f i n a d a s  p a r a  o  p rob lema e n v o l v i d o ,  n e s t e  exemplo ,  f o r am e l a b o  - 

r a d o  2 mode los  a d i c i o n a i s  q u e  s imulam a  s o l u c a o  a n a l 7 t i c a  d e l i -  

neada  na f i g .  V I I . 5  e  que  s e  colocam a s e g u i r :  

- C o n d i c o e s  d e  C o n t o r n o  I n t r o d u z i d a s  

Fig a . 9  - Exernpio~.l .2 Modelos C/D 
Condicoes d e  Contorno 



- M o d e l o  C (-usado p a r a  a s o l u c a o  p o r  t r a t a m e n t o  geome- 

Fig . ~ . l O  - ExemploTm;l.2 Modelo C 

- Mode lo  D ( . u sado  p a r a  a s o l u c a o  p o r  e l e m e n t o  n a o  c o n -  

f o r m e  e  p o r  e l e m e n t o  i n t e r p o l a d o ) .  

~ig.SZUl1 - Exemplo  TiI.I .2 Modelo D 



- R e s u l t a d o s  da  a n a l i s e  

i )  Tempo d e  CPU 

I 

TAB. VI ' I .8  

PROCEDIMENTO 

E l e m e n t o  I n t e r p o l a d o  
E l e m e n t o  Nao C o n f o r m e  
T r a t a m e n t o  G e o r n g t r i  c o  

i i ) .  R e s u l t a d o s  p a r a  P o t e n c i a l  

TEMPO(.s) 

1 . 4 7 6  
1 . 4 3 5  
1 . 2 0 3  

T r a t a m e n t o  

G e o m e t r i  c o  

T A X =  . I 0 0  

TAB. V11.9  

P o n t o  

1  ' 
2  ' 
3  ' 
4  ' 
5 ' 

i i i ) .  R e s u l t a d o s  p a r a  F l u x o  E q u i v a l e n t e  N o d a l  

S o l u c a o  

A n a l y t i c a  

1 . 0 2 4  

1  .O94 

1  . I 9 9  

1 . 3 0 0  

1 . 2 9 5  

T r a t a m e n t o  

G e o r n e t r i  c o  

- . I 7 9  

. 2 5 5  

- . I 7 9  

- , 3 1 4  

I 
P o n t o  

TAB. VTI ' .10 

E l e m e n t o  

I n t e r p o l a d o  

1  .O23 

1  .O92 

1 . 1 9 7  

1 . 2 9 6  

1 . 2 9 1  

E l e m e n t o  

Nao C o n f o r m e  

1  .O15 

1  .O85 

1  . I 9 1  

1 . 2 9 2  

1 . 2 9 2  

S o l u c a o  

A n a l T t i  c a  

E l e m e n t o  

I n t e r p o l a d o  

E l e m e n t o  

Nao C o n f o r m e  



- A n a l i s e  d a  v a r i a c a o  d o s  r e s u l t a d o s  do p r o g r a m a  FEB02B ( e l e m e n -  

t o  i n t e r p o l a d o )  com a  d i s t a n c i a  do p o n t o  f o n t e  a o  e x t r e m o  do 

e l e m e n t o ,  em r e l a c a o  a o  s e u  c o n p r i m e n t o  

PONTO 

T A B .  V I I . l l  

A n a l o g a m e n t e  a o  q u e  o c o r r e u  n o s  m o d e l o s  - A e  - B ,  o s  v a l o -  

r e s  d e  p o t e n c i a l  o b t i d o s  p a r a  o s  p o n t o s  i n t e r n o s  s e  m o s t r a r a m  

e x a t a m e n t e  i g u a i s  p a r a  o s  3 p r o c e s s o s  e ,  c o n f o r m e  o  e s p e r a d o ,  

d e  f o r m a  bem m a i s  p r e c i s a .  

E m  s e  t r a t a n d o  d e  f l u x o  e q u i v a l e n t e  n o d a l  j u n t o  a o s  c a n  - 

t o s ,  o  e l e m e n t o  i n t e r p o l a d o  l e y o u  a  r e s u l t a d o s  u m  pouco  m e l h o -  

r e s  q u e  o  e l e r i l e n t o  n a o  c o n f o r m e ,  uma v e z  que a  s o l u c a o  a n a l i t i c a  

p a r a  e s t e  U l t i m o  n o s  p o n t o s  A ,  B y  C ,  D e d a d a  r e s p e c t i v a m e n t e  p e  - 

1 0 s  v a l o r e s  - 0 3 8 ,  , 2 2 3 ,  - . 2 6 0 ,  - . 2 8 7 .  

S e  soniarmos o s  r e s u l t a d o s  d e  f l u x o  n o s  p o n t o s  A e  C ob  - - - 

t i d o s  com o  p r o c e s s o  do  e l e m e n t o  i n t e r p o l a d o ,  o b t e m o s  e x a t a m e n t e  

o  v a l o r  d o s  mesmos c a l c u l a d o s  com o  t r a t a m e n t o  g e o m e t r i c o ,  ( p  = 

= - . 1 7 9 ) ,  o  q u e  o s  f a z  t e r  c o m p o r t a n e n t o s  p r a t i c a m e n t e  i g u a i s  pa - 



r a  e s t a  a n a l i s e ,  c o n f o r m e  o c o r r e u  tambem n o s  m o d e l o s  A e  B .  
. . - - 

Cumpre s a l i e n t a r  q u e  o s  f l u x o s  n o s  p o n t o s  - A e  - C o b t i d o s  

com o  e l e m e n t o  n a o  c o n f o r m e  tambem somam p r a t i c a m e n t e  o  mesmo va - 
l o r  ( p  = - . 1 8 1 ) .  O c o r r e  no e n t a n t o ,  q u e  o s  v a l o r e s  d e  p e r  s i  em 

A e  C n a o  s e  m o s t r a m  t a o  c o r r e t o s  q u a n t o  a q u e l e s  e n c o n t r a d o s  pe -  - - 

1 0  e l e m e n t o  i n t e r p o l a d o .  E s t e  f a t o  o c o r r e u  tambem na a n a l i s e  d o s  

m o d e l o s  - A e  B .  - 

De f o r m a  c o n c l u s i v a ,  podemos a f i r m a r  do  p o n t o  d e  v i s t a  

g l o b a l  d a  e s t r u t u r a ,  o s  3 p r o c e s s o s  s e  m o s t r a m  i g u a l m e n t e  e f i -  

c i e n t e s .  L o c a l m e n t e ,  no e n t a n t o ,  i s t o  e,  na r e g i a o  d e  d e s c o n t i -  

n u i d a d e ,  o  e l e m e n t o  i n t e r p o l a d o  t em um c o m p o r t a m e n t o  m e l h o r  q u e  

o  n a o  c o n f o r m e .  

A t a b e l a  V I I . l l  m o s t r a  a  v a r i a c a o  d o s  r e s u l t a d o s  c a l c u -  

l a d o s  p e l o  p r o c e s s o  do  e l e m e n t o  i n t e r p o l a d o  com o  a f a s t a m e n t o  do 

p o n t o  f o n t e  do  c a n t o .  

O b s e r v a - s e  p r i m e i r a m e n t e  em a n a l o g i a  a o  q u e  o c o r r e u  com 

o s  m o d e l o s  - A e  - B ,  q u e  e s t a  v a r i a c a o  s e  f a z  s e n t i r  d e  f o r m a  m a i s  

s i g n i f i c a t i v a  n o s  p o n t o s  do  c o n t o r n o ,  e  menos n o s  do  d o m % n i o .  

- 
Mais  i m p o r t a n t e  q u e  e s t a  o b s e r v a c a o  e o  f a t o  d e  q u e  a  

m e d i d a  q u e  m a i s  s e  r e f i n a  a  m a l h a ,  menor  6 a  i n f l u e n c i a  d e s t e  

a f a s t a m e n t o  s o b r e  o s  r e s u l t a d o s ,  o  q u e  p o d e  s e r  o b s e r v a d o  p e l a  

c o m p a r a c a o  d a s  t a b e l a s  V I I . 7  e  V I I . l l .  

Convem r e s s a l t a r  q u e  p a r a  o  e x e m p l o  V I I .  1 . 1 ,  a  i n f l u e n -  

c i a  d e s t e  a f a s t a m e n t o  n a o  s e  f a z  s e n t i r ,  d e  t a l  modo q u e  n a o  s e  

p r o c e d e u  a  uma a n a l i s e  c o m p a r a t i v a  com a s  e l a b o r a d a s  n a s  t a b e l a s  

s u p r a  c i t a d a s .  



T e o r i c a m e n t e  e s t a  p r o p r i e d a d e  pode  s e r  f a c i l m e n t e  e x p l i  - 
c a d a  p e l o  f a t o  d e  s e  t e r  u t i l i z a d o  uma f u n c a o  l i n e a r  p a r a  e x p r e s  - 
s a r  o s  v a l o r e s  do  f l u x o  e  p o t e n c i a l  do  p o n t o  f o n t e  d e s l o c a d o  em 

f u n c a o  d o s  nos e x t r e m o s  do  e l e m e n t o  o n d e  s e  s i t u a  ( c o n f o r m e  s e  ob 

s e r v a  no i t e m  4 . 2 . 1 . 2 ) .  

Se a  v a r i a c a o  d o  f l u x o  e  p o t e n c i a l  i m p o s t o s  f o r  tambem 

l i n e a r ,  a  d i s t a n c i a  do  p o n t o  f o n t e  a o s  n o s  f u n c i o n a i s  e p r a t i c a -  

m e n t e  i r r e l e v a n t e .  

S e ,  p o r  o u t r o  l a d o  i s s o  n a o  o c o r r e ,  o  e r r o  m o t i v a d o  p o r  

e s t a  d i s t a n c i a  e t a n t o  menor  q u a n t o  m a i s  d i s c r e t i z a d a  f o r  a  ma- 

l h a ,  uma v e z  q u e  o s  v a l o r e s  d o s  n o s  f u n c i o n a i s  s e  a p r o x i m a m  m a i s  

d o s  r e a i s .  



V I I . 2  - C O M P A R A C R O  DOS 3 M E T O D O S  D E  C O L O C A C K O ,  TOMANDO MALHAS 

COMPOSTAS P O R  ELEMENTOS P I N I T I S  E D E  CONTORNO 

Foram a n a l i s a d o s  o s  e x e m p l o s  a n t e r t o r e s  e  um n o v o  exem - 

p l o ,  c o n s i d e r a n d o  m a l h a s  c o m b i n a d a s  (MEC+MEF) no i n t u y t o  d e  s e  

a v a l i a r  d e  f o r m a  m a i s  p r e c i s a  a  e f i c i s n c i a  d o s  3 mGtodos d e  c o -  

l o c a c a o  a p r e s e n t a d o s  a n t e r i o r m e n t e .  

N e s t e  Ttem a i n d a  c o n s i d e r a d a  a  s i m e t r i z a c Z o  d a  ma- 

t r i z  d e  p o t e n c i a l  c o n f o r m e  c o n f i g u r a  o  Ttem V . 3 .  

Exemplo  V I I . 2 . 1  - F l u x o  d e  C a l o r  

- S o l u c a o  A n a l y t i c a  

O p r o b l e m a  '6 e x a t a m e n t e  i g u a l  a o  d o  Exemplo  V I I . l . l  e  

a  s o l u c a o  a n a l y t i c a  e s t a  a p r e s e n t a d a  na  f i g u r a  V I I . l .  

- C o n d i c o e s  d e  C o n t o r n o  I n t r o d u z i d a s  

Fig.Qu-12 - ExemploTm.2.1 Modelos A / B  
Condicoes  de Con to rno  



- Modelo A (usado para solucao por tratamento geometrico) 

F i g m  l a  - ExemploTU 2.1 Modelo A 

- Modelo B (usado para solucao por elemento nao conforme e 
por elemento interpelado) 

Fi g.mT14 - Exemplo m. 2. 1 Modelo 8 



- Resultados da analise sem consideracao de simetria d a  matriz 
de potencial. 

i). Tempo de CPU 
I I 
I PROCEDIMENTO I TEI*IPO(s) I 

TAB. VII.12 

Elemento interpolado 
Elemento nao conforme 
Tratamento c~eometrico 

i i ) Kesul tados para potencial 
TAX=.100 

,671 
.669 
,573 

TAB. VII.13 

PONTO 

A 

B 

C 

1 '  

2 ' 

3 ' 

i i  i ) Kesul tados para fluxo equivalente nodal . 

SOLUCAO 
ANALTTICA 

150.000 

150.000 

225.000 

75.000 

75.000 

75.000 

TAB. VII.14 

PONTO 

D 

E 

F 

G 

ELEMENTO 
INTERPOLADO 

150.000 

150.000 

225.000 

75.000 

75.000 

75.UOO 

ELEMENTO 
NAOCONFORME 

147.755 

150.327 

225.163 

74.872 

75.033 

74.872 

TRATAMENTO 
GEOMETRICO 

75.000 

75.000 

-75.000 

-75.000 

SOLUCAO 
ANALTTICA 

75.000 

75.000 

-75.000 

-75.000 

TRATAMENTO 
GEOMETRICO 

150.000 

150.000 

225.000 

75.000 

75.000 

75.000 

ELEMENTO 
INTERPOLADO 

75.000 

75.000 

-75.000 

-75.000 

ELEMENTO 
NAOCONFORME 

74.837 

74.837 

- 70.893 

- 70.893 



- R e s u l t a d o s  d a  a n a l i s e  i m p o n d o - s e  s i m e t r i a  d a  m a t r i z  de  p o t e n c i a l  

i )  Tempo d e  CPU 

PONTO 

PROCEDIMENTO 1 TEMPO(s) / 
I 

TAB. V I I . 1 5  

E l e m e n t o  i ~ t e r p o l a d o  
E l e m e n t o  n a o  c o n f o r m e  
T r a t a m e n t o  g e o m e t r i c o  

i i )  R e s u l t a d o s  p a r a  p o t e n c i a l  
TAX=. 1 0 0  

,6  75 
. 6 7 5  
. 5 9 4  

SGL AO 
;ANAL!$ICA 

TAB; V I I . 1 6  

ELEIUIENTO 
:INTERPOLADQ 

'LEMENTO 
N ~ O  C O N F O R M E  

ii i )  R e s u l t a d o s  p a r a  f l u x o  e q u i v a l e n t e  n o d a l  . 

TRAT MENTO 1 G E O M  TRICD 

- 
PONTO 

TAB. V I I . 1 7  

ELEMENTO 
NAOCONFORME 

SOLUcAO. 
ANALTTICA 

TRATAMENTO 
GEOMETRICO 

ELEMENTO 
INTERPOLADO 



Como e r a  e s p e r a d o ,  o s  r e s u l t a d o s  o b t i d o s  com o s  3 p r o -  

cedi:me-ntos e  d e f i , n i ' d o s  n a s  t a b e l a s  YIS .  1 3  e  YII ' .  1 4  p a r a  e s t e  

p r o b l e m a  f o r a m  p r a t i - c a m e n t e  e x a t o s ,  r e s s a l v a  f e i t a  a q u e l e s  c a l -  

c u l a d o s  com o  e l e m e n t o  n a o  c o n f o r m e .  

As c a u s a s  d e s t e  q u a d r o  d e  r e s u l t a d o s  s a o  a s  mesmas q u e  

a s  e s p e c i f i c a d a s  q u a n d o  da  a n a l i s e  d o  e x e m p l o  V I I . 1 . 1 ,  ou s e j a ,  

como a  f u n c a o  d e  i n t e r p o l a c a o  e d e  g r a u  i g u a l  ou s u p e r i o r  a f u n  - 

c a o  q u e  d e f i n e  a  v a r i a c a o  d e  f l u x o  e  p o t e n c i a l  no  c o n t o r n o ,  o s  

r e s u l t a d o s  d e v e r i a m  s e r  e x a t o s .  

C o n s i d e r a n d o  o  f a t o  d o  p o n t o  f o n t e  e  d o  no f u n c i o n a l  

e s t a r e m  ambos d e s l o c a d o s  d o  e x t r e m o  d o  e l e m e n t o  n a o  c o n f o r m e  na  

r e g i a o  d e  d e s c o n t i n u i d a d e s ,  s u p u n h a - s e  a  p r i o r i  q u e  o s  r e s u l t a -  

d o s  n a o  f o s s e m  e x a t o s  p a r a  e s t e  p r o c e d i m e n t o .  

I n t e r e s s a n t e  e o b s e r v a r  q u e  o  m a i o r  e r r o  a p r e s e n t a d o  

p o r  e s t e  p r o c e s s o  s e  s i t u a  na d e s c o n t i n u i d a d e  s o b r e  a  r e g i a o  

d e  i n t e r f a c e  com a  m a l h a  d e  e l e m e n t o s  f i n i t o s  ( P o n t o  A) c o n f o r -  

me p r e c o n i z a v a  o  i t e m  I V . 2 . 1 . 1 .  

Mas,  s e  p o r  u m  l a d o ,  sem a  i m p o s i c a o  d e  s i m e t r i z a c a o  

d a  M a t r i z  d e  P o t e n c i a l  ( n o s  m o l d e s  d a  c o n f i g u r a c a o  a p r e s e n t a d a  

no  Ytem V . 3 )  o  p r o c e s s o  do  E l e m e n t o  n a o  c o n f o r m e  l e v o u  a  v a l o -  

r e s  menos e f i c a z e s  q u e  o s  d e m a i s  m e t o d o s  d e  c o l o c a c a o ,  a o  imp6-  

l a ,  e s t e  s e  m o s t r o u  e f i c i e n t e ,  c o n f o r m e  s e  p o d e  o b s e r v a r  p e l a s  

t a b e l a s  V I I . 1 6  e  V I I ' . 1 7 ,  

A s i . m e t r i z a c h  p r a t T c a m e n t e  i n y i . a b i , l i z a  o  T r a t a m e n t o  

G e o m e t r i c o  p a r a  e s t e  e y e m p l o .  

O b s e r v a - s e  a i n d a  q u e  o  p r o c e s s o  do  e l e m e n t o  i n t e r p o l a -  



d o  l e y o u  a  r e m 1  t a d o $  m u i t o  s a t i s f a t B r i o s  com a  s i m e t r i z a c a o ,  

no e n t a n t o ,  uma a n g l i s e  c o g p a r a t i : y a  m o s t r a  q u e  a o  i m p 8 - l a ,  niio 

s e  p o d e  u t i l i z a r  um a f a s t a m e n t o  d o  p o n t o  f o n t e  a o  no  f u n c i o n a l  

m u i t o  r e d u z i d o .  A s i ' m e t r i z a c a ' o  m a j o r a  o s  p r o b l e m a s  d e  mal c o n -  

d i c i o n a m e n t o  da  m a t r i z  d e  p o t e n c i a l  f o r m a d a  p o r  e s t e  p r o c e s s o .  

A f i m  d e  m e l h o r  e s t u d a r  o  c o m p o r t a m e n t o  d o s  r e s u l t a d o s  

a o  s e  i m p o r  a  s i m e t r i z a c a o ,  f o r a m  e l a b o r a d o s  p a r a  e s t e  e x e m p l o  

m a l h a s  m a i s  r e f i n a d a s ,  com a s  c o n d i c o e s  d e  c o n t o r n o  d e l i n e a d a s  

na f i g u r a  V I I . 1 2 ,  a s  q u a i s  s e  a p r e s e n t a m  a  s e g u i r .  

- Mode lo  C ( _ u s a d o  p a r a  a  s o l u c a o  p o r  t r a t a m e n t o  geome- 

t r i c o )  . 

Fig.Tu. I5  - Exemplo mT. 2.1 Modelo C 



- Modelo D (-usado p a r a  ii s.olucao p o r  e lemento  nao con-  

forme e por e l e f l en to  i n t e r p o l a d ~ )  . 

29 30 31 32 X 

~ i g . X i I . 1 6  - Exemplo mL.2.1 Modelo  13 



1 0 6  

- R e s u l t a d o s  d a  a n a l i s e  i m p o n d o - s e  s i m e t r i a  d a  m a t r i z  d e  p o t e n c i a l  

i )  Tempo d e  C P U  . - 

I PROCEDIMENTO / TEMPO(s) 

TAB. V I I . 1 8  

E1 e m e n t o  i  n t e r p o l  a d o  
E1 ernento  n a o  c o n f o r m e  
T r a t a m e n t o  g e o m e t r T c o  

i i )  R e s u l t a d o s  p a r a  p o t e n c i a l  

1 . 2 8 7  
1 . 2 9 1  
1 . 1 2 9  

TAB. V I I . 1 9  

i  i  i  ) ' R e s u l t a d o s  p a r a  f l  uxo  e q u i v a l e n t e  n o d a l  . 

TAB. V I I . 2 0  



Os ~ a l o r e s  a p r e s e n t a d o s  n a s  t a b e l a s  Y I I . 1 9  e  Y I F . 2 0  

s a o  e x t r e m a m e n t e  i : n e s p e r a d o s  p a r a  a  a n a l  i:se d a  e f  i : c i @ n c i a  d o  

p r o c e s s o  d o  e l e m e n t o  i ' n t e r p o l a d o .  

Ao s e  r e f i n a r  a  m a l h a  B a n t e r i o r ,  e l a b o r a n d o  a  m a l h a  

D ,  m a n t e n d o  a  mesma t a x a  d e  a f a s t a m e n t o  d o  no  f u n c i o n a l  d o  c a n -  

t o  ( 1 0 % ) ,  o s  r e s u l t a d o s  s e  d e t e r i o r a r a m .  

Foram u i n d u  u t i l i z a d a s  t a x a s  d e  ? 5 % ,  5% e . 5 % ,  p a r a  e 2  

t e  p r o c e d i m e n t o  e  e s t a s  r o d a d a s  c o n f i r m a m  a s  c o n c l u s o e s  e l a b o r a  

d a s  q u a n d o  d a  a n a l i s e  d a  rba lha  B :  a  s i m e t r i z a c a o  f a z  a u m e n t a r  

o s  p r o b l e m a s  d e  mal c o n d i c i o n a m e n t o  da  m a t r i z  d e  p o t e n c i a l ,  a 

m e d i d a  q u e  s e  a p r o x i m a  o  no f u n c i o n a l  d o  c a n t o .  

O p r o c e s s o  d o  T r a t a m e n t o  G e o m g t r i c o  c o n t i n u o u  i n v i a v e l  

com a  s i m e t r i z a c a o .  

P o r  o u t r o  l a d o ,  p o d e - s e  s e n t i r  uma m i n o r a c a o  d e  e r r o s  

( e s p e c i a l m e n t e  p a r a  f l u x o )  a p r e s e n t a d o s  p e l o  p r o c e s s o  d o  e l e m e n  - 

t o  n a o  c o n f o r m e  p a r a  a  m a l h a  D y  em r e l a c a o  a q u e l e s  o b t i d o s  com 

a  m a l h a  menos r e f i n a d a  (_B).  

E i m p o r t a n t e  o b s e r v a r  q u e  p a r a  e s t e  e x e m p l o ,  o  e l e m e n -  

t o  n a o  c o n f o r m e  f o i  t omado  com a f a s t a m e n t o s  do  n o  f u n c i o n a l  d o  

c a n t o  d e  5% e  1 0 % ,  em r e l a c a o  a o  c o m p r i m e n t o  do  e l e m e n t o .  Os 

m e l h o r e s  r e s u l t a d o s ,  como e r a  d e  s e  e s p e r a r ,  f o r a m  o s  o b t i d o s  

com 5% d e  a f a s t a m e n t o  e  s a o  o s  a p r e s e n t a d o s  n a s  t a b e l a s  V I I . 1 3 ,  

V I I . 1 4 ,  V I I , 1 6 ,  V I I . 1 7 ,  V I 1 . 1 9  e  V I I . 3 0 .  

A f i m  d e  m e l h o r  a v a l i a r  a  e f i c i e n c i a  d e s t e  p r o c e s s o ,  

n o s  e x e m p l o s  s e g u i n t e s  s e r a  c o n s i d e r a d o  u m  a f a s t a m e n t o  d e  5% 

n a s  r e g i o e s  d e  i n t e r f a c e  com e l e i n e n t o s  f i n i t o s  e  d e  1 0 %  n o s  c a n  - 



t o s  f o r a  d e s t a  r e g i : a o ,  



Exe.mplo Y1.1.2.2 - F l u x o  d e  C a l o r  

O p r o b l e m a  e e x a t a m e n t e  i g u a l  a o  d o  Exemplo  Y I I . l  . 2  e 

a  s o l u c a o  a n a l 7 t i c a  e s t a  a p r e s e n t a d a  na  f i g u r a  V I I . 5 .  

- C o n d i c o e s  d e  c o n t o r n o  i n t r o d u z i d a s .  

F i g m .  I 7  - E x e m p l o y ~ r . 2 , 2  Mode los  A / B  
Cond icoes  d e  C o n t o r n o  

- Mode lo  A ( .usado p a r a  a  s o l u c a o  p o r  t r a t a m e n t o  geome-  

t r i  c o )  . 

G e o m e t r i c a m e n t e ,  o  m o d e l o  e i g u a l  a q u e l e  a p r e s e n t a d o  a 

f i g .  V I I . 1 3 .  

- Mode lo  B ( .usado p a r a  a  s o l u c a o  p o r  e l e m e n t o  n a o  c o n -  

f o r m e  e  p o r  e l e m e n t o  i n t e r p o l a d o ) .  

G e o m e t r i c a m e n t e  e i g u a l  a o  a p r e s e n t a d o  a f i g .  V I I . 1 4 .  



1 1 0  1 

- R e s u l t a d o s  da  a n a l i s e  sem c o n s i d e r a c a o  d e  s i m e t r i a  da  m a t r i z  d e  
p o t e n c i a l  

i )  Tempo d e  C P U  

TAB. V I I . 2 1  

i  i  ) R e s u l t a d o s  p a r a  p o t e n c i a l  

PROCEDIMENTO 

E l e m e n t o  i n t e r p o l a d o  
E l e m e n t o  n a o  c o n f o r m e  
T r a t a m e n t o  g e o m e t r i c o  

ELEMENTO 
: N I E R P O L A D O  

TEMPO ( s  ) 

. 6 7 2  

. 6 6 2  
, 5 7 7  

ELEMENTO 
IIAO CONFORME - PONTO 

TAB. V I I . 2 2  

i i  i )  R e s u l t a d o s  p a r a  f l u x o  E q u i v a l e n t e  Nodal  

PONTO SOLUCAO 
ANALITICA 

ELEMENTO 
[ N T E R P O L A D O  

ELEMENTO 
JAO CONFORME 

TAB. V I I . 2 3  

* TAX=.05 na  i n t e r f a c e  com a  m a l h a  d e  e l e m .  f i n i t o s  
TAX=.10 n o s  d e m a i s  e l e m e n t o s  d e  c a n t o .  



- R e s u l t a d o s  d a  a n a l i s e  i m p o n d o - s e  s i m e t r i a  da  

i )  Tempo d e  C P U  
I 

I PROCEDIMENTO I TEMPO(s) 

PONTO 

E l e m e n t o  i n t e r p o l a d o  
E l e m e n t o  n a o  c o n f o r m e  
T r a t a m e n t o  g e o m e t r i c o  

PONTO 

. 6 7 9  
, 6 7 9  
. 5 9 1  

i i )  R e s u l  

TAB. V I I . 2 4  

ELEMENTO 
INTERPOLADO 

ELEMENTO 
NAO CONFORME 

m a t r i z  d e  p o t e n c i a l  

t a d o s  p a r a  p o t e n c i a l  

TRATAMENTO 
G E O M E T R I C O  - 

TAB. V I I . 2 5  

TAX=.lO1O , 

- 

- 

i i i )  R e s u l t a d o s  p a r a  f l u x o  

ELEMENTO 
INTERPOLADO 

ELEMENTO 
I A O  C O N F O R M E  

TRATAMENTO 
G E O M E T R I C O  

TAB. V I I . 2 6  



- A n a l i s e  da v a r i a c a o  dos r e s u l t a d o s  do programa FEB02B (e lemen-  

t o  i n t e r p o l a d o )  com a  d i s t a n c i a  do ponto f o n t e  ao ex t remo do 

e l e m e n t o ,  em r e l a c a o  ao  seu  comprimento, sem c o n s i d e r a s a o  de 

T A B .  VII .27  

Os r e s u l t a d o s  das  t a b e l a s  VI I .22  e  VI I .23  mostram uma 

melhor  e f i c i e n c i a  dos p r o c e s s o s  do e l emen to  i n t e r p o l a d o  e  do e l e  - 
mento nao conforme em r e l a c a o  ao t r a t a m e n t o  g e o m e t r i c o .  

Convem r e s s a l t a r  que os e r r o s  o b t i d o s  para  o  p o t e n c i a l  

em pontos  i n t e r n o s  s a o  extremamente e l e v a d o s  pa ra  uma a n a l i s e  n u  - 

mer ica  d e s t e  t i p o ,  o  que e x i g e  malhas mais  r e f i n a d a s .  

O mesmo nao s e  obse rva  com os  v a l o r e s  de f l u x o ,  os 

q u a i s  a p r e s e n t a r a m  e r r o s  bem i n f e r i o r e s  a q u e l e s  e n c o n t r a d o s  para  

p o t e n c i a l .  

Impor tan te  e o b s e r v a r  que j u n t o  a r e g i a o  dos c a n t o s ,  o 

e lemento  i n t e r p o l a d o  s e  comportou melhor  que o  nao conforme 

( p o n t o  J ) ,  embora mais d i s t a n t e  d e s t a ,  os  r e s u l t a d o s  tenham s i d o  



p r a t i c a m e n t e  c o i n c i d e n t e s  ( p o n t o s  I e F ) .  

Ao a n a l i c a r n i o s  pragniat i 'camente  a s  t a b e l a s  YII.25 e  

V I I . 2 6  que  exp re s sam o s  r e s u l t a d o s  da a n z l i s e  a o  s e  impor  s ime-  

t r i  z a c a o  da  m a t r i z  de  p o t e n c i a l ,  podemos c o n c l u i r :  

. P a r a  p o t e n c i a l  em p o n t o s  i n t e r n o s ,  o s  r e s u l t a d o s  do t r a t a m e n t o  

g e o m e t r i c o  melhoraram s e n s i v e l m e n t e ,  com e x c e s s a o  do p o n t o  H .  

Os c o r r e s p o n d e n t e s  a o  e l e m e n t o  nXo conforme mos t r a r am l e v e  de -  

t e r i o r a c a o  e  o s  do e l e m e n t o  i n t e r p o l a d o  p r a t i c a m e n t e  s e  m a n t i -  

veram i m u t a v e i s .  

. Os r e s u l t a d o s  de  f l u x o  s e  deterioraram . no t r a t a m e n t o  g e o m e t r i -  

c o .  

. P a r a  o  e l e m e n t o  nao con fo rme ,  a  s i m e t r i a  f e z  s e  d e t e r i o r a r e m  

os  r e s u l t a d o s  de  f l u x o  f o r a  do c a n t o ,  uma vez  que  os  v a l o r e s  

da s o l u c a o  a n a l y t i c a  p a r a  o s  p o n t o s  I ,  J ,  F s a o  r e s p e c t i v a m e n -  

t e  . 5 1 0 , - . 2 8 8 , - . 3 8 9 .  

. Os v a l o r e s  de  f l u x o  p a r a  o  e l e m e n t o  i n t e r p o l a d o  s e  mant iveram 

p r a t i c a m e n t e  i g u a i s  com e  sem i m p o s i c a o  de  s i m e t r i a ,  e x c e c a o  

f e i t a  a o  p o n t o  - J (no c a n t o ) ,  embora n e s t e  p o n t o ,  o  e r r o  em r e -  

l a c a o  a s o l u c a o  a n a l T t i c a  t e n h a  s e  m a n t i d o  p r a t i c a m e n t e  cons -  

t a n t e .  

De uma forma g e r a l  podemos a f i r m a r  que o  p r o c e d i m e n t o  

envo lvendo  o  e l e m e n t o  i n t e r p o l a d o  s e  mos t rou  m a i s  e f i c a z  p a r a  e s  - 

t a  a n a l i s e ,  



Com o  i n t u i t o  d e  m e l h o r  a n a l i s a r  o s  r e s u l t a d o s  p a r a  e s -  

t e  p r o b l e m a ,  f o r a m  e l a b o r a d a s  m a l h a s  m a i s  r e f i n a d a s ,  a s  q u a i s  s e  

a p r e s e n t a m  a  s e g u i r .  

- C o n d i c o e s  d e  c o n t o r n o  i n t r o d u z i  d a s  

As c o n d i c o e s  d e  c o n t o r n o  s a o  a s  mesmas a p r e s e n t a d a s  na  f i g u r a  

V I I . 9 .  

- Modelo  C ( u s a d o  p a r a  a  s o l u c a o  p o r  t r a t a m e n t o  g e o m e t r i c o )  

G e o m e t r i c a m e n t e  o  m o d e l o  e i g u a l  a q u e l e  a p r e s e n t a d o  n a  f i g u r a  

V I I . 1 5 .  

- Mode lo  D ( u s a d o  p a r a  a  s o l u c a o  p o r  e l e m e n t o  n a o  c o n f o r m e  e p o r  

e l e m e n t o  i n t e r p o l a d o )  

G e o m e t r i c a m e n t e  o  m o d e l o  e i g u a l  a o  d a  f i g u r a  V I I . 1 6 .  
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- Resultados da analise sem imposicao d e  simetria. 
i )  Tempo de CPU 

PONTO 

PROCEDIMENTO I TEMPO(s) I 

TAB. VII.28 

i i ) Resultados para potencial 

E1 emento i nterpol ado 
Elemento nao conforme 
Tratamento geometrico 

- 
NAO CONFORME 

1.282 
1.274 
1 .O88 

TRATAMENTO 
GEOMETRICO 

TAB. VII.29 

i i i  ) Resultados para fluxo equivalente nodal . 
ELEMENTO 

INTERPOLADO 'ONTo ELEMENTO 
NAO CONFORME 

SOLUCAO 
ANALTTICA 

TAB. VII.30 

* TAX=.05 na interface com elem. finitos 

TRATAMENTO 
GEOMETRICO 

TAX=. 10 nos demais elementos. 



- R e s u l t a d o s  da a n a l i s e  impondo-se  s i m e t r i z a c a o  da  m a t r i z  de  p o t e n  - 
c i a l  

i )  Tempo d e  C P U  

PROCEDIMENTO 

T A B .  V I I . 31  

E lemento  i n t e r p o l a d o  
Elemento  nao con fo rme  
T r a t a m e n t o  g e o m e t r i c o  

i i i )  R e s u l t a d o s  p a r a  f l u x o  e q u i v a l e n t e  noda l  . 

1 . 2 9 0  
1 . 2 9 1  
1  . I 2 9  

T A B .  V I I . 3 3  



- A n a l i ' s e  d a  v a r i a c a ' o  d o s  r e s u l t a d o s  do p r o g r a m a  FEBO2B Celemen - 

t o  i n t e r p o 1 a d o ) -  com a  d i : s t a n s i a  do  p o n t o  f o n t e  a o  e x t r e m o  do 

e l e m e n t o ,  em r e l a c x a  a o  seu c o m p r i m e n t o ,  sem c o n s i ' d e r a c a o  d e  

s i m e t r f a  d a  m a t r i z  d e  p o t e n c i a l .  

P o n t o  

1 '  

2  ' 

3  ' 

D 

A 

B 

C 

TAX 
S o l u c a o  

A n a l y t i c a  

1 . 3 2 0  

- - -  

P o t e n c i a l /  

F l  uxo  

P o t e n c i a l  

P o t e n c i a l  

P o t e n c i a l  

P o t e n c i a l  

F l u x o  

F l u x o  

F l u x o  

TAB. V I I . 3 4  

C o n s i d e r a n d o  q u e  a  s o l u c a o  a n a l i t i c a  n o s  p o n t o s  A ,  B ,  
- 

C p a r a  c o m p a r a c a o  p e l a  r e s o l u c a o  p e l o  e l e m e n t o  n a o  c o n f o r m e  e  

d a d a  r e s p e c t i v a m e n t e  p e l o s  v a l o r e s  . 2 2 3 ,  - . 2 6 0 ,  - . 2 8 7 ,  podemos 

a f i r m a r  q u e  t a n t o  em t e r m o s  d e  p o t e n c i a l  q u a n t o  d e  f l u x o ,  o  p r o -  

c e s s o  do  e l e m e n t o  i n t e r p o l a d o  s e  m o s t r o u  m a i s  e f i c i e n t e  q u e  o s  

d e m a i s  ( d e  a c o r d o  com a s  t a b e l a s  V I I . 2 9  e  V 1 1 . 3 0 ) .  

0 s  e r r o s  e n c o n t r a d o s  p a r a  p o t e n c i a l  em p o n t o s  i n t e r n o s  

d a s  m a l h a s  - A e  - B ( _ a n t e r i o r e s )  s e  r e d u z i r a m  s u b s t a n c i a l m e n t e  p a r a  

a s  C e  D .  - - 

ATnda com a  i m p o s i c a o  d e  s i m e t r i a  da  M a t r i z  d e  P o t e n -  

c i a l ,  o s  r e s u l t a d o s  o b t i ' d o s  com o  e l e m e n t o  i n t e r p o l a d o  s e  mos- 



t r a r a m  m e l h o r e s  q u e  o s  d e m a i s  ( _ t a b e l a s  V I I . 3 2  e  V I I . 3 3 ) .  

A c o m p a r a c a o  d a s  t a b e l a s  VIT. 27 e  YI'I . 3 4  n o s  l e v a m  2 s  

c o n c l u s o e s  j 2  a s s i n a l a d a s  q u a n d o  da  a n 3 l i ' s e  d o  e x e m p l o  V I i . 1 . 2  

( m a l h a s  - C e  - D ) :  o s  r e s u l t a d o s  o b t i d o s  com o  p r o c e s s o  do  e l e m e n -  

t o  i n t e r p o l a d o  s 8 o  t a o  m a i s  i n d e p e n d e n t e s  do  d e s l o c a m e n t o  d o  

p o n t o  f o n t e  a o  n o  f u n c i o n a l  d e  c a n t o ,  q u a n t o  m a i s  r e f i n a d a  f o r  

a  m a l h a .  



Exemplo YSI.2 

- S o l u c F o  Ana 

.3 - F l u y o  de C a l o r  

1 7 t l c a  

Fig.YU. I8 - Exemplo';m. 2 .3  Solucao .~nc i l I t i ca  

- Condi 'coes de C o n t o r n o  I n t r o d u z i d a s  

Fig.VlI. 19 - ExemploVII.2.3 Modelos A/B/C/D 
Condicoes de Contorno 



- M o d e l ~  A ( u s a d o  p a r a  a  s o l u c a o  p o r  t r a t a m e n t o  g e o m e t r i c o )  

Fig .Q i .20  - E x e m p l o T K . 2 . 3  Modelo A 

- Modelo  B ( u s a d o  p a r a  a  s o l u c a o  p o r  e l e m e n t o  n a o  c o n f o r m e  e  p o r  

e1  e m e n t o  i  n t e r p o l  a d o )  

Fig .m. 2 1 - Exemplo m.2.3 Modelo  6 
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- R e s u l t a d o s  d a  a n a l i s e  i m p o n d o - s e  s i m e t r i z a c a o  

1 

d a  m a t r i z  d e  p o t e n  - 
i )  Tempo de  CPU 

PROCEDIMENTO TEMPO(s) 

1 . 2 0 0  
E l e m e n t o  nao  c o n f o r m e  1 . 1 9 6  
T r a t a m e n t o  g e o m e t r i c o  1  .O69 

TAB. V I I . 3 8  

i i )  R e s u l t a d o s  p a r a  p o t e n c i a l  
T A X = .  25  

PONTO 
ELEMENTO 

IAO CONFORME 
TRATAMENTO 

INTERPOLADO 

TAB. V I I . 3 9  

i i i )  R e s u l t a d o s  p a r a  f l u x o  e q u i v a l e n t e  n o d a l  . 

PONTO ELEMENTO 
INTERPOLADO 

ELEMENTO 
VAO CONFORME 

TRATAMENTO 
GEOMETRICO 

TAB. V I I . 4 0  



122 

- Resultados da analise sem i m p o s i ~ a o  d e  simetria 

i )  Tempo de CPU 

PONTO 

PROCEDIMENTO 

E1 emento interpolado 
Elemento nao conforme 
Tratamento geometr,fco 

TAB. VII.35 

TEMPO(s) 

1.188 
1.186 
1.051 

i i ) Resultados para potencial 

ELEMENTO 
INTERPOLADO 

tLEMtN I O 
NAO CONFORME 

TRATAMENTO 
GEOMETRICO 

TAB. VII.36 

i i i )  Resultados para fluxo 

ELEMENTO 
INTERPOLADO 

TAB. VII.37 

ELEMENTO 
NA0 CONFORME 

* Solucao Analitica: P D  = -4.803, pE = -10.987 F - - - o 0  

TRATAMENTO 
GEOMETRICO 



- A n a l i s e  da v a r i a c a o  d o s  r e s u l t a d o s  do p r o g r a m a  FEBOZB ( e l e m e n  - 
t o  i n t e r p o l a d o )  com a  d i s t a n c i a  do p o n t o  f o n t e  a o  e x t r e m o  do 

e l e m e n t o ,  em r e l a c a o  a o  s e u  c o m p r i m e n t o ,  sem 

s i m e t r i a  da  m a t r i z  d e  p o t e n c i a l  

c o n s i d e r a c a o  d e  

P O N T O  
T A X  

. 0 5  . 005  
I I 

3 5 . 9 5 5  3 5 . 8 9 5  3 5 . 7 7 1  3 4 . 1 4 3  

- 3 . 7 8 7  - 3 . 8 3 2  - 3 . 8 0 3  - 3 , 2 4 9  

- 1 1 . 1 9 7  - 1 1 . 2 3 7  - 1 1 . 3 2 8  - 1 2 . 5 3 0  

- 1 1 6 . 0 1 8  - 1 4 4 . 6 9 6  - 2 0 7 . 1 8 3  - 1 0 3 4 . 8 0 6  

TAB. V I I . 4 1  

SOLUCAO 
NALTTICA 

POTENCIAL/ 
FLUXO 

P o t e n c i a l  

P o t e n c i  a! 

P o t e n c i  a 1  

P o t e n c i a l  

P o t e n c i  a1  

P o t e n c i  a1  

F l u x o  

F l u x o  

Fl  uxo 



O e x e m p l o  y i s l u v b r a  u m  p r o b l e m a  u m  p o u c o  m a i s  c o m p l e x o  

q u e  o s  a p r e s e n t a d o s  ate e n t a o ,  uma v e z  q u e  a p r e s e n t a  uma s i n g u -  

l a r i d a d e  na s o 9 u c F o  de f l u x o ,  m o t i ' y a d a  por: uma d e s c o n t i n u i d a d e  

d e  p o t e n c i a l .  

Seu  o b j e t i v o  e x a t a m e n t e  o  d e  a v a l i a r  o  c o m p o r t a m e n t o  

d o s  3 p r o c e d i m e n t o s  em v i s t a  d e s t a s  p r o p r i e d a d e s .  

P a r t i c u l a r m e n t e ,  c r i a - s e  uma l i m i t a c a o  no p r o c e s s o  do  

T r a t a m e n t o  ~ e o m e t r i c o ,  uma v e z  q u e  e s t e  n a o  p e r m i t e  uma d e s c o n -  

t i n u i d a d e  p o n t u a l  d e  f l u x o  ou p o t e n c i a l ,  c o n f o r m e  a  a p r e s e n t a d a  

no  no 2 3 / 2 4  do  m o d e l o  B .  A s o l u c a o  q u e  s e  a p r e s e n t a  E! a  c r i a -  

c a o  d e  u m  e l e m e n t o  m u i t o  c u r t o ,  d e  t a l  f o r m a  q u e  o s  s e u s  n o s  

e x t r e m o s  s i m u l e m  a  d e s c o n t i n u i d a d e ,  c o n f o r m e  f o i  f e i t o  no mode- 

l o  - A ,  p o r  m e i o  d o  e l e m e n t o  2 1 - 2 2 .  

Os p r o c e d i m e n t o s  d o  e l e m e n t o  n a o  c o n f o r m e  e i n t e r p o l a -  

c a o  podem r e p r e s e n t a r  d e  f o r m a  e x a t a  e s t a  s i n g u l a r i d a d e  e  a s s i m  

o  f i z e r a m  no m o d e l o  - B .  

A a n a l i s e  d a s  t a b e l a s  V I I . 3 6  e  V I I . 3 7  i n d i c a  a  m a i o r  

e f i c i e n c i a  do  e l e m e n t o  i n t e r p o l a d o  e  cio e l e c j e r i t o  nao  c o n f o r m e  

s o b r e  o  t r a t a m e n t o  g e o m ~ t r i c o .  

Ao s e  i m p o r  a  s i , r n e t r i a  d a  M a t r i z  d e  I n t e r p o l a c a o ,  o s  

r e s u l t a d o s  d e  p o t e n c i a l  (_que s e  a p r e s e n t a m  na t a b e l a  V I I . 3 9 )  

o b t i d o s  com o e l e m e n t o  i n t e r p o l a d o  s e  m o s t r a m  d e  f o r m a  

g e r a l  m a i s  p r o x i m o s  d a  s o l u c Z o  a n a l 7 t i c a  q u e  o s  c a l c u l a d o s  com 

o s  d e m a i s  p r o c e s s o s ,  

A i n d a p a n a l i s a n d o  o s  v a l o r e s  d e  f l u x o ,  d e  f o r m a  g e r a l ,  

podemos d i z e r  q u e  o  e l e m e n t o  i n t e r p o l a d o  f o i '  m a i s  e f i c i e n t e ,  

com a  i m p o s i c a o  d a  s i m e t r i a .  



A t a b e l a  V11.41 n o s  l e v a  a c o l o c a r  q u e  p a r a  o  e l e m e n t o  

i n t e r p o l a d o ,  nem s e m p r e  a  m e n o r  d i . s tSnc i :q  e n t r e  o  p o n t o  f o n t e  

e  o  no d e  c a n t o  e a  q u e  l e v a  a m e l h o r e s  r e s u l t a d o s ,  A s i n g u l a -  

r i d a d e  d a s  c o n d i c o e s  d e  c o n t o r n o  c o n f o r m e  s e  p o d e  c o n c l u i r ,  o- 

b r i g a  o  p o n t o  f o n t e  a  s e  a f a s t a r  do  p o n t o  d e  d e s c o n t i n u i d a d e .  

A f i m  d e  s e  c h e g a r  a  m e l h o r e s  r e s u l t a d o s ,  f o r a m  e l a b o -  

r a d a s  m a l h a s  m a i s  r e f i n a d a s  p a r a  r e p r e s e n t a r  o  p r o b l e m a ,  c o n -  

f o r m e  s e  m o s t r a m  a  s e g u i r .  

- C o n d i c o e s  d e  C o n t o r n o  I n t r o d u z i  d a s  

A s  c o n d i c t i e s  d e  c o n t o r n o  s a o  a s  mesmas a p r e s e n t a d a s  na 

f i g .  V I I . 1 9 .  

- M o d e l o  C ( u s a d o  p a r a  a  s o l u c a o  p o r  t r a t a m e n t o  geome- 

t r i c o ) .  

- Mode lo  D ( .usado  p a r a  a  s o l u c a o  p o r  e l e m e n t o  n a o  c o n -  

f o r m e  e  p o r  t r a t a m e n t o  g e o m e t r i c o ) .  



Fig.XI I .22 - Exemp lom.2 .3  Modelo C 

Fig.TU.2 3 - Exemplo YU.2.3 Modelo D 



- R e s u l t a d o s  d a  a n a l i s e  
i )  Tempo d e  C P U  

T A B .  V I I . 4 3  

PROCEDIMENTO 

E l e m e n t o  i n t e r p o l a d o  
E1 e m e n t o  nao  c o n f o r m e  
T r a t a m e n t o  g e o m e t r i c o  

i i )  R e s u l t a d o s  p a r a  p o t e n c i a l  
TAX=.100 TAX=.10 e .O5 

i i i )  R e s u l t a d o s  p a r a  f l u x o  

TEMPO(s) 

3 . 0 4 3  
3 . 0 5 1  
2 . 6 7 3  

- - 
P O N T O  

1 '  

2  ' 

3  ' 

A 

B 

C 

T A B .  V I I . 4 2  

T A B .  V I I . 4 4  

* Solucao ~ n a l r t i c a :  Ponto D -t -2.295, Ponto E -t -5.161, Ponto F + - 

I I I I I 

SULUCAO 
ANALITICA 

2 5 . 0 0 0  

5 0 . 0 0 0  

7 5 . 0 0 0  

5 0 . 0 0 0  

1 2 . 5 0 0  

3 5 . 5 0 0  

E L E H E N T O  
I N T E R P O L A D O  

E L E M E N T O  
INTEKPOLADO 

2 5 . 3 4 6  

4 9 . 8 7 3  

7 4 . 5 1 7  

50.001) 

1 2 . 1 4 4  

3 5 . 9 9 0  

E L E M E N T O  
N K O C O N F O R M E  

TRATAMENTO 
G E O M E T R I C O  

E L E M E N T O  
N A O C O N F O R M E  

2 5 . 6 7 1  

5 0 . 0 0 1  

7 4 . 3 3 2  

5 0 . 0 0 0  

11 . 6 1 7  

3 6 , 0 0 8  

TRATAMENTO 
GEOME'TRICO 

2 5 . 5 3 7  

4 9 . 8 7 0  

7 4 . 3 2 0  

5 0 . 0 0 0  

1 1 . 9 3 8  

3 6 . 0 9 4  



i i )  R e s u l t a d o s  p a r a  p o t e n c i a l  

- R e s u l t a d o s  da  a n a l i s e ,  i m p o n d o - s e  s i m e t r i z a c a o  d a  m a t r i z  d e  po-  
t e n c i a l  

i )  Tempo d e  C P U  . . 

P O N T O  

r 

PROCEDIMENTO 

E l e m e n t o  i  n t e r p o l  a d o  
E1 e m e n t o  nao  c o n f o r m e  
T r a t a m e n t o  g e o m e t r i ' c o  

P O N T O  

- 

T E M P O  ( s  ) 

3 . 0 4 9  
3 . 0 5 5  
2 . 6 7 4  

SoLucAo 
A N A L f  TICA 

T A B .  V I I . 4 5  

E L E M E N T O  
INTERPOLADO 

E L E M E N T O  
NAO CONFORME 

TRATAMENTO 
G E O M E T R I C O  

TAB. V I I . 4 6  

i i i  ) R e s u l t a d o s  p a r a  f l u x o  

E L E M E N T O  
INTERPOLADO 

E L E M E N T O  
YAO CONFORME 

TRATAMENTO 

T A B .  V I I . 4 7  



A t a b e l a  V I I . 4 3  i n d i c a  m a i o r  e f i c i e n c i a  do  e 1  e m e n t o  

na'o c o n f o r m e  p a r a  c a l c u l o  d e  p o t e n c i a l  no P o n t o  2 ' .  O b s e r -  

v a - s e  porem q u e  o s  d e m a i s  p r o c e s s o s  l e v a r a m  tambem a  b o n s  r e s u l  - 

t a d o s  p a r a  e s t e s  p o n t o s ,  e s p e c i a l m e n t e  o  e l e m e n t o  i n t e r p o l a d o  

( c u j o  m a i o r  e r r o  r e l a t i v o  m e d i o  a p r e s e n t a d o  f o i  d e  1 . 6 % ) .  

0 s  r e s u l t a d o s  d e  p o t e n c i a l  p a r a  p o n t o s  d e  c o n t o r n o  s e  

a p r e s e n t a r a m  i g u a l m e n t e  s a t i s f a t o r i o s  p a r a  o s  t r e s  p r o c e s s o s ,  

com m a i o r  e f i c i e n c i a  do e l e m e n t o  i n t e r p o l a d o  no no d e  c a n t o  

( p o n t o  E ) .  

Os v a l o r e s  d e  f l u x o  c a l c u l a d o s  n o s  p o n t o s  D y  - E e  - F p e r  - 

mi tem c o n c l u i r  q u e  a  m a l h a  d e  e l e m e n t o s  d e  c o n t o r n o  e s t a  a i n d a  

p o u c o  r e f i n a d a ,  e s p e c i a l m e n t e  na r e g i a o  s i t u a d a  e n t r e  o s  p o n t o s  

D e  F ,  embora  a p r e s e n t e m  m e l h o r  r e s u l t a d o  no p o n t o  d e  d e s c o n t i -  - - 
n u i d a d e  g e o m e t r i c a  ( p o n t o  D) p e l o  c a l c u l o  p o r  e l e m e n t o  nao  c o n -  

f  o rn ie .  

A s i m e t r i z a c Z o  da M a t r i z  d e  p o t e n c i a l  ( c u j o s  r e s u l t a -  

d o s  e s t a o  r e s u m i d o s  n a s  t a b e l a s  V I I . 4 6  e  V I I . 4 7 )  i n v i a b i l i z o u  

o  T r a t a m e n t o  G e o m e t r i c o .  

P o r  e s t a s  mesmas t a b e l a s ,  podemos o b s e r v a r  q u e  a  s i m e -  

t r i z a c a o  l e v o u  a  r e s u l t a d o s  s e m e l h a n t e s  a o s  a n t e r i o r e s  ( d a s  t a -  

b e l a s  V I I . 4 3  e  V I I . 4 4 )  p e l o  c a l c u l o  p o r  e l e m e n t o  i  n t e r p o l a d o  

e  e l e m e n t o  n a o  c o n f o r m e .  



V I I . 3  - C O N P A R A C E O  DOS RESULTADOS DOS M E T O D O S  D A  COLOCACBO C O M  

AQUELES OBTTDQS C O M  O M E T O D O  D E  GALERKIN 

C o n s i d e r a n d o  a s  o b s e r v a c o e s  f e i t a s  n o s  ? t e n s  V I I . l  e  

V I I . 2 ,  p o d e - s e  a s s u m i r  q u e ,  d e  uma f o r m a  g e r a l ,  com ou  sem i m -  

p o s i c a o  d e  s i m e t r i a  d a  M a t r i z  d e  P o t e n c i a l ,  o  p r o c e s s o  u t i l i n a n  - 
do o  e l e m e n t o  i n t e r p o l a d o  s e  m o s t r o u  m a i s  e f i c i e n t e ,  p a r a  o s  

exempl  o s  e s t u d a d o s .  

C o n f o r m e  f o r a  c o l o c a d o  no ? t e m  I Y . 2 . 2 ,  o  M e t o d o  d e  Ga- 

l e r k i n  h a b i t u a l m e n t e  l e v a  a  r e s u l t a d o s  m e l h o r e s  q u e  o s  d e  c o l o -  

c a c a o ,  embora  e x i j a  m a i o r  tempo d e  CPU e ,  p o r t a n t o ,  m a i o r  c u s t o  

c o m p u t a c i o n a l  . 

N e s t e  i t e m ,  p r o c u r a r - s e - 2  c o m p a r a r  a  p r e c i s a o  e  o  

tempo d e  e x e c u c a o  do  Metodo  d a  C o l o c a c a o  u t i l i z a n d o  o  e l e m e n t o  

i n t e r p o l a d o  com o  Metodo  d e  G a l e r k i n .  P r i m e i r a m e n t e  s e r a o  a n a -  

l i s a d o s  e x e m p l o s  s e m i m p o s i c E o  d a  s i m e t r i a  na M a t r i z  d e  P o t e n -  

c i a l ,  a  q u a l  s e r a  c o n s i d e r a d a  a  p o s t e r i o r i .  

V I I . 3 . 1  - A n z l i s e  d o s  e x e m ~ l o s  ~ r o ~ o s t o s  sem i m ~ o s i c a o  d e  sime- 

t r i a  na  M a t r i z  d e  P o t e n c i a l  

A p r e s e n t a m - s e  a  s e g u i r  t a b e l a d o s  o s  r e s u l t a d o s  c a l c u l a  - 

d o s  p e l o  p r o c e s s o  do  e l e m e n t o  i n t e r p o l a d o  em a n a l o g i a  a q u e l e s  

o b t i d o s  p e l o  M z t o d o  d e  G a l e r k i n ,  a s s o c i a d o s  a uma a n a l i s e  d e  

e r r o s  r e l a t i v o s  8 s o l u c g o  a n a l 7 t i c a  d o s  e x e m p l o s  a p r e s e n t a d o s  

n o s  i t e n s  YTI .1  e  V I T . 2 .  

Como, no m z t o d o  d e  G a l e r k i n ,  a d o t a - s e  a s o l u c a o  do  no 



d u p l o  pqpa  p r o b l e m a s  d e  d e s c o n t i n u i d a d e s  f 9 s i c a s  e g e o m e t r i c a s ,  

o s  m o d e l o s  u t i . l i : z a d o s  p a r a  e s t e  m g t o d o  S R Q  Q S  mesmos q u e  o s  u t i  - 

l i z a d o s  a n t e r i ' o r m e n t e  p a r a  a  s o l u c a ' o  p o r  e l e m e n t o  i n t e r p o l a d o .  
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- Exemplo VII.l.l - Modelo B 

. 408 seg TEMPO DE CPU 

SOLUCAO 
ANALTTICA PONTO 

Potencial 

Potencial 

Potencial 

Potencial 

Potencial 

Fluxo 

Fluxo 

Fluxo 

Fluxo 

TAB. VII.48 

- Exemplo VII.1.2 - Modelo B 

. 556 seg TEMPO DE C P U  . 705 seg 
POTENCIAL 

FLUXO 
PONTO ZRPOLADO LERKI N 

iRRO ( % )  
.73 

1.42 

2.00 

15.62 

.40 

20.63 

18.18 

LEMENTO Ih 
SOLUCAO 

1 .O88 

1.188 

1.284 

.I32 

.811 

-.352 

- .378 

ERRO ( % )  
.55 

.92 

1.23 

12.00 

6.99 

14.04 

13.12 

Potencial 

Potencial 

Potencial 

Fl uxo 

Fluxo 

Fl uxo 

Fluxo 

TAB. VII.49 



1 3 3  

- Exemplo V I I . 1 . 2  - Modelo  D 

TEMPO D E  C P U  
P 

1 . 4 7 6  s e g  

ELEMENTO I  
SOLUCAO 

1 . 0 2 3  

1  .O92 

1 . 1 9 7  

1 . 2 9 6  

1 . 2 9 1  

. O400 

, 2 5 4 0  

- .  21 9 0  

- .  31 3 0  

TERPOLADO 
E R R O  ( % )  

. . 

. 1 0  

- 1 8  

. 1 7  

. 3 1  

. 3 1  

8 . 6 8  

1 . 1 9  

3 . 1 4  

3 . 2 8  

T A B .  V I I . 5 0  

- Exemplo V I I . 2 . 1  - Modelo  B 

TEMPO D E  CPU 

P O N T O  

A 

B 

C 

1 '  

2  ' 

3  ' 

D 

E 

F 

G 

. 671 s e g  

SRPOLADO 
E R R O  ( % )  

. O0 

. O0 

. O0 

. O0 

. O0 

. O0 

. O0 

. O0 

. O0 

. o0 

2 . 0 4 5  s e g  

LERKIN 
E R R O  . . ( % )  

. 1 0  

. 1 8  

. 3 3  

. 5 4  

. 2 3  

. 4 5  

. O0 

4 . 4 7  

4 . 5 1  

. 8 4 0  s e g  

L E R K I  N 
E R R O  ( % )  

, O0 

. o1 

. o1 

.o2  

. o1 

. o2 

. o2  

. o2 

. o2  

. o2  

POTENCIAL 
FLUXO 

P o t e n c i a l  

P o t e n c i a l  

P o t e n c i  a 1  

P o t e n c i a l  

P o t e n c i  a1  

F l  uxo 

F l u x o  

Fl uxo 

F l  uxo 
- 

POTENCIAL, 
FLUXO 

P o t e n c i a l  

P o t e n c i a l  

P o t e n c i a l  

P o t e n c i a l  

P o t e n c i a l  

P o t e n c i a l  

F l u x o  

F l u x o  

F l  uxo 

F l u x o  

T A B .  V11.51 
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- Exemp lo  V I I . 2 . 2  - M o d e l o  B  

POTENCIAL, 
FLUXO 

TEMPO DE C P U  . 6 7 4  seg  . 839 s e g  

SOLUFAO 
4NALT I C P  

1 . 3 2 0  

1 .141  

1 . 0 5 3  

1  . I 4 1  

.503  

- .321  

- ,390  

PONTO iLEMENT0 IN' 
.SOLUCAO 

1 . 3 6 9  

1 . 2 3 8  

1 .181  

1 .146 

, 4 9 3  

- .  296 

- .369 

.RPOLADO 
ERRO ( % )  

3 . 7 1  

8 . 5 0  

12 .16  

. 4 4  

1 . 9 9  

7 .79  

6  .U5 

m 
ER'RO ( % )  

3 . 7 9  

8 . 8 5  

1 2 . 6 3  

. 1 8  

7 .36  

12 .15  

8 . 3 8  

P o t e n c i a l  

P o t e n c i a l  

P o t e n c i a l  

P o t e n c i a l  

F l u x o  

F l u x o  

F l  u x u  

TAB. V I I . 5 2  

- Exemp lo  V I I . 2 . 2  - M o d e l o  D 

TEMPO DE CPU 1 . 2 8 2  seg  1 1 . 6 2 5  seg  

SOLUCAO 
ANALTTI C A  PONTO ELEMENTO I 

S O L U C A O  

1 . 3 5 2  

1 . 2 0 0  

1  . I 3 1  

1 . 1 0 1  

, 2 5 6 0  

- . 2 1 8 0  

- . 3 1 5 0  

-ERPOLADO 1 METODO DE 
ERRO ( % )  SOLUCAO 

1LERKIN 
ERRO ( % )  

2 . 4 2  

5 .26  

7 . 6 0  

. o9  

1 . 6 0  

4.91 

4 .20  

POTENCIAL, 
FLUXO 

P o t e n c i a l  

P o t e n c i a l  

P o t e n c i a l  

P o t e n c i a l  

F l u x o  

F l u x o  

F l  u x o  

-- 

TAB. V I I . 5 3  
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- Exemplo V I I . 2 . 3  - Modelo B 

T E M P O  D E  C P U  1 . 5 5 1  s e g  I 1  . I 8 8  s e g  

ELEMENTO INTERPOLADO 
s o ~ u ' c A o  E R R O  . .  . ( % )  i R R 0  ( % )  FLUXO 

2 . 2 1  P o t e n c i a l  

. 2 6  P o t e n c i a l  

. 9 3  P o t e n c i a l  

.O0 P o t e n c i a l  

. 6 4  P o t e n c i a l  

. 3 9  P o t e n c i a l  

9 . 3 6  F l u x o  

4 . 0 7  F l u x o  

- F l u x o  

T A B .  V I I . 5 4  

- Exemplo  V I I . 2 . 3  - Modelo D 

4 . 0 9 0  s e g  TEMPO D E  C P U  3 . 0 4 3  s e g  

ELEMENTO INTERPOLADO - 
PONTO 

1 '  

2  ' 

3 ' 

A 

B 

C 

D 

E 

F 

P o t e n c i a l  

P o t e n c i  a1  

P o t e n c i  a1  

P o t e n c i a l  

P o t e n c i a l  

P o t e n c i  a 1  

F l u x o  

F l u x o  

F l u x o  

T A B .  V I I . 5 5  



A a n a l i . s e  d a s  t a b e l a s  YII.48 a VII.55 p e r m i t e  c o n c l u i r  

q u e  d e  uma f o r m a  g e r a l ,  o  w & t o d o  d a  c o l o c a c $ ~  u t i : l i z a n d o  o  e l e -  

m e n t o  i n t e r p o l a a o  l e v a  a  r e s u l t a d o s  t a o  p r e c f s o s  q u a n t o  o  mGto- 

d o  d e  G a l e r k i n .  

Como o  s e g u n d o  e x i g e  em m e d i a  20 a  30 p o r  c e n t o  a  m a i s  

d e  t empo  d e  p r o c e s s a m e n t o  q u e  o  p r i m e i r o  p o d e - s e  c o n c l u i r  q u e ,  

com b a s e  n o s  e x e m p l o s  p r o p o s t o s  e  n a o  s e  impondo a s i m e t r i a  d a  

m a t r i z  d e  p o t e n c i a l ,  o  p r o c e s s o  d o  e l e m e n t o  i n t e r p o l a d o  s e  mos- 

t r a  m a i s  e f i c i e n t e  a u e  o  ~ e t o d o  d e  G a l e r k i n .  

VII.3.2 - A n a l i c e s  p r o p o s t o s  com i m p o s i c a o  d e  s i m e -  

t r i a  na m a t r i z  d e  p o t e n c i a l  

A s s i m  como p r o c e d i d o  p a r a  a  c o m p a r a c a o  d o s  p r o c e s s o s  
d 

do  Metodo  d a  C o l o c a c a o ,  f o r a m  a n a l i s a d o s  o s  e x e m p l o s  d o  i  tem 

VII.2 com o  Metodo  d e  G a l e r k i n ,  i m p o n d o - s e  a s i m e t r i a  d a  m a t r i z  

d e  p o t e n c i a l  t o t a l ,  n o s  m o l d e s  d a q u i l o  q u e  s e  p r e c o n i z a  no ? t em 

v.3. 

0 s  r e s u l t a d o s  d e s t a  a n a l i s e  e s t a 0  r e s u m i d o s  n a s  t a b e -  

l a s  VII.56 a p r e s e n t a d a  a  s e g u i r .  





Ao s e  compararem os r e s u l t a d o s .  d a s  t a b e l a s  YI1 .56  ( a ,  - 

b, c ,  a,  e). com a q u e l e s  d ~ s  t a b e l a s  Y r I . 5 1 ,  I I I ' I .52 ,  - - -  V I I . 5 3 ,  

V I I . 5 4 ,  V I I . 5 5 ,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  c o r r e s p o n d e n t e s  8 r e s o l u c a o  pe - 

10 Metodo d e  G a l e r k i n ,  o b s e r v a - s e  que  o  e r r o  c a u s a d o  p e l a  s ime -  

t r i z a c a o  da  M a t r i z  d e  P o t e n c i a l  f o rmada  p o r  e s t e  metodo e p r a t i  - 

camente  n u l o  em t o d o s  o s  exemplos .  

E s t e  f a t o  nao o c o r r e u  com o  p r o c e s s o  do E l emen to  I n t e r  - 

p o l a d o ,  con fo rme  pode s e r  o b s e r v a d o  no ?tem V I I . 2 ,  embora o s  e r  - 

r o s  o r i u n d o s  da  s i m e t r i z a c Z o  p a r a  e s t e  p r o c e s s o  tenham s i d o  em 

g e r a l  b a i x o s .  

# 

A a n a l i s e  que  o r a  s e  f a z  n e c e s s s r i a  p o r t a n t o ,  e  a  com- 

p a r a c a o  dos  r e s u l t a d o s  o b t i d o s  p o r  meio  do Metodo d e  G a l e r k i n ,  

com a q u e l e s  c a l c u l a d o s  p a r a  o  mesmo p rob l ema  com ma lhas  ma i s  
- 

r e f i n a d a s ,  p e l o  p r o c e s s o  do E lemento  I n t e r p o l a d o .  E s t e  u l t i m o  

p r o c e s s o  s o  pode s e r  c o n s i d e r a d o  m a i s  e f i c i e n t e  s e ,  com um me- 

no r  tempo d e  C P U ,  m a l h a s  ma i s  r e f i n a d a s  l e v a r e m  a  r e s u l t a d o s  tao 

ou mais  p r e c i s o s  que  o s  o b t i d o s  p e l o  Metodo d e  G a l e r k i n .  

P a r a  p r o c e d e r  a  e s t a  a n a l i s e ,  s a o  comparados  o s  mode- 

l o s  t i p o  - D r e s o l v i d o s  p e l o  e l e m e n t o  i n t e r p o l a d o  com o s  mode los  

t i p o  - B a n a l i s a d o s  p o r  G a l e r k i n ,  nos exemplos  V I I . 2 . 1 ,  V I I . 2 . 2  

e  V I I . 2 . 3 .  P o r t a n t o ,  h 3  que  s e  compararem a s  t a b e l a s  V I I . 1 8  a  

V I I . 2 0 ,  YI1 .31  a  VTI.33 e  V I I . 4 5  a  V I I . 4 7  r e s p e c t i v a m e n t e  com 

a s  V I I . 5 6 ( - a ) ,  VII ' ,56(-)_ e  V I I . 5 6 ( _ a ) .  

A comparacao  e n t r e  a s  t a b e l a s  YI'I.  1 8  a YI I  .20  e  V I I .  

5 6 ( a )  l e y a  a  conc lu i ' r  q u e ,  com a  s i ' m e t r i z a c a o ,  o  u s o  d o  e lemen-  

t o  interpelado exi 'g iu  m a i s  tempo d e  C P U  e  n$o chegou a  o b t e r  

r e s u l t a d o s  t r o  p r e c i s o s  q u a n t o  a q u e l e s  c a l c u l a d o s  com malha  



mengs  r e f i n a d a  p e l o  & t o d o  d e  G a l e r k i n .  

O mesmo n a o  o c o r r e u  com a  c o m p a r a c z o  d a s  t a b e l a s  V I I .  

3 1  a  Y I I . 3 3  com YI'I.56(-b).. N e s t e  c a s o ,  o s  r e s u l t a d o s  s e  mos- 

t r a r a m  m a i s  p r e c i s o s  p a r a  o  e l e m e n t o  i n t e r p o l a d o ,  no  e n t a n t o ,  

o  t empo  d e  CPU e x i g i d o  p o r  e s t e  p r o c e s s o  f o i  m a i o r  50% em r e l a -  

c a o  a o  mesmo e x i g i d o  p e l o  Metodo  d e  G a l e r k ' n .  

C o m p a r a d a s  a s  t a b e l a s  V I I . 4 5  a  V I I . 4 7  com a  (-VII.56(E) 

c o n c l u i - s e  q u e  o  p r o c e s s o  d o  e l e m e n t o  i n t e r p o l a d o  p a r a  a  m a l h a  

m a i s  r e f i n a d a  l e v o u  a  r e s u l t a d o s  t a o  e f i c a z e s  q u a n t o  o s  o b t i -  

d o s  com o  Metodo  d e  G a l e r k i n ,  porem e x i g i n d o  p r a t i c a m e n t e  2 v e -  

z e s  o  tempo d e  C P U  g a s t o  p o r  e s t e  u l t i m o .  

O q u e  s e  p o d e  a f i r m a r  d e  f o r m a  c o n c l u s i v a  e q u e  sem 

d u v i d a ,  a o  s e  i m p o r  a  s i m e t r i a  d a  M a t r i z  d e  P o t e n c i a l ,  o Metodo 

d e  G a l e r k i n  s e  t o r n a  m a i s  e f i c a z  q u e  o s  m e t o d o s  d e  c o l o c a c a o  o -  

r a  e s t u d a d o s ,  c o n s i d e r a n d o  o s  e x e m p l o s  p r o p o s t o s .  



CONCLUSOES 

N e s t e  t r a b a l h o ,  a n a l i s o u - s e  o  desempenho de  4 t e c n i c a s  
- 

d i f e r e n t e s  p a r a  s e  p r o c e d e r  a j ~ n ~ a e  do M E C  com O MEF em p r ~ b l e -  

mas g o v e r n a d o s  p e l a  Equacao d e  L a p l a c e .  

I n i c i a l m e n t e ,  e s t u d a r a m - s e  3 t e c n i c a s  d i f e r e n t e s  p a r a  

r e s o l v e r  p rob l emas  nos q u a i s  s e  t&n d e s c o n t i n u i d a d e s  d e  f l u x o ,  

usando  o  Metodo da C o l o c a c a o .  As t e c n i c a s  a n a l i s a d a s  e s t a o  de s -  

c r i t a s  no CapTtu io  IV e e s t a 0  r e f e r i d a s  como: 

. T e c n i c a  do Elemento  Nao Conforme 

. T e c n i c a  do Elemento  I n t e r p o l a d o  

. T e c n i c a  do T r a t a m e n t o  Georne t r ico  

V a r i a s  a n a l i s e s  fo r am f e i t a s  no C a p i t u l o  VI1 e  s e  pode 

d i z e r  q u e ,  d e n t r o  do c o n t e x t o  envo lvendo  a p e n a s  e l e m e n t o s  d e  con - 
- 

t o r n o ,  o s  r e s u l t a d o s  fo r am e q u i v a l e n t e s .  N e s t e  c a s o ,  d e v i d o  a  

ma io r  f a c i l i d a d e  de  s e  e s t a b e l e c e r e m  a l g o r i t m o s  n u m e r i c o s ,  e s p e -  

c i a l m e n t e  no q u e  t a n g e  a t e c n i c a  d e  s u b r e g i o e s ,  o  u so  da  t e c n i c a  

do e l e m e n t o  i n t e r p o l a d o  s e  m o s t r a  m a i s  v a n t a j o s o .  

A e f i c i g n c i a  d a s  t r g s  t e c n i c a s  f o i  tambem e s t u d a d a  em 

ana1 i s e s  envo lvendo  m a l h a s  compos tas  p o r  e1 ernentos f i  n i  t o s  e  por  

e l e m e n t o s  d e  c o n t o r n o ,  

O b s e r v a - s e  q u e ,  em n3o s e  f o r s a n d o  a  s i m e t r i a  da  M a t r i z  



d e  p o t e n c i a l ,  n o y a m e n t e  a  p r e c i . s a o  d o s  r e s u l t a d o s  o b t i d o s  n a s  

t r g s  f o i  seme1h.ant.e.  Cumpre s a l i e n t a r ,  no e n t a n t o ,  q u e  q u a n d o  

s e  u s a  o  e l e m e n t o  na'o c o n f o r m e ,  n a  r e g i ' a o  d e  i n t e r f a c e  com e l e -  

m e n t o s  f i n i t s s ,  ha q u e  s e  p r o c e d e r  a  uma a n a l i s e  c u i d a d o s a  do  

d e s l o c a m e n t o  d o  nO f u n c i o n a l  d a  e x t r e m i d a d e  do  e l e m e n t o ,  p o i s  a -  

f a s t a m e n t o s  g r a n d e s  c r i a m  i n c o m p a t i b i l i d a d e s  e n t r e  v a l o r e s  d e  

e l e m e n t o s  f i n i t o s  e  d e  c o n t o r n o .  P o r  o u t r o  l a d o ,  a f a s t a m e n t o s  pe - 

q u e n i s  l e v a m  a l i n h a s  s e m e l h a n t e s  na m a t r i z  G ,  c a u s a n d o  p r o b l e -  
w 

mas d e  mal c o n d i c i o n a m e n t o  . 

P o r t a n t o ,  a  t Z c n i  c a  d o  e l e m e n t o  i n t e r p o l a d o  p e r m i t e  

uma f l e x i b i l i d a d e  m a i o r  no s e n t i d o  d e  s e  f i x a r  o  a f a s t a m e n t o  d o  

no f u n c i o n a l ,  p o i s ,  embora  h a j a  tambem o  p e r i g o  d o  ma1 c o n d i c i o -  

n a m e n t o  d a  m a t r i z  G ,  a f a s t a m e n t o s  m a i o r e s  n a ~  imp6em r e s t r i c a o  
C4 

a lguma  a j u n c a o  com o s  e l e m e n t o s  f i n i t o s .  

I n c l u s i v e ,  a n a 1  i s e s  c o m p a r a t i v a s  d o  e l e m e n t o  i  n t e r p o l a  

do  m o s t r a r a m  q u e  p o d e - s e ,  em m a l h a s  m e d i a n a m e n t e  r e f i n a d a s ,  sem 

i m p o s i c a o  d e  s i m e t r i a  d a  M a t r i z  d e  P o t e n c i a l ,  a d o t a r  um a f a s t a -  

m e n t o  d o  no f u n c i o n a l  d e  25% do c o m p r i m e n t o  d o  e l e m e n t o ,  sem c a u  - 

s a r  g r a n d e s  i m p r e c i s g e s .  

Cabe  r e s s a l t a r  a i n d a  q u e  a  t e c n i c a  do  T r a t a m e n t o  Geome- 

t r i c o  i m p l i c o u  em r e s u l t a d o s  c u j a  p r e c i s a o  f o i  l i g e i r a m e n t e  i n f e  - 

r i o r  a d a s  o u t r a s  d u a s ,  n a o  s e n d o  p o s s y v e l  p o r t a n t o  com o s  exem- 

p l o s  a n a l i s a d o s  d e s c a r t a r  a  p r i n c 7 p i o  nenhum d o s  t r s s  p r o c e d i -  

m e n t o s  b a s e a d o s  no Metodo  da  C o l o c a ~ Z o .  

I m p o n d o - s e  a  s - t m e t r i a  d a  M a t r i z  d e  P o t e n c i a l ,  p o d e - s e  

d i z e r  q u e  o s  r e s u l t a d o s  o b t i d o s  com a  t e c n i c a  do  t r a t a m e n t o  g e o -  

m e t r i  c o  i ' n v i a b i ' l  i  z a r a m  a s u a  u t i ' l  i ' z a c a o .  



P o r  o u t r o  l a d o ,  a  i m p o s i c $ o  d a  s i m e t r i a  g e r o u  r e s u l t a -  

d o s ,  em a l g u n s  c a s o s ,  e q u i v a l e n t e s  em t e r m o s  d e  p r e c i s a o  p a r a  o  

e l e m e n t o  i n t e r p o l a d o  e  o  n a o  c o n f o r m e .  Em o u t r o s ,  po rem,  a q u e -  

l e  s e  m o s t r o u  m a i s  e f i c i e n t e  q u e  e s t e .  

F i n a l m e n t e ,  a  t e c n i c a  d o  e l e m e n t o  i n t e r p o l a d o  f o i  com- 

p a r a d a  com o  Metodo  d e  G a l e r k i n .  E s t a  a n a 1  i s e  m o s t r o u  q u e  s i -  - 

m e t r i z a r  a  M a t r i z  d e  P o t e n c i a l  o b t i d a  com o  m e t o d o  d e  G a l e r k i n  

l e v a  a  r e s u l t a d o s  p r a t i c a m e n t e  i g u a i s  a o s  o b t i d o s  sem s i m e t r i -  

z a c a o .  

Alem d i s s o ,  a  c o m p a r a c a o  n o s  p e r m i t e  c o n c l u i r  q u e ,  s e  

n a o  f o r  i m p o s t a  a  c o n d i c a o  d e  s i m e t r i a  d a  M a t r i z  d e  P o t e n c i a l ,  

o  Metodo d a  C o l o c a c a o  com o  u s o  do e l e m e n t o  i n t e r p o l a d o  l e v a  a  

r e s u l t a d o s  t a o  s a t i s f a t O r i o s  q u a n t o  o s  o b t i d o s  com o  Metodo  d e  

G a l e r k i n ,  e x i g i n d o  c e r c a  d e  25% menos t empo  d e  p r o c e s s a m e n t o ,  

p a r a  a  montagem d a s  m a t r i z e s  H e  G o  q u e  t o r n a  o  - V p r i m e i  r o  

m a i s  e f i c i e n t e  q u e  o  s e g u n d o .  

Ao s e  i m p o r  a  s i m e t r i z a c a o ,  no e n t a n t o ,  o  Me todo  d e  

G a l e r k i n  s e  a p r e s e n t a  m a i s  e f i c i e n t e  q u e  o s  Me todos  d e  C o l o c a -  

c a o ,  no q u e  d i z  r e s p e i t o  a e f i c a c i a  d e  r e s u l t a d o s ,  uma v e z  q u e  

com m a l h a s  menos  r e f i n a d a s  l e v a  a  m e n o r e s  e r r o s  em r e l a c a o  a s o  - 

l u c a o  a n a l r t i c a .  

No q u e  t a n g e  a a n a l i s e  d e  m a i o r  e c o n o m i a  em t e r m o s  d e  

tempo d e  C P U ,  ha q u e  s e  o b s e r v a r  a  s u a  d e p e n d e n c i a  do d e s e n v o l -  

v i m e n t o  d e  " s o l v e r s "  a p r o p r i a d o s  3 m a t r i z  s i m e t r i c a  p a r c i a l m e n -  

t e  em b a n d a  f o r m a d a  no Metodo d e  G a l e r k i n ,  o  q u e  n a o  f o i  o b j e t o  

d e s t e  t r a b a l  fio. 



D e s t a  f o r m a ,  pode - se  e f e t i v a m e n t e  compara r  s e  a  m a i o r  

economia de  c u s t o  computaci 'onal  e s t a  a s s o c i a d a  ao Metodo de  Ga- 

l e r k i n  com s i m e t r i z a c a o  ou ao  Metodo da Co locacao  sem s i m e t r i -  

z a c a o .  

T o r n a - s e  i m p o r t a n t e  s a l i e n t a r  no e n t a n t o ,  que  a  s ime-  

t r i  z acao  p r o p o s t a  tem c a r a c t e r T s  t i  c a s  meramente  m a t e m a t i c a s ,  

nada p o s s u i n d o  em comum com o  problema f y s i c o  que  s e  a p r e s e n -  

t a .  



MONTAGEM D A S  MATRIZES H V- E 6 ?-i N O  METODO DO 

ELEMENTO INTERPOLADO - EXEMPLO 

Suponhamos a  m a l h a  h i p o t e t i c a  e  d i d a t i c a  a p r e s e n t a d a  na  

f i g u r a  ( 1 . 1 ) .  

- P1 r e p r e s e n t a  o  no 2  d e s l o c a d o .  

P2 r e p r e s e n t a  o  no 3 d e s l o c a d o .  

- nos 2 e  3 c o i n c i d e n t e s ,  r e f l e t i n d o  d e s c o n t i n u i d a d e  g e o m e t r i c a  

e  f i s i c a  ( q 2  # q 3 ) .  

Fig. I. I - Exemplo de Aplicociio do 
~ e t o d o  do Elemento 
Interpolado 



De a c o r d o  com o Ttem I Y . 2 . 1 . 2 ,  t e m o s :  

1 1  o n d e :  b l ,  m 2  + v a l o r e s  d a s  f u n c o e s  d e  i n t e r p o l a c h o  m l  e  d 2  r e -  

l a t i v a s  a o  e l e m e n t o  1 ,  no p o n t o  p l .  

2  2  m 1 ,  4, - v a l o r e s  d a s  f u n c o e s  d e  i n t e r p o l a c Z o  m l  e  Q 2  r e -  

l a t i v a s  a o  e l e m e n t o  2  no p o n t o  p 2 .  

i 
U k  - p o t e n c i a l  no i n 7 c i o  d o  e l e m e n t o  k .  

U 
f  
k -+ p o t e n c i a l  no f i n a l  d o  e l e m e n t o  k .  

A l i n h a  d a  e q .  H u = G q  c o r r e s p o n d e n t e  a o  p o n t o  P1 - - 
e  d a d a  p o r :  

C u +(Hi 
~ 1  Pl P  

i i f f  i i + G f  f  
+ (Gpl  ,3q3'Gpl ,3q3) + (bpl ,444 ~ 1 , 4 4 4 )  

i o n d e :  . H p l  , l  = t e r m o  d e  H no  i n 7 c i o  do  e l e m e n t o  1 ,  com o  pon-  
t- 

t o  f o n t e  em p l .  

. H f 
p l , l  

= t e r m o  d e  H no f i n a l  do e l . e m e n t o  1 ,  com o  p o n t o  
rS 

f o n t e  em p l .  



. u: = p o t e n c i a l  no t n 7 c i ' o  d o  e l e m e n t o  1 .  

* C p l  = 2-n . = Tr 

I n t r o d u z i n d o  a  e x p .  ( -1 .1 )  em ( I ' . 2 ) ,  f i ' c amos  com: 

i i f f  i  u +H u i + ~ f  f  i ) t ( - H p 1 , 3  3 p1 , 3  3  -I. ( * p 1 , 2  2  p 1 , 2  2  ) ' ( H p l  $ 4  u i + ~  4  p1 , 4  u f )  4  
= 

R e a r r a n j a n d o  o s  t e r m o s  da  e q u a c a o  e  c o n s i d e r a n d o :  

, i  - f  - u 4  = U 1  i - f  
1  9 1  - 4 4  = 9 1  

f  i  . U 2  = U 3  = U 4  9 2  f -  - 9 3  i  - - q 4  

i  - . u f  = U 4  - U 5  f -  i  
3  9 3  - 9 4  = q 5  

. u; - - U 2  9; = 9 2  

i' 
U i  ' U 

i' - 
3  v 9 2  - q 3  



Temos ; 

A exp. (1.4) pode ser facilmente traduzida em termos 

matriciais. 



CORRECAO D A  MATRTZ H DEVTDO A DESCONTTNUTDADE GEOMETRICA E DE 
c-~ 

FLUXO, USANDO O TRATAMENTO GEOM~TRICO - EXEMPLO 

Tomemos a m a l h a  s i m p l e s  d a  f i g .  11.7. 

Fig. li. l - Exemplo d e  Apl icacao do 
Metodo do T ra tamen to  
~ e o m e t r i c o  

M a t r i c i a l m e n t e ,  a equacao  H - u = = 6 p e e x p r e s s a  da s e -  
iI. - 

g u i n t e  fo rma  (.sem c o n s i d e r a c a o  de t r a t a m e n t o  de  c a n t o ) :  



Suponhamos  q u e  o  v a l o r  d o  f l u x o  no na  2 ,  na d i r e c z o  p e r  - 

p e n d i c u l a r  a o  membro 2 s e j a  p r e s c r i t o  e  i g u a l  a  q&2)- .  

De a c o r d o  com o  Ttem IV. 2 . 1 . 3 ,  o  va lo r  d e  qg ) e d a d o  

p o r :  

O l a d o  d i r e i t o  d a  e q u a c a o ,  com r e s p e i t o  a o  no  2  p a s s a  

a  s e r  e s c r i t o  d a  f o r m a :  

- l i n h a  1 :  

- l i n h a  2 :  

- l i n h a  3  e  I f n h a  4 + d e  f o r m a  a n a l o g a .  

A d o t a n d o  o  v a l o r  d e  q 2  p a r a  o  l a d o  d i r e i t o  e  f a z e n d o  

a s  d e v i d a s  c o r r e c o e s  na  m a t r 7 z  H ,  p a s s a m o s  a  t e r  a e x p .  ( 1 1 . 1 )  
ri. 

e s c r i t a  d a  s e g u j n t e  f o r m a :  





P a r a  o  c a s o  d e  p rob l emas  d e  p o t e n c i a l ,  a m a t r i z  d e  i n -  

t e r p o l a s a o  CM)  p a r a  cada  e l e m e n t o  e dada  p o r :  - 

i )  P a r a  E l emen tos  C o n s t a n t e s  

M - = / L I ;  L = compr imento  do e l e m e n t o .  

i i )  P a r a  E l emen tos  L i n e a r e s  

i i i )  P a r a  E l e m e n t o s  ~ u a d r a t i c o s  



A N E X O  fV  

I'MPLEMENTACAO D A  PRESCRICAO D E  POTENCIAL - E X E M P L O  

O c r i t e r i o  u t i l i z a d o  p a r a  a  p r e s c r i c a o  d e  u ,  - p e r m i t i n -  

d o  C c i i l c u l o  d i r e t o  d e  - P n a  d i r e c a o  p r e s c r i t a  p o d e  s e r  e x e m p l i -  

f i c a d o  como s e  m o s t r a  a b a i x o :  

- P a s s o  1  (-na S u b r o t i n a  CONC1) 

A i . nc8gn i : t a  p a s s a  a  ser b 
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- p a s s o  2 (-na S u b r o t i n a  M O D I F ) .  

A p 8 s  a  r e s o l u c Z o  do  s i s t e m a  d e  e q u a c b e s ,  b a s t a  f o r m a r  

o s  v e t o r e s  u e  D d a  f o r m a :  

'1 CALCULADO 

'3 CALCULADO I 



APENDI 'CE Y 

C A L C U L O  DA MATRIZ D E  INTERPOLACBO M P A R A  O ELEMENTO NAO CONFORME 
%-% 

A m a t r i z  M - a p r e s e n t a d a  no a p e n d i c e  1 1 1  p a r a  o  c a s o  d a  

f u n c a o  d e  i n t e r p o l a c a o  l i n e a r  n a o  e v a l i d a  p a r a  o  e l e m e n t o  n a o  

c o n f o r m e ,  uma v e z  q u e  p a r a  e s t e  ha q u e  s e  m o d i f i c a r  a  f u n c a o  d e  

i n t e r p o l a c a o  ( c o n f o r m e  s e  o b s e r v a  no Ttem I V . 2 . 1 . 1 ) .  

A e x p r e s s a o  (_V.1)  n o s  p o s s i b i l i t a  c a l c u l a r  e s t a  m a t r i z .  

o n d e :  . 4 = m a t r i z  d e  i n t e r p o l a c Z o  a s s o c i a d o  a o  p o t e n c i a l .  

. $ = f u n c z o  d e  i n t e r p o l a c a o  a s s o c i a d o  a o  f l u x o .  
F. 

No c a s o  do  e l e m e n t o  nao  c o n f o r m e  i m p l e m e n t a d o ,  a s  

d u a s  f u n c o e s  d e  i n t e r p o l a c z o  sXo i g u a i s  e l i n e a r e s ,  e  dependem 

b a s i c a m e n t e  d a  p o s i c z o  d o  a f a s t a m e n t o  d o  no f u n c i o n a l :  s e  da  e x -  

t r e m i  d a d e  e s q u e r d a  ou d i r e i  t a  do e1  e m e n t o .  

S e r a o  c o n s i d e r a d o s  a  s e g u i r  o s  2 c a s o s .  

V.1 - NU FUNCI'ONAL AFASTADO D A  EXTREMTDADE ESQUERDA D O  ELEMENTO 

De a c o r d o  com o  Ttem I 'Y.2 ,1  . I ,  a s  f u n c o e s  d e  i n t e r p o l a -  

c a o  p a r a  e s t e  c a s o  sa'o d a d a s  p o r :  



onde :  R B 1 h )  = - (L1 - n 1- 
2 (-R - a  1- 

- a  = d i s t a n c i a  do no f u n c i o n a l  a e x t r e m i d a d e  e s q u e r d a .  

Com o  u so  d a s  e x p r e s s o e s  (.V. 2 )  , podemos c a l c u l a r  o s  t e r  - 

mos da m a t r i z  M ,  - con fo rme  s e  o b s e r v a  a  s e g u i r :  

onde  R = compri 'mento do e l e m e n t o  



V.2 - NO FUNCIONAL AFASTADO D A  EXTREMIDADE DIREITA D O  E L E M E N T O  

As f u n c o e s  d e  i n t e r p o l a c a o  p a r a  e s t e  c a s o  s a o  I d a d a s  

p o r :  

onde :  m 1  ( T I )  = m2(.q) da e x p r e s s a o  V.2 

42 ( T I )  = (TI )  da e x p r e s s a o  V .  2  

( n e s t e  c a s o  - a  e a  d i s t a n c i a  do n o  f u n c i o n a l  a e x t r e m i d a -  

d e  d i r e i  t a ) .  

Des se  modo, os  t e r m o s  da  m a t r i z  M s a o  o b t i d o s  a  p a r t i r  - 
dos  c a l c u l a d o s  no c a s o  a n t e r i o r ,  con fo rme  s e  o b s e r v a  a  s e g u i r :  

. M I 1  = M Z 2  ( - exp re s s6o  V . 7 )  

. (Mi  2 = M 2 1  1- = (M1 2=M21)- ( e x p r e s s a o  V.6). 

M Z 2  = M l l  ( -expressZo Y . 5 1  
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