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Sistemas passivos de controle para a atenuagio de vibragdes em estruturas apre-
sentam grande diversidade de concepgdes pois resultam de projetos criativos voltados
para cada problema especifico. Em geral, sio mecanicamente robustos e se mostram
como alternativas mais eficientes, sob o ponto de vista dindmico estrutural, do que
as técnicas usuais e conservadoras de enrjjecimento da estrutura.

Dentre estes sistemas destacam-se aqui aqueles que utilizam materiais viscoeldsti-
cos como niicleo amortecedor, como por exemplo os sistemas tipo sanduiche. Estes
materiais tém propriedades mecéinicas dependentes da temperatura e, principal-
mente, da freqiiéncia de vibragdo, trazendo dificuldades adicionais as ja complexas
formulagdes tedricas do problema dindmico no dominio do tempo.

O presente trabalho apresenta e discute uma formulagdo no dominio do tempo
proposta na literatura para a modelagem numérica dos materiais viscoelsticos,
bem como todos os passos necessdrios para a sua implementacao computacional via
método dos elementos finitos.

A formulagdo tedrica e o método de solugio implementado sdo avaliados crite-
riosamente por meio de comparacdes entre resultados tedricos, numérico-computa-
cionais e experimentais, demonstrando o bom desempenho do modelo matemético-
numerico proposto.
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Passive control systems for attenuation of vibrations in structures show large
diversity of conceptions as they result from creative designs towards each specific
problem. In general, they are robust mechanisms and appear as alternatives much
more efficient, under a structural dynamic point of view, than the usual and conser-
vative structural stiffening techniques.

Among these systems, those that use viscoelastic materials as a damping core, as
for example in the sandwich systems, are focused herein. These material mechanical
properties are temperature and frequency dependent, so bringing additional diffi-
culties to the already complex theoretical formulations of the time domain dynamic
problem.

The present work presents and discusses a time domain formation which has been
proposed in the literature for numerical modeling of viscoelastic materials; moreover
it presents all the necessary steps to implement it though a computational model
within the framework of finite element method.

This theoretical formulation and the implemented solution method are thorough-
ly assessed by means of comparisons between the theoretical and numerical results
and their experimental counterpart, demonstrating the favorable performance of the
proposed mathematical-numerical model.

il



O desenvolvimento da ciéncia deve ser norteado para o bem estar da
humanidade. Somente desta forma faz sentido pensar em novas

tecnologias.

v



Dedicatoria

Dedico este trabalho a um casal que é exemplo para todos aqueles que

encontraram no amor a seus filhos o maior motivo para se viver:

MEUS PAIS.



Agradecimentos

e A Deus;

e Ao meu pai (Fldvio), minha mie (Janet) e a minha irma (Luciana) pelo apoio
incondicional e por tudo que me ensinaram ao longo destes quase 30 anos;

o A Michdle pelo amor e companheirismo que sempre me ajudam e incentivam,
pela sua serenidade que se reflete na trangiiilidade do nosso dia-a-dia, pelas
dicas técnicas e pela revisdo deste trabalho;

o Ao meu orientador, professor Ronaldo Battista, pelo qual tenho grande apreco
e admiracdo, pela confianga em mim depositada ao longo destes 6 anos de
convivio, pelos valiosos ensinamentos e pelos belos exemplos de comporta-

mento ético profissional que tive o privilégio de presenciar;
e A Capes e ao CNPq pelo apoio financeiro;

e Aos professores e funciondrios do PEC, em especial aos professores José Alves,
Roberto Oliveira e Carlos Magluta;

e A Renata Faisca pela cessdo de alguns resultados experimentais e ao Ivan
Menezes pela ajuda com o pds-processamento de resultados;

¢ Ao Departamento de Estruturas e ao Laboratdrio Integrado de Métodos Com-
putacionais em Engenharia (LIMCE) da Faculdade de Engenharia da UFJF
pelo apoio durante o perfodo em que estive nesta institui¢do como professor
substituto;

¢ A Tia Janir, Tio Abdo, Elias e Amine pela acolhida maravilhosa aqui no Rio
de Janeiro;

e A Patricia Hallak, ao Roberto Souza, Rosiangela Santarem e ao Ricardo
Franklin, amigos do Laboratério de Estruturas e que muito me ajudaram;

e Ao Mauricio Pereira, ao Henrique Pizzo e ao Henrique Mesquita, amigos de
sempre € que sempre me incentivaram;

vi



Aos amigos: Afonso Lemonge, Assis das Neves, Elson Toledo, Jean Marie
Desir, Luis Paulo Barra e Rodrigo Evangelista pelas dicas técnicas, pelos bons
momentos de descontragio e pelas ajudas extras;

A V6 Geralda, & Tia Virginia e a todo o restante da minha familia cuja
grandeza e grandiosidade tornam impossivel citar nominalmente cada um de
seus integrantes;

A Liicia Farage, ao Tininho e & Dete e acs demais familiares da Michéle pelo
carinho a mim dedicado, coisa td0 rara nos dias de hoje;

A todos que ndo estdo mais convivendo conosco mas, com certeza, onde quer

que se encontrem, torcem e contribuem pelo meu sucesso;

A todos aqueles que me ajudaram e mereciam ser citados e por uma razao,

que nio me lembro, eu esqueci.

vil



Indice

1 Introdugao

1.1

1.2

1.3

Motivagdo, Relevancia e Objetivo . . . . . ... ... ... ... ...
Breve Histéricoe Relevincia . . . . . ... .. .. ... ... ...

Escopo . . . . . . e e

2 Modelagem de Materiais Viscoeldsticos (MVE)

2.1

2.2

2.3

2.4

Conceitos Bdsicos sobre Amortecimento
Estrutural . . . . . . . . e e e e e

2.1.1 Amortecimento Viscoso . . . . . . . . ... .o
Modelos Viscoeldsticos Unidimensionais . . . . .. .. ... ... ...
2.21 Modelode Maxwell . . . . ... ... ... ... ... ...,
2.2.2 Modelode Voigt . . . .. ... .. ... L.
2.2.3 Modelo Linear Padrdo . . . . . .. ... ............
224 Modelos Generalizados . . . ... ... .............

Equagoes Constitutivas Para Modelos
Viscoelésticos Unidimensionais . . . . . . . .. ... ... ... ....

2.3.1 Relagdes Constitutivas no Dominio do Tempo (DT) . . . . . .
2.3.2 Relagdes Constitutivas no Dominio da Freqiiéncia (DF) . . . .
2.3.3 Relactes Constitutivas no Dominio de Laplace (DL) . . . . . .

Consideragoes para Problemas Bi e

Tri-Dimensionals . . . . . . . . o e e e e e e e e :

vii

11

11

13

16

17

18

19

20

20
21

21



3 Método GHM - Formulagio de MVE Utilizando o MEF 27
3.1 Imtrodugdo . . . . . . . . .. 27
3.2 Formulagdoc Matemdtica . .. ... ... ... . ... .. ... 28

3.2.1 Representagio Matematica do Médulo Complexo no Dominio

deLaplace . . . . . .. ... 28

3.2.2 Formulacdo para um Grau de Liberdade . . . .. ... .. .. 28
3.2.3 QGeneralizacdo para n Graus de Liberdade . . ... ... ... 32

3.3 Matrizes para Elemento Unidimensional . . ... .. ... ... ... 34
3.4 Matrizes para Elementos Quadrildteros . . . . . . .. ... ... ... 35
3.5 Matrizes para Elementos Hexaédricos . . . . . .. .. ...... ... 38
3.6 Matrizes para Elementos Quaisquer . . . .‘ ............... 41

3.7 Generalizacio para uma Malha de Elementos
Finitos . . . . o o o o e 41

4 Estudo Paramétrico das Propriedades dos MVE Modelados via

GHM . 43
4.1 Anilise de Sensibilidade . . . .. . .. ... o oo 46
4.1.1 Estudos Preliminares . . . ... ... ... . ... .. ..... 46
4.1.2 Influéncia do Pardmetroe . . . ... ... .. ... ... ... 52

4.1.3 Influéncia do Pardmetroo . . . . . . . . ... ... o8
4.1.4 Influéncia dos Pardmetros fed . . . . .. ... .. ... ... 64
4.1.5 Resumo das Andlises de Sensibilidade . . . . . .. .. ... .. 74

4.2 Ajuste de Pardmetros . . . . . .. ... oL Lo 77
4.2.1 Espago de Busca das Varidveise, o, fed .. ... ... ... 77
422 Busca por Varredura . . . . . ... ... .. ... ... ... 79
4.2.3 Busca por Algoritmos Genéticos . . . . . ... ... .. 80

4.3 Exemplo ae Ajuste Paramétrico . . . ... .. ... ... .. ... 83
5 Implementagao Computacional do GHM 87
5.1 Caracteristicas Gerais do Programa . . . . . ... ... .. ... ... 87

1x



5.2 Algoritmo e Fluxo do Programa . . . . . ... ............. 88

5.2.1 Detalhamento das Rotimas . . . . . ... ... ... ... ... 89

5.3 Aspectos Relevantes da Implementagao
Computacional . . . .. . .. ... 95
5.3.1 Introducdo dos GLs Dissipadores dos MVE . . . . . ... ... g5
532 Numeragdo Nodal . . . . . . ... .. ... ... ... 102
5.4 Melhorias Futuras parao Programa . . . . ... . .. ... .. .. .. 103
6 Exemplos e Aplicagoes 104
6.1 VigaSanduiche . . .. ... ... ... oL ..... 104
6.1.1 Descrigdo do Problema . . . . . . ... ... ... 105
6.1.2 Resultados Tedricos . . . . . . . . . . . . oL 106
6.1.3 Andlise Experimental . . . . .. .. .. ... ... ... ... 107
6.1.4 Modelagem Computacional . . .. .. ... .. ... ..... 109
6.1.5 Respostas no Dominio da Freqiéncia . . ... ... ... ... 112
6.1.6 Respostas no Dominiodo Tempo . . . .. ... ... ..... 116
6.1.7 Analises Complementares . ... ... ... ... ....... 116
6.2 Placa Sanduiche . . . . . . . . ... Lo 122
6.2.1 Descricio do Problema . . . . . .. ... .. .......... 122
6.2.2 Modelagem Computacional . . .. ... ... ... ...... 123
6.2.3 Respostas Dindmicas da Placa Mista . . . . ... ... .. .. 130
6.2.4 Respostas Dindmicas da Placa Sanduiche . . . . . . . . .. .. 131

7 Recomendagoes para Projeto e Verificagao de Estruturas com MVE133

7.1 Introducfo . . . . . . . . . . L. 133
7.2 VigasePlacas Sanduiche . . . . . ... . . ... ... oL, 135
7.2.1 Espessura do Nicleo Viscoelastico. . . .. ... ... .. ... 135
7.2.2 Influéncia da Faixa de Freqiiéncia de Trabalho . . . . . . . .. 136
7.2.3 Temperatura . . . .. . . . .. i 139



7.3

794 Qutros Fatores . . . . . . . . oo

Aplicaciio: Aspectos Gerais do Projeto de um
Amortecedor Sanduiche com MVE . . . . . ... ... ..o

731 Escolhado MVE . . . . . . . . o o
7.3.2 Espessura das Camadasde MVE . . . .. ...........
7.3.3 Dimensionamento Fina,_l .....................

7.3.4 Respostas Dindmicas . . . ... .. .. ... ..o

8 Conclusoes

A Modelo Analitico de Viga Sanduiche

Al

A2

A3

Introdugdo . . . . . . o o i e
Formulagdo Matemdtica . . . . . ... .. ... ... ...
A 2.1 Equacédo Diferencial dos Deslocamentos Transversais L
A.2.2 Solucoes Especiais para Carregamento Harménico . . . . . . .
A.2.3 Condigoes de Contorno Possiveis para W . . . . .. . ... ..
A.2.4 Ortogonalidade dos_. Modos Amortecidos . . . ... ... L
A.25 O Problema Geral de Vibragdes Harménicas Forcadas . . . . .
Exemplo: Limina Engastada e Livre . . . . . .. ... ... .....
A.3.1 Caracteristica Gerais do Problema . . ... ..........
A.3.2 Resposta para Ca.rregamento Senoidal . . .. ... ... ...

A.3.3 Resposta para Varredura em Freqiiéneia . .. . .. ... ...

B Geragao de Malhas para o GHM

C Tabelas de Valores Discretos

C1
C.2

Resultados Experimentais . . . ... ... .. ... ... e

Resultados Numéricos . . . . . . .« o v v v i v

10

12

13

13

15

18



Lista de Figuras

1.1

1.2

1.3

14

1.5

2.1

2.2

2.3

24

2.6

2.7

3.1
3.2
3.3

34

4.1

Exemplo de Amortecedor Viscoeldstico Instalado numa Barra Diago-
nal de Travejamento de uma Estrutura Aporticada . ... .. .. .. 3

Amortecedores Viscoeldsticos Instalados nas Torres do World Trade
Center . . . . o o e e e e e e e e e e e e 4

Amortecedores Viscoelasticos Instalados no Edificio Columbia SeaFirst 5
Amortecedores Viscoeldsticos Instalados no Edificio Two Union Square 6
Sistema de Amortecimento do Tipo Sanduiche a ser aplicado na Ponte

RIO-NItEri .« o o v o oo e e P 8

Elipses que Relacionam For¢a de Amortecimento e Amplitude de

Deslocamentos ou Elipses de Lissajoux . . . ... .. ... e 15
Modelode Maxwell . . . . . . .. .. ... ... . ... ... ... 17
Modelode Voigt . . . . . . .. . . . ... 18
Modelo Linear Padrdo . . . . . . .. .. ... ... ... .. ... .. 19
Teste de Fluéncia e Relaxagio para Modelos Bdsicos . .. ... . .. 20
Exemplos de Modelos Generalizados . . . . . ... .. ... .. .... 20

Comparacio entre curvas de dados obtidas através de trés diferentes

BECIICAS . . . . o . e e e e e e e e e e e e e e 26
Interpretacdo do GHM para 1 GL . . . . . .. .. ... ... L. 32
Elemento de MVE Unidimensional . . .. .. .. .. ... ...... 34
Elemento Quadrildtero . . . . . . . . . .. ... ... ... . 36
Elemento Hexaédrico . . . . . .. . ... ... ... ... ....... 38

Exemplo de Material Viscoel4stico: Variacdes de E' e 77 com a Freqiiéncia 44

xii



4.2 Exemplo de Material Néo-Viscoeldstico: Variagdes de E encom a
Freqli®ncia . . . . . . . . . oo oo

4.3 Exemplo de Material Elistico: Variagdes de E' e 1 com a Fregiiéncia
44 Descricao do Exemplo Base . ... ... ... ... ... .......
4.5 Testes ou Carregamentos Aplicados no Exemplo Base . . . . ... ..
4.6 Respostas no Dominio do Tempo para o Exemplo Base . . .. .. ..
4.7 Resposta no Dominio da Freqiiéncia para o Exemplo Base . .. ...
4.8 Ciclos de Histerese para o Exemplo Base . . . .. .. .. ... .. ..
4.9 Materiais Usados para Andlise da Influéncia do Fatore . . . . . . ..
4.10 Respostas no Dominio do Tempo para Variacoes do Fatore . . . . . .
4.11 Respostas no Dominio da Fregiiéncia para Variagdes do Fator e

4.12 Ciclos Histeréticos para Variagoes do Fatore . . . .. . . ... .. ..
4.13 Materiais Usados para Andlise da Influéncia do Fator o . . . . . . ..
4.14 Respostas no Dominio do Tempo para Variagdes do Fatora . . . . .
4.15 Respostas no Dominio da Freqiiéncia para Variagbes do Fator a

4.16 Ciclos Histeréticos para Variagoes do Fatorew. . . . . .. . ... ...
4.17 Materiais Usados para Andlise da Influéncia do Faﬁor 8 ... ...
4.18 Materiais Usados para Anilise da Influéncia do Fatord . . .. . . ..
4.19 Respostas no Dominio do Tempo para Variagdes do Fator o
4.20 Respostas no Dominio do Tempo para Variagbes do Fatord . . . . . .
4.21 Respostas no Dominio da Freqiiéncia para Variagdes do Fator 8

4.22 Respostas no Dominio da Freqiiéncia para Variagdes do Fator § . . .
4.23 Ciclos Histeréticos para Variagdesdo Fator 8. . . . . . . . .. .. ..
4.24 Ciclos Histeréticos para Variagoes do Fator 6 . . . . . ... .. .. ..

4.25 Variacio da Taxa de Amortecimento de um MVE em Fungio dos
Parametros Caracteristicos e, o, fed .. . . .. .. .. ... .. ..

4.26 Exemplo de um Conjunto com 6 Quadras Tentativa . . . . . . .. ..

4.27 Exemplo de Operador de Recombinacao . . . .. .. ... .... ..

xii

46

48

49

30

ol

93

29

a7

a9

61

62

63

65

66

68

69

71

71



4.28 Exemplo de Operador de Mutagdo . . . . . . . .. .. ... ... ..

4.29 Esquema Representativo da Convergéncia dos Métodos de Ajuste Uti-
Hzados . . - o . e e e e e e e e e e e e

4.30 Curvas Resultantes do Ajuste Paramétrico do Material X . . . . . ..

5.1 Esquema de Armazenamento da Matriz Efetiva do Sistema e do Apon-

tador Jdimg . . . . ..
5.2 FElemento Unidimensional Linear com os Nés ¢ GLs Dissipadores . . .
5.3 Elemento Quadrilitero Linear com os Nés e GLs Dissipadores
54 Elemento Hexaédrico Linear cdm os Nds e GLs Dissipadores . . . . .
5.5 Exemplo Constituido de 2 Elementos Hexaédricos . . . . . .. .. ..
5.6 Matriz do Elemento Eldstico . . . . ... .......... Ce e
5.7 Matriz do Elemento Viscoeldstico . . . . . .. .. .. .. ... ...

5.8 Matriz Global . . . . ... ...

6.1 Foto da Viga Sanduiche . . . ... . ... ... ... ... ... ...
6.2 Detalhamento das Vigas Ensajadas . . . . . ... .. ... ......
6.3 Esquema do Sensoriamento das Vigas . . . .. . ... ... ... ...
6.4 Esquema de Aquisi¢io de Sinais . . . . .. .. .. ... ..o
6.5 Detalhes da Discretizagiodas Vigas . . . . .. . . .. ... . ...
6.6 Descri¢ido da For¢a de Impacto Aplicada nas Vigas1e2 . . ... ..
6.7 Ajuste do Médulo de Elasticidade do Material VHB . . . . .. .. ..
6.8 Ajusie do Fator de Perda do Material VHB . . . .. . .. Cee e
6.9 Respostas no Dominio da Freqiiéncia para a Viga 1 (Eléstica)

6.10 Respostas no Dominio da Freqiiéncia para a Viga 2 (Sanduiche)

6.11 Respostas no Dominio do Tempo da Viga 1 (Eldstica} . . . . . . . ..
6.12 Respostas no Dominio do Tempo da Viga 2 (Sanduiche) . . ... ..
6.13 Novo Ajuste do Mddulo de Elasticidade do Material VHB . . . . . . .
6.14 Novo Ajuste do Fator de Perda do Material VHB

6.15 Respostas Numeéricas no Dominio da Fregiiéncia

xiv

96

96

96

98

100

101

102

105

105

108

108

109

110

111



 6.16 Respostas Numéricas no Dominio do Tempo . . . .. . .... .. ..

6.17 Respostas no Dominio da Freqiiéncia da Viga 2 para o Novo Ajuste

Paramétrico . . . v v v o e e e e e e e e e e e e e e

6.18 Respostas no Dominio do Tempo da Viga 2 para o Novo Ajuste
ParamétriCco . . « . © v e e e e e e e e e e e e e e e e

6.19 Descricio das Placas Analisadas . . . . . .. ... .. ... . .....
6.20 Descri¢io do Ponto de Excitagdo e dos Pontos Observados . . . . . .

6.21 Discretizagio das Placas Usadas na Calibragio do Médulo de Elasti-
cidadedo Ago . . . . . ... FE R

6.22 Freqiiéncias Naturais e Modos de Vibragdo da Placa de Ago . . . . .
6.23 Respostas no Dominio do Tempo da Placade Ago . . . . . .. .. ..
6.24 Forcade Excitagdio . . . . . . .. .. ..o
6.25 Respostas no Dominio do Tempo das Placas Mistas . . . . .. .. ..
6.26 Repostas no Dominio do Tempo das Placas Sanduiche e Mista . . . .

6.27 Repostas no Dominio da Freqiiéncia das Placas Sanduiche e Mista . .

7.1 Vista Lateral e Detalhe Esquemdtico do Tabuleiro Metélico do Vao
Central da Ponte Rio-Niterdi . . . . . . . . . .. ... ...

7.2 Modelo Experimental do Vao Central da Ponte Rio-Niterdi (Escala

7.3 Exemplo de Estrutura Sanduiche . . . .. .. ... ... .......
7.4 Amortecimento Estrutural em Fung¢io da Espessura do Sanduiche . .

7.5 Ajuste da Freqiiéncia de Trabalho da Estrutura & Regido com Fatores
de PerdamaisElevados . . . . . . .. ... ... . ... ... ...

7.6 Curvas Caracteristicas dos Materiais AeB . . . . . . ... ... ...
7.7 Respostas Dinamicas dos Materiais AeB . ... ... ........

7.8 'Variacio das Caracteristicas Dindmicas de um MVE em Funcgio da
Temperatura numa Freqiiéncia Constante . . . . . . . ... ... ...

7.9 Estrutura com Problemas Dindmicos: Viga Trelicada . . . . . . ...

7.10 Estrutura com Problemas Dinamicos: Prédio

7.11 Detalhes dos Amortecedores Viscoeldsticos

Xv



7.12 Curvas Caracteristicas do Material M1 . . . . . ... .. ... .. .. 142

7.13 Curvas Caracteristicas do Material M2 . . . . .. .. . . ... .. .. 142
714 Curvas Caracteristicas do Material M3 . . . . . . ... ... ... .. 142
7.15 Dimensdes Adotadas para o Amortecedor Viscoeldstico . . . . .. .. 143

7.16 Relagdo entre o Alongamento Longitudinal u e a Distorgao Angular y 144

7.17 Alongamentos Longitudinais dos Amortecedores Viscoeldsticos . . . . 145
7.18 Ciclos de Histerese dos Amortecedores Viscoeldsticos . . . ..... 146
A.l1 Exemplo de Viga Sanduiche . . . ... ... . ............ .. 1
A.2 Caracteristicas das Forgas e da Geometria Envolvidas no Problema .- 3
A.3 Descriciodo Exemplo . . . . . ... ... 14
A4 RespostadoSisterna . . . ... ... ... 19
A.5 Deslocamento Miximo da Extremidade Livre x Frequéncia . . . . . . 19
A.6 Quadros da Animagio Gerada por uma Varredura em Freqiiéncia . . 20

xvi



Lista de Tabelas

2.1

4.1
4.2
4.3

4.4

4.6
4.7
4.8
4.9
4.10
4.11
4.12
4.13
4.14

4.15

9.1

2.3

6.1

Funcoes de Dissipacdo . . . . .. ... .. ... . 23

Caracteristicas Fisicas e Geomeétricas da Barra do Exemplo Base . . . 47

Caracteristicas Viscoeldsticas para Vidrias Fregiiéncias de Excitagdo . 51

MVEs usados na anédlisedo fatore . . .. ... ... .. .. ... .. 52
Fregiiéncia Naturais e Taxas de Amortecimento dos Sistemas . . . . . 57
MVEs usados na andlisedo fatoree . . . . . . ... ..o 58
Valores Iniciais de Forca no Teste de Relaxagao . . . . ... ... .. 60

Freqiiéncias Naturais e Taxas de Amortecimento dos Sistemas — mve_a 63

MVEs usados na andlisedofator 8 . . . . ... ... ... .. .... 64
MVEs usados na andlise do fatord . . .. .. ... ... ... .. .. 64
Fregiiéncias Naturais dos Sistemas - mve 8 . . . . . . .. ... . ... 70
Freqiiéncias Naturais dos Sistemas -mwed . . . . . ... .. ... .. 70

Freqiiéncias Naturais e Taxas de Amortecimento dos Sistemas — mat_8 72

Fregiiéncias Naturais e Taxas de Amortecimento dos Sistemas — mve.d 72

Resumo de Resultados Obtidos nas Anilises de Sensibilidade . . . . . 76
Resultados Experimentais (Hipotéticos) para o Material X . . .. .. 83
Dados Gerais da Topologiada Malha . . . . . .. ... ... ..... 99
Conectividades Nodais dos Elementos . . . . . . . . . . .. ... ... 99
Restrigoes Nodais . . . . . . .. .. ... ... ... .. ... . 99
Caracteristicas Fisicas dos Materials . . . .. .. .. ... .. .... 106

xvii



6.2 Caracterizacio do material VHB via Ensaio Padrio ASTM [26] . . . 109

6.3 Caracteristicas das Malhas . . . . ... ... ... . .... e 109
6.4 Ajuste Paramétrico . . . . . . . ..o 110
6.5 Freqiiéncias Naturais Tedricas . . . . . . . .. .. .. ... ... .. 112
6.6 Freqgiiéncias Naturais da Viga 1 (eldstica) . . . .. ... .. .... .. 112
6.7 Freqiiéncias Naturais da Viga 2 (sandufche) . . ... ... ...... 113
6.8 Novo Ajuste Paramétrico . . . . . . . . . .. ..o 118
6.9 Fregiiéncias Naturais da Viga 2 para o Novo Ajuste Paramétrico . . . 119
6.10 Caracterfsticas do Aco . . . . . . . . . .o oo 124

6.11 Flechas para Placa da Figura 6.21 Devido a Acio de Peso Préprio . . 126
6.12 Caracteristicas do Concreto . . . . . . . . . o oo e 129

6.13 Caracteristicas do Modelo e Esforco Computacionais da Placa San-
duiche . . . . . . e e e e e 131

xviil



Lista de Variaveis

Letras Romanas Minisculas:

a — comprimento do lado associado & diregdo x da placa

b — comprimento do lado associado & diregdo y da placa

e c, c; e c; — coeficientes de amortecimento

e e e e; — eixos das elipses rotacionadas

e i — unidade imagindria

e h — fungao de dissipagao

o k, ki e ky — rigezas de mola

e 7 — massa equivalente de uma placa sanduiche
e g — deslocamento

e 7, r2 e r3 — cada uma das dimensdes de um elemento finito
e s — varidvel do domfnio de Laplace

e { — variivel do dominio do tempo

¢ u — alongamento total

e u, — alongamento eldstico da mola

® u, — alongamento do elemento viscoso

x — deslocamento

e z — varidvel de dissipacdo

Xix



Letras Romanas Maitsculas:

e A — 4rea de se¢do transversal

C — matriz de amortecimento global
e C® — matriz eléstica de amortecimento de elemento
e C? — matriz viscoeldstica de amortecimento de elemento
e E — médulo de elasticidade longitudinal
e E* — valor discreto do module complexo
e E' — médulo de armazenamento longitudinal
e E™ — valor discreto do médulo de armazenamento longitudinal
e E' - médulo de perda longitudinal
e E* — médulo complexo de elasticidade longitudinal
e ET — rigidez equivalente de uma placa sanduiche
e Dim(...) — dimens&o de uma matriz (...)
e F' — forca de excitagio
e Iy — amplitude da forca de excitagao
e I} — for¢ca na mola 1
e F, — forga na mola 2
e F; — forca de amortecimento
e F, — forca na mola eldstica
e F, — for¢ca no amortecedor viscoso
e F.;. — vetor de forcas efetivo
s G — mddulo de elasticidade transversal
e G' — médulo de armazenamento transversal

e G’ — médulo de perda transversal

G* — mddulo complexo de elasticidade transversal

o I — matriz identidade



K — matriz de rigidez global

K¢ — matriz eldstica de rigidez normalizada com relagio ao médulo de elas-
ticidade

K" — matriz viscoeldstica de rigidez de elemento
L — comprimento

M — matriz de massa global

M?¢ — matriz eldstica de massa de elemento

M?* — matriz viscoeldstica de massa de elemento
M., — matriz de massa efetiva

P — forca de excita¢do do exemplo base

R. — matriz de autovetores de K*®

Ta — tempo de aplicagdo da forca de excitagao
U — pico de energia potencial

U = vetor de deslocamentos

Uy — amplitude da resposta u

X — amplitude da resposta z

Letras Gregas Minisculas:

o, 3, 4, 7 e e — pardmetros caracteristicos de um MVE

Oloy Bo, 00, €E, — pardmetros caracteristicos do MVE usado no exemplo base
¢ — deformagdo longitudinal

1n — fator de perda

f = e + o = maximo valor de médulo de elasticidade que atinge um MVE

x — angulo formado entre o eixo horizontal e a elipse rotacionada

{4+ — termo relacionado com os elementos da matriz de massa

v — coeficiente de Poisson

& — taxa de amortecimento



p — massa especifica
e ¢ — tensdo longitudinal
e 7 — tensdo cisalhante

¢ — angulo de fase

e w — freqiiéncia

Letras Gregas Maidsculas:

[' — fungio objetivo do ajuste paramétrico
o At — intervalo de tempo de integragdo

A — matnz de autovalores de K°*

e U — coeficiente de ponderagido da fungao objetivo I’
Outros Simbolos:

A — drea da elipse

D — rigider a flexdo equivalente de uma placa

£ — médulo de elasticidade no dominio de Laplace

K — rigidez normalizada com relagdo ac mddulo de elasticidade no dominio
de Laplace

M — massa no dominio de Laplace

R{...} — parte real de {...}
e H — transformada inversa de Laplace de g(s)h(s)

e 7 — funcional usado no ajuste paramétrico

xxii



Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao, Relevancia e Objetivo

A forte tendéncia de se projetarem estruturas cada vez mais leves e esbeltas tem
levado as edificacdes modernas a diversos problemas dindmicos. Em grande parte,
esta tendéncia se deve a a fatores econémicos, fazendo com que esta caracteristica
dos. projetos modernos seja cada vez mais acentuada.

Obviamente, estes projetos modernos, além de resultarem em menores custos de
execucdo, devem atender aos critérios de seguranca e de conforto de usudrios [1].
As edificactes modernas deverdo ser esbeltas, porém nio podem admitir vibragoes
excessivas.

De forma compativel com os conhecimentos atuais e visando otimizar a relagio
economia/seguranca de uma edificacio, os sistemas auxiliares de controle de vibragao
inseridos nas estruturas vém sendo cada vez mais utilizados. Além de serem seguros
e relativamente econdmicos, estes sistemas de controle sdo solugdes leves e tecnica-
mente mais eficientes na corregdo de problemas dindmicos, o que vem fazendo com
que solucdes pesadas e conservadoras, como a costumeira técnica de enrijecimento
estrutural, venham sendo cada vez menos usadas [2].

Tais controladores sdo de natureza ativa ou passiva e podem ser usados também
em estruturas existentes. Nos dois casos é possivel se obterem redugdes consideraveis
nas amplitudes de vibragio de uma estrutura [1} e [3].

Dentre os sistemas de controle passivo, aqueles que fazem uso de materiais es-
peciais com grandes propriedades amortecedoras, como os materiais viscoeldsticos
acoplados &s estruturas, aparecem como alternativas bastante robustas na corregao
de problemas de vibragdes excessivas.

Os materiais viscoeldsticos tém como principal caracteristica uma grande dissi-



pacdo de energia por ciclo de oscilagio, fazendo com que o sistema acoplado aumente
a sua taxa de amortecimento e proporcione redugdes significativas das vibragoes.

Como exemplos destes materiais pode-se citar: alguns tipos de borrachas; resinas

e polimeros em geral.

A utilizacdo de materiais viscoeldsticos como redutores de vibragdes estruturais
é relativamente recente e, por este motivo, vérias lacunas com relagao a descrigao

de seu funcionamento ainda estio por serem preenchidas.

Faz-se neste trabalho um estudo, nos dominios do tempo e da freqiiéncia, so-
bre os materiais viscoeldsticos utilizados como materiais dissipadores da energia de
vibragdo de uma estrutura e, conseqiientemente, funcionando como parte de um sis-
tema passivo de controle de vibragdes estruturais que, por sua eficiéncia na redugio
de vibragoes [4] e pelo seu relativo custo reduzido, tem despertado grande interesse,
motivando diversos trabalhos sobre o tema, incluindo o presente.

1.2 Breve Historico e Relevancia

Os primeiros estudos sobre materiais viscoeldsticos aplicados na redugao de vibragdes
estruturais e actsticas datam da década de 50 através das técnicas de Oberst et al
[5] (1952), as quais fundamentaram o modelo da American Society for Testing and
Material (ASTM) utilizado nos dias de hoje, e dos trabalhos de Kervin [6] (1959) e
Ross et al {7] (1959) sobre amortecimento com materiais viscoeldsticos em laminas
submetidas a vibragoes por flexao.

DiTaranto [8] (1965) e Mead et al [9](1969) desenvolveram a equagdo diferencial
para uma viga sanduiche, tendo um material viscoeldstico como amortecedor de
vibragdo. Nestes trabalhos a solugdo é obtida através de superposi¢ao de modos
complexos de vibragdo. Este modelo analitico é amplamente descrito e discutido no
apéndice A do presente trabalho.

Como as propriedades de amortecimento de um material viscoelastico sao forte-
mente dependentes da freqiiéncia, fica 6bvio que uma analise no dominio do tempo,
visando representar o comportamento deste material, apresenta maiores dificuldades.

Face a esta dificuldade, os trabalhos que apresentam formulagdes matemadticas
para a modelagem de materiais viscoelasticos no dominio do tempo sdo bem menos
numerosos. Dentre eles pode-se destacar o trabalho de Golla et af [10] (1985), que
apresenta uma formulagao para elementos finitos no dominio do tempo, e o de Gibson
et al [11], que implementa nos software Matlab e Nastran o Método Golla- Hughes
(GHM) apresentado em Golla et al [10]. As formulagdes usadas nestes trabalhos
serdo amplamente discutidas no capitulo 3.















No Programa de Engenharia Civil da Coordenagio dos Programas de Pés-Gra-
duagio de Engenharia da Universidade Federal do Rio de Janeiro (PEC - COPPE
JUFRJ) o primeiro trabalho aplicado ao controle de vibragdes estruturais data de
1990 quando Battista et el {16] apresentaram o relatério técnico sobre a dinamica,
estrutural do estddio do Maracand. Até os dias de hoje, virios relatérios técnicos,
publicagdes em congressos e periédicos especializados, teses de mestrado e doutorado
foram apresentados dentro deste tema. Todos estes trabalhos estdo inseridos na linha
de pesquisa de controle de vibragoes estruturais do PEC da COPPE.

A equipe chefiada pelo professor Ronaldo Battista do PEC da COPPE/UFRJ,
em parceria com a Ponte S/A, estd desenvolvendo um sistema passivo de controle
de vibragdes do tipo sanduiche com a utilizagio de MVE a ser aplicado no tabuleiro
metdlico da Ponte Rio-Niterdi (figura 1.5(a)) e que é pioneiro num ambito mundial.
Assim como no amortecedor viscoeldstico apresentado na figura 1.1, a idéia deste
sistema de amortecimento estd baseada na elevada capacidade de dissipacdo de en-
ergia de vibra¢io dos materiais viscoeldsticos quando submetidos a cisalhamento.
A figura 1.5(b) mostra o detalhe do sistema de amortecimento, deixando claro que
a estrutura quando submetida a flexdo provoca tensbes cisalhantes no nicleo vis-
coeldstico, fazendo com que este ultimo atenue as vibragoes do sistema. Este assunto
serd novamente abordado no capitulo 7.

Dentre os trabalhos desenvolvidos no PEC da COPPE/UFRJ j4 citados, a tese
de mestrado apresentada por Faisca [4] (1998) também merece ser destacada pela
afinidade com o presente trabalho. Em sua dissertacdo, Faisca trabalhou diretamente
com a caracterizacio experimental de um Material ViscoEl4stico (MVE) através de
ensaios dindmicos, visando sua utilizagdo como amortecedor estrutural.

O presente trabalho, no Ambito do PEC da COPPE, é o primeiro a lidar com a
modelagem dindmica computacional dos MVEs via Método dos Elementos Finitos
(MEF), abrindo portanto uma nova frente de estudos dentro da linha de pesquisa
de controle de vibragdes estruturais.

Por este trabalho estar inserido num contexto incipiente, boa parte do tempo
despendido no seu desenvolvimento foi gasto na estruturacio dos cédigos computa-
cionais implementados, visando facilitar a utilizagio/entendimento dos programas e
as interfaces com pds e pré-processadores, viabilizando, desta forma, futuras imple-
mentagdes sobre estes cédigos.

Assim sendo, o presente trabalho apresenta um cédigo base no qual novos recur-
sos voltados para a viscoelasticidade poderdo ser implementados.

Além dos aspectos computacionais, também foi dada énfase & modelagem tedrica
para MVE aqui utilizada, buscando-se verificar sua validade através de comparacdes
com protdtipos experimentais.






1.3 Escopo
O presente trabalho estd dividido em 8 capitulos e 3 apéndices:

e Capitulo 1 - Introdugdo

Este capitulo procura fazer uma abordagem geral sobre o tema abordado,
mostrando sua relevancia no contexto atual, além de apresentar os objetivos
que se desejam alcangar no desenrolar do trabalho.

Faz-se também um breve histdrico sobre o tema, citando trabalhos de grande

relevancia.

e Capitulo 2 - Modelagem de Materiais Viscoeldsticos (MVE)

Com base em modelos tedricos e dados experimentais, busca-se mostrar algu-
mas formas de se caracterizar 0 MVE no intuito de avaliar seu comportamento

quando submetido a agdes dinamicas.

Neste capitulo sdo apresentados também os conceitos béasicos sobre amorteci-
mento estrutural, classificacao de e o tipo de amortecimento de um MVE.

e Capitulo 3 - Método GHM - Formulacdo de MVE utilizando o MEF

Este capitulo apresenta uma forma de se tratar via MEF, no dominio do tempo
ou da freqliéncia, as propriedades dependentes da freqiiéncia dos MVE.

e Capitulo 4 - Estudo Paramétrico das Propriedades dos MVE Modelados via
- GHM

Faz-se aqui uma andlise da variagio das propriedades mecanicas dos materiais
viscoeldsticos em funcdo de pardmetros extraidos de dados experimentais.

e Capitulo 5 - Implementacdo Computacional do GHM

Este capitulo trata do detalhamento dos programas desenvolvidos, dos aspec-
tos relevantes da programacdo e das melhorias que podem ser feitas nesses
programas.

e Capitulo 6 - Exemplos e Aplicacoes

Aqui sao apresentados dois exemplos de aplicagdo de estrutura sanduiche ana-
lisando seus desempenhos dindmicos.

e Capitulo 7 - Recomendagdes para Projeto e Verificagio de Estruturas com
MVE

Este capitulo destaca os principais aspectos relacionados com o projeto e/ou
verificacdo de estruturas sanduiche.



e Capitulo 8 - Conclusoes

Comentérios finais, propostas para futuros trabalhos e conclusdes sdo aqui
apresentados. '

e Apéndice A - Modelo Analitico de Viga Sanduiche

Este apéndice apresenta um desenvolvimento tedrico analitico das equagdes
diferenciais que descrevem o comportamento dindmico de uma viga sanduiche.

e Apéndice B - Geragao de Malhas para o GHM

Este apéndice mostra as principais dificuldades encontradas na geracdo das
malhas de elementos finitos usadas nas modelagens via GHM e apresenta as
programas de geragio de malha que foram desenvolvidos.

e Apéndice C - Tabelas de Valores Discretos

Os principais graficos deste trabalho sio apresentados na forma de tabela
de pontos discretos, visando facilitar a comparagao futura de resultados com
outros trabalhos.
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Capitulo 2

Modelagem de Materiais
Viscoelasticos (MVE)

Os MVE séo utilizados neste trabalho essencialmente como amortecedores de vi-
bragoes estruturais. Por este motivo, faz-se inicialmente neste capitulo uma intro-

ducio com os conceitos basicos de amortecimento estrutural.

2.1 Conceitos Basicos sobre Amortecimento
Estrutural

Amortecimento é um assunto largamente discutido na literatura sobre dindmica
estrutural. Dentre publicactes que tratam do assunto pode-se destacar o livro “Vi-
bration Damping of Structural Elements” dos autores Sun, C. T.e Lu, Y. P. [17], o
livro “Flow Induced Vibrations” do autor Blevins [18] e o “Handbook of Shock and
Vibrations” dos autores Harris e Crede [19].

O amortecimento é o resultado da energia dissipada durante a vibracio. Este
simples conceito de amortecimento, na realidade, retrata um fendmeno de grande
complexidade.

O amortecimento em geral pode ser classificado de virias formas:

e Amortecimento Viscoso

Neste caso, tem-se as forcas de amortecimento introduzidas através da in-
teragdo com o meio fluido onde a estrutura experimenta vibragdes. Estas
forgas sdo proporcionais ao quadrado da velocidade relativa entre particulas
do fluido e a estrutura.

Um exemplo deste tipo de amortecimento pode ser observado numa estrutura
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vibrando na dgua ou no ar. A estrutura vibrard mais facilmente - isto é, com
maiores amplitudes iniciais em vibragdo livre e durante um maior intervalo de
tempo até o repouso para a mesma magnitude de vibragao - no ar do que na
dgua, dado o maior valor da viscosidade cinematica do fluido dgua.

Amortecimento Histerético

Este tipo de amortecimento é fun¢éo dos deslocamentos e/ou deformagoes da
estrutura, independentemente do meio onde ela se encontra oscilando.

Um exemplo deste tipo de amortecimento estd presente no atrito interno en-
tre as moléculas de um material, quando este estd oscilando. As edificacoes

apresentam, predominantemente, este tipo de amortecimento.

Amortecimento por Atrito

Este tipo de amortecimento ocorre devido as forgaé de contato entre a estrutura

em movimento e a superficie onde ela se apodia e desloca.

Um exemplo pode ser observado numa estrutura se locomovendo sobre uma
superficie rugosa ou sobre uma superficie lisa. E claro perceber que sobre a
superficie lisa a estrutura tem maior facilidade para se manter em movimento,
pois as forcas de amortecimento por atrito sdo neste caso menores.

Este tipo de amortecimento ndo serd abordado por ndo estar diretamente
ligado ao comportamento dos MVE. Maiores detalhes podem ser obtidos em
Sun (1995) {17] e Louroza (20].

Amortecimento Estrutural

Na pratica, dificilmente uma estrutura estard submetida a somente um dos
tipos de amortecimento anteriormente citados. O que acontece é uma pre-
domindncia de um com relagdo ao outro. Por exemplo: para uma estrutura
offshore, imersa em dgua, hé o predominio do amortecimento hidrodinidmico
do tipo viscoso, proporcional ac quadrado da velocidade relativa entre as
particulas d’dgua em movimento {(ondas e correntes marinhas) e a estrutu-
ra também em movimento. Uma outra parcela importante de amortecimento
em estrutura offshore é do tipo histerético, que se desenvolve com as variagoes
de deformagdes (proporcionais aos deslocamentos e rotagoes). Num edificio,
por estar imerso no ar, ha por outro lado uma predominincia do amorteci-
mento histerético, apesar da interagdo com o ar possibilitar o amortecimento
viscoso.

Em geral o amortecimento estrutural é definido [21] como sendo a soma das
parcelas de amortecimento desenvolvidas numa estrutura vibrando num certo
meio e interagindo com este.
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Os materiais usados na engenharia sempre apresentam amortecimento histerético,
dissipando energia durante o ciclo de vibragdo através de forcas moleculares internas,
sendo que materiais como borracha, plisticos, elastdmeros e outros materiais vis-
coelasticos, dissipam muito mais energia que materiais de construgao convencionais

como o ago e o aluminio.

Qualquer que seja o material, o tratamento dado na modelagem do seu amorteci-
mento, a rigor, deveria conter componentes que descrevessem o fenémeno no ambito
molecular, pelo préprio conceito de amortecimento histerético. Isso pode inviabi-
lizar qualquer tipo de andlise macro-estrutural. O que se faz sdo aproximacoes
simplificadoras que, em alguns casos, utilizam formulacdes usadas para descrever
o amortecimento viscoso. E o caso dos materiais viscoeldsticos, que como préprio
nome sugere, podem ser modelados por formulagoes usadas neste tipo de amorteci-
mento amortecimento, motivando as abordagens do préximo item.

2.1.1 Amortecimento Viscoso

O amortecimento viscoso é fungio do quadrado da velocidade relativa entre a es-
trutura e o meio onde ocorre a vibragio, e se deve a resisténcia do fluido durante a
oscilagdo. Sua descrigdo matematica é em geral complicada, mas um modelo sim-
plificado apresenta bons resultados para os problemas de engenharia. Este modelo
linearizado considera a forca de amortecimento {F;) diretamente proporcional e com

sentido oposto & velocidade de deslocamento da particula relativa ao fluido:

dz
Fd = _CE (21)

onde ¢ é a constante de proporcionalidade chamada de coeficiente de viscosidade e

& ¢ a velocidade da particula.

Visando simular o comportamento de algumas estruturas que apresentam pre-
dominio de amortecimento material (ago, concreto), muitos engenheiros utilizam
esta formulagdo. Para tal, basta se determinar experimentalmente um coeficiente
de viscosidade equivalente. Esta formulagio apresenta bons resultados para estru-
turas com comportamento aproximadamente linear.

A energia dissipada por ciclo de oscilagio (W), para um sistema com amor-
tecimento viscoso, é dada pelo valor negativo do trabalho realizado pela forca de
amortecimento por ciclo:

Wy=— 75 Fydz (2.2)

De uma forma geral, Wy é uma funcéo de vérios fatores, tais como a freqiiéncia,
amplitude e temperatura do meio.
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Para um sisterna massa-mola com amortecimento viscoso, submetido a uma forca

de excitacio F' = Fysen{wt), a resposta permanente do movimento é:
T = Xsen(wt — ¢) (2.3)

onde:

X é a amplitude da resposta;

w é a freqiiéncia de excitagio e

¢ é o angulo de fase entre a forca de excita¢ao e resposta.

A energia dissipada por ciclo de vibragdo pode ser obtida pelas equagdes (2.1),
(2.2) e (2.3):

W, = —515Fddz
d

e
= —d
ez

= 95c (%)2&
= 95c (Xw cos(wt — ¢))* dt

= cszQ/ cos®(wt — ¢)dt
0

_—

s

mjw

= TewX? ' (2.4)

onde:
T = 27 f/w é o periodo da oscilagdo for¢ada.

A equacdo (2.4) indica que a energia dissipada por ciclo de oscilagdo é propor-
cional a freqiiéncia de excitagdo e ao quadrado da amplitude da resposta.

Derivando a equacio (2.3) obtém-se:

dz
= Xwcos(wt — ¢) (2.5)

Levando a equagdo (2.5) a equagio (2.1) chega-se a:

Fy= c‘fi—: = cXwcos(wt — ¢) (2.6)

Mas, partindo-se da equagio (2.3), através de relagdes trigonométricas triviais,
pode-se escrever que cos(wt — ¢) = (VX2 —122)/X, que levado a equagio (2.6)
fornece:

Fd=cw X2—$2 (2.7)

A equacio (2.7) rearranjada fornece:

() = () = 28
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Num plano z versus Fy; a equagio (2.8) representa uma elipse (figura de Lis-
sajoux) como a mostrada na figura 2.1(a).

) . R
5» ‘a4
cox| T
&_// X X
X X
(a) Sem a Parcela El4stica {b) Com a Parcela Eldstica

Figura, 2.1: Elipses que Relacionam Forca de Amortecimento e Amplitude de Deslo-
camentos ou Elipses de Lissajoux

A 4rea delimitada por uma elipse pode ser calculada multiplicando-se m por seus
semi-eixos. Assim sendo a drea (A) da elipse da figura 2.1(a) é:

A = rewX? (2.9)

Observando as equagoes (2.4) e (2.9}, conclui-se que a irea delimitada pela elipse
definida pela equagio (2.8) representa a energia dissipada por ciclo de oscilagio.

Se no entanto for adicionada a parcela relativa & percela eldstica-da mola £z &
forca de amortecimento viscoso Fy, o grafico resultante (Fy + kz) versus z resulta
em uma elipse rotacionada conforme ilustra a figura 2.1(b)

Esta elipse pode ser obtida fazendo-se a adigdo de coordenadas Fy e kz para
cada ponto das relagdes.

Chamando de (k) o ngulo de rotagio da elipse da figura 2.1(b) com relacao ao
eixo z, pode-se escrever:
& = arctan(k) (2.10)

A 4rea da elipse rotacionada A pode ser obtida multiplicando-se « pelos valores
dos semi-eixos no referencial T x Fy; O semi-eixo malor e; e o menor e; da
elipse rotacionada podem ser escritos em funcao de « e dos semi-eixos no referencial
z x Fd, utilizando-se relagbes trigonométricas triviais:

[A] X =XV1+k2

COS K
X
€y = (CLLJX) COS K = \/% (211)
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Logo, pode-se escrever a area da elipse rotacionada no sistema T x Fy como:

A =Teiey = mewX? (2.12)

As equagdes (2.4), (2.9) e (2.12) permitem que se conclua que Wy = A = A =
wcwX? e, conseqiientemente, pode-se dizer que a energia dissipada para um sistema

com amortecimento viscoso nao depende de sua parcela elastica.

Para sistemas nao lineares ou com amortecimento histerético, o grifico F; versus
z é uma figura geométrica fechada, porém ndc mais uma elipse. Estas curvas,
elipticas ou nao, sio chamadas ciclos de histerese. A 4drea interna a este ciclo sempre
representa W, (energia dissipada por ciclo de oscilagio).

O amortecimento também pode ser definido em termos da energia dissipada (W)
e 0 pico de energia potencial (U/) [17]:

= 213
2nlU ( )

7

onde 7 é chamado fator de perda, sendo U = kz?/2. Fisicamente 7 é a razio entre
a energia dissipada por radiano e o pico de energia potencial.

Outra forma de se caracterizar o amortecimento encontrada na literatura é
através do coeficiente denominado taxa de amortecimento (§), sendo [22]:

g= Ve —g (2.14)

==
2.2 Modelos Viscoelasticos UUnidimensionais

O material viscoelastico é is vezes chamado de “material com memdria”. Isso porque
sua resposta depende do histdrico do carregamento, ndo apenas do valor da carga
no instante analisado.

Sua caracterizacao ¢ feita basicamente através de integrais de convolugio ou de
leis constitutivas de modelos matemdticos que relacionam tensio deformagio [23).

Esta 1ltima forma de caracterizagao de um material viscoelastico foi a adotada neste
trabalho. '

Os modelos que visam caracterizar o comportamento dinamico de materiais vis-
coeldsticos sdo obtidos através de associacOes entre mola(s) linear(es) e amorte-
cedor(es) viscoso(s). A seguir sdo mostrados alguns destes modelos.
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2.2.1 Modelo de Maxwell

Este modelo é definido por uma mola de constante & e um amortecedor de constante
¢ associados em série conforme ilustra figura 2.2.

k c
F A A A A F
—_—

Figura 2.2: Modelo de Maxwell

Para uma forca F' é aplicada neste modelo, o alongamento total u é igual ao
somatdrio do alongamento eldstico da mola u, com o alongamento do elemento
ViSCOSO Uy:

U=Ug+ Uy (2.15)

Derivando a equagio (2.15) com relagdo ao tempo, obtém-se

du_%+duﬂ
dt  dt  dt

(2.16)

Sabendo-se que a for¢a F' é a mesma nos elementos elastico e viscoso e substi-
tuindo a equacdo constitutiva da mola (F' = ku) e a equagdo (2.1) na equagdo (2.16),

chega-se a: ; R
w1

=4 217

i kdt T (2.17)

A resposta © do modelo de Maxwell depende da forga F' aplicada. Se uma, forca

F ¢ aplicada instantaneamente no modelo de Maxwell e mantida constante, isto

é, F = FyH(t), o alongamento v pode ser determinado resolvendo a equagdo que

segue:
du 1 1
— = —Fyd(t) + -FyH(t 2.18
o L Ro(e) + R 219
onde 4(t) é a fungio delta de Dirac (pulso unitdrio) e H(t) é a fungio unitdria de

Heaviside (funcdo degrau).

Por integragao da equagao (2.18), aplicando a condig¢do inicial z(0) = 0 obtém-se:

u(t) = Fy (% + E) H() (2.19)

A resposta de um modelo viscoeldstico linear submetido a uma forga constante
é conhecida como Teste de Fluéncia.

Por outro lado, se um deslocamento u = UpH (t) é aplicado e mantido constante,
pode-se obter a forga necessdria para se manter este deslocamento substituindo
u = UpH(t) na equagdo (2.17), o que resulta:

idFF F

WO=rEte

(2.20)
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A solucdo da equacio acima pode ser obtida utilizando-se o método do fator de
integracdo. Multiplicando-se os dois lados da equagdo (2.20) por e*¢ e efetuando-se
a integracio, obtém-se:

F(t) = Ugke €' H(1) (2.21)

A resposta de um modelo viscoeldstico linear submetido a um deslocamento
constante é conhecida como Teste de Relaxagio.

2.2.2 Modelo de Voigt

Este modelo é definido por uma mola de constante £ e um amortecedor de constante
¢ assoclados em paralelo conforme ilustra a figura 2.3.
k

s I
|SI_
L

Figura 2.3: Modelo de Voigt

Quando uma forga F' ¢ aplicada neste modelo, a soma da for¢ga F, na mola e F,
no amortecedor é igual a for¢a F' aplicada:

F=F,+F, | (2.22)

Sabendo-se que os deslocamentos da mola e do amortecedor sdo iguais, chega-se
a relagao entre forca e deslocamento, considerando a equagio (2.22):
du

F=k — 2.2
Ut e— (2.23)

Para o Teste de Fluéncia, ou seja, para uma for¢a constante F' = FyH (1) aplicada
instantaneamente num modelo de Voigt inicialmente indeformado, a equacio (2.23)
fornece a seguinte equagio diferencial:

du

RoH(t) = ku + o= (2.24)

que pode ser resolvida usando o método do fator de integracio fornecendo:
u(t) = 2= (1 - e7*) H(t) (2.25)
Para o teste de relaxagdo, ou seja, para um deslocamento constante u = UpH(t)

aplicado instantaneamente num modelo de Voigt inicialmente indeformado, a equagio
(2.23) fornece a seguinte solugio para F\(t):

F(t) = [c5(t) + K] Up (2.26)
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2.2.3 Modelo Linear Padrao

Esse modelo é definido por duas molas de constantes k| e £ e um amortecedor de
constante ¢y associados conforme ilustra a figura 2.4. O modelo linear padrdo é a
combinacgio de um modelo de Maxwell com uma mola linear conectados em paralelo.

k; c3
PR N NE— L o F
Ky

Figura 2.4: Modelo Linear Padrao

A equagdo diferencial para este modelo pode ser obtida considerando o equilibrio:

F=F +F (2.27)

onde F} é a forga na mola e F, é a forca no modelo de Maxwell.

Sabendo-se que as deformagodes na mola e no modelo de Maxwell sdo as mesinas,

tem-se a relacao na mola:
F

Tk

u (2.28)

e substituindo-se as equagoes (2.27) e (2.28) no modelo de Maxwell (equagio (2.17)),

tem-se:

du 1dF, F, 1 {dF du 1
s AT S (i - Junt —(F -k 2.29
&t o kg(dt ldt)+c?( 1) (2.29)
que, depois de rearranjada, fornece:
dF k; du kiky
—+ —=F=(k +k)—+— ' 2.30
dt+Cz (1+ 2)dt+ Cgu ( )

A equagio (2.30) € a equagio diferencial que relaciona forga e deslocamento para
0 modelo linear padrao.

Para o teste de fluéncia tem-se a solugio:

u(t) = il (1 __k e‘ﬂ%ﬁ*) H(t) (2.31)

e para o teste de relaxagao:

F(t) = Uy (kl + kze‘%") H(Y) (2.32)

As respostas para aplicacdo dos testes de fluéncia e relaxacio, obtidas para os
trés modelos apresentados, estdo mostradas graficamente nas figuras 2.5(a) e 2.5(b)
respectivamente.
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(a) Teste de Fluéncia (b) Teste de Relaxagao

Figura 2.5: Teste de Fluéncia e Relaxagdo para Modelos Basicos
2.2.4 Modelos Generalizados

Os modelos generalizados sdao os obtidos por combinacao dos modelos bésicos de

Maxwell, Voigt e Linear Padrao. A figura 2.6 mostra exemplos de modelos genera-
lizados.

{

c €a
Ky LS
k k kn
" “ c{;l Cs n

F

|
o .
!

(a) Modelo de Maxwell Generaliza- (b) Modelo de Voigt Generalizado
do

Figura 2.6: Exemplos de Modelos Generalizados

As expresstes que relacionam forgas e deslocamentos para este tipo de modelo
sao mais complexas e devem ser estudadas para cada caso especifico, em face ao
elevado namero de possiveis combinagoes entre molas e amortecedores.

2.3 Equacoes Constitutivas Para Modelos

Viscoelasticos Unidimensionais

As equagdes constitutivas que relacionam tensdo com deformagio podem ser obtidas
aplicando-se uma tensdo ¢ na extremidade de cada modelo ao invés de uma forga
F', considerando deformagoes € ao invés de deslocamentos u, sendo:
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e=o/E (2.33)

onde F & o0 mdodulo de elasticidade.

2.3.1 Relagoes Constitutivas no Dominio do Tenipo (DT)

Para se obterem tais relagoes constitutivas aplicam-se tensoes dependentes do tem-
po nas extremidades dos modelos, obtendo-se deformagdes também no dominio do

tempo.

Matematicamente, este procedimento equivale a substituir 7' por o € 4 por € nas
equagoes diferenciais que relacionam F' com u, levando em conta a equacgdo (2.33).
Assim, a equacdo (2.30) por exemplo fica:

do de
g+ (LE =F (E + ba) (234)

onde E estd associado com o termo ki, a com {ca/k3) € b com (ki + ko) caof (k1k2)]

2.3.2 Relagoes Constitutivas no Dominio da Freqiiéncia (DF)

De todas as maneiras usadas para descrever o comportamento dindmico e reolégico
de materiais viscoelasticos, a representacido por meio de médulos complexos talvez
seja a mais comumente utilizada.

Utilizando médulos complexos, as relagoes constitutivas estario expressas no
dominio da freqiiéncia. Para demonstrar esta afirmacdo, basta aplicar um car-
regamento dependente do tempo na forma o = gpe™* e a consegiiente deformagio
€ = €oe™* nas equagdes constitutivas no dominio do tempo. Para estas expressdes
de tensdo e deformacio, a equagio (2.34), por exemplo, fornece:
1+ iwbh
1+ z'wa)

o0 = Eeq ( (2.35)

onde o é a amplitude do carregamento; ¢, a amplitude de resposta; w a freqiiéncia
de excitag@o e ¢ = v/—1 ¢ a unidade imaginéria.

A equacdo (2.35) é independente do tempo e dependente da fregiiéncia de ex-
citacdo e como relaciona tensao com deformagdo, pode-se entdo identifici-la como
equagio constitutiva no dominio da freqiiéncia.

A equagdo (2.35) pode ser escrita numa notagio mais comumente usada:
o= E*(w)e = [E (w) +iE" (w)]e (2.36)
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onde

' 1 + wzab
F=—" 2.37
1+ w2a2 ( )
e
" UJ(b - CI)
E =— " 2.38
1 + w?a? ( )

Nas equagdes (2.37) e (2.38), E' e E" sdo dependentes da fregiiéncia e chamados
de médulo de armazenamento e mdédulo de perda respectivamente e suas caracteri-

zacgoes devem ser feitas experimentalmente para cada material.

Com a utilizagdo de mddulos complexos no DF, as equagdes do movimento
também devem estar definidas no DF. Para se retornar ao DT, basta fazer a trans-
formada inversa de Fourier.

O fator de perda 7, que foi definido na equagio (2.13), também pode ser escrito
em funcio dos médulos de armazenamento e de perda como sendo [17]:

W, E
—_¢ = 2.39
oy E ( )

i

m

2.3.3 Relagoes Constitutivas no Dominio de Laplace (DL)

As relacdes constitutivas no DF sdo convertidas para o DL, e vice-versa, através de
uma simples mudanca de variavel. Trocam-se as variaveis iw no DF para s no DL.
Desta forma a equacio (2.36) pode ser reescrita na forma:

o =E(s)e (2.40)

onde s = iw € a variavel de Laplace e £ é o médulo de elasticidade expresso no
dominio de Laplace. ‘

- £ é fungdo dos parametros de rigidez (k) e amortecimento (c) das molas e amorte-
cedores do modelo adotado, bem como da maneira com que estes elementos sio
associados. De uma maneira geral, £ pode ser escrito na forma:

£(s) =€ + h(s) (2.41)

onde ¢ relaciona a parcela eldstica entre as tensdes o ¢ a deformacio € e h(s) é
chamada de fungio de dissipagio.

Vdrios autores propuseram alternativas para as funcdes de dissipacdo h(s). A
tabela 2.1, extraida da referéncia [10], mostra algumas destas propostas.

Os pardmetros que aparecem na tabela 2.1 sdo extraidos diretamente de curvas
experimentais.

Uma boa representagio do médulo complexo no dominio de Laplace é de funda-
mental importéincia para a modelagem de MVEs adotada no presente trabalho.
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Tabela 2.1: Fungoes de Dissipagao

funcdo Autor, ano
his) =0, 2 M. A. Biot, 1955
his) = E%gﬁ R. L. Bagley, P. J. Torvik, 1981

D<a<l e gl

h(s) =as f;° Z—%dp K. J. Buhariwala, 1982
| g e<p<e
i) _{ ’ 0, fora do intervalo

2.4 Consideracoes para Problemas Bi e

Tri-Dimensionais

As equagoes constitutivas até aqui apresentadas envolvemn problemas unidimensio-
nais. Equagdes constitutivas associadas a modelos bi e tridimensionais podem ser
obtidas estendendo-se os conceitos unidimensionais basicos, considerando-se as de-
formacoes lineares e angulares nas demais diregdes.

Como os materiais viscoelasticos sio homogéneos e isotrépicos [4], faz-se necessério
determinar apenas dois parimetros para se definir o estado de tensao em funcao das
deformacoes:

o Médulo Complexo de Elasticidade Longitudinal: E*(w) = E (w) + iE (w) e

e Médulo Complexo de Elasticidade Transversal: G*(w) = G (w) + iG" (w)

As relagdes tensdo/deformagio da elasticidade cldssica sio levadas para o campo

da viscoelasticidade no dominio da freqiiéncia, substituindo-se o parametro real pelo
correspondente valor complexo, conforme equagio (2.36). Desta forma tem-se:

0 = E'¢=(E +iE")e=E(1+1.)e (2.42)
T = Gy=(G +iG" )y =G (1+1in)y (2.43)
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onde € é a deformagdo longitudinal; v é a deformac@o transversal devido ao cisa-
lhamento ou distor¢do angular; %, é o fator de perda longitudinal e 7, € o fator de

perda transversal.

Também da elasticidade clissica sabe-se que as constantes E' e G estdo rela-
cionadas segundo a expressao (24]:
, o

G = m (2'44)

onde v é o coeficiente de Poisson.

De posse do coeficiente de Poisson, que relaciona E' e G’ para o material vis-
coeldstico estudado, e sabendo-se que 7, = 7, = 7 [4], os pardmetros experimentais
a serem determinados para se estabelecerem as relagdes constitutivas de materiais
viscoeldsticos, observando as equacdes (2.43), sdo:

e O Fator de perda: ne

e Um Médulo de armazenamento: E ou G.

Os médulos de armazenamento E' e G estdo diretamente relacionados com a
parcela eldstica do MVE. Por este motivo, o presente trabalho muitas vezes utiliza
o termo “maddulo de elasticidade” para se referir a um moédulo de armazenamento.
Além disso, caso ndo se tenha especificado a gual mddulo de armazenamento se
refere o termo “moédulo de elasticidade”, fica subentendido que a intencao é de se
denominar o médulo de armazenamento longitudinal.

Tanto o mddulo de armazenamento como o fator de perda variam com fatores
externos como freqiiéncia de excitacdo, amplitude de deformagoes, temperatura e
pré-carga esttica, aumentando a complexidade para obté-los experimentalmente.
A préxima secdo traz alguns comentdrios sobre os ensaios experimentais que sdo
usados para determinar estes parimetros.

2.5 Determinacao dos Parametros Experimentais

Esta secao é uma breve apresentacio de métodos usados para a determinagao das
propriedades dindmicas do material viscoeldstico. Para maiores detalhes consultar
referéncias (4], [17] e [25] :

Existemn véirias técnicas para se determinarem as propriedades dinimicas de ma-
teriais amortecedores. As mais usadas sio:

¢ Teste de Ressonincia de Viga (BEAM);
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¢ Analisador Mecanico Dindmico (DMA) e

e Andlise Reoldgica - Rheovibron (RHEQ).

A American Society for Testing and Material (ASTM) apresenta um método
denominado Método de Teste Padrdo para Medigdo de Propriedades de Materiais
Amortecedores de Vibragéo que é baseado no Teste de Ressonancia de Viga [26)].

Outra técnica, desenvolvida no Laboratério de Andlise Dindmica e Processamen-
to de Imagens e Sinais, LADEPIS, do Programa de Engenharia Civil da COPPE/
UFRJ, faz a determinagao das propriedades dindmicas dos MVE através de ensaios
de rigidez com medigio direta [4].

E importante observar que as propriedades de amortecimento de materiais vis-
coelasticos ndo sdo facilmente determinadas. E bastante comum observar variagoes
considerdveis entre ensaios realizados com o mesmo material {25]. A figura 2.7, ex-
traida da referéncia [27], mostra uma comparagio entre curvas caracteristicas de
Médulos de Armazenamento, E' (Médulo de Young ou Médulo de Elasticidade),
e Fatores de Perda, i, obtidas através de trés diferentes técnicas para o material
viscoeldstico fabricado pela empresa 3M chamado ISD-112 (Industrial Scotchdamp-
112).

O &baco da figura 2.7 ¢ facilmente manuseado. Para se determinar, por exem-
plo, 0 Médulo de Young (Médulo de Elasticidade) e o Fator de Perda do material
viscoeldstico ISD-112 a uma temperatura de 67°F (19,4°C) e a uma freqiiéncia de
200 Hz deve-se:

1. Localizar o ponto de freqiiéncia 200 Hz no eixo da direita;
2. Tré,(;ar uma horizontal a partir deste ponto até a linha correspondente a 67°F,

3. Na intersec¢do tragar uma linha vertical e

4. Ler os valores de E' e i nos respectivos eixos da esquerda no cruzamento entre
a linha vertical e o grafico apropriado. Neste exemplo obtém-se E' = 600 psi
e n = 1,2, ambos na curva BEAM.

A figura 2.7 mostra a falta de concordincia entre os resultados nas diferentes
técnicas usadas. Em altas freqiiéncias, por exemplo, as variaces dos valores obtidos
para E' chegam a extremos da ordem de 4000 %.

O préximo capitulo apresenta um método para se tratar e modelar as pro-
priedades dependentes da freqiiéncia de um MVE no dominio do tempo com um
enfoque voltado para o uso do MEF.
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Capitulo 3

Método GHM - Formulacgao de
MVE Utilizando o MEF

3.1 Introducao

A representacio das propriedades dependentes da freqiiéncia de materiais viscoelds-
ticos é dificil de ser feita, especialmente no dominio do tempo. O Método de Golla-
Huges (GHM) apresenta uma solucdo para este problema através de um modelo
para mdédulos complexos no dominio de Laplace.

Este método é bastante adequado a formulacGes de elementos finitos, pois suas
equacdes de movimento de segunda ordem tém coeficientes constantes e geram ma-
trizes simétricas.

O sistema de equagdes de movimento resultante da aplicagao do MEF no GHM
pode ser resolvido tanto no dominio do tempo quanto no dominio da fregiiéncia.

O método consiste na determinagao de um sistema dindmico, expresso no dominio
do E'ernpo, equivalente a um problema envolvendo materiais viscoeldsticos modela-
dos no dominio de Laplace. Neste sistema equivalente as matrizes de massa, rigidez
e amortecimento sdo aumentadas por alguns Graus de Liberdade (GL) adicionais,
chamados de GLs de dissipagdo.

As préximas segdes visam a dar uma nogao detalhada sobre o GHM, visto que
as abordagens do tema feitas por Golla et al [10] e por Gibson et al [11] deixam
algumas lacunas no que se refere as passagens matemadticas para a demonstracio
do método, ndo permitindo o seu total entendimento, o que é ainda agravado pelo
jargo técnico de Engenharia Elétrica utilizado no texto da referéncia [10].
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3.2 Formulagao Matematica

3.2.1 Representacao Matematica do Mdédulo Complexo no

Dominio de Laplace

Um passo importante do GHM ¢é a escolha da funcgio de dissipagdo h(s) (tabela 2.1)
e conseqilentemente da aproximagio matematica do mddulo complexo no dominio
de Laplace (item 2.3.3), lembrando que £(s) = ¢ + h(s) (equagdo (2.41})).

A funcio de dissipagio h(s) é a Unica propriedade do material viscoeldstico cuja
representacio matemdtica deve ser escolhida. Para o presente trabalho, adota-se
a representacio usada por Biot (ver tabela 2.1), pois segundo Golla et al [10] a
representacio de Biot estd de acordo com a teoria cldssica de fung¢des de transferéncia
racionais no dominio de Laplace usada no GHM.

Desta maneira, tem-se para h(s), com a utilizagdo de dois termos da série :

a;s azs
his) = + 3.1
(S) 8+ b] s+ bg ( )
que também pode ser escrita na forma:
70:32 + s
hs)=———77—— 3.2
(s) 2+ 8s+0 (3.2)

onde: o =a; +ap, v =0a1by +ash, B="0 +by e d =biby, sendo (e, 5, d,ev) >0

3.2.2 Formulagao para um Grau de Liberdade

Partindo da equagdo diferencial de movimento para um GL no dominio de Laplace:

{*M + [e + R{s))K}a(s) = f(s) (3.3)

tem-se por objetivo determinar sua transformada inversa e expressar a equag¢io
(3.3) no dominio do tempo, sendo: M a massa do sistema; K a rigidez do sistema
normalizada com relagdo ao médulo de elasticidade; f(s) a excitagio e ¢(s) o GL
do sistema.

Para tal é necessirio conhecer a Transformada Inversa de Laplace (L") de cada
termo presente na equacgdo (3.3). Com excegdo do termo h{s)g(s), todos os demais
tém £~ bem simples. O GHM, ao invés de buscar a £7'[h(s)¢(s)] de uma forma
clssica, admite que exista H = L' [h(s)g(s)] e que pode ser escrita na forma:

ERIO R ARTRE
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onde M, D, K, m, d e k sdo incégnitas e 2 é um GL adicional

Pode-se observar que a equagdo (3.4) € composta por matrizes simétricas, o
que facilita utilizagdo de pacotes de programas computacionais desenvolvidos para
matrizes com esta caracteristica.

Para atestar a adequ¢io da forma da equagdo matricial (3.4) é necessdrio que
sua primeira linha contenha uma equagio que represente £'[h({s)q(s)] = H e sua
segunda linha represente uma identidade. Com este intuito, faz-se a expansdo da
equacio (3.4), o que resulta: '

Mi+mi+BDe+Pdz+0Kq+0d0kz = H
mg+ 2+ Bdg+ z+bkg+dz = 0 (3.5)

Fazendo as transformadas dos termos das equagdes (3.5) vem:

Mq(s)s® + mz(s)s> + BDq(s)s + Bdz(s)s + 6Kg¢(s) + 6kz(s) = h(s)q(s)
mq(s)s® + 2(s)s* + Bdg(s)s + Bz(s)s + bkq(s) + dz(s) = O (3.6)

e agrupando os termos em g(s) e z(s):

(Ms? + BDs + 6K)g(s) + (ms* + Bds + 5k)z(s) h(s)q(s)
(ms® + Bds + 6k)q(s) + (s* + Bs+ 8)z(s) = 0 (3.7)

Isolando z(s) na segunda equagio (3.7), substitnindo na primeira equagdo (3.7),

lembrando que h(s) é dada pela equagio (3.2) e dividindo ambos os membros por

g(s) tem-se:

(ms® + fds+ 6k)? as*+7ys
2+P8s5+0  s2+PBs+0

(Ms* + fDs+0K) — (3.8)

Agrupando os coeficientes que acompanham cada poténcia de s na equagio (3.8),
pode-se chegar apds algumas transformagdes a:
(M —m?)s* + (MB + DS — 2mdB)s*+
+(M6 + DB*+ K§ — d*B — 2mké — o)s*+
+(DBSs + KBS — 2dkBS — v)s + (K& — k%) = 0 (3.9)

Para que a equacio (3.9) seja satisfeita, cada coeficiente de s deverd se anular,
o que resulta num conjunto de 5 equagdes algébricas:
M-m* =0
M+D-2md = 0 (8#0)
M+ D2+ K6 —d?82 —2mké = «
D+ K =2k = 7/(88) (B5+#0)
K-k =10 | (3.10)
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Uma vez obedecidas as equagdes (3.10), o sistema equivalente a £'[h(s)g(s)]
descrito na equagdo (3.4) fica satisfeito para valores em regime (¢ > 0). Para que
o sistema equivalente represente corretamente L£'[h(s)g(s)} também para valores
iniciais (g,, 2,), devers se ter H(qg,, 2,) = 0, pois devido & funcdo de dissipacdo h(s)
adotada, o sistema s6 passa a dissipar energia apés o tempo ¢ = 0. Para tal deve-se
agregar as equacoes (3.11) que se seguem ao conjunto de equagdes (3.10).

M-m? =0
D-d® =0
m = d (3.11)

A justificativa é: partindo de condigBes iniciais escolhidas de maneira que’

Zo = —dg,
‘éo = _dqo
5, = —di, ' (3.12)

e considerando as equagbes (3.11), é possivel verificar por simples inspecio que
apenas o terceiro produto matricial da equagdo (3.4) ndo se anulard resultando em:

H(Qa;zo)
—3 (6 #0)

0 (3.13)

Kq, — dkqg,
kgo - dQO

Levando a quinta equagdo (3.10) (K = k?) na primeira equagdo (3.13), chega-se
entao a:

(k—dgy = 2t (4 20)

(k—d)g = 0 (3.14)

que permite concluir que #(q,, z,) = 0, conforme queriamos demonstrar.

Adicionando a segunda equagdo (3.11) 4s 5 equagdes (3.10), tem-se um sistema
com 6 equagdes com 4 varidveis conhecidas (¢, 5, § e v) e seis desconhecidas (M,
D, K, m, de k). Apés uma pequena manipulagio algébrica este sistema fica:

M-m? = 0
D—-d =0
K~k =0
M+D-2md = 0
M+ K-2mk = «fé
D+ K —2dk = ~/(86) (3.15)

! Até o final deste item poder4 se concluir que a varidvel d das equagdes (3.12) pode ser arbitrada,
permitindo assim qualquer configurago inicial
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A solucdo do sistema de equagbes (3.15), deverd também satisfazer a terceira
equagdo (3.11), lembrando que a primeira equagdo (3.11) é idéntica & primeira
equagdo (3.15).

Eliminando M, D e K das trés iiltimas equagoes (3.15), resulta: -

(m — d)2 = 0
(m—k)? = afé
(d—k) = v/(Bd) (3.16)

A primeira equacdo (3.16) atesta que m = d, satisfazendo & terceira equagio
(3.11), conforme anteriormente salientado.

A solugéo final de (3.15) entdo fica: manipulando as equagdes (3.16) de forma a
escrever a terceira equacio em fungio dos pardmetros («, 3, d e 7), conclui-se que a
solucdo s6 existe para v = o8, embora esta condigdo ndo produza uma solugio nica.
Uma das varidveis incdgnitas pode ser escolhida arbitrariamente®. Escolhendo d =0
(varidvel de dissipagdo z partindo do repouso - equagdes (3.12}), a solugdo final do
sistema das equagdes (3.15) fica®:

S - -
[
2
=

= afé (3.17)
e o sistermna equivalente descrito na equagdo (3.4) fica:
0 0] g 00]/(gqg o/ Jlo/®) | {a)l _[H
HS B O P A U
(3.18)

A equagdo (3.18) pode ser reescrita numa forma mais elegante fazendo-se uma
troca de varidveis: Z = zy/d/c, o que resulta:

0 0 g 0 0] g
[0 1]{z a/é}ﬂi{o 1_{£ a/5} *

afs  \Jaf§ ] q [ H
5[ a/d 1 _{2a/5}_{0} (3.19)

2Conforme afirmado anteriormente, a varidvel d, por exemplo, pode ser escolhida arbitraria-

mente
3Embora a segunda equagio (3.16) admita um par de rafzes, as soluges resultantes sdo funda-
mentalmente equivalentes
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e apés multiplicar a segunda relagio da equagdo matricial (3.19) por /a/d e rear-
ranjos chega-se a:

3ot o

Voltando & equagdo (3.3) e escrevendo sua £71 vem:

Mi(t) + eKqlt) + KH = f(1) . (3.21)

Finalmente, a substituicdo do valor de H da equagdo (3.20) na equagdo (3.21),
apés alguns agrupamentos mairiciais e omissdo da varidvel (t) fornece:

d 0 0 g (e+a)K ok g{ ) f
U0 o {11 (-0
(3.22)

ak ak
A varidvel Z é chamada de wvaridvel de dissipagdo e uma interpretagdo para a
mesma pode ser feita com a ilustragdo mecdnica mostrada na figura 3.1, onde 2
aparece como um deslocamento de um oscilador amortecido atuando em paralelo
com a mola principal. Entretanto, esta analogia mecinica nao deve ser interpretada
literalmente, pois 0 GL adicionado ndo tem qualquer significado fisico definido.

M 0
0 a/dk

LTSS

Figura 3.1: Interpretagdo do GHM para 1 GL

O sistema da figura 3.1 apresenta caracteristicas semelhantes as dos modelos vis-
coeldsticos apresentados na segdo 2.2, ratificando que a associagdo de molas eldsticas
e amortecedores viscosos pode simular o comportamento dindmico de MVEs.

3.2.3 Generalizagao para n Graus de Liberdade

Considerando agora 0 modelo estrutural:

[$*M¢ + EKC|q(s) = £(s) (3.23)
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onde

£ = [e + h(s)] (3.24)
_a(s® + Bs) .
h(s) = F1 0510 (3.25)

e M¢ e K¢ sdo, respectivamente, as matrizes de massa e rigidez relativas a um
elemento de comportamento eldstico, salientando que os termos da matriz K*® nao
contém o mddulo de elasticidade. Este dltimo estd contido em £.

Usando procedimento andlogo ao usado no item anterior pode-se chegar a:
Mt 0 4 0 o ][4
| L T
0 a/dK° Z 0 aB/d K¢ Z

(€ +a)K* aKe | { a } _ { f } (3.26)
aK® aK* Z 0

A matriz K¢ inclui modos relativos a movimentos de corpo rigido (seis para um
elemento tridimensional). Com isso, a equagio (3.26) deve sofrer modificagGes para
evitar incluir forcas de amortecimento associadas a movimentos de corpo rigido. O
procedimento de redugio que se segue elimina estas forgas.

Fatorando K*® segundo sua decomposi¢ao espectral:

K¢ = R.ARY (3.27)

onde:

R. = [R,,R/] é a matriz cujas colunas sao os autovetores de K¢ associados com os
modos de corpo rigido (R..) e os autovetores associados com os modos do elemento
flexivel (Ry)

A = diagonal[0,A] é uma matriz diagonal com os autovalores de K¢ associados
com os modos de corpo rigido (0 - matriz de elementos nulos) e os autovalores
associados com os modos de deformagio (Ay)

Definindo
R=RsA[* (3.28)

e fazendo a substituicio
z =Rz (3.29)

a qual efetivamente elimina as coordenadas de dissipagio associadas aos modos de
corpo rigido, chega-se finalmente a equagao:

M{q}+c{q}+1{{q}={;} (3.30)
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onde

BY G
W= . } (3.31)
[0 o0
cr=| . . ] (3.32)
go= | ZRQ;KE Zl:' ] (3.33)

onde I é uma matriz identidade.

Assim sendo, a dimensdo das matrizes viscoeldsticas de um elemento hexaédrico
linear, por exemplo, serd: 8 nés x 3 GLs por né6 - 6 GLs de corpo rigido = 18.

3.3 Matrizes para Elemento Unidimensional

Seja um elemento unidimensional, constituido de MVE e ilustrado na figura 3.2.

oF | q2

* °
| |
| |

Figura 3.2: Elemento de MVE Unidimensional

As matrizes eldsticas® M® e K¢ do problema sio:

ME:#“ H e KE=X2[_1 _1] (3.34)

para
p=pAL/2 e x*=A/L

sendo p a massa por unidade de volume; A a drea da se¢do transversal da barra e L
0 comprimento da barra.

Os autovalores de K* estdo dispostos na matriz A = diagonal [0, As| que segue

A:[O 0 } (3.35)

0 2x°

e seus autovetores nas colunas da matriz R® = [R,, Ry):

1Para matriz de massa discreta.
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V21 -1
Re:?L 1] (3.36)

1 -1
sendoR,,:\/ﬁ/Q[l] eRf:ﬁ/2E 1}
Substituindo os valores de Ry e Af na equagéo (3.28), tem-se para matriz R:
1
1

R=RA/" =v2/2 l - ] 2 =x| |

- ] (3.37)

Substituindo as matrizes R, K¢ e M¢ nas equagdes (3.31), (3.32) e (3.33) chega-se
s matrizes para um elemento viscoeldstico unidimensional:

g 0 0
M=|0 4 O (3.38)
0 0 afé
00 0
=00 o0 (3.39)
0 0 af/d
Gx? Ox? —ay
K'=| -0 6 ox | (3.40)
—ax oy @«

onde 8 = (¢ + ).

3.4 Matrizes para Elementos Quadrilateros

Nesta se¢do serdo feitas consideragbes sobre as matrizes de massa, rigidez e amorte-
cimento para um elemento quadrildtero linear em estado plano de tensdes, ilustrado
na figura 3.3.

A dimensdo (Dim) das matrizes viscoeldsticas é obtida a partir do nimero de

GLs fisicos do elemento e do nimero de possiveis movimentos de corpo rigido (ver
item 3.2.3).

Assim sendo, para o elemento em questio tem-se:
Dim = 2 * (ndmero de GLs fisicos) - (nimero de possiveis movimento de corpo rigido)
Dim=2+«8-3=13

Observando-se as equagdes (3.31), (3.32) as matrizes M" e C" para este elemento
podem ser obtidas de forma trivial e ficam:
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q, q,

Figura 3.3: Elemento Quadrilatero

M = diagonal[p, p, ..., p,e/8 afd, .., a/rij (3.41)
Bvevzes 5v;zes
e
C" = diagonal[0, 0, ..., 0,af/5, ofB/s, ..., aB/d] (3.42)
Bugzes 5vevzes

onde p = p A g, sendo A a drea do elemento, p a massa por unidade de volume e
@ a espessura.

Ja a matriz K" exige um desenvolvimento algébrico mais elaborado e complexo,
diferentemente da K¥ obtida para a treliga do elemento unidimensional (se¢do 3.3).
Isso é devido ao maior nimero de GLs agora envolvidos, o que dificulta a solugao
algébrica dos auto-valores e auto-vetores de KV.

Assim sendo, a determinagio de K neste caso é feita numericamente. Utiliza-se
aqui o método de Jacobi na solu¢do do problema de auto-valor e em seguida fazem-se
as devidas substituigdes na equagao (3.33) chegando-se & matriz K.

A titulo de ilustragdo, para o elemento com a configuragio descrita na figura
3.3, para m/re =1, v = 0, 23 e espessura unitdria, tem-se para a matriz de rigidez
viscoeldstica:
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(3.43)

onde # =+«

determinagio da

, hecessdria para a

A matriz eldstica de elemento quadrildtero

+

asSs1Ccos5 em

-

pode ser obtida diretamente de textos cl

H

)

elementos finitos tais como as referéncias [29] e [30].

matriz K” da equagio (3.43

K" da equagdo (3.43) foi escrita de forma que as

Convém ressaltar que a matriz

linhas e colunas associadas aos seus GLs de dissipagio (linhas e colunas de 9 4 13)

estdo dispostas em ordem crescente de seus auto-valores. Desta maneira, tem-se a

nona coluna associada com o menor auto-valor, a décima com o segundo menor, e

diante.

assim por
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3.5 Matrizes para Elementos Hexaédricos

As matrizes viscoelasticas sdo aqui obtidas considerando-se um elemento hexaédrico

linear de oito nds conforme ilustra a figura 3.4.

Qg q3
Qg 9z

gg G2
Qg 944
9, G0

K}

9q Qis
q,; 14

Q15 i3

Iz
q21 qza
9ap Y3

Fq

Figura 3.4: Elemento Hexaédrico

A dimensdo (Dim) das matrizes viscoeldsticas para o elemento em questdo é:
Dim = 2 * (nimero de GLs fisicos) - (nimero de possiveis movimento de corpo rigido)

Dim=2%24-6=42

Observando-se as equagdes (3.31), (3.32) as matrizes M® e C” para este elemento

ficam:
MY = diagonal(p, p, ..., p,e/8, ofd, ..., afd] (3.44)
24 uvezes 18 vvezes
e
C® = diagonal{0, 0, ..., Olgﬁ/J, afB/é, ..., aB/d] (3.45)
24 u:zes 18 t;zzea

onde y = % p V', sendo V o volume do elemento e p a massa por unidade de volume.

A matriz KV também ¢é avaliada numericamente, tal como foi feito na se¢io
anterior. Para um elemento com 7, /ry = 1, ro/r3 = 1 ¢ v = 0,25, sua matriz de
rigidez viscoeldstica fica expressa segundo a equagio (3.46) que segue:
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As colunas 15 a 42 da matriz K¥ expressa na equagdo (3.46) também estdo
dispostas segundo uma ordem crescente de seus autovalores.

3.6 Matrizes para Elementos Quaisquer

Usando um procedimento andlogo ao adotado nas se¢des 3.3, 3.4 e 3.5 é possivel se
determinarem as matrizes viscoeldsticas de um elemento qualquer, partindo-se das
matrizes eldsticas dos mesmos e dos pardmetros (g, a, 8 e 9).

3.7 Generalizacao para uma Malha de Elementos

Finitos

A generaliza¢do para uma malha de elementos finitos baseada no método GHM é
imediata, visto que o desenvolvimento matricial do método foi direcionado para o
uso do MEF, o que resultou num conjunto de matrizes simétricas e de coeficientes

constantes.

Para tal basta que se obtenha as matrizes eldsticas ([29],[30]) e viscoeldsticas
(equagdes (3.31), (3.32) e (3.33)) envolvidas no problema e em seguida fazer o acopla-
mento classico das matrizes de elementos nas matrizes globais do sistema:

M=) M'a) M* C=> C'd) C° e K=Y K'aE) K° (347

onde M, C e K sio, respectivamente, as matrizes de massa, amortecimento e rigidez
do sistema, os superindices (°) e (°) denotam, respectivamente, matrizes eldsticas®
e viscoeldsticas e os simbolos ¥~ e & designam acoplamento.

As restrigdes a serem aplicadas nas matrizes do sistema deverdo ser relacionadas
apenas com as coordenadas fisicas tal como é feito para o caso puramente eldstico.

Os aspectos computacionais pertinentes ao acoplamento matricial descrito nas
equagdes (3.47) merecem um destaque especial. Este assunto é tratado no capitulo
5 juntamente com outros detalhes de programacio envolvidos na elaboragao de um
programa de elementos finitos com elementos viscoeldsticos para anilise dinimica
estrutural.

A solugdo de um problema dindmico formulado no dominio do tempo via MEF
envolvendo materiais viscoeldsticos, apés obtidas as matrizes globais do sistema,

SLembrando que K® ¢ matriz de rigidez normalizada com relagio mddulo de elasticidade E
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passa pela integra¢do numérica das equagoes de movimento:

HRNIN NI

Esta integragao pode ser feita utilizando-se um método numérico. No presente
trabalho foram utilizados os Métodos de Runge-Kutta [31] e de Newmark {29].

Por comodidade na notagio, as varidveis relativas aos GLs dissipadores (Z) serdo
referidas a partir deste ponto do texto somente por (z).
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Capitulo 4

Estudo Paramétrico das

Propriedades dos MVE Modelados
via GHM |

As propriedades relativas ao mddulo de elasticidade e ao fator de perda sao de
fundamental importancia para uma boa modelagem de um MVE, Utilizou-se aqui
uma representacio baseada na fun¢do dissipativa de Biot com a restrigio v = a8
(ver tabela 2.1 e solugéo do sistema de equagdes (3.16)). Dessa maneira, da equagio

(2.41) pode-se escrever:
a(s? + Bs)

E6)=ct T Bvs

(4.1)
Para se obter uma expressio de £(s) em fungdo da fregiiéncia, faz-se a transfor-

magio do dominio de Laplace para o dominio ww, sendo (¢ = v/—1). Para tal, basta

substituir o valor de s na equagdo (4.1) por iw. Tal procedimento fornece:

a(—w? + ifw)

E (w):E+—w2+iﬁw+5

(4.2)

Conforme exposto no item 2.3.2, 0 médulo de armazenamento E'(w) é a parte
real de E*(w) e seu fator de perda 7(w) é a razdo entre a parte imagindria e a parte
real. Pode-se entdo chegar as expressoes de E' e 5, para E* escrito conforme equacio
(4.2): |

E ooy -840
(6 — w2 + w2

(4.3)

. afwd 1
n= (0 —w?)? + B2 E

(4.4)

Dependendo do conjunto de pardmetros €, «, g e d, as equagdes (4.3) e (4.4)
podem ou nio caracterizar um MVE. A figura 4.1 foi obtida para o conjunto de
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pardmetros € = 1 MPa, o = 5 MPa, § = 6000 s™! (s — segundos) e § = 1200000
s72, e afigura 42 parac=1MPa, ¢ =5 MPa, 3 =605t ed — 1200000 s2.
Comparando os graficos da figura 4.1 com as curvas caracteristicas do MVE ISD -
112 (figura 2.7) pode-se observar caracteristicas semelhantes entre eles. O mesmo
ndo se verifica com relacio aos graficos da figura 4.2. Resumindo, nem todo conjunto
de pardmetros (g, ¢, 8 e d) estd associado & descrigdo de um MVE.

7 ; . T . 1,4
Maédulo de Elasticidade -—
Fator de Perda -~

6 L 1,2
©
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= 5¢ N 1,0
O / 3
E i 3 “5
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Q “1‘
a 2t \ 404
QO ‘\‘
= ; y

1 . N 10,2
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0 ----- 1 1 1 e ol 0,0
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Figura 4.1:

Exemplo de Material Viscoeldstico: Variages de E' e 17 com a Fregiiéncia
20 . . . , 20
Médulo de Elasticidade —
15 | Fator de Perdg «----- 415
& 10} 1 10
=
Q
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3 5 15 &
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Figura 4.2: Exemplo de Material Nao-Viscoeldstico: Variacdes de E
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Cabe ressaltar que no decorrer dos préximos capitulo alguns graficos, como os
apresentados nas figuras 4.1 e 4.2, estardo com um ou os dois eixos cartesianos em
escala logaritmica. A utilizacao deste recurso estd condicionada & conveniéncia de
cada situagdo que segue, procurando-se sempre adotar as escalas mais adequadas

em cada representacao grafica.

A figura 4.3 apresenta as curvas caracteristicas de um material puramente elastico
com médulo de elasticidade E' = ¢ = 1 MPa. Como se pode observar, E' nio varia

com a freqiiéncia e 1 é constante e igual a zero, ou seja, o material ndo dissipa

energia,
2 T T L T 2
Médulo de Elasticidade ——
Fator de Perda ------
15 115
el
o
=
P 1
W
E o
ie) )
0 o
@ 05 f 105 g
w 5
o &
o 0 0
3
pe)
0
=
05 F 4-0.5
-1 1 1 1 r _1
1 10 100 1000 10000 100000

Frequéncia (rad/s)
Figura 4.3: Exemplo de Material Elastico: Variacbes de E' e 5 com a Freqiiéncia

Das figuras 4.1 e 4.3 pode-se observar que as caracteristicas dependentes da
freqiiéncia do MVE, qualitativamente, aproximam-se das caracteristicas de um ma-
terial puramente eldstico para as regides de alta frequéncia, ou seja, para w — oo,
E' — valor constante e n — 0. No caso da figura 4.1, este valor constante é de 6
MPa e pode ser obtido somando-se os parametros ¢ e a:

valor constante =e + o =1+5=6 MPa (4.5)

O item 4.2.1 apresenta uma demonstragio formal para a equagdo (4.5).

Na préatica, curvas como as que aparecem nas figuras 2.7 e 4.1 sdo as informagoes
sobre 0 MVE das quais o projetista dispoe. E preciso entdo saber extrair destas
curvas obtidas experimentalmente os pardmetros ¢, «, 5 e § pois sdo eles que irdo
definir as caracteristicas dependentes da freqiiéncia do MVE em questdo modelado
via GHM.

Qualquer que seja o método utilizado para se fazer o ajuste dos paridmetros ¢,
o, B e d as curvas experimentais, o engenheiro projetista deverd ter em maos uma
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pré-anilise sobre a sensibilidade de um MVE a estes parametros caracteristicos.
Esta pré-andlise de sensibilidade é feita na préoxima secdao e dd ao projetista uma
idéia qualitativa e também quantitativa sobre a forma e a intensidade com que cada
parametro influencia o comportamento de um MVE solicitado dinamicamente.

4,1 Analise de Sensibilidade

Faz-se aqui o estudo da influéncia dos parametros €, @, 8 € 6 na resposta dinamica
de um sistema de 1 GL constituido de MVE. No capitulo 6 algumas estruturas mais
complexas serdo também analisadas.

Todas as andlises de sensibilidade a seguir sao feitas considerando-se a tempera-
tura constante. Esta simplificagdo é védlida para problemas em que a estrutura esta
sujeita a pouca variagido de temperatura, caso contrario, o estudo a seguir devera
ser feito para vérias faixas de temperatura, visando determinar a situagdo mais
desfavordvel.

A anilise de sensibilidade ¢ feita de maneira que a influéncia de cada paridmetro
caracteristico (€ ou & ou § ou ) é observada separadamente. Isto é feito observando-
se as respostas dindmicas do sistema frente a variagdes de um destes parimetros,
mantendo os demais constantes.

4.1.1 Estudos Preliminares
O sistema de 1 GL que servira de base para as andlises de sensibilidade é uma barra

composta de MVE, modelada via GHM, com um GL ¢ axial na sua extremidade,
excitado por uma forga P, conforme ilustra a figura 4.4.

P

-4

Figura 4.4: Descricio do Exemplo Base

As caracteristicas fisicas e geométricas da barra analisada sio dadas na tabela
4.1 e as curvas mostradas na figura 4.1 serdo adotadas como sendo as curvas expe-
rimentais caracteristicas do MVE do exemplo base.
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Tabela 4.1: Caracteristicas Fisicas e Geométricas da Barra do Exemplo Base

Caracteristica Varidvel Representativa Valor
comprimento L 0,5m
drea da secio transversal A 0,0004 m?
massa especifica Puisco 1102 kg/m?
parametro e Eo 1 MPa
parametro o Oy 5 MPa
paridmetro 3 Bs 6000 s~1
parimetro § : Oo 1200000 s—2

Resposta no Dominio do Tempo

Expandindo as equagdes (3.30) para as matrizes M¥, C? e K? descritas conforme
as equacgdes (3.38, 3.39 e 3.40) respectivamente, jd eliminando a primeira linha e
a primeira coluna de cada matriz devido a imposicao das condigdes de contorno
(deslocamento nulo no engaste), resulta:

pi+ (e +e)x’¢+axz = P

%2+C;—ﬁ2+axq+az = 0 (4.6)

Numa andlise esttica, as derivadas com relagdo ao tempo, presentes no sistema
de equagtes (4.6), anulam-se, fornecendo:

(e+e)x’q+axz = P
axg+az = 0 : (4.7)

O sistema de equagdes algébricas (4.7) pode ser resolvido, resultando para g:

_ P PL _ (4.8)
= ex: €A )
O valor de ¢ na equagdo (4.8) ¢ idéntico ao que seria obtido para uma anglise
estdtica linear de uma barra eldstica com médulo de elasticidade . Por este motivo,
pode-se chamar o paridmetro £ de Médulo de Elasticidade Estético.

O valor obtido para z no sistema de equagdes (4.7) néo tem qualquer significado
fisico (ver final da secdo 3.2.2 e figura 3.1) e portanto nio foi calculado.
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As figuras 4.6(a) e 4.6(b) apresentam, respectivamente, as respostas para o teste
de fluéncia com P = 20 N e o teste de relaxagio com ¢ = 25 mm aplicados subita-
mente ao sistema base (ver figura 4.5) e comparados com a resposta obtida para cada
teste efetuado numa barra puramente eldstica com médulo de elasticidade E' = ¢
(curvas caracteristicas na figura 4.3). Pode-se ver claramente nestas figuras que o
sistema viscoelastico possui uma caracteristica amortecedora relevante.

1
{a) Teste de Fluéncia
alt)
25 mm
t

(b) Teste de Relaxacio

Figura 4.5: Testes ou Carregamentos Aplicados no Exemplo Base

Os resultados obtidos para 0 MVE, além de terem uma boa afinidade quali-
tativa com os graficos das figuras 2.5, tanto o teste de fluéncia quanto o teste de
relaxagao, apresentaram comportamento assintdtico ao que seria obtido para uma
andlise estdtica, ou seja, quando o sistema caminha para o repouso as respostas
tendem a satisfazer a equagio (4.8).
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Resposta no Dominio da Freqiiéncia

A solugdo no dominio da freqiiéncia é apresentada numa formulacao cldssica e via
GHM para que se possa melhor avaliar a precisao do método, visto que a formulacao
classica no dominio da freqiiéncia apresenta uma solugio fechada e conhecida para

este caso [22].
A solugio cldssica no dominio da freqiiéncia para o problema em andlise é:

0= @) 5 -l P (4.9)

e a solugdo via GHM é

{ z }: [K”+z'wC”—w2M”]_1{ 1; } | (4.10)

Substituindo os valores de M¥, C? e K” extraidos das equagdes (3.38), (3.39)
e (3.40), respectivamente, na equagio {4.10), j4 com as condigoes de contorno im-

postas, resulta em:
-1
0 0 W p 0 P
0 ef/é 0 afé 0

MR

As respostas no dominio da freqiiéncia do exemplo base, bem como de uma

(e+a)x* -ax
—ary o

+ dw

barra puramente eldstica com médulo de elasticidade E' = ¢, ambos sujeitos a
um carregamento harménico P = 20sen(wt) (unidade de for¢ga em Newtons), sd0
apresentadas na figura 4.7. Comparando-se a resposta via GHM com a classica,
verifica-se que ambas sdo coincidentes, o que demonstra a precisdo do método.

10000 T T T T
Classica
GHM

1000 { Eldstica ------ 7
—100 } 1
E A0
E
g 10 ]
c
Q
=
S 1 :
o5
72 ]
a
— 01 .

0.01 4
0.001 - ! . :

1 10 100 1000 10000 100000

Frequéncia (rad/s)

Figura 4.7: Resposta no Dominio da Freqiiéncia para o Exemplo Base



Ciclos de Histerese

Conforme definido nos primeiros paragrafos do capitulo 2, amortecimento é o resulta-
do da energia dissipada durante a vibracdo. Este fendmeno pode ser bem observado
através do ciclo de histerese do material (figura 2.1(a) e (b)).

Para o exemplo base adotado foram tragados os ciclos histeréticos contidos na
figura 4.8 para excitagdes P = 20sen(wt) (unidade de forca em Newtons) em diversas
freqiiéncias conforme descreve a tabela 4.2.

Tabela 4.2: Caracteristicas Viscoeldsticas para Varias Freqliéncias de Excitacio

w (rad/s) | E'(w)(MPa) | n(w)
10| 1,00012 |0,02500
100 | 1,01206 | 0,24645
150 | 1,02705 | 0,36322
70,0 1,53140 1,02548
136,5 2,57217 0,92493

20 fp= 1,0 rad/s
= 10,0 rad/s
15 ko= 15,0 rad/s
o= 70,0 rad/s
w=136,5 rad/s

10

0
Deslocamento g (mm)

Figura 4.8: Ciclos de Histerese para o Exemplo Base

Quando a forca de excitagio estd com um angulo de fase de 90° com relagio aos
deslocamentos é porque a freqiiéncia de excitagio desta for¢a coincide com freqiiéncia
natural do sistema. Isto ocasiona um ciclo de histerese com eixos de simetria coinci-
dentes com os eixos cartesianos, conforme o ciclo de histerese obtido para w = 136,5
rad/s na figura 4.8. Esta forma de determinagio da freqiiéncia natural do sistema é
denominada Teste de Ressonancia.



E interessante também observar na figura 4.8 que a medida que se diminui a
freqiiéncia de excitagdo, a drea da elipse também vai reduzindo. Quando w tende
para zero (andlise estdtica) o sistema tende para resposta puramente eldstica linear
e o ciclo de histerese tende a se degenerar numa reta.

Outro comentario importante acerca da figura 4.8 é que a relagdo entre o amor-
tecimento e a area do ciclo histerético, conforme descrito no item 2.1.1, nao é direta
neste caso. E necessdrio ponderar a variacio de rigidez E' do MVE do sistema em
fungdo da freqiiéncia de excitagdo. Em suma, para se afirmar que o sistema que
apresenta maior drea de ciclo histerético apresenta também maior amortecimento
& necessario que o médulo eldstico seja constante, o que nao ocorre com materiais
viscoeldsticos, pois suas propriedades mecinicas sdo essencialmente dependentes da
freqiiéncia.

4.1.2 Influéncia do Parametro ¢

Para a andlise da influéncia do pardmetro £ no comportamento dinimico de um
MVE serao comparados cinco sistemas estruturais de 1GL, de dimensdes idénticas
as mostradas na figura 4.4 e apresentadas na tabela 4.1. Estes sistemas estruturais
serio respectivamente compostos pelos MVEs cujas curvas caracteristicas estao na
figura 4.9. A tabela 4.3 resume os valores paramétricos adotados para cada material,
deixando claro que todos os parimetros, com exce¢ao de €, se mantém constantes
com relagio ao exemplo base, permitindo que se avalie a influéncia isolada de € no
comportamento dinimico de um MVE.

Tabela 4.3: MVEs usados na anélise do fator ¢

MVE £ a | B o
base Eo Q| Ba | do
mues, |€1=6,%0,5 | as | Bo | o
muety | E9=6E,%0,8 | a, | Bo | do
muvets | e3=€,%2,0 | a, | Bo| %
muees | E4=6E,%50 | a; | Bo] %

A figura 4.9(a) mostra que quanto maior o fator e, maiores serdo os valores do
mddulo de elasticidade e, conseqiientemente, mais rigido serd 0 MVE.

As diferencas entre as curvas dispostas na figura 4.9(a) estdo por conta de
translaces verticais com as variacdes de €, sendo que cada curva sempre toca o
eixo vertical no ponto! w — 0; E =¢; (i = 0,1,...,4), ratificando que € é o
mddulo de elasticidade estatico do MVE.

'Como a representagdo do eixo horizontal estd em escala logarftmica, o primeiro valor possivel
para a representacao grifica de w é w = 1. Por isso utilizou-se w — 0 ao invés de w = 0 ao se
referir a uma resposta estitica (freqiiéncia nula)
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Por outro lado, a figura 4.9(b) mostra uma proporcionalidade inversa entre o
parametro € e o fator de perda. As curvas que descrevem os fatores de perda dos
MVEs analisados sofrem um achatamento & medida que se aumenta o valor de €,
ou seja, quanto maior £ menores serao as propriedades viscosas amortecedoras do

MVE e, conseqiientemente, maiores as propriedades eldsticas deste material.

12 T 1 1 1]
base —
£.+05 —-
| €,*0,8 —— e .
10 £.%2,0 - o7
£,#50 —— /

Mddulo de Elasticidade (MPa)

0 1 1 1 i
1 10 100 1000 10000 100000
Frequéncia (rad/s)
(a) Mddulo de Elasticidade
1,6 . . . T
" base —
£. %05 - ]
g *08 —
€. *20 -
E,*50 ——
1] 4
B
QO
a
b} .
o
S
]
& .
1 10 100 1000 10000 100000

Frequéncia (rad/s)
(b} Fator de Perda

Figura 4.9: Materiais Usados para Andlise da Influéncia do Fator ¢

33



Respostas no Dominio do Tempo

As respostas no dominic do tempo serdo apresentadas para os mesmos testes de
fluéncia e relaxacgdo aplicados ao exemplo base.

A figura 4.10(a) também atesta que o comportamento eldstico do MVE é cres-
cente com o valor do parimetro €: com o aumento de £, o sistema passa a vibrar,

apresentando oscilagoes elasticas amortecidas.

As oscilagoes amortecidas da resposta no dominio do tempo do sistema consti-
tuido do material mat_e,4 apresentadas na figura 4.10(a} permitiu que se calculasse
a taxa de amortecimento do sistema através da técnica do decaimento logaritmico:

1, g
=8 4.12
$= '™y, (4.12)

onde N ¢ o nimerc de oscilagGes consideradas, ¢; e gy sdo as amplitudes tomadas

em cristas, ou vales, distantes entre si de N oscilagoes.

Para o material mat g4, considerando a equagio (4.12) e figura 4.10(a), tem-se

£ =17%

A proporcionalidade entre a rigidez do MVE e o pardmetro £ também pode ser
observada na figura 4.10(a). Os valores assintéticos dos deslocamentos, que podem
ser obtidos através da equagdo (4.8), sdo inversamente proporcionais acs valores de
€.

O teste de relaxagdo mostrado na figura 4.10(b) apresenta um comportamento
bem semelhante para todos os casos. A diferenca fica por conta de translagoes dos
graficos na direcdo vertical. Isto mostra que o parimetro ¢ influencia apenas nos
valores finals e iniciais de for¢a no teste de relaxacio e nio na forma com que ela
decai no tempo. Os pontos onde os testes de relaxagio da figura 4.10(b) interceptam
0 eixo vertical sdo os correspondentes a ¢ =0 e: ' |

P="%4 (i=0,1,...,4) (4.13)

onde #; = £; + . Isso é devido & imposicdo do deslocamento ¢ = 25 mm subita-
mente ao sistema, fazendo com que nos instantes iniciais (transientes), com pre-
dominio de altas freqiiéncias, o comportamento do MVE se assemelhe ao de um ma-
terial elastico, fazendo valer a equagdo (4.13), que nada mais € que a relagio eldstica
entre for¢a e deslocamento para uma barra de comprimento L, secdo transversal
A (ver figura 4.4 e tabela 4.1) e médulo elasticidade 8; = ¢; + @. J4 os valores
assintéticos de P da figura 4.10(b) podem ser obtidos diretamente da equagio (4.8).
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Respostas no Dominio da Freqiiéncia

As respostas no dominio da freqiiéncia sdo aqui obtidas para os sistemas de 1 GL
estudados (figura 4.4) sujeitos a0 mesmo carregamento harménico do exemplo base:
P = 20sen(wt) (unidade de forga em Newtons).

Devido s caracteristicas amortecedoras do MVE, a resposta no dominio da
freqiiéncia somente apresentou pico de ressonidncia para o sistema constituido do
material mve_£4 — €, % 5,0, sendo que a freqiiéncia natural de vibragao associada a

este pico de ressonincia foi w = 242 rad/s.

60 L T T T
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Figura 4.11: Respostas no Dominic da Freqiiéncia para Variacoes do Fator



Ciclos de Histerese

Conforme descrito no item anterior, quando os ciclos de histerese tém uma defasagem
de 90° entre a forga e deslocamento, a freqiiéncia de excitagao estd em ressonancia
com a freqiiéncia natural do sistema e as elipses de histerese ficam com os eixos
coincidentes com os eixos cartesianos. Assim sendo, apds um processo de tentativa
e erro na avaliagdo da freqiiéncia de excitagdo, chegou-se ao conjunto de ciclos his-
teréticos apresentado na figura 4.12 relativos s freqiiéncias naturais dos sistemas
analisados. Estes ciclos histeréticos foram determinados através de uma excitagao
do tipo P = 20sen(wt) (unidade de forga em Newtons). As fregiiéncias w corres-
pondentes, bem como as respectivas taxas de amortecimento calculadas segundo
equagdo (2.14), estdo dispostas na tabela 4.4.

Tabela 4.4: Freqiiéncia Naturais ¢ Taxas de Amortecimento dos Sisternas

MVE Freqiiéncia Natural Taxas de
ou de Excitacio (rad/s) | Amortecimento (%)
base 1365 46,3
muves) — €, %0, 109,5 66,4
muve£s — €, % 0,8 126.,5 52,1
muve£sy — €, %2,0 175,0 30,8
MUe_Ey — €, %9,0 240,5 16,0

20 L T T T l 1 I base T _
: ' €,%05 ------

15 | £.*08

10

w
T

Forga P (N)
o

_5 -
o +
15 |
20 | , . i . .
20 15 10 5 0 5 10 15 20

Deslocamento g (mm)

Figura 4.12: Ciclos Histeréticos para Variagoes do Fator



4.1.3 Influéncia do Parametro a

Para a andlise da influéncia do pardmetro o no comportamento dindmico de um
MVE foram comparados cinco sistemas estruturais de 1GL, de dimensoes idénticas as
descritas na figura 4.4 e tabela 4.1. Estes sistemas estruturais serao respectivamente
compostos pelos MVEs cujas curvas caracteristicas estdo na figura 4.13. A tabela
4.5 resume os valores paramétricos adotados para cada material, deixando claro
que todos os parimetros, com exce¢do de o, se mantém constantes com relagio ao
exemplo base, permitindo que se avalie a influéncia isolada de & no comportamento
dindmico de um MVE.

Tabela 4.5: MVEs usados na andlise do fator o

MVE | ¢ o g1é

base | &, Gip Bo

QQ':

muecy | €, | oy = x 0,1 | G,

MVE_an | €, | s =a,x0,4 | 5,

mueog | €, | a3 =, % 3,0 | 3,

S| ||

mye.y | €, | @4 =, *5,0 | 5,

A figura 4.13(a) mostra que o pardmetro ¢ é determinante nos valores finais
(relativos as freqiiéncias mais altas) dos médulos de elasticidade. Conforme equagdo
(4.5), o pardmetro « influencia diretamente o valor assintético para altas freqiiéncias
(¢ + ) do médulo de elasticidade, o que pode ser verificado nesta figura.

A figura 4.13(b) mostra que quanto maior o parimetro o, maiores serdo os
valores obtidos para o fator de perda e, conseqiientemente, maior o cariter vis-
coso/amortecedor do MVE. A figura 4.13(b)} também mostra que o aumento do
pardmetro « faz com que os picos das curvas dos fatores de perda se desloquem
para uma regido de mais baixa freqiiéncia. Este tltimo fato é importdnte sobretudo
na fase de projeto de estruturas viscoeldsticas, conforme serd abordado no capitulo 7.

Ainda sobre as figura 4.13 observa-se que para & = 0, tem-se E' — ¢ (constante)
e 7 — 0 {constante), 0 que representaria um material puramente eléstico (ver figu-
ra 4.3). O pardmetro « pode entdo ser chamado de Mddulo Viscoso do material
viscoelastico.
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Respostas no Dominio do Tempo
As respostas no dominio do tempo serdo apresentas para os mesmos testes de fluéncia
e relaxacao aplicados ao exemplo base.

As respostas dindmicas para os testes de fluéncia mostradas na figura 4.14(a)
confirmam as observagoes feitas no item anterior sobre o médulo viscoso {pardmetro
«): as tendéncias de oscilagGes eldsticas sdo inversamente proporcionais a « e o
comportamento viscoso/amortecedor do MVE tem uma proporcionalidade direta
com este fator. _

As oscilagoes amortecidas da resposta no dominio tempo do sistema constituido
do material mve_c; apresentadas na figura 4.10(a) permite que se calcule a taxa de
amortecimento do sistema através da técnica do decaimento logaritmico {equacio
(4.12)), que para este caso resulta: £ = 9,3%

A medida que o sistema tende para o repouso, as respostas dinimicas mostradas
na figura 4.14(a) tendem para um valor constante de deslocamento ¢ = 25 mm,
que representa o alongamento estdtico de uma barra de dimensées idénticas as dos
sistemas dindmicos de 1GL estudados neste capitulo, sujeita a mesma carga P = 20
N aplicada para o teste de fluéncia e com mddulo de elasticidade igual a &, (ver
equagdo (4.8)): g = (PL)/(e,A) = (20 % 0,5)/(10° x 0,0004) = 25mm

As curvas apresentadas na figura 4.14(b) mostram os resultados obtidos para
os teste de relaxac¢do aplicados aos sistemas de 1 GL utilizados para analisar a
influéncia do paradmetro « no comportamento dindmico de um MVE. Todas as curvas
apresentadas nesta figura convergem assintoticamente para uma for¢a constante no
tempo e igual a 20 N, pois os mddulos de elasticidade estdticos dos MVEs aqui
usados sdo idénticos (iguais a €,).

Os valores iniciais de forga obtidos nos testes de relaxagio apresentados na figura
4.14(b) atendem & equacdo {4.13) e estdo expressos numericamente na tabela 4.6,
pois a faixa de variagio usada na apresenta¢ao gréfica® da figura 4.14(b) nao cobriu
os valores relativos aos sistemas constituidos dos materiais mve_az = o, * 3,0 e

muve_cy = ¢, * 5, 0.

Tabela 4.6: Valores Iniciais de For¢a no Teste de Relaxacio

MVE a Valor Inicial de Forga {N)
base Qg 120

mue.) | o = o, x0,1 30

MVE_ Oy | Gy = ¢, % 0,4 60

mue_cg | a3 = @ * 3,0 320

MVe_Qy | 04 = 0g* 9,0 520

2A faixa de variagio das forcas adotada na figura 4.14(b) ndo cobre todos valores iniciais de
for¢a por motivos gréficos de visualizagio. Uma faixa maior daria uma ilusio grifica de que a
curva relativa ao material mve_a; = a, * 0,1 é uma reta horizontal
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Figura 4.14: Respostas no Dominio do Tempo para Variagtes do Fator o
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Respostas no Dominio da Freqiiéncia

As respostas no dominio da freqiiéncia sao obtidas para os sistemas de 1 GL da figura
4.4 sujeitos ao mesmo carregamento harménico do exemplo base: P = 20sen(wt)

(unidade de forga em Newtons).

Os graficos apresentados na figura 4.15 mostram as respostas obtidas no dominio
da freqiiéncia. Apenas a curva referente ao sistema constituido do material mve_o; —
&, * 0,1 apresentou pico de ressonincia, correspondendo a uma freqiiéncia natural
de 88 rad/s. Isso se deve as altas taxas de amortecimento dos sistemas analisados,

0 que provocou um achatamento dos demais picos de ressonéncia.

160 T T r f
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140 o 04 —
3 o *3,0 -
120 f ®%*5,0 —— 4
E
£100 i .
o i
2 i
£ 80 i 7
© i
g .
@ 60 P i
@ [
o P
40 | FA ]
20 .
0 1
1 10 100 1000 10000 100000

Frequéncia (rad/s)

Figura 4.15: Respostas no Dominio da Freqiiéncia para Variages do Fator o
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Ciclos de Histerese

Os ciclos de histerese que sdo aqui apresentados tiveram como objetivo a determi-
nacao das freqiiéncias naturais dos sistemas envolvidos na anélise do parametro c.
Este procedimento é anilogo ao adotado no subitem Ciclos de Histerese, referente
analise do pardmetro ¢ (item 4.1.2).

Assim sendo, apresenta-se a tabela 4.7 com as freqiiéncias naturais e taxas de
amortecimento obtidas para cada sistema, bem como a figura 4.16 que mostra os
respectivos ciclos histeréticos.

Tabela 4.7: Freqiiéncias Naturais e Taxas de Amortecimento dos Sistemas = mve_a

MVE Freqiiéncia Natural Taxa de
ou de Excitagdo (rad/s) | Amortecimento (%)
base 136,5 46,3
muvea; = o, x0,1 88.0 8,7
muegyp — a, 0,4 100,5 29,0
muve_cs — a, 3,0 285,0 33,0
mue.ay — ¢y % 9,0 393,0 25,0
20 [ T T T ‘I’ ..l T basIe T
. T Oe*x0,1 ------
15 } o, x04 ————
e N
10 | ) “1‘-0 *® 5.0 _____ |
2 °f ." "'. 1
% 0 _,: ................................................... 1 28 N E _____________ u
o \ '
o M f
L 5 ‘ ! |
10+ " ’." i
15 | o i
-20 1 1 ‘I"' g 1 1 .

-200 -150 -100 -50 0 50 100 150 200
Destocamento g {mm)

Figura 4.16: Ciclos Histeréticos para Variagdes do Fator o
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4.1.4 Influéncia dos Parametros 5 € ¢

Os parametros 5 e § possuem caracteristicas afins e por isso serdo estudados num
mesmo item.

Para a anilise da influéncia dos pardmetros 8 e § no comportamento dindmico de
um MVE serdo comparados nove sistemas com as caracteristicas do exemplo base
(figura 4.4) e compostos de materiais® cujas curvas caracteristicas estdo descritas
nas figuras 4.17 e 4.18 . As tabelas 4.8 e 4.9 visam explicitar os valores paramétricos
adotados para cada material.

Tabela 4.8: MVEs usados na analise do fator 3

MVE [ ¢ ] a 3 5
base g, | o Bo d,
mue P | € | | B =0,%0,2 |4,
mue_Ps | | Qo | Ba=Fox0,5 | &,
muve Py | &, | 0 | 3= 5,%2,0| 4,
mue_fy 1 es | 0o | Ba=08.%x4,5]| 46,

Tabela 4.9: MVEs usados na andlise do fator &
MVE | e |a | f é

base |&, | @ | Bo d,

muved; | €, |y | B | 6 =06,%0,2

muedy | €0 | Qo | Bo | 02 = 8, % 0,5

muedy | Eq | 0 | Bo ] 03 =9, %2,0

muedy | €, | 0 | Bo | 04 =0, %4,5

O conjunto de pardmetros S e § determina a curvatura dos grificos que carac--
terizam o médulo de Elasticidade do MVE, conforme pode ser observado nas figuras
4.17(a) e 4.18(a).

As figuras 4.17(a) e 4.18(a) mostram também que os parimetros J e & tém
caracteristicas inversas: a figura 4.17(a) atesta que maiores valores de § fazem com
que o mddulo de elasticidade assuma valores superiores a &, em freqiiéncias mais
baixas; ja a figura 4.18(a) por sua vez atesta a mesma caracteristica para o mddulo
de elasticidade porém para os menores valores de 4.

Esta caracteristica inversa também pode ser verificada quando se observam as
variagdes dos fatores de perda: na figura 4.17(b) tem-se para maiores valores de 3
o pico de 5 atingido para freqiiéncias mais baixas; jd para figura 4.18(b) isto ocorre
para menores valores de 4.

Entretanto, nao existe uma relacio entre S e & que viabilize uma combinagio
destes pardmetros no intuito de se reduzir o nimero de varidveis do problema. As

30 material definido como base aparece nas duas figuras, o que poderia levar o leitor a pensar
que é dez e ndo nove o mimerc de materiais comparados
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caracteristicas de acoplamento e nio-linearidade da equagio (4.3) confirmam a ve-

racidade desta afirmacdo.
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Figura 4.17: Materiais Usados para Andilise da Influéncia do Fator
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Os parametros S e ¢ adotados podem resultar em perturbagdes nao préprias de
MVEs nas curvas caracteristicas do médulo de elasticidade. Isso pode ser observado,
sobretudo, nas séries associadas aos materiais mve_f, — J,*0,2 e mve 4 — §,%4,5
nas figuras 4.17(a) e 4.18(a) respectivamente. Estas perturbagbes aparecem em
freqiliéncias mais elevadas e, conseqilentemente, sé irdo influenciar no comporta-
mento dindmico estrutural do sistema quando a faixa de freqiiéncias que envolve o
problema analisado contenha a regido onde estdo estas perturbagoes. O item 7.2.2
do capitulo 7 tratard de forma mais abrangente o assunto relacionado com a faixa
de freqiiéncia a qual a estrutura estd submetida e o ajuste paramétrico das curvas
caracteristicas dos MVEs.

Respostas no Dominio do Tempo

As respostas no dominio do tempo serdo apresentadas para os mesmos testes de
fluéncia e relaxagdo aplicados ao exemplo base.

As respostas obtidas para os testes de fluéncia apresentadas nas figuras 4.19(a)
e 4.20(a) mostram que a parcela eldstica do MVE estd ligada com o aumento do
parametro ¢ ou com a reducdo do parametro g, ocorrendo o inverso com relacio a
parcela viscosa. Estes resultados confirmam as observagoes relacionadas com carac-
teristicas inversas entre os parametros £ e ¢ feitas no item anterior.

As curvas associadas aos materiais mve i — B, * 0,2 e mvedy — 9, x 4,5
mostradas nas figuras 4.19(a) e 4.20(a) respectivamente, permitem que se calculem
as taxas de amortecimentos dos seus respectivos sistemas de 1 GL pela técnica do
decaimento logaritmico, resultando:

E(mue By — B, %0,2) = 22,0%
E(mued; — 6, %4,5) = 24,1%

Os testes de relaxacdo aplicados resultaram nas curvas das figuras 4.19(b) e
4.20(b). Os valores iniciais e finais de forga em ambos os testes sio idénticos, pois
como ja observado, estes valores estdo relacionados com os fatores € e a que per-
maneceram inalterados nestas andlises. J4 a velocidade do decaimento da forga estd
ligada ao grau de elasticidade ou viscosidade do sistemas:

Maior elasticidade (decrescente com J ou crescente com ¢) — Maior velocidade de
decaimento da forga.
Maior viscosidade {crescente com 8 ou decrescente com §) — Menor velocidade de
decaimento da forga.

O teste de relaxagdo associado ao material mve_§; — 8, * 0,2 e mostrado na
figura 4.19(b) apresentou oscilagdes nos instantes iniciais. Isto é devido s maiores
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propriedades eldsticas deste material com relagdo aos demais analisados neste item.
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Figura 4.19: Respostas no Dominio do Tempo para Varia¢oes do Fator
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Respostas no Dominio da Freqiiéncia

As respostas no dominio da freqiiéncia sdo agui obtidas para os sistemas de 1 GL
estudados (figura 4.4) sujeitos ao mesmo carregamento harménico do exemplo base:
P = 20sen(wt) (unidade de for¢ga em Newtons).

As figuras 4.21 e 4.22 mostram as respostas no dominio da freqiiéncia relativas
aos parametros 3 e ¢ respectivamente. Nestas figuras, verifica-se a tendéncia ob-
servada durante toda as andlises sobre parimetros 8 e 4, ou seja, os graficos tém
caracteristicas que variam de uma mesma forma para o aumento de um fator ou

para a reducgao do outro.

Assim como aconteceu nas andlises relativas aos paridmetros € e o, devido as
altas taxas de amortecimentos dos sistemas, nem todas as curvas apresentadas nas
figuras 4.21 e 4.22 apresentaram picos de ressondncia. As tabelas 4.10 e 4.11 re-
sumem as freqiiéncias naturais que podem ser extraidas das figuras 4.21 e 4.22,

respectivamente.

Tabela 4.10: Freqiiéncias Naturais dos Sistemas - muve_8

MVE Freqiiéncia
Natural (rad/s)
mue_f — (B, *0,2) 82
mve_Bs — (B 2,0) 195
mue_B4 — (B, * 4,5) 206

Tabela 4.11: Fregiiéncias Naturais dos Sistemas - mwve_d

MVE Freqiiéncia
Natural (rad/s)
mued; — (9, *0,2) 207
muved; — (8, %0, 5) 196
mue_dy — (0 * 4, 5) 82
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Ciclos de Histerese

Com procedimentos anlogos aos realizados acerca dos ciclos histeréticos relativos
aos parametros £ e o, pode-se chegar aos graficos das figuras 4.23 e 4.12 que mostram
os ciclos de histerese relativos aos parimetros 3 e d, respectivamente.

As tabelas 4.12 e 4.13 resumem as freqiiéncias naturais e taxas de amortecimento
obtidas para cada sistema estudado neste item.

Tabela 4.12: Fregiiéncias Naturais e Taxas de Amortecimento dos Sistemas — rnat_§

MVE Freqiiéncia Natural Taxa de
ou de Excitacio (rad/s) | Amoriecimento (%)
base 136,5 46,3
mve. B — B, %0,2 85,5 21,5
mue_Ps = Bo 0,0 95,5 46,6
mve_fs — B, % 2,0 189,5 21,2
mve By = Box4,5 204,5 9,0

Tabela 4.13: Freqiiéncias Naturais e Taxas de Amortecimento dos Sistemas — mve_d

MVE Freqiiéncia Natural Taxa
ou de Excitacdo (rad/s) || de Amortecimento (%)
base 136.,5 46,3
mue_6; — 8, % 0,2 206,5 8.1
muve_dy — 0, 0,5 190,5 21,3
muved; = 6, 2,0 95,5 45,5
muve_dg — 0, 4,0 87,0 23,1
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4.1.5 Resumo das Andlises de Sensibilidade

As principais caracteristicas dindmicas a serem analisadas num MVE estdo ligadas &
taxa de amortecimento destes materiais. Assim sendo, as figuras 4.25 apresentam um
resumo das taxas de amortecimento calculadas através da equagdo (4.4), tomando
por base os grificos dos Fatores de Perda das figuras 4.9(b), 4.13(b), 4.17(b) e
4.18(b) obtidos para cada MVE usado ao longo da anglise de sensibilidade. As
taxas de amortecimento obtidas foram tomadas em trés freqiiéncias discretas: w =
10, 100 e 500 rad/s.
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12} 15
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Figura 4.25: Variagao da Taxa de Amortecimento de um MVE em Funcdo dos
Pardmetros Caracteristicos €, o, B e ¢
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A figura 4.25(a) mostra que a taxa de amortecimento de um MVE é inversamente
proporcional a6 parimetro €; ji a figura 4.25(b) mostra que a rela¢do entre a taxa de
amortecimento MVE e o paridmetro a é uma propor¢io direta. Em ambos 0s casos,
a variacdo da freqiiéncia afetou as curvaturas dos gréficos apresentados nas figuras
4.25(a) e (b}, mas ndo inverteu as relacdes de proporcionalidade entre os parimetros
a e e a taxa de amortecimento do MVE, resultando em curvas sempre crescentes
(pardmetro ¢ - figura 4.25(a) ou sempre decrescentes (pardmetro ¢ - figura 4.25(b)).

A taxa de amortecimento de um MVE em funcio do parametro 8 por sua vez,
tem um comportamento ora crescente e ora decrescente, dependendo da freqiiéncia,
conforme mostra a figura 4.25(c): para w = 10 rad/s, o comportamento da taxa
de amortecimento é decrescente com os valores de §; para w = 100 rad/s a taxa
de amortecimento cresce até um certo valor e decresce em seguida; e para w = 500
rad/s a variagio da taxa de amortecimento é sempre crescente com os valores de j.

Com relagio ao fator § (figura 4.25(d)), nas freqliéncias de 10 e 500 rad/s, as
conclusdes sobre a relagio entre a taxa de amortecimento e este fator sao inversas
as do fator f, ou seja, para w = 10 rad/s, o comportamento da taxa de amorteci-
mento é crescente com os valores de § e para w = 500 rad/s a variagdo da taxa de
amortecimento é sempre decrescente com o0s va.lofes de 4. Ja para a freqiiéncia de
w = 100 rad/s, a variagdo da taxa de amortecimento em funcio de § segue a mesma
tendéncia observada para pardmetro 3. '

As andlises das figuras 4.25 ddo uma boa idéia da influéncia de cada pardmetro
na taxa de amortecimento de um MVE.

Fazendo-se um resumo dos resultados alcangados para as freqﬁéncias naturais e
taxas de amortecimentos obtidas ao longo da andlise de sensibilidade, monta-se a
tabela 4.1.5.

Os resultados apresentados na tabela 4.1.5, tanto para as freqiiéncias naturais
(colunas 1 e 2) quanto para as taxas de amortecimento (colunas 3, 4 e 5), tém
valores proximos entre si, independentemente da técnica usada. Isso mostra uma
boa coeréncia nas andlises de sensibilidade.

Tédo importante quanto entender a influéncia dos pardmetros ¢, @, 8 e d no
comportamento dindmico de MVEs é saber extrai-los das curvas experimentais dos
materiais. Este procedimento é feito por meio de um ajuste de curvas e é tratado
Da proxima se¢io.
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Tabela 4.14: Resumo de Resultados Obtidos nas Anélises de Sensibilidade

Material | w {1} | w {2} | £ {3} | £ {4} n — € {5}

(rad/s) | (rad/s) | (%) | (%) n— £ {5}
base 136,5 -| 46,3 -10,925 = £=146,3 %
mve_£, 109,5 -| 66,4 -11,319 2 £=66,0%
mve_£gy 126,5 -1 521 -1 1,042 5 £=52,1%
mve£; 175,0 -1 308 - 10,616 = £ =30,8%
MVe_£4 240,5 242 | 160 17,0(|0,321 =2 £=16,1%
muve_oy 88,5 88| 87| 93| 0173 3£=8,7%
Ve o 100,5 -1 29,1 -10,583 2€6=29,0%
Mue_o; 285,0 -1 33,0 - 10,660 = £ =33,0%
Ve _0iq 393,0 -| 25,0 -10,499 5 £=250%
mue_f, 85,5 82| 21,5| 22,000,427 =-£=21,4%
mue_fq 95,5 - | 46,6 -10,921 = £=146,1%
mve_{s 189,5 195 | 21,2 10,425 -5 £€=21,3%
mue_Ps 204,5 206{ 9,0 -] 0,180 2£=9,0%
mue_d; 206,5 207 | 8,1 -] 0,162 2£=8,1%
mve_b, 190,5 196 | 21,3 -1 0,428 5 £=21,4%
mve_d; 95,5 - 455 - 10,907 = £=45,4%
muve_d, 87 821 23,1 | 24,110,461 -£=23,1%

Legenda:

Coluna {1} Freqiiéncias Naturais Obtidas para os Sistemas via Teste de Ressonancia
(Ciclo Histerético)

Coluna {2} Freqiiéncias Naturais Obtidas para os Sistemas via Resposta em
Freqiiéncia

Coluna {3} Taxas de Amortecimento Obtidas para os Sistemas via Ciclo Histerético
(Equagdo (2.14))

Coluna {4} Taxas de Amortecimento Obtidas para os Sistemas via Resposta no
Tempo (Decaimento Logaritmico Aplicado ao Teste de Fluéncia - Equagdo (4.12))

Coluna {5} Fatores de Perda e Correspondentes Taxas de Amortecimento para
Cada Sistema Obtidos Através da Equagdo (4.4) para w expresso segundo coluna {1}
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4.2 Ajuste de Parametros

Além de uma idéia qualitativa e quantitativa dos valores a serem adotados para cada
pardmetro, que possa ser obtida através de um procedimento semelhante ao descrito
na secdo anterior, é interessante observar algumas caracteristicas das fungdes que
definem E' (equagdo (4.3)) e 7 (equacdo (4.4)) e estabelecer um espago vidvel de
busca das varidveis €, ¢, § e ¢ no intuito de ajustd-los s curvas experimentais.

4.2.1 Espaco de Busca das Variaveis ¢, o, S e §

Tomando-se o limite quando w — 0 e quando w — oo na equagao (4.3) pode-se

€SCrever:
i E'(w)=E'(0)=¢ (4.14)
lim E'(w) = E'(0) =¢ + (4.15)

Pode-se entdo concluir que ¢ é o mdédulo de armazenamento ou simplesmente
mddulo de elasticidade para a freqliéncia mais baixa e « é a diferenga entre os
médulos de armazenamento para a maior e a menor freqiéncia (War € Wein TESPEC-
tivamente) consideradas para um espectro de freqiiéncias suficientemente extenso.

Logo, observando as curvas (2.7) nas quais tem-se E' sempre crescente e as

equacdes (4.14) e (4.15) pode-se dizer que:

™
A
ty

a > E_.—¢ (4.16)

onde E,'m-,,l =F (Wrmin) € E:mm o (Wmaz)-

Outras restrigdes atribuidas ao espago vidvel de busca dos pardmetros €, o, B e
d podem ser obtidas observando-se que:

E > 0, Vw e
n > 0, Yw (4.17)

A equagéo (4.3), quando levada & primeira restrigio (4.17), fornece:

aw?(w? — § + 5%)
(6 — w?)? + B2

£+ >0, Yw (4.18)

O denominador da equagdo (4.18) é um somatdrio de termos quadréticos e por-
tanto sempre maior que zero. Para entdo assegurar que a equagéo (4.18) sempre serd
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satisfeita, o numerador dessa equagdo deverd ser sempre positivo ja que o primeiro
termo da equacio estd contido no intervalo aberto: 0 < £ < co. Isto produz:

o (w? — 8+ %) >0, Yw (4.19)

O fator aw? da equagdo (4.19) representa o produto de um termo positivo por
defini¢gio (ver equacio (3.2)) e um termo quadritico obviamente também positivo.

Consegilentemente, faz-se necessirio que
(W?+ 8% >4, Yw (4.20)
Lembrando-se que w estd compreendido entre Wiy € Whyar, pode-se entio escrever
a partir da equagdo (4.20):

(w!?m'n +62) > 6 - 62 > J_w?nin
(Whae T85> 6 = B> 08— wig,
(4.21)

Como Wez > Wmin, as inequacdes (4.21) ficam englobadas pela primeira ine-
quagdo (4.21) que apresenta como conjunto solu¢do um tnico intervalo de valores j3

B> 6 —wl,, | (4.22)

sendo que o radicando da inequagfo (4.22) deverd atender a relagao:

positivos:

d—wi., >0 (4.23)

Uma vez assegurado que E' > 0, a restri¢do expressa na segunda equagio (4.17)
fica automaticamente satisfeita. Partindo-se da equagdo (4.4) e da definicio dos
pardmetros &, S e & (ver equagdo (3.2)) esta demonstragiio fica trivial.

Qutras restrigdes poderdo ser obtidas através de consideragoes de projeto visan-
do, por exemplo, aproximar E' ou 7 somente numa determinada faixa de freqiiéncia.
Este tipo de analise sera abordado no capitulo 7.

Resumidamente, a regido de busca ora obtida para o conjunto de varidveis €, e,
B e & pode ser escrita como o conjunto das quadras ordenadas (e, @, 8 e §) que
atendem is restrigdes:

e £ E_..

o > E, . —¢

8 > o-wii,

5 > Wi (4.24)



O ajuste experimental dos pardmetros pode ser feito através de qualquer fer-
ramenta de busca. Gibson et ol [11] faz este ajuste através da minimizacao do
funcional (J):

J = /ﬂ [B*(w) — EFX(w] d2 (4.25)

onde {2 é o dominio do espago de busca; E*(w) é valor exato do médulo complexo
extraido diretamente das curvas experimentais e Ef(w) é um valor tentativa fungio
da quadra ordenada também tentativa (e o4, 5; € &)

A proposta de ajuste de Gibson et af [11] é uma aplicagio direta do método dos
minimos quadrados [31].

Quiras maneiras de se ajustarem os pardmetros €; o, § e ¢ sdo: algoritnos
iterativos (Newton-Raphson) [32]; busca por varredura [33]; algoritmos genéticos
[34]; otimizadores (goal program) [35], etc.

No presente trabalho foram utilizadas 2 formas de busca: Busca.'por Varredura e
Busca via Algoritmos Genéticos. Em todos os casos os resultados foram satisfatdrios.

4.2.2 Busca por Varredura

A busca por varredura aqui adotada estd acoplada com o Método dos Minimos
Quadrados e de uma forma geral apresenta uma implementacdo bastante simples

como ilustra o algoritmo que segue:

Inicio
NG = 10" (nitimero suficientemente grande)
Para £t = Einicia até €ing passo Ac faca
Para a; = Qiniciaz até 0tfina passo Aa faca
Para B; = Biniciat até Bfina Passo Af faga
Para 0; = diniciar até dfinyg passo Ad faca
Se I'(ee, o, Bt, 0:) < NG Entdo
NG =T(e, at, Bi, &)
Fim do Se
Fim do Para
Fim do Para
Fim do Para
Fim do Para
Fim

') r 2
onde F(gt, g, 61’: 6,3) = 21‘\;1 {‘I’l [E*(w,-) — Et*(w,')] + lI'g [n*(w,-) - n:(w,)]z},
sendo N o nimero de pontos discretos [w;, £ *(w;)] € [wi, 7*(wi)] (6 =1,...,N) ex-
traidos diretamente das curvas experimentais; ¥, e ¥, coeficienies de ponderacio;
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E.* e nf os valores tentativa obtidos através das expressdes (4.3) e (4.4) respectiva-
mente, em fun¢io de (¢, &, Bt, 0¢)-

Os intervalos de busca de (€;, a:, B, 6:) sdo definidos de forma que as equagdes
de restrigdo (4.24) sejam atendidas.

Ja o passo destas varidveis € definido de maneira que se obtenha um grau de
refinamento maior 4 medida que se aproxima da solugédo. Isto pode ser feito através
de sucessivas andlises de resultados provenientes da execugdo do algoritmo de busca
anteriormente descrito. Através deste procedimento, é possivel também estreitar a
regiao de busca, acelerando a convergéncia do processo.

4.2.3 Busca por Algoritmos Genéticos

A busca por Algoritmos Genéticos (AG) [34] e [36] aqui adotada também est4 acopla-
da ao Método dos Minimos Quadrados no que se refere as avaliagoes das quadras
ordenadas tentativas (e, o, 5, 0;).

Utiliza-se neste caso o seguinte algoritmo:
Inicio
Inicie um conjunto de » quadras ordenadas (g;, ¢, B, &)
Para 1=1 até nimero de execucdes faca
Avalie o conjunto das n quadras (e;, a, B, ;)
Selecione as quadras que produzem melhores resultados
Faca alteracOes nas quadras selecionadas
(Gere novo conjunto de quadras
Fim do para
Fim
A seguir serd abordado de forma bem sucinta, cada passo deste algoritmo de
busca.

Iniciagao das Quadras Tentativas

O processo de iniciagao das quadras tentativas é puramente aleatério.

Avaliagao das Quadras Tentativas

A avaliacdo das quadras ¢ feita a partir de uma funcfo objetivo I, que no caso foi

adotada como sendo:
N

T(ee, o, Biy 0) =Y {mpl [E™(w;) ~ E;*(w,-)]z + Wy i (w;) — n:(wi)]z} (4.26)

i=1 .
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onde as quantidades envolvidas foram definidas no item anterior.

As melhores quadras sio as que produzem os maiores valores de 1/T.

Selegao das Quadras Tentativas

A selegdo das quadras tentativas é feita tomando-se as quadras melhor avaliadas
segundo um certo critério de seleco. Os critérios de selegio utilizados foram:

e Método da Roleta

Este método faz uma avaliagdo ponderada do conjunto de quadras tentativas,
atribuindo notas de 0 (zero) a 1 (um) para cada i-ésima quadra dentre as N
existentes segundo a expressio:

1 / I

SV, (4.27)

Nota; =
A probabiliade de selegdo da i-ésima quadra é diretamente proporcional a sua
Nota;.

Com este critério o conjunto de quadras tentativas tende a rapidamente con-
vergir para a vizinhanca de uma das quadras que possui uma nota relativa-
mente maior que as demais, mesmo estando longe de uma boa solugdo. A con-
vergéncia prematura associada a falta de diversidade do conjunto de quadras
tentativas, caracteristicas deste método de selecdo {34], acarretou em grandes
erros e, conseqiientemente, nao apresentou bons resultados.

o Método do Torneio

Este critério também atribui uma nota para cada quadra tentativa segundo a
equagio (4.27), porém seu critério de selegdo € o de escolher aleatoriamente 2
quadras dentro do conjunto de quadras tentativas e selecionar a que possuir
melhor nota.

Este critério apresentou bons resultados pois aumentou a diversidade do con-
junto tentativa reduzindo as chances de convergéncia prematura.

Alteragao e Geragio de um Novo Conjunto de Quadras

Cada elemento do conjunto tentativa é representado de forma seqiiencial segundo
numa cadeia bindria, cujos valores decimais correspondem a uma quadra (e, a, £,
d) conforme sugere a figura 4.26.

A geragdo do novo conjunto de quadras tentativas é feita segundo alteraxiﬁes
no conjunto tentativa do passo anterior aplicadas 4 suas respectivas representacoes
bindrias.
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quadratentatival |1 Jof1]t1jo|l1]ojo]1]o|+ {0
quadratentativa2 |1 |1 o1 |1]o|o|1|ofo 0|1
guadratentativa3 o O [1|1]of1]Oof{1]1]D |1 Representagio Bindria
quadra tentativa4 |1 |1 lo]1|o]o|o|ofofo |1 1]+
guadratentavaS |g {1 |11ol1[1]i1lo]110 o |1
quadratentativa6 {1 |o{1lolofilol1lol1 (o}
E «Q B 8
5 5 1 2
6 6 2 1 .
) 5 3 2 Representagdo Decimal
[ 4 0 3
a3 3 5 1
5 1 2 5

Figura 4.26: Exemplo de um Conjunto com 6 Quadras Tentativa

Existe uma grande quantidade de operadores deste tipo, sendo que neste trabalho
foram utilizados:

¢ Operador de Recombinagio

Este operador seleciona duas quadras segundo um certo critério (roleta, torneio,
etc) e escolhe aleatoriamente trechos da representacio bindria de cada uma das
quadra selecionadas que serao trocados entre elas, gerando uma nova quadra
tentativa, conforme descreve a figura 4.27.

guadral|1|o|1|1|o1]lo]o]2]o]1]0

quadra 2|1 (1[0 |1|1{0f0l1|0|0]O|1

Nova Quadra|1 |0 |1]1|0|1(0|1|{0|0|0]1

parcela da quadra 1 || parcela da quadra 2

Figura 4.27: Exemplo de Operador de Recombinacio

e Operador de Mutagio

Este operador escolhe aleatoriamente um ponto de uma quadra selecionada e
faz a inversdo de seu valor binario, tornando 0 quando o bit tiver valor 1 e
vice-versa, conforme sugere a figura 4.28.

-Os parametro relativos as probabilidades de ocorréncia de cada operador de
alteragdo sdo dados do programa. Cabe ressaltar que a probabilidade de ocorréncia

82



quadra tentativa| 1 |O[[1 10| 1{0(0|1|{0]1]|0

Nova quadra tentativa| 1 [0 |0 || 1|(0|1|0|0|1|0|1|0

Figura 4.28: Exemplo de Operador de Mutacao

do operador mutagio ndo poderd ser muito alta pois pode tornar a busca totalmente
aleatdria. Neste trabalho foi adotado: probabilidade de combinagdo igual a 0,85 e
probabilidade de mutago igual a 0,1, que segundo &s referéncias [34] e [36] sdo
parametros que produzem bons resultados para os tipos de operadores utilizados.

4.3 Exemplo de Ajuste Paramétrico

O exemplo a seguir visa a abordar um procedimento de ajuste dos pardmetros g,
o, [ e §, partindo de uma situacao inicial na qual tem-se de antemao os resultados
experimentais relacionando Mddulos de Armazenamento e Fatores de Perda de um
MVE com freqiiéncias discretas.

Para tal, faz-se a seguir o ajuste paramétrico de um material X (hipotético) que
apresenta como resultados experimentais os dados mostrados na tabela 4.15.

Tabela 4.15: Resultados Experimentais (Hipotéticos) para o Material X

Freqiiéncia Médulo de Fator de Perda
rad/s Armazenamento (MPa) |
10 2.1 0,47
30 2,8 0,98
50 4,0 1,00
100 7.0 0,72
200 10,0 0,40
500 11,7 0,17
1000 12,0 0,08

O ajuste por varredura produz resultados bastante precisos mas seu custo com-
putacional é bem elevado em virtude das muitas avaliacdes de quadras tentativas
(€¢ @, B: e 6:). Observando o algoritmo descrito no item 4.2.2, verifica-se que este
nimero de avaliagdes é ignal ao produto N * N * N * N3, onde os termos N, N,
N3 e Nj sio, respectivamente, o nimero de valores &; oy, B; e 0, usados na varredura.

Ja o ajuste por algoritmos genéticos tem um custo computacional mais baixo
pois o nimero de avaliacdes de quadras tentativas (g; o, 5, ¢ §;) é bem menor que
numa busca por varredura, mas sua convergéncia para solugdes mais precisas, as
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vezes, torna-se mais complicada [34]. No ajuste via algoritmos genéticos o nimero de

avaliagdes de quadras tentativas (e; o, §3; € &;), de acordo com o algoritmo descrito no

item 4.2.3, é n* N 2., onde n é o niimero de quadras tentativas adotadas (usualmente
zec € 0 niimero de execucdes do algoritmo (adotada pelo

entre 30 e 80 [36]) e
engenheiro em fun¢do da precisio da solugio almejada).

A figura 4.29 faz uma comparagdo qualitativa entre os dois métodos, mostrando
que o ajuste via algoritmos genéticos rapidamente se aproxima da solug¢do, tenden-
do a se estabilizar préximo & resposta (em muitos casos o método converge para

solugdo); j4 a busca por varredura caminha mais lentamente para solugio, atingindo

a convergéncia com um esfor¢o computacional bem maior.

3 -
lugdo
solugao__ ______ -~
[72) &
S Y
= ;\\
< 2
@
& Koy
7] O
o R
£ ©
T
o
N
o
esforgo computacional

Figura 4.29: Esquema Representativo da Convergéncia dos Métodos de Ajuste Uti-

lizados
um resultado satisfatério via busca por varredura inviabiliza a anailise por este

Em alguns casos, o esforgo computacional a ser dispendido para que se alcance
método. Sdo as situagbes para as quais se tém poucas informagdes paramétricas

sobre 0 MVE a ser estudado, fazendo com que se estendam os intervalos de busca
dos parametros € a, 8 e § e, conseqglientemente, eleve exponencialmente o esforgo

computacional.

No presente exemplo adotou-se uma estratégia mista: utiliza-se o ajuste via
algoritmos genéticos para se estimar os valores paramétricos iniciais e em seguida

faz-se uma busca por varredura na vizinhanga destes parametros.
Os valores obtidos para os pardmetros € «, e ¢ no ajuste dos dados experimen-

tais da tabela 4.15 foram:

¢ Via algoritmos genéticos:

— ¢ = 1,96 MPa

— o = 10,12 MPa,
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B =113 x 107 5!
=115 x 10° 572

e Via busca mista:

— ¢ = 2,00 MPa

— a = 10,00 MPa

- B=1,09 x 107 s7t
—§=1,09 x 10° 572

As figuras(4.30 apresentam os valores experimentais do material X (tabela 4.15)
bem como os ajustes paramétricos obtidos via AG e via busca mista, mostrando que
os procedimentos de busca adotados produzem resultados satisfatérios, sendo que
0 ajuste misto apresentou curvas um pouco melhor ajustadas que as apresentadas

pelo ajuste via AG.



T T N
Valores Experimentais e

T Ajuste via AG -------- iy
Ajuste Misto
a 12 i ’fnﬂ— oF
(1
= yd .
e 10} / ]
he]
g ri
§ 8 L ‘/ | |
17
o
w
o 6rF |
he]
o
=
- 4} |
\o ‘/
= o
2 " _
0 1 L L
1 10 100 1000 10000

Frequéncia (rad/s)
(a) Médulo de Elasticidade

] "Valores Experirﬁgntais o
1r N ~ Ajuste via AG -
;’r’b Ajuste Misto
{ %
0.8 } i \E 1
3 / : |
& / y
o 06} \ |
Q Fi \
5 \
5 / \
& 04 1Y ]
l", \\
0,2 / A
1 —///r’
0 L I |
1 10 100 1000 10000

Frequéncia (rad/s)
(b) Fator de Perda

Figura 4.30: Curvas Resultantes do Ajuste Paramétrico do Material X
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Capitulo 5

Implementagcao Computacional do
GHM

Com o intuito de simular computacionalmente o comportamento de MVEs, foram
desenvolvidos 3 programas de elementos finitos, utilizando a linguagem FORTRAN. Os
programas desenvolvidos estdo sucintamente descritos a seguir com seus respectivos
elementos disponiveis para modelagem.

s ghmid.for: Programa para andlise de problemas a uma dimensao, com ele-

mento de treliga;

e ghm2d.for: Programa para andlise de problemas a duas dimensdes, com ele-
mento retangular linear em estado plano de tensdo e

e ghm3d.for: Programa para andlise de problemas a trés dimensdes com ele-
mento linear hexaédrico.

Dos trés programas, o ultimo, por abranger uma variedade maior de problemas,
foi elaborado com mais recursos computacionais e é baseado nele qué as préximas
sec¢les sobre as implementagdes numeéricas serdo abordadas. Todos os procedimentos
utilizados nos demais programas estdo contidos em ghm3d.for.

Apds concluido o detalhamento da implementagio numérica, serao feitas as ob-
servagoes pertinentes a4 modelagem e a discretizagao.

5.1 Caracteristicas Gerais do Programa

De uma forma geral, as caracteristicas do programa ghm3d.for sio:
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¢ Determina deslocamentos, velocidades e aceleracoes de um problema 3D com-
posto de material eldstico e/ou viscoeldstico; '

e Calcula o estado triaxial de tensdes do elemento e compara com os critérios
de ruptura de von Mises e Mohr-Coulomb;

¢ Biblioteca de elementos composta por elementos hexaédricos lineares eldsticos
e viscoelasticos;

e Utiliza 0 GHM para determinar as matrizes de elementos do material vis-

coeldstico;

o Possui rotina interna (subrotina jacobi.for [29]) para a solug¢do do proble-
ma de auto-valor da matriz eldstica e conseqiiente determinagao das matrizes
viscoelasticas

e Monta matriz global do sistema e armazena-a em um perfil skyline;

e Utiliza solver direto (subrotina colsol.for [29]) para solugdo do sistema

de equacoes lineares via método de Gauss;
o Integra as equagdes de movimento utilizando o método de Newmark;
e Calcula forgas nodais equivalentes resultantes de peso préprio;

e Gera diversos arquivos de saida para visualizagao.

5.2 Algoritrmo e Fluxo do Programa

O pseudo-cdédigo que segue da uma idéia do fluxo do programa. As rotinas principais
estd0 assinaladas com um asterisco (*) e serdo detalhadas a posteriori. As demais
rotinas sdo consideradas de compreensao trivial e, portanto, apenas citadas.

Programa Principal: ghm3d.for

Inicio
Estabelece a caracteristica da base de dados e

inicia o gerenciamento de memdria - setdb.for*

Abre os arquivos de entrada e saida - abert_arq.for
Gerencia o processamento numérico - controle.for*
Fecha todos os Arquivos - fecha_ arg.for

Fim
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5.2.1 Detalhamento das Rotinas
Rotina setdb.for

Esta rotina é composta de um conjunto de subrotinas usadas no gerenciamento da
memoria (alocagdo dindmica das matrizes envolvidas no problema). O uso deste
pacote de subrotinas € simples e facilita o trabalho de programacgdo. Para maiores

informagoes ver referéncia [37]

Rotina controle.for

Esta rotina é responsavel por gerenciar o processamento numérico relativo a imple-
menta¢io do GHM via MEF, constituindo-se na principal rotina do programa. O
algoritmo desta rotina é descrito a seguir e, como ji comentado, as rotinas que estao
assinaladas com um asterisco (*) serdo detalhadas a posterior:.

Inicio

Faz leitura das varidveis do problema - rdata.for™*

Numera as equagoes em fungdo dos GLs sem restrigdo - numeq.for*

Determina as caracteristicas do perfil skyline - profil.for*

Calcula vetor de carga externa e devido ao peso préprio - pload. for*

Para i de 1 até niimero de elementos
Identifica o tipo de elemento
Calcula a matriz de elemento - elemento.for*

Faz o acoplamento das matrizes de elemento na matriz global - addelemento . for*
Fim do lago em 2
Imprime as matrizes globais em arquivo para anilise modal - saida modal.for*
Monta matriz efetiva do sistema para integragao via Método de Newmark
(M) - matriz_efetiva.for*
Fatora M.y, - colsol.for*
Faga enquanto ¢ (tempo) menor ou igual ao tempo méximo de integragio
Calcula vetor de forca efetivo do sistema (F.y.) - carga_efetiva.for*
Calcula os deslocamentos U = Me_fleF,3 e com M. j4 fatorada - colsol.for*
Atualiza velocidades e aceleragdes em fungio de U - atualiza_vel ace.for*
Se flag de impressao de deslocamentos for verdadeiro Entao
Imprime U - pos_outl.for

Fim do Se

Se flag de impressdo de tensdes for verdadeiro Entao
Calcula tenses nos elementos g, - calcula_tensao.for*
Imprime g, - pos_out2.for

Fim do Se

Incrementa ¢ => ¢t =t + At (At - intervalo de tempo de integragio)

Fim do lago em ¢
Fim
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Rotina rdata.for

Esta rotina é responsdvel pela leitura dos dados relativos ao problema. Tais dados
sao comuns em qualquer programa de elementos finitos. Sao eles:

Coordenadas nodais;

Restrigdes nodais;

Tipo de material e conectividades dos elementos;

Caracteristicas dos materiais que compoem o problema;

¢ Dados do carregamento e

¢ Dados relativos 4 integragao numeérica.

A medida que é feita a leitura do arquivo de dados é gerado um arquivo de saida
contendo as leituras que foram efetuadas.

Rotina numeq.for

Esta rotina renumera os GLs do problema, introduzindo as condigoes de contorno
do problema. O procedimento é cldssico em programas que utilizam MEF e segue

de forma esquematica:

Inicio
i=0
Para i de 1 até nimero total de GLs do sistema
Se (GL(i) é liberado) Entao
j=j+1
GL(i)=]
Sendo
GL(i)=0
Fim do Se
Fim do Para

Fim

Desta maneira ¢ possivel reduzir o nimero total de GLs do sistema para j GLs
e montar as matrizes de massa, rigidez e amortecimento do problema somente em
fungdo dos j GLs ndo-restritos, reduzindo o esforgo computacional em etapas pos-
teriores.
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Esta técnica tem a vantagem de nao introduzir erros numéricos na imposi¢io das
condi¢des de contorno, coisa que em outras técnicas (ver (38]) pode acorrer.

Na prética, a rotina admite que o grau de liberdade é livre quando GL(i)=0
(zero) e restrito quando GL(i)=1 (um).

Rotina profil.for

Esta rotina determina o perfil da matriz efetiva do sistema o qual fica bem carac-
terizada pelo vetor apontador da diagonal principal (jdiag). O algoritmo para a
determinacio deste perfil é (de forma esquemdtica):

Inicio
jdiag(l) =1
Jdiag(2) =2

Para i de 3 até GLs do sistema
Localiza os GLs conectados fisicamente ao GL 2
Dentre cada j GL selecionado, localiza o que produz a maior diferenga |i ~ j|
Jjdiag(i) = jdiag(t — 1)+ i — j| +1

Fim do Para

Fim

O perfil skyline da matriz efetiva do sistema é orientado da diagonal para o topo
da matriz conforme sugere figura 5.1.

matriz do sistema
armazenada num
vetor "skyline”

6 veler apontador dos
" termos da diagaonal principal
§ da matnz do sisterna

matriz do sistema 2—— vetor: “jdiag"
2 2 9

5 0
1 31
0 5

N O

:

| O] D mb

[
o

| -

Figura 5.1: Esquema de Armazenamento da Matriz Efetiva do Sistema e do Apon-
tador jdiag

91



Rotina pload.for

Esta rotina determina o vetor de cargas aplicadas na estrutura. Existe aqui a pos-
sibilidade de se incluir ou ndo ¢ peso préprio:

Inicio
Se flag de consideragdo de peso préprio for verdadeiro Entao
Para i=1 até nimero de elementos
Calcula o peso do elemento ¢
Atualiza o vetor de forgas
Fim do Para
Fim do Se
Fim

As parcelas de carregamento relativas as forgas externas sio incluidas no vetor
de carga a medida que sdo lidas na rotina rdata.for.

A rotina pload.for faz também um rearranjo do vetor de for¢a considerando a
renumeracao dos GLs feito na rotina numeq.for

Rotina elemento.for

Esta rotina, apés identificar o tipo de elemento em questio (eldstico ou viscoeldstico),
monta 0s arranjos locais correspondentes.

Para o caso de elemento eldstico os arranjos locais serao determinados a partir de
uma biblioteca de elementos eldsticos’, apesar do presente programa contar apenas
com ¢ elemento hexaédrico.

Ainda com relagao aos elementos eldsticos, adota-se aqui uma matriz de massa
discreta e uma matriz de amortecimento proporcional a massa ou a rigidez ou a
ambas.

Ja para o caso de elementos viscoeldsticos tem-se um procedimento especial, ja
que nao é possivel se montar uma biblioteca destes tipos de elementos, exceto para
alguns casos mais simples como o descrito na segio 3.3 (elemento unidimensional),
pois a determinagao das matrizes envolvidas no problema formulado via GHM passa
pela solugao de um problema de auto-valor e auto-vetor que raramente possui uma
solucdo analitica de relativo grau de simplicidade.

Assim sendo, seguindo os procedimentos descritos na se¢ao 3.6 para determinagio
das matrizes viscoeldstica, tem-se os passos:

leste procedimento visa a facilitar a introdugio de outros tipos de elementos
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Determinagao da matriz rigidez normalizada com relagdo ac médulo de elas-
ticidade;

Determinacdo dos auto-valores e auto-vetores desta matriz. Utiliza-se aqui o
método de Jacobi;

Exclusio dos modos relativos a movimento de corpo rigido (auto-valores nulos)

e

Aplicagdo das equagbes (3.31), (3.33) e (3.32) para determinagdo das respec-
tivas matrizes de massa, rigidez e amortecimento do elemento.

Rotina addelemento.for

A rotina addelemento. for faz o acoplamento dos arranjos locais as matrizes globais

da estrutura, conforme sugere equacao (3.47).

Rotina saida_modal.for

Esta rotina tem a funcio de imprimir as matrizes de massa (diagonal) e de rigidez
(armazenada em vetor skyline - figura 5.1) do problema em arquivo que é usado
como entrada de dados para o programa modal.for.

O programa modal.for resolve o problema de vibragdes livres nao-amortecidas,
determinando os modos e as freqliéncias naturais do sistema. Ele utiliza o método de
Interacdo de Subespagos para selecionar os modos e freqiiéncias desejados, acoplado
ao algoritmo de Jacobi para solu¢io do problema de auto-valor.

Esta estratégia foi adotada para aumentar a portabilidade ‘do programa
modal . for. Desta maneira, qualquer problema de auto-valor, com matrizes andlogas
as envolvidas neste problema, pode ser resolvido sem altera¢io do cédigo.

Rotinas matriz_efetiva.for,
carga efetiva.for e atualiza vel_ace.for

Asrotinasmatriz_efetiva.for, carga efetiva.for e atualiza vel ace.for res-
pectivamente efetuam: calculo da matriz efetiva M, ¢, dos sistema; cilculo do vetor
de carga efetivo F, . do sistema e atualizagio das velocidades U2t ¢ aceleracdes
UttAt na integracdo numeérica das equagdes de equilibrio dinamico pelo Método de
Newmark. Estes procedimentos estdo bem detalhados na referéncia [29] e estdo
resumidamente transcritos a seguir:

Mefg =K + avﬂM+ alc
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Fi}ft = F*3 4 M(aoU* + @, U* + asﬁt) + C(a, Ut + a Ut + asl"Jt)
ﬁt+/_\t — ao(UHM _ Ut) _ azﬁg _ agﬁt

Ut+/_\t — Ut + aﬁﬁt + aTI'_'It+At

onde ag, a1, ..., a7 sdo coeficientes determinados a partir dos parametros de inte-
gracdo do método de Newmark que é aqui utilizado e K, M e C as matrizes de
rigidez, massa e amortecimento do sistema, respectivamente.

Rotina colsol.for

Esta rotina foi extraida da referéncia [29] e possul basicamente duas funcdes:

e Fatorar a matriz efetiva: M,z = LGL® (flag = 1) _
onde L é uma matriz triangular inferior e G uma matriz diagonal.

¢ Resolver o sistema de equagtes lineares M. U = Fy, (flag = 2).

Apés a matriz M.y, ser fatorada, a solugdo U do sistema de equagdes lineares
torna-se mais simples e pode ser obtida por retro-substituicio. Todo o processo de
triangularizagao (fatoragio) e retrosubstituigio é baseado no processo de eliminagio
de Gauss.

Cabe salientar que a matriz My, é constante no tempo e portanto sua fatoracao
é efetuada somente uma vez. As variacdes temporais ficam por conta do vetor F.y..
Desta maneira, a solu¢do no tempo das equagdes de equilibrio dindmico é obtida
resolvendo-se o sistema linear LGL'U = F, fe para cada passo de tempo.

Rotina calcula_tensao.for

Esta rotina calcula as seis componentes de tensio no interior dos elementos e um
fator de referéncia que fornece a razdo entre a tensio efetiva no elemento segundo
um dado critério de ruptura e a tensdo maxima admissivel para o dado critério.
Foram implementados no programa os critérios de von Mises e de Mohr-Coulomb
[39].

A operagdo matemadtica que determina as seis componentes de tensdo nos ele-
mentos é:
Tele = DBU

onde D é a matriz constitutiva e B é a matriz que relaciona os deslocamentos com
as deformagoes.
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De posse da expressao anterior, a determinagdo das tensdes nos elementos de
caracteristicas eldsticas fica simples pois 0 médulo de elasticidade é constante e
consegiientemente a matriz constitutiva fica bem definida, o que nao acontece com
os elementos com caracteristicas viscoeldsticas. O procedimento adotado no pre-
sente trabalho foi o de aproximar o valor do médulo de elasticidade dos elementos
viscoeldsticos para cdlculo de tensdes por um mddulo médio:

e+ e+«

A secdo 5.4 propde uma alternativa para esta aproximagao de modo a se obterem

resultados mais precisos.

5.3 Aspectos Relevantes da Implementacao

Computacional

Como o cdédigo guarda as caracteristicas basicas de um programa de elementos fini-
tos, varias rotinas utilizadas tém seus algoritmos contidos na literatura o que facilita
a implementacdo computacional. As maiores dificuldades ficam ent@o por conta da
implementagdo do préprio GHM.

QOutro aspecto importante de relativa complexidade é a determinagdo de um
modelo computacional que apresente bons resultados com um custo computacional
ndo muito elevado. L bom lembrar que o GHM aumenta o nimero de GLs do
sisterna, e, consequentemente, eleva o custo computacional da anilise.

Os préximos itens fazem uma sintese sobre cada estratégia adotada no intuito
de contornar as maiores dificuldades encontradas ao longo da implementagao com-
putacional.

5.3.1 Introducao dos GLs Dissipadores dos MVE

Num programa de engenharia estrutural que utiliza o MEF, os GLs estao associados
a incdgnitas nodais (deslocamentos, esforgos internos, etc). Assim sendo, para se
introduzirem no sistema os GLs dissipadores provenientes da implementacio do
GHM, serd necessdria a adi¢ao de novos nds denominados nds dissipadores. Cada GL
dissipador estard associado a um né dissipador ficticio que ndo possui coordenadas
fisicas.

Com relagdo a quantidade de nés dissipadores, a estratégia adotada foi a de esta-
belecer um né dissipador por elemento viscoeldstico. As figuras 5.2, 5.3 e 5.4 ilustram
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uma abstragio da representagio grifica dos elementos unidimensional, quadrildtero
¢ hexaédrico lineares, com seus nds e GLs dissipadores, respectivamente.

Referencial: {ndo & vilido para os

X GLs do né 3)
q % q
1 - 2
N6 dissipador: ne 3 — / ——

né 1 né3 né 2

GL dissipador: 49,

Figura 5.2: Elemento Unidimensional Linear com os Nds e GLs Dissipadores

a, q,
a, a,
ndg 2 no 4
Referencial: (n2c & valido para cs
¥ Gls do nd 5) a,
1— X qm: I Yo
q q
® Thes
N6 dissipador: no 5
GLs dissipadores: g, a 49, Qe ag
g a,
na 3 né 4

Figura 5.3: Elemento (Quadrildtero Linear com o0s Nés e GLs Dissipadores

Referencial: (ndo é valido para os
z Gls do no 9)

y % 93
x 9 9z
9 oz a, /Iné 1
9432333435
s 9 93537 38 f 9 29 30,31
a5 né 3 940 no 4 - -
Q35,40 41 42 92526 27 28
q 18 né 9\ Qis
9, s
SRY: né6 Q43 no 5
q 21 qza
9o Q, N6 dissipador: né 9
G0 né7 9% /noa

GLs dissipadores: 95 8 4,

Figura 5.4: Elemento Hexaédrico Linear com os Nés e GLs Dissipadores
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Os problemas agora sao:

¢ Como tratar nds de um mesmo tipo de elemento dotados de diferentes quan-
tidades de GLs?

O né dissipador de um elemento quadrildtero linear, por exemplo, teria cinco
GLs e os demais nds teriam apenas dois.

e Como tratar um mesmo tipo de elemento dotado de quantidades diferentes de

nas?

Um elemento quadrildtero linear, por exemplo, teria quatro ou cinco nds caso

o material que o compusesse fosse eldstico ou viscoeldstico, respectivamente.

Uma maneira de solucionar tais questdes seria a adogao de duas estruturas de dados
auxiliares: uma que contivesse para cada né o seu respectivo ntimero de GLs e outra
que contivesse para cada elemento seu respectivo nimero de nés. Esta alternativa
nio foi utilizada por se entender que este tipo de informacio, tomadas para cada
nd e para cada elemento ndo é tipico de um programa de elementos finitos, o que
dificultaria a utilizacao de malhas ja existentes.

A solugdo empregada foi a utilizagio do nimero de GLs por né de um tipo de
elemento como sendo o nimero de GLs dissipadores e a adogdo do nimero de nés
de um certo tipo de elemento, eldstico ou viscoeldstico, como sendo o niimero de nés
fisicos mais 1 (um). Os GLs excedentes serdo restringidos. O exemplo a seguir ilustra
este procedimento aplicado ao elemento quadrildtero?. O exemplo é constituido
de dois elementos quadriliteros sendo um com caracteristicas puramente eldsticas
(elemento 1) e outro com caracteristicas de um MVE (elemento 2), conforme ilustra a
figura 5.5. Nesta figura, os GLs assinalados com linha tracejada estdo restringidos:
uns devido as restrigdes fisicas do problema (apoios) e outros por imposicio da
estratégia adotada no tratamento dos GLs dissipadores.

A fim de se reduzir o nimero de dados a serem inseridos no programa, pode-se
adotar o ponto 0 (zero), de antemdo j4 inserido no cédigo e totalmente restringido,
como sendo o ponto extra dos elementos eldsticos, conforme sugere figura 5.5.

*Este procedimento é vélido para todos os casos implementados: 1D - trelica (ghmid. for), 2D
- elemento quadriltero (ghm2d.for) e 3D - elemento hexaédrico (ghm3d.for)
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GL12 GL 11 14 13 19
] ) N 18
GL13 GL9® 15 / 11 20
né7 GLB 3 4
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AN [ T /'/
$ GL7
nés né 6

Desta forma, excluindo-se o né 0 (zero), pode-se escrever para este exemplo:

Figura 5.5: Exemplo Constituido de 2 Elementos Hexaédricos

e Niimero total de nds = nimero de nés fisicos + niimero de nés dissipadores
=6+1=7

e Nimero de nés por elemento = nimero de néds fisicos do elemento +1 =
4 4+1 =5

Niimero de GLs por né = nimero de GLs dissipadores = 5

e Niimero total de restricdoes = restrigoes fisicas + restrigdes ficticias = 4
+ (6x3) =22

restrigdes = 7 x 5 - 22 =13

Nimero total de GLs = nimero total de nds x niimero de GLs por né -

A seqilencia da numeragio local dos nds dos elementos e dos GLs dos nds também

aparece na figura 5.5,

As restriges nodais sdo neste caso numeradas de 1 (um) a 5 (cinco). Para

um nd naoe dissipativo as duas primeiras posi¢des sao relativas aos GLs reais e as

demais deverdo estar restringidas. J4 para um né dissipativo, todas as posi¢des sdo

relativas aos GLs dissipadores do elemento que contém este nd, logo deverdo ser

liberadas (conter zeros), a menos que se queira fazer alguma andlise aproximada

utilizando-se menos GLs dissipadores por né.
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As tabelas 5.1, 5.2 e 5.3 apresentam as partes do arquivo de dados para este
exemplo relativas aos dados topolégicos da estrutura.

Tabela 5.1: Dados Gerais da Topologia da Malha

Numero total de nds

Nuimero de elementos eldsticos

Numero de elementos viscoeldsticos

Numero de nés por elemento

atfenl ==~

Ntmero de GLs por nd

Tabela 5.2: Conectividades Nodais dos Elementos

Elemento | Conectividades

1 1 2340
2 4 3567

Tabela 5.3: Restrigdes Nodais

N6 | Coordenada x | Coordenada y | Restrigdes
1 1,0 2.0 00111
2 0,0 2,0 11111
3 0,0 1,0 00111
4 1,0 1,0 00111
5 0,0 0,0 11111
6 1,0 0,0 00111
7 0,0 0,0 00000

As figuras 5.6 e 5.7 mostram, de forma qualitativa, as matrizes de elementos do
exemplo analisado, e a figura 5.8 a matriz global do problema, também escrita de
forma qualitativa.
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Figura 5.7: Matriz do Elemento Viscoelistico
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Numeragao Global

1(2|3|4|5 67|89 1011|1213
X |x|x|xix|x|o|lo|lo|lo|o|o]|o
X X|x|x | x|x|o|lolojo|o|o]|o
X IX [ X | x|Px|[x|x|x|x{x]|x]|x]|x
X EX [ X | x|x|[x|[x|[x|x|x|x]|x]x
X | xIx|[x{x|x|x|[x|x|x]|x]|x]|x
X | X [ x| x| x| x|[x|x|[x|x|x]x]x
oo | x| x|x|x|x|[xix|x]|x]|x]|x
oo | x| x|x|x|x|x|x|x]|x]|x]|x
o|lo|X|x|x|x|x|x|[x|o|lo|o]|o
ololx|x|x|x|x|x|lo|x|o0o]|o]|o
olojx|x|x|x|xix|o]o|x|o]o
oo |x|x|x|x|x|x|o|]o]o|x]|o
o|lo|x|x|x|x|x|x|o|lo|o|o]|x
Legenda:
X - Termo diferente de zero {n&o nulo)
o - Termo igual a zero (nulo)

Figura 5.8: Matriz Cloba.l

5.3.2 Numeracao Nodal

Como em todo programa de elementos finitos, a numeragdo nodal deve ser sempre,
bem pensada de forma a reduzir a largura de banda das matrizes envolvidas no
problema e, em alguns casos, viabilizar solugdes em problemas de maior porte, caso
o método de solugdo adotado ndo faga um tratamento adequado da esparsidade.

Além das recomendagOes para numeragio de malha de elementos finitos pre-
sentes na literatura ([29],[30]), o caso especifico do MEF aplicado ao GHM tem uma
particularidade que deverd ser sempre observada durante o processo de numeragio
nodal: os GLs dissipadores s6 tém conectividade com nés do mesmo elemento ao
qual ele pertence. Isto sugere que, para se reduzir a largura de banda das matrizes
envolvidas no problema, cada né dissipador tenha uma numeracio préxima & dos
demais nés do elemento a que o mesmo perten¢a. Esta estratégia de numeragao
nodal foi aqui utilizada, adotando-se para cada né dissipador, dentro da medida do
possivel, numa numeragao igual a uma unidade superior & do maior né presente no
elemento no qual este né dissipador estd inserido.
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O aumento da largura de banda devido a numerages nodais inadequadas € ainda
mais acentuado para o caso de estruturas com elevado nimero de elementos e/ou
estruturas tridimensionais. Nestes casos, além de se seguir o critério de numeragao
apresentado, recomenda-se a utilizagdo de um pré-processador para se otimizar a

numeragao nodal.

Devido as particularidades das malhas de elementos finitos a serem usadas nos
programas 1D, 2D e 3D, a utilizacdo de geradores de malha convencionais deve
ser cautelosa e os detalhes anteriormente descritos devem ser observados. Por este
motivo, os programas ghm2for e ghm3d.for possuem pré-processadores que geram
malhas de elementos finitos de forma otimizada e compativel ou adaptam malhas j4
prohtas. O apéndice B trata deste assunto: Geragao de Malhas para o GHM.

5.4 Melhorias Futuras para o Programa

Para o futuro, algumas melhorias deverdo ser incluidas no programa. Dentre elas

podemos citar:

e Expansido da biblioteca de elementos com a introdugio de elemento de pértico
espacial e de cascas;

e Utilizacio de elementos isoparamétricos de maior ordem;

e Implementagio de uma rotina de pré-processamento para otimizar a numeragao

nodal;

e Utilizagdo da técnica elemento por elemento [40] na qual as matrizes globais
do sistema nio sao montadas, o que aumenta a capacidade do programa de
resolver problemas com elevado nimero de GLs e

e Paralelizacao e vetorizagao do procedimento também visando a aumentar a
capacidade de processamento.

e Utilizagio de métodos iterativos (Newton-Raphson) para reduzir o desequilibrio
de forgas internas/externas, visando a melhorar a qualidade dos resultados,
principalmente na que diz respeito & determinagido do estado de tensdes dos
MVE.

e Utilizagdo de outras estratégias de solugio para os sistemas de equacdes line-
ares em problemas de grande porte.
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Capitulo 6

Exemplos e Aplicacoes

6.1 Viga Sanduiche

Este exemplo é bastante interessante pois tem como principal caracteristica a com-
paracdo dos resultados obtidos através de simulagdes numéricas feitas com o pro-
grama ghm?2d.for com as respostas experimentais obtidas por Faisca [4], o que per-
mite um enriquecimento das andlises, dando maior confiabilidade aos resultados

numeéricos.

A comparacio dos resultados numéricos com os experimentais na dinamica estru-
tural nem sempre é possivel, quer seja pela escassez de ensaios, quer seja pela falta de
trabalhos que disponibilizem as respostas sob a forma de tabelas de valores discretos
das amplitudes e respectivos tempos e/ou freqiiéncias, além dos tradicionais graficos.
As tabelas de valores discretos permitem uma melhor comparagio de resultados e,
por este motivo, os principais graficos deste trabalho sdo apresentados no apéndice
C na forma de pontos discretos. Além disso, muitos trabalhos ndo deixam claro
quais as reais condicoes de contorno e ambientes dos ensaios, da instrumentagido e
das propriedades dos materiais, dentre outros dados relevantes.

As comparacoes numeéricas-experimentais neste exemplo deixam clara a impor-
tancia de se desenvolverem trabalhos tanto teéricos, com resultados computacionais,
quanto experimentais como os que sdo desenvolvidos na COPPE - UFRJ. Cabe ainda
destacar que as respostas experimentais usadas foram fornecidas na forma de sinais
digitalizados de aquisigdo, isto é, valores discretos, facilitando as comparagoes e
valorizando as analises pois sao eliminados erros relativos a procedimentos extras de
digitaliza¢ao de pontos.
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A tabela 6.1 a seguir traz um resumo de algumas caracteristicas fisicas dos ma-

teriais envolvidos no problema.

Tabela 6.1: Caracteristicas Fisicas dos Materiais

Aluminio MVE
Médulo de Elasticidade (MPa) 68700 *
Fator de Perda n=003-2£6£=15% *
Coeficiente de Poisson 0,33 0,25
Massa Especifica (Kg/m?) 2690 795

* Valores dependentes da freqiiéncia e que serdo apresentados no item 6.1.3.

6.1.2 Resultados Tedricos

As freqiiéncias naturais (w,) relativas as vigas 1 e 2 podem ser determinadas por

expressoes analiticas encontradas na literatura.
Para a viga 1 (eldstica), as freqiiéncias naturais sdo [22]:

=7 wy = 42,31rad/s ( 6,73 Hz)
wy, = (nm)? AL =< wy = 169,24 rad/s (26,94 Hz) (6.1)
w3 = 380,80 rad/s (60,61 Hz)

onde: F e p sdo, respectivamente, o mdodulo de elasticidade e a massa especifica do
material eldstico (aluminio); I é o momento de inércia da se¢io transversal de drea

A e L é o comprimento da viga.

J& para a viga 2 (sanduiche), as freqiiéncias naturais w, podem ser calculadas
segundo as equagoes de Ross-Kerwin-Ungar [25]:

= pﬁ\/g (6.2)

onde:

Il
3
I

Dn

H3 3 3
EI:R{El + 5 g H(E_D)

B3 — E,
RECETRELET 12\ 1437

+E H\D? + FyHy(Hyy — D) + EsHy(Hyy — D)?

~ [E2H2 (Hy — D) + E3Hy(Hyy — D)} (%_?_D)}
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E3 Ho(Hy — Hy1 /2) + G(EsHyHyy + E3HyHyy )
EH + B Hy 2+ G(E H, + B3 H, + B3 Hy)

D

H + H.
HSI — 1—; 2 H2:
H, + H.
H‘21 - 1—5 2:
Gy

G=——2 . o
I 15‘73H31t1r213',2l

m = lel + p2H2 + P3H4

sendo que: R{...} se refere & parte real do termo entre colchetes; o indice 1 estd
associado & camada inferior de aluminio (ver figura 6.2), o indice 2 & camada in-
termedidria de MVE e o indice 3 & camada superior de aluminio; E* e G* sao,
respectivamente, os médulos complexos de elasticidade longitudinal e transversal
(ver secdo 2.4); H é a espessura de cada camada; e p é a massa especifica de cada
material;

Na prética, como E} ¢ Ej (aluminio) tém um fator de perda (n) bastante inferior
a B3 (MVE), faz-se a aproximagio m; = 73 ~ 0 e, conseqiientemente, E} ~ E| e
E} ~ E,, onde E' é 0 m6dulo de armazenamento.

As freqiiéncias naturais da viga 2 (sanduiche) sio dependentes dos resultados
obtidos experimentalmente para o modulo de elasticidade e o fator de perda do
MVE. Por este motivo, estas freqiiéncias naturais serdo calculadas posteriormente,
ap6s a apresentacio das andlises experimentais relativas & caracterizacdo do MVE
utilizado.

6.1.3 Analise Experimental

Este item apresenta os resultados obtidos experimentalmente, bem como sintetiza
os procedimentos realizados nos ensaios, sem entrar em detalhes nao pertinentes ao
objetivo do presente trabalho.

As vigas ensaiadas foram instrumentadas com trés acelerébmetros, conforme mos-
tra a figura 6.3, sendo que as respostas apresentadas foram relativas as aceleracoes
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acl ac2 ac3

aci1 - Acelerdmetro 1
ac2 - Acelerémetro 2
ac3 - Acelerdmetro 3

Figura 6.3: Esquema do Sensoriamento das Vigas

condicionador/
| filtro
martelo l .
‘ analisador
R N 2 : de - Microcomputador
acelerémetros espectros ¢
condicionadar/

filtro

Figura 6.4: Esquema de Aquisi¢do de Sinais

verticais do acelerdmetro ac2. O esquema de aquisicdo dos dados utilizado é apre-
sentado na figura 6.4.

As respostas foram obtidas com acelerdmetros resistivos e filtradas em 100 Hz,
eliminando as freqiiéncias mais altas.

As estruturas foram excitadas através de impactos verticais de um martelo nas
superficies superiores de cada viga, sobre o acelerdmetro ac2 como sugere figura
6.4. O sinal temporal representativo da forca de excitacdo nao foi apresentado na

referéncia [4].

A temperatura durante os ensaios ficou entre 20 e 25° C, nao implicando desta
forma em variagoes significativas das caracteristicas do MVE.

O MVE utilizado [4] na estrutura sanduiche da figura 6.1 foi o VHB' (Very-
High-Bond), o qual foi ensaiado pelo método padrio da ASTM [26] (ver secdo 2.5)
que padroniza as relagdes geométricas das vigas sanduiche a serem ensaiadas. No
caso foram ensaladas 3 vigas distintas denominadas: Vigas A, B e C, fornecendo os
valores de E' (mddulo de elasticidade) e 5 (fator de perda) mostrados na tabela 6.2.

Fabricado pela empresa 3M
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Tabela 6.2: Caracterizagdo do material VHB via Ensaio Padrdo ASTM [26]

Viga Freqgiiéncia Modulo de Elasticidade | Fator de Perda
207,97 rad/s ( 33,10 Hz) 3,11 + 0,01 MPa 0,57 = 0,01
A [ 127740 rad/s (203,31 Hz) 9,29 + 0,24 MPa 0,48 + 0,01
3540,60 rad/s (563,51 Hz) | 27,06 + 2,24 MPa 0,30 = 0,01
131,88 rad/s ( 20,99 Hz) 6,23 + 0,72 MPa 0,38 + 0,03
B | 942,54 rad/s (150,01 Hz) 9,07 + 1,01 MPa, 0,47 + 0,03
2714,80 rad/s (432,08 Hz) 20,0 + 0,21 MPa 0,48 + 0,02
31,79 rad/s ( 5,06 Hz) 3,90 £ 0,656 MPa 0,44 + 0,07
C 199,49 rad/s (31,75 Hz) 7,67 + 0,28 MPa 0,40 = 0,01
558,89 rad/s (88,95 Hz) 9,44 £ 0,21 MPa 0,28 £ 0,03

6.1.4 Modelagem Computacional

As vigas ensaiadas foram modeladas computacionalmente através de elementos qua-

drildteros de estado plano de tensdo (programa ghm2d.for). As malhas de elementos

finitos usadas nas modelagens computacionais est3o ilustradas na figura 6.5 e suas

caracteristicas principais estdo dadas na tabela 6.3.

1470 mm (725 divisdes)

Viga Elastica

B,35 mm |4 divisfes)

=+—— Ahminia

1470 mm (735 civisfies)

Viga Sanduiche

3,iEmm |2 divisbes)

2,30 mm (uma divisdo)

-—— Aluminio

--—— VHB

8,35 mm (4 divisdes)

Aluminia

Figura 6.5: Detalhes da Discretizagdo das Vigas

Tabela 6.3: Caracteristicas das Malhas

Malha Numero de Nés | Numero de Elementos | Nimero de GLs
Viga 1 - Elastica 3680 2940 7357
Viga 2 - Sanduiche 6623 5145 15448
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O GL vertical observado obviamente coincide com a posicdo do acelerémetro
ac2, assim como o GL excitado coincide com a pdsigio e dire¢do dos impactos do
martelo (ver figuras 6.3 e 6.4).

A modelagem da forga de excitagdo de impacto do martelo foi feita através da
funcdo no tempo descrita na figura 6.6, visto ndo ter sido apresentado em [4] o sinal
sensoriado correspondente a esta for¢a. O valor de £5,; = 30 N, bem como o seu
tempo de aplicagiio igual a 0,01 s, ambos indicados na figura 6.6, foram calibrados
de maneira a aproximar ao mdaximo a resposta numeérica no dominio da freqiiéncia
da viga 1 (viga eldstica) da sua respectiva resposta experimental. Este carregamento
foi entao mantido na andlise numérica da viga 2 (viga sanduiche).

forga (N)

F’ﬂmx =30N

|W- tampo {s)

Figura 6.6: Descrigdo da Forca de Impacto Aplicada nas Vigas 1 e 2

O procedimento de ajuste de pardmetros deverd levar em conta o fato de que
o problema aqui analisado envolve freqiiéncias de até 100 Hz (= 628 rad/s), j4
que o sinal foi filtrado em torno desta freqiiéncia. Desta forma, o ajuste das cur-
vas paramétricas aos valores experimentais apresentados na tabela 6.2 serd feito, a
principio, com os valores de médulo de elasticidade e fator de perda obtidos para a
Viga C (ver tabela 6.2), pois o conjunto de freqiiéncias relativo a esta viga é o tinico
que esta totalmente contido no intervalo de 0 a 100 Hz (= 628 rad/s).

Assim sendo, foi feito um procedimento andlogo ao apresentado na secdo 4.3
para se ajustarem os pardmetros caracteristicos (¢, «, 8 e 4) do material VHB
aos valores experimentais médios da Viga C (ver tabela 6.2). Tal procedimento,
denominado busca mista, consiste em se obter um conjunto de valores iniciais €, «,
B e & por ajuste via algoritmos genéticos (item 4.2.3), e em seguida fazer uma busca
por varredura (item 4.2.2) em torno destes valores. Os conjuntos de parametros ¢,

«, B e é entdo obtidos estdo dispostos na tabela 6.4,

Tabela 6.4: Ajuste Paramétrico

e MPa |a MPa | Bs! §s?
via Algoritmos Genéticos | 3,20 7,60 | 1,25x107 | 1,77x10°
via Busca Mista 3,22 7,26 | 1,13x107 | 1,68x10?

As figuras 6.7 e 6.8 mostram, respectivamente, a comparacido entre os valores
maximos e minimos para o mddulo de elasticidade e o fator de perda do materi-
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al VHB obtidos experimentalmente para a Viga C, conforme disposto na tabela
6.2, com as curvas ajustadas numericamente. Os resultados dos ajustes foram con-
siderados a principio satisfatorios, pois apresentam uma boa concordancia com os

resultados experimentais.

1 2 1 ¥ ] 1 1

Ajuste via Busca Mista
Ajuste via Algoritmos Genéticos -—--——
2 Valores Experimentais Minimos ~ ©
Valores Experimentais Maximos ~ «

Méddulo de Elasticidade (MPa)
N

0 1 L 1 i 1
0 100 200 300 400 500 600

Frequéncia (rad/s)

Figura 6.7: Ajuste do Mddulo de Elasticidade do Material VHB

0,7 T T T T T
Ajuste via Busca Mista
0.6 Ajuste via Algoritmos Genéticos - 1
, Valores Experimentais Minimos
05 r 4

Valores Experimentais Maximos =

0,4

0,3

Fator de Perda

0,2

0.1

0 1 1 L 1 L]
0 100 200 300 400 500 600

Frequéncia (rad/s)

Figura 6.8: Ajuste do Fator de Perda do Material VHB

Como as curvas relativas aos parimetros £, «, 8 e § obtidos via busca mista
estdo ligeiramente mais ajustadas aos valores experimentais que aquelas obtidas via
algoritmos genéticos, as respostas que serdo apresentados a seguir tomaram por base
os valores de £, a, § e § resultantes da busca mista.
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Uma vez concluido o ajuste paramétrico, pode-se calcular as freqiiéncias naturais
tedricas da viga 2 (sanduiche). Estas freqiiéncias sdo calculadas segundo a equagéao
(6.2) e obtidas de tal forma que se tenha:

Wn = f[Ei (wn),"?(wﬂ)] (6-3)

onde f representa uma funcio composta dependente de E'(w,) escrito conforme
equagio (4.3), e de n(wy) escrito de acordo com equagdo (4.4), para o conjunto de
pardmetros €, a, § e é resultantes da busca mista. Obviamente a fungao f é idéntica
ao segundo membro da equacgio (6.2).

A tabela 6.5 traz as trés primeiras freqiiéncias naturais teéricas com seus respec-
tivos médulos de elasticidade e fatores de perda obtidos para a viga 2.

Tabela 6.5: Freqiiéncias Naturais Teéricas

Freqiiéncia Natural Médulo de Elasticidade (MPa) | Fator de Perda
w; = 67,29 rad/s (10,71 Hz) 4,60 0,64
wo = 230,59 rad/s (36,70 Hz) 8,74 0,39
ws = 451,38 rad/s (71,84 Hz) 10,12 - 0,21

6.1.5 Respostas no Dominio da Freqiiéncia

As tabelas 6.6 e 6.7 mostram as freqiiéncias naturais para as viga 1 e 2 (viga eldstica
e sanduiche, respectivamente)

Tabela 6.6: Freqiiéncias Naturais da Viga 1 (eldstica)

Freqiiéncia Valores Valores Diferenca(#) Valores Diferenga(*)
ou Modo Tedricos Experimentais | Percentual Numéricos Percentual
1 42,31 rad/s 44,23 rad/s -4.54 % 42,95 rad/s 1,51 %
(6,73 Hz) (7,04 Hz) (6,84 Hz) _
2 169,24 rad/s { 154,82 rad/s 8,62 % 171,80 rad/s -1,51%
(2694 Hz) | (24,64 Hz) (27,34 Hz)
3 380,80 rad/s | 362,79 rad/s 4,73 % 368,15 rad/s 332 %
(60,61 Hz) (57,74 Hz) (58,59 Hz)

(x) As diferencas percentuais sio sempre relativas aos resultados tedricos:
Diferenca Percentual = (Valor Tedrico - Valor Experimental ou Numérico)/Valor
Tedrico

112



Tabela 6.7: Freqiiéncias Naturais da Viga 2 (sanduiche)

Freqiiéncia Valores Valores Diferenga(+) Valores Diferenga(x)
ou Modo Tedricos Experimentais | Percentual Numéricos Percentual
1 67,29 rad/s 96,86 rad/s 15,50 % 67,50 rad/s 0,31 %
(10,71 Hz) (9,05 Hz) (10,74 Haz)
2 230,59 rad/s | 163,43 rad/s 29,12 % 233,16 rad/s -1,11%
(36,70 Hz) (26,01 Hz) (37,11 Hz) .
3 451,38 rad/s | 365,93 rad/s 18,93 % 435,65 rad/s 3,48 %
(71,84 Hz) (58,24 Hz) (69,34 Hz)

() As diferencas percentuais sdo sempre relativas aos resultados tedricos:
Diferenga Percentual = (Valor Tedrico - Valor Experimental on Numérico)/Valor
Tedrico

Os resultados obtidos experimental e numericamente para as trés primeiras
freqiiéncias naturais da viga 1 (eldstica) estdo relativamente préximos acs seus res-
pectivos valores tedricos (maior diferenca percentual menor que 9 % e diferenca
percentual média igual a 3,05 %) e, conseqiientemente, préximos entre si. Isto é um
indicativo de que o modelo computacional usado na simulacio numérica do ensaio

da viga 1 est4 bem calibrado.

As diferencas entre as freqiiéncias naturais obtidas experimentalmente para &
viga 1 e os respectivos valores tedricos sdo, em grande parte, devido as incertezas
acerca da viga ensaiada. Dentre estas incertezas pode-se destacar:

s As dimensées da viga, principalmente sua espessura.
Qualquer variacdo na espessura da viga altera sua massa (numa proporcio
linear) e sua rigidez (numa proporgao cibica) e, conseqiientemente, suas fre-
giiéncias naturais. Como a viga analisada € bastante fina (ver foto da figura
6.1), qualquer variagdo milimétrica de espessura ao longo do comprimento da
viga pode ser bastante significativa.

o Massa especifica e mddulo de elasticidade adotados.
Como em toda medida experimental, estes valores tém um certo grau de in-
certeza, 0 que contribui para que a redugido da afinidade entre os resultados
tedricos e os experimentais.

Além das incertezas relativas a viga 1 ensaiada, também contribui para as dife-
rengas entre os valores tedricos e os valores experimentais obtidos para esta viga, o
aparelho de apoio usado no ensaio. Conforme pode ser observado na foto da figura
6.1, a viga ensaiada € acoplada num pino em sua extremidade que faz o papel de
apoio rotulado. Este pino possui uma massa ndo desprezivel, j& que a viga nio é
muito espessa, o que reduz as freqgiiéncias naturais da viga, principalmente as mais

113



altas, correspondentes aos modos com maior rotacdo nas extremidades.

J& as freqiiéncias naturais obtidas para a viga 2 (sanduiche) apresentaram duas

caracteristicas principais:

e Boa concordéncia entre os resultados numéricos e os valores tedricos (diferenga
percentual méxima de =~ 3,5 %):
Este fato mostra que as equagoes tedricas de Ross-Kerwin-Ungar [25] (equagdes
(6.2)) e a formulagdo via GHM usada na implementagio computacional estdo
em conformidade. E bom lembrar que em ambos 0s casos as aproximacoes
adotadas para o célculo do mddulo de elasticidade {equagio (4.3)) e do fator
de perda (equagdo (4.4)) foram as mesmas, o que contribuiu significativamente

para a conformidade dos resultados teéricos/numéricos.

¢ Diferenca percentual mais significativa dos resultados experimentais com re-
lacido aos valores tedricos e, conseqiientemente, com relag2o aos resultados
NUImMEricos.
Este fato é indicativo de que os valores paramétricos ¢, a, f e § adota-
dos podem estar mal avaliados e, por conseguinte, as freqiiéncias naturais
determinadas tedrica e numericamente, por dependerem diretamente destes
pariametros, apresentam uma diferenga mais significativa das obtidas experi-
mentalmente.
Outro fato que contribui para as diferencas entre os resultados tedricos e os
experimentais da viga 2 sio as mesmas incertezas ja citadas nas andlises cor-
respondentes a viga 1. No caso da viga 2, estas incertezas sao ainda maiores
visto que a espessura da camada viscoeldstica dificilmente se mantém constan-
te, pois o processo de fabricagdo da bi-lamina nao possui aperto totalmente
uniforme e/ou gabarito. Isto sem falar no comportamento resiliente do mate-
rial viscoelastico que dificulta ainda mais se manter constante a espessura do
sanduiche.

As figuras 6.9 e 6.10 mostram, respectivamente, as Fungdes de Resposta em Fre-
giiéncia (FRF) para as vigas 1 e 2 analisadas. Estas figuras confirmam as anilises
anteriores acerca das freqiiéncias naturais destas vigas: as respostas no dominio da
freqiiéncia obtidas numericamente estio bem préximas das experimentais para a
viga 1 (eldstica), e as respostas apresentadas para a viga 2 (sanduiche) apresentam
uma diferenca mais significativa apesar de estarem relativamente préximas.

As diferencas entre as magnitudes dos picos de ressonancia entre a resposta ex-
perimental e a numérica da viga 1 (figura 6.9) sdo, em parte, devido & impossibilidade
de se assegurar com precisao a posi¢do do carregamento feito através de impactos
com um martelo (ver figura6.3), o que causa alteragbes nas magnitudes das FRFs,
principalmente dos modos mais excitados (segundo e terceiro). A indisponibilidade
do sinal sensoriado da forga de excitagdo também contribui para estas diferencas.
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Figura 6.9: Respostas no Dominio da Freqiiéncia para a Viga 1 (Elastica)
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Figura 6.10: Respostas no Dominio da Freqiiéncia para a Viga 2 (Sanduiche)



6.1.6 Respostas no Dominio do Tempo

~ As respostas dependentes do tempo das vigas 1 e 2 analisadas estdo apresentadas
nas figuras 6.11 e 6.12. As comparagdes numéricas/experimentais destas figuras
mostram que, dependendo do grau de precisio que se deseja da solucdo, as respostas
temporais obtidas numericamente para as duas vigas podem ser consideradas bem

préximas as respectivas respostas experimentais.

As pequenas diferengas entre as respostas temporais da viga 2 apresentadas na
figura 6.12 vém fortalecer o argumento de que os parimetros €, &, § e § nao estdo
avaliados com muita precisao. O maior nimero de oscilagdes que acontece na res-
posta numérica mostra que a taxa de amortecimento do modelo computacional estd
menor que a da viga ensaiada, indicando que o fator de perda esta sub-avaliado nas
freqiiéncias destas oscilacoes.

O alto grau de amortecimento do sistema sanduiche fica evidente quando se
compara a figura 6.11 com a figura 6.12. Tanto na simula¢do numérica quanto nos
resultados experimentais pode-se verificar que as oscilagdes das aceleracoes tendem
a cessar bem mais ripido na viga 2 (sanduiche) que na viga 1 (eldstica).

O préoximo item faz algumas andlises complementares, buscando aumentar a
precisao das respostas numéricas através de um novo ajuste de parimetros para o
material VHB.

6.1.7 Anadlises Complementares

A primeira estratégia usada para o ajuste dos parametros €, o, S e § do material
VHB foi a utilizagdo dos algoritmos de busca tomando-se por base os valores de
mddulos de elasticidade e fatores de perda obtidos experimentalmente para a viga
C (ver tabela 6.2), o que resultou nos conjuntos de parametros mostrados na tabela
6.4.

Faz-se agora um segundo ajuste dos parimetros €, «, 8 e §, apresentando os
conseqiientes resultados tedricos/numéricos no dominio do tempo e da freqiiéncia
para a viga 2 (sanduiche).

A nova estratégia de ajuste é a de utilizar todos os valores de médulos de elas-
ticidade e fatores de perda obtidos experimentalmente para as vigas A, B e C (ver
tabela 6.2), que estejam numa faixa de freqiiéncia abaixo de 150 Hz. -

Aplicando o algoritmo de busca mista ao conjunto de valores experimentais es-
pecificados no parédgrafo anterior, chega-se ao conjunto de pardmetros ¢, o, B e & da
tabela 6.8.
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Tabela 6.8: Novo Ajuste Paramétrico
e MPa | a MPa | fBs!
3,30 | 7,00 |4,07x108

§ 52
1.60x10°

via Busca Mista

As figuras 6.13 e 6.14 mostram os valores experimentais discretos usados nos

novos ajustes do médulo de elasticidade e do fator de perda do material VHB,
respectivamente, bem como as correspondentes curvas ajustadas. Com o objetivo
de posterior comparagio, apresenta-se também nestas figuras as curvas inicialmente

ajustadas via busca mista que foram obtidas no item 6.1.4.
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Figura 6.13: Novo Ajuste do Mddulo de Elasticidade do Material VHB
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Figura 6.14: Novo Ajuste do Fator de Perda do Material VHB
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A tabela 6.9 corresponde 4 tabela 6.7 reescrita para o novo ajuste paramétrico
utilizado. Comparando os resultados obtidos no novo ajuste paramétrico (tabela 6.8)
com os obtidos no ajuste inicial (tabela 6.4), pode-se concluir dois fatos relevantes:

e As diferencas percentuais entre os valores teéricos e os resultades numéricos
para o novo ajuste paramétrico (tabela 6.8) se mantiveram pequenas, mostran-
do, mais uma vez, que as equagoes de Ross-Kerwin-Ungar [23] (equagdo (6.2))
produzem resultados semelhantes & modelagem computacional via GHM.

e As diferengas percentuais entre os valores tedricos obtidos para o novo ajuste
paramétrico (tabela 6.8) e os resultados experimentais cairam significativa-
mente (mais de 30% em média). Isto é mais um indicativo de que o ajuste
paramétrico inicial nfo estava corretamente associado ao comportamento de-
pendente da freqiéncia do material VHB.

Tabela. 6.9: Freqiiéncias Naturais da Viga 2 para o Novo Ajuste Paramétrico

Freqiiéncia Valores Valores Diferenca () Valores Diferenga(*}
ou Modo Tedricos Experimentais | Percentual Numéricos. | Percentual
1 62,77 rad/s | 56,86 rad/s 941 % 61,35 rad/s 2,26 %
(9,99 Hz) (9,05 Hz) (9,76 Hz)
2 206,25 rad/s | 163,43 rad/s 20,77 % 214,76 rad/s -4,13 %
(32,83 Hz) (26,01 Hz) (34,18 Hz)
3 424,49 rad/s | 365,93 rad/s 13,80 % 423,40 rad/s 0,26 %
(67,56 Hz) (68,24 Hz) (67,56 Hz)

(*) As diferengas percentuais sdo sempre relativas aos resultados tedricos:
Diferenca Percentual = (Valor Tedrico - Valor Experimental on Numérico)/Valor
Tedrico

O amortecimento mais acentuado da viga sanduiche (viga 2) com relagio ao da
viga eldstica (viga 1) pode ser observado nas figuras 6.15 e 6.16, que mostram as
respostas numéricas obtidas para a viga sanduiche no segundo ajuste e os reultados
numéricos da viga elastica, no dominio da freqiiéncia e do tempo, respectivamente.

As respostas dindmicas no dominio do tempo (figura 6.17) e da freqiiéncia (6.18)
para a viga 2 obtidas para o segundo ajuste e comparadas com as correspondentes
respostas experimentais, reforgam a tese de que o primeiro ajuste paramétrico usado
sub-avaliou os fatores de perda, reduzindo a taxa de amortecimento do modelo
computacional:

- Comparando a figuras 6.12 (relativa ao primeiro ajuste) com a figura 6.18 (re-
lativa ao segundo ajuste), pode-se perceber que houve um achatamento dos picos de
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Figura 6.15: Respostas Numéricas no Domizio da Freqiiéncia

60 r T . r v T . r
Viga Elistica —
Viga Sanduiche —
40 4
& 20
u
E
I% iR 1
o
@
8
<-20
.40 |
Oz 03 02 05

Tempo (s)

Figura 6.16: Respostas Numéricas no Dominio do Tempo

ressonancia, o que demonstra a maior taxa de amortecimento do modelo computa-
cional correspondente ao segundo ajuste paramétrico, e, conseqiientemente, uma
aproximacio entre as respostas numéricas/experimentais.

- Comparando-se agora a figura 6.12 (relativa ao primeiro ajuste) com a figura
6.18 (relativa ao segundo ajuste), percebe-se que a resposta numérica aproximou-
se significativamente da resposta experimental. O maior nimero de oscilagoes que
aparece na resposta numérica temporal correspondente a0 primeiro ajuste (figura
6.12), nio aparece na figura 6.18. Isto ocorre devido aos maiores fatores de perda,
principalmente nas freqiiéncias mais altas, que sao obtidos através do segundo ajuste
paramétrico, conforme se verifica observando a figura 6.14.

Considerando as possiveis dispersdes e incertezas que podem ocorrer em ensaios
que caracterizam os MVE, pode-se dizer que os resultados obtidos numericamente
siao bastante razodveis, pois apresentam uma boa proximidade dos resultados expe-
rimentais, conforme pode ser observado ao longo deste exemplo.
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6.2 Placa Sanduiche

Este exemplo visa mostrar a eficiéncia de estruturas do tipo placa sanduiche na
redugiio e/ou controle de vibragGes através de simulagdes numéricas com o programa
ghm3d .for. O comportamento eldstico do modelo computacional usado nas anilises
dinamicas foi calibrado com o auxilio de resultados tedricos (extraidos da teoria de

placas) e computacionais, utilizando-se o programa SAP2000©)[41].

6.2.1 Descricao do Problema

As estruturas analisadas neste exemplo sdo, basicamente, duas placas retangulares
apoiadas nas quatro bordas, sendo uma placa mista constituida de ago e concreto e

uma placa sanduiche, conforme ilustra a figura 6.19.

Segio AA'
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Segdo AA’ - Placa Mista

mm
0 mm‘

concreto

ago
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o ' : MVE
| F+— ago

X
2

Figura 6.19: Descrigdo das Placas Analisadas
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As placas foram submetidas a um carregamento de impacto e as suas respostas
foram tomadas em 9 pontos conforme é mostrado na figura 6.20.
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Figura 6.20: Descricio do Ponto de Excitacio e dos Pontos Observados

6.2.2 Modelagem Computacional

Dos programas computacionais desenvolvidos neste trabalho, utiliza-se aqui o
ghm3d.for com elementos hexaédricos lineares (ver capitulo 5) para andlises es-

truturais.

A utilizacao de elementos sdlidos lineares na modelagem de estruturas sujeitas a
deformagdes predominantemente de flexdo introduz erros significativos nas respostas,
pois estes elementos sdo muito rigidos, ndo admitindo um campo de deslocamentos
que permita flexao no interior do elemento, diferentemente dos elementos de placas

€ cascas.

Neste caso, a solu¢do mais adequada para ajustar o modelo computacional de
modo que as respostas obtidas via ghm3d.for se aproximem ao méaximo dos valo-
res tedricos seria aumentar o grau de refinamento da malha de elementos finitos.
Porém, este procedimento, dentro dos recursos computacionais utilizados e com a
estrutura atual do cédigo do programa ghm3d.for {sem paralelizagio/vetorizagio),
inviabiliza as andlises pois o tempo de processamento e a quantidade de meméria
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computacional, que aumentam significativamente com o nimero de GLs, atingem

valores invidveis, como pdde ser verificado em estudos preliminares.

Uma outra maneira de se de atenuar o problema de excesso de rigidez dos elemen-
tos hexaédricos lineares é a calibracdo do mddulo de elasticidade através do ajuste
de respostas estdticas e/ou dinidmicas do modelo que se deseja ajustar a curvas
referéncias, como € feito a seguir.

Como as estruturas analisadas possuem mais de um material, € necessario que
se ajuste cada um dos médulos de elasticidade envolvidos.

O procedimento de calibragio foi realizado através de uma andlise estatica com-
parativa entre valores de flecha extraidos da teoria de placas com os resultados
numéricos obtidos via SAP2000, com uma modelagem feita por elementos de casca,
e via ghm3d.for, com uma modelagem feita por elementos hexaédricos.

Calibragao do Médulo de Elasticidade do Material - Ago

A calibragao foi feita através de uma estrutura auxiliar composta apenas de ago
correspondente & parte inferior das placas descritas na figura 6.19.

As malhas de elementos finitos usadas na calibracdo do aco estdo mostradas na
figura 6.21.

As caracteristicas fisicas adotadas para o ago estdo mostradas na tabela 6.10.

Tabela 6.10: Caracteristicas do Aco

Médulo de Elasticidade (MPa} | 200000
Massa Especifica (kg/m?) 7827
Peso Especifico (kN/m?) 76,81

Coeficiente de Poisson 0,3
Taxa de Amortecimento (%) 0,0

A flecha w(z,y) ao longo de uma placa retangular apoiada nas bordas e sujeita
a aciio de peso proprio pode ser calculada através da equagio de Navier ([42]), que
é escrita na forma.:

mnx nnL

w(z, y) _ el i i sen =/ b 5 (6.4)

2 2
m=1,35... n=L35. MmN (%— + %I)

5€n

onde:



25 divisées - uma divisdo a cada 250 mm

30 divisdes - uma divisiio a cada 250 mm

Malha de Elementos de Casca: 750 elementos
usada no SAP2000
espessura 10 mm

Malha de Elementos Sélidos: uma divisdo na espessura (um elemento)
750 elemsentos
usada no ghmad.for
espessura 10 mm

Figura 6.21: Discretizagdo das Placas Usadas na Calibragao do Médulo de Elastici-
dade do Ago

sendo E e v, respectivamente, o médulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson do
material que constitui a placa; g, o peso por unidade de area; a e b os comprimentos

relativos as diregoes x e y, respectivamente.

Para a placa auxiliar mostrada na figura 6.21 e submetida & acio do peso préprio,
tem-se o conjunto de flechas apresentado na tabela 6.11.

Os valores de flecha obtidos tanto via SAP2000 quanto via ghm3d.for, que foram
apresentados na tabela 6.11, estdo bastante préximos dos valores tedricos, indicando
que os modelos computacionais usados estio bem calibrados.

Cabe salientar que os resultados obtidos pelo programa ghm3d.for, para a ma-
lha de elementos. finitos possivel, foram ajustados através de um relaxamento do
mddulo de elasticidade que neste caso foi adotado como 77 vezes menor que o valor
apresentado na tabela 6.10.

As 5 primeiras freqiiéncias e modos naturais de vibragio da placa de aco mo-
delada via elementos hexaédricos (ghm3d.for) e via elementos de casca (SAP2000)
sao apresentados na figura 6.22, juntamente com os valores tedricos obtidos através
da expressdo tedrica que segue [25]:

125



m? n?
_,+_) D

(6.5)

onde m e n representam o nimero de meias ondas nas diregoes a e b, respectivamente;

P, € a quantidade de massa por unidade de area.

Tabela 6.11: Flechas para Placa da Figura 6.21 Devido a Agdo de Peso Préprio

Local Valor via Diferenca via Diferenca
Tedrico SAP2000 | Percentual () | ghm3d.for | Percentual (*)

Ponto 1 | 71,85 mm | 71,82 mm 0,04 % 72,25 mm -0,56 %
Ponto 2 | 103,26 mm | 103,23 mm 0,03 % 105,32 mm -1,99 %
Ponto 3 | 71,85 mm | 71,82 mm 0,04 % 72,25 mm -0,56 %
Ponto 4 | 102,48 mm | 102,45 mm 0,03 % 104,01 mm -1,49 %
Ponto 5 | 147,85 mm | 147,84 mm 0,01 % 152,29 mm -3,00 %
Ponto 6 | 102,48 mm | 102,45 mm 0,03 % 104,01lmm -1,49 %
Ponto 7| 75,85 mm | 71,82 mm 0,04 % 72,25 mm -0,56 %
Ponto 8 | 103,26 mm | 103,23 mm 0,03 % 105,32 mm -1,99 %

Ponto 9 | 71,85 mm | 71,82 mm 0,04 % 72,25 mm -0,56 %

(*) As diferengas percentuais sio sempre relativas aos resultados tedricos:
Diferenga Percentual = (Valor Teérico - Valor via SAP2000 ou via ghm3d.for) /Valor

Teorico

Os modos de vibragio obtidos foram idénticos. As freqiiéncias naturais apresen-

taram boa concordincia com variagGes um pouco maiores para o terceiro e quinto

modos.
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Primeiro Modo de Vibragao . Segundo Modo de Vibragao
Frequéncia Natural: 1,63 Hz (SAP2000) Frequéncia Natural: 3,62 Hz (SAP2000)
1,61 Hz {ghm3d.for) . 3,86 Hz (ghm3d.for)

Terceiro Modo de Vibragao Quarto Modo de Vibragao
Frequéncia Natural: 4,51 Hz (SAP2000) Frequéncia Natural: 6,49 Hz (SAP2000)
5,30 Hz (ghm3d_for} 6,36 Hz {ghm3d.for}

Quinto Modo de Vi'brat;éo
Frequéncia Natural; 6,95 Hz (SAP2000}
8,25 Hz (ghm3d.for)

Figura 6.22: Freqgiiéncias Naturais e Modos de Vibragio da Placa de Aco
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A figura 6.23 contém uma comparagao entre as respostas dinimicas obtidas nu-
mericamente nos programas SAP2000 e ghm. for para a carga de impacto descrita
na figura 6.24 com T, = 0,05 s, aplicada no ponto de excitagdo e observada no ponto
5 (ver figura 6.20), mostrando uma boa concordincia.

via GHM3D.FOR ——
via SAP200Q ---------

Deslocamento (mm)

0 0.2 0.4 06 0.8 1 1.2 1.4
Tempo (s}

Figura 6.23: Respostas no Dominio do Tempo da Placa de Ago

‘ forga

5kN

-
tem
}T PO

Figura 6.24: For¢a de Excitagio

Desta maneira tem-se 0 modelo discretizado em elementos hexaédricos ajustado
" as curvas referenciais, estdtica e dinamicamente.

Uma discretizagao com maior nimero de elementos obviamente reduziria as dife-
rencgas entre o modelos, mas isso aumentaria significativamente o esforco computa-
cional, podendo até inviabilizar a andlise conforme serd visto posteriormente.
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Calibragao do Mdédulo de Elasticidade do Material - Concreto

O mdédulo de elasticidade do concreto foi calibrado de forma analoga a adotada na
calibra¢do do mddulo de elasticidade do ago.

"~ A calibragdo do concreto é feita através de uma estrutura auxiliar composta
apenas de concreto correspondente a parte superior das placas descritas na figura
6.19.

As malhas de elementos finitos usadas na calibragao do concreto tém as mesmas
caracteristicas que as mostradas na figura 6.21, exceto no que se refere & espessura,
que para este caso foi tomada no valor de 120 mm (espessura do concreto das placas
da figura 6.19).

As caracteristicas fisicas adotadas para o concreto estio mostradas na tabela
6.12.

Tabela 6.12: Caracteristicas do Concreto

Moédulo de Elasticidade | 25000 MPa
Massa Especifica 2400 kg/m?
Peso Especifico 23,55 kN/m?
Coeficiente de Poisson 0,2
Taxa de Amortecimento 0,0 %

Através de um teste estdtico idéntico ao efetuado para a placa de ago, obtém-se o
valor do mddulo de elasticidade de concreto que ajusta deslocamentos verticais obti-
dos via ghm3d . for com os valores tedricos (equagdo (6.4)). Os erros relativos obtidos
foram da mesma ordem de grandeza dos obtidos para a placa de ago, sendo que o
do mdédulo de elasticidade do concreto na modelagem por elementos hexaédricos foi
dividido por 2,8.

A anélise modal, bem como as respostas no dominio do tempo para a placa de
concreto, também fornecem resultados comparativos com erros relativos semelhantes
aos obtidos para o ago.

Calibrac¢ao do Material Viscoeldstico

O médulo de elasticidade de um MVE é sempre muito menor? que dos materiais
elasticos que com ele compdem uma estrutura sanduiche, fazendo com que sua rigidez
a flexdo praticamente ndo contribua para a rigidez da estrutura. Sendo assim, a
reducao do médulo de elasticidade do MVE em fung¢do do tipo de elemento finito

22 5000 vezes menos rigido que o concreto e & x 10* vezes menor que do ago
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adotado pouco ird influenciar na andlise dos deslocamentos, dispensando assim sua
calibragao.

O MVE usado nestas andlises é 0 mesmo que foi tomado como base dos estudos
paramétricos do capitulo 4.

6.2.3 Respostas Dinamicas da Placa Mista

Apds calibrado o modelo computacional através do ajuste do mddulo de elasticidade
de cada material, faz-se agora a andlise da placa mista (ver figura 6.19).

As malhas de elementos finitos usadas na modelagem da placa mista tém o
‘mesmo grau de refinamento das mostradas na figura 6.21. A diferenca é que na
estrutura mista tem-se duas camadas de elementos na espessura: uma de ago; outra
de concreto.

As respostas dinimicas das placas mistas observadas no ponto 5 da figura 6.20
sujeitas & carga de impacto descrita na figura 6.24 com tempo de aplicagdo 7, =
0,005 s, aplicada no ponto de excitagio, sao mostradas na figura 6.25.

0.08 | ' via GHM3D.FOR —— 1]
via SAP2000 -

0,06
0,04
0,02

0

-0,02

Deslocamento {mm)

-0,04

-0,06

-0,08 4
0 0,05 0,1 0,15 0.2
Tempo (s)

Figura 6.25: Respostas no Dominio do Tempo das Placas Mistas

As respostas numéricas mostradas na figura 6.25 sdo semelhantes, porém apresen-
tam defasagens em funcao das pequenas diferengas entre as freqliéncias naturais da
placa mista obtidas em cada programa que, por sua vez, sao conseqiiéncias do nivel
de refinamento usado nas malhas de elementos finitos hexaédricos do ghm3d.for.
Todavia, num problema onde nio se exige uma alta precisdo de resultados, estas
defasagens nao invalidam as analises numéricas do programa ghm3d.for, j4 que as
diferengas obtidas nos sinais temporais sio visivelmente pequenas.
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6.2.4 Respostas Dinamicas da Placa Sanduiche

A modelagem adotada para a placa sanduiche segue 0 mesmo grau de refinamento
das malhas anteriores (ver figura 6.21), porém agora com trés camadas de elementos
na espessura: uma de ago; uma de concreto; outra de MVE.

A tabela 6.13 apresenta um resumo contendo algumas caracteristicas acerca do
modelo e esforco computacionais, usados na modelagem da placa sanduiche.

Tabela 6.13: Caracteristicas do Modelo e Esforgo Computacionais da Placa San-

duiche _
Nimero de GLs | Niimero de Termos | Largura Média Tempo de
da Matriz Efetiva de Banda Processamento ()
22.842 17.787.681 778 ~ 16 horas (*x)

(*) Para um PC Pentium II 400 MHz, 256 MBytes de memdéria RAM, 2 GBytes
livres de HD
(**) Para se obter uma resposta no tempo com 2000 passos de tempo

Qs valores apresentados na tabela 6.13 deixam claro que um refinamento maior
da malha de elementos finitos inviabiliza as andlises computacionais, conforme foi
destacado anteriormente.

Os programas comerciais disponiveis no PEC da COPPE - UFRJ tratam o com-
portamento reclégico de um MVE, mas nao fazem sua andlise dindmica no dominio
do tempo. Por este motivo as repostas obtidas para a placa sanduiche mostradas nas
figuras 6.26 e 6.27 nao apresentam comparagio com outro programa comercial. Gib-
son et al [11] mostram resultados dindmicos obtidos através da inser¢io do elemento
hexaédricos viscoelastico no programa NASTRAN, porém a forma resumida com
que foram apresentados os dados pertinentes as andlises impossibilitaram qualquer
comparagio de resultados.

As figuras 6.26 e 6.27 comparam as respostas dinimicas no dominio do tempo e
da freqiiéncia, respectivamente, obtidas para a placa sanduiche com as obtidas para
a placa mista, deixando claro o cardter amortecedor dos MVE, sobretudo nas altas
freqiiéncias.
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Figura 6.26: Repostas no Dominio do Tempo das Placas Sanduiche e Mista
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Capitulo 7

Recomendagéés para Projeto e

Verificacao de Estruturas com
MVE

Os aspectos envolvidos no projeto e na verificagdo de qualquer estrutura suscitam
vérias questdes de ordem prética que fogem ao objetivo do presente trabalho. Tais
questdes estio ligadas & andlise dos projetos, detalhes construtivos e & metodologia
de execucio e até mesmo ao estudo de viabilidade econémica, os quais sdo entregues
ao encargo de especialistas. '

Além de todas estas questoes hd as de ordem técnico-cientifica que envolvem
a teoria de amortecimento estrutural, da composi¢do e comportamento reoldgico e
dindmico dos MVEs. Sdo estas questdes que este capitulo visa abordar.

7.1 Introducao

A utilizacdo de MVE amortecedores em estruturas civis € uma tecnologia ainda
bastante incipiente como ji destacado no capitulo 1. Recentemente, a equipe chefi-
ada pelo Prof. Ronaldo Battista do PEC da COPPE - UFR.], em parceria com a
Ponte S/A, vem desenvolvendo um sistema passivo de controle de vibragdes com a
utilizagdo de MVE para ser aplicado no tabuleiro ortotrépico metalico dos vaos cen-
trais da Ponte Rio-Niterdi (figura 7.1(a)). Num &mbito mundial, este é o primeiro
projeto de aplicagdo de MVE como amortecedor estrutural num tabuleiro de ponte
rodovidria.

O sistema passivo de absor¢do de vibragdes consiste na aplicagio de uma pelicula
de MVE sobre a superficie metdlica dos tabuleiros ortotrépicos e em seguida o re-
cobrimento com uma camada de concreto armado conforme ilustra a figura 7.1(b).
O conjunto ago-MVE-concreto funciona como uma estrutura sanduiche, dissipando
energia de vibragdo através do nicleo viscoelastico. Testes realizados num modelo
experimental em escala 1:1, cuja foto estd mostrada na figura 7.2, atestam a efi-
ciéncia do sistema do tipo sanduiche adotado para atenuagdo de vibragdes numa
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qualitativa, a relagdo entre a espessura do nicleo e a taxa de amortecimento do
sistema sanduiche ilustrado na figura 7.3. Pode-se perceber da figura 7.4 que a taxa
de amortecimento do sistema tem inicialmente uma variagdo praticamente linear
com a espessura e em seguida comeca a apresentar um comportamento assintético,
tendendo para um valor miximo que coincide com a taxa de amortecimento do
material viscoeldstico tomado isoladamente [25].

g

g Méximo da Estrututra Sanduiche

Espessura do Sandulche

Figura 7.4: Amortecimento Estrutural em Funcdo da Espessura, do Sanduiche

7.2.2 Influéncia da Faixa de Freqiiéncia de Trabalho

Este fator é de fundamental importincia para o projeto de sistemas sanduiche. E
preciso ter, com relativa precisdao, a faixa de freqiiéncias a que a estrutura a ser
projetada vai ser submetida.

A estratégia para se obter o melhor desempenho em termos de amortecimento
é situar a regiio onde o MVE apresenta os valores de n mais elevados na faixa de
freqiiéncia de trabalho da estrutura, conforme ilustra a figura 7.5. Numa situacao
otimizada, deve-se ter a freqiiéncia média de trabalho correspondendo com o pico
do médulo de perda 7. A equagdo (4.4), que exprime uma aproximagio para 7,

Faixa de Frequéncia
1 de Trabalho

Figura 7.5: Ajuste da Freqiiéncia de Trabalho da Estrutura & Regido com Fatores
de Perda mais Elevados
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bem como sua derivada, podem auxiliar na busca do MVE ideal para a faixa de
freqliéncias na qual a estrutura ird trabalhar/responder. Pode-se até mesmo pre-
definir as caracteristicas dinamicas ideais desejadas para um certo MVE, bem como
suas caracteristicas fisico-quimicas, conforme descritas em Leite [43], e encomenda-lo
junto as industrias fabricantes deste tipo de material.

A fase de projeto relativa ao ajuste de pardmetros deverd ser diretamente in-
fluenciada pela faixa de frequéncias de trabalho. Para demonstrar esta afirmagao,
foramn realizadas simulagdes numéricas para dois MVEs distintos - Material A e Ma-
terial B - submetidos a trés diferentes freqiiéncias de excitagdo - wy = 5 rad/s, ws
= 10 rad/s e w3 = 100 rad/s. Os materiais A e B tém suas curvas caracteristicas

apresentadas na figura 7.6.

6 T T T T T T T T . 1,2

5¢r 1.0
9 _
o 4 ': Material A-E' —— {08
8 : Material A-n ——— 3
:‘é : Material B - E' ------ 3
w3t Material B -1 -+ - los s
Q . S
© : Q
o : If
= :
IE 0,4
= ]

. ] ST T e 0’2

0 L L L] L 1 1 1 N L 0 0

0 100 200 300 400 500 l
Frequéncia (rad/s)

Figura 7.6: Curvas Caracteristicas dos Materiais A e B

O exemplo analisado sdo duas barras como a descrita no exemplo base do capitulo
4, figura 4.4, sendo uma barra constituida do Material A e a outra do Material B.

As andlises sdo feitas para uma carga expressa em Newtons por P = 20sen(w;t),
i =1,2,3 (ver figura 4.4) e as respostas dindmicas consideradas sfio os deslocamentos

g no extremo das barras.

A figura 7.7 apresenta as respostas para cada uma das barras analisadas e para
cada fregiiéncia de excitacdo considerada. Estas figuras deixam claro que 4 medida
que freqiiéncia de excitacio se afasta da regido onde os Materiais A e B tém uma boa
concordancia nas suas curvas caracteristicas (ver figura 7.6), as respostas dinimicas
de cada material para uma mesma freqiiéncia de excitagao tendem a se afastar,
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deixando claro que o ajuste de parimetros deveri sempre considerar a faixa de
freqiiéncia de trabalho da estrutura.

" Matarial A
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i
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o
i
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.30 . . : . .
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(a) Fregiiéncia de Excitaggo w, = 5 rad/s
' ' ' ' " Material A ——
30 Material B ------ )
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E v
E ot
]
[=]
g
0
3
a
@
o -10 F
.20 L
_30 ] 1 1 1 1 1. r
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Tempo (s)
(b) Freqiiéncia de Excita¢io we = 10 rad/s

Material A ——
Material B

Deslocamento {mm)

0 0,04 0,08 02 0,16
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(c) Freqiiéncia de Excitacio w3 = 100 rad/s

Figura 7.7 Respostas Dindmicas dos Materiais A e B
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7.2.3 Temperatura

Todas as analises realizadas neste trabalho supdem uma temperatura constante.
Porém, a temperatura influencia diretamente as curvas caracteristicas dos MVEs;
como mostra a figura 7.8.

El

— [

—.

Regido Viirea Aegido Transiente Regido Embcn'achadl1 Regido de Fluxo

Temperatura

Figura 7.8: Variagio das Caracteristicas Dinimicas de um MVE em Fungio da
Temperatura numa Fregiiéncia Constante

Para o caso em que a estrutura sanduiche em questao estiver sujeita a variagoes
significativas de temperatura, serio necessdrias andlises para varios valores de tem-
peratura, a fim de se determinar a situagio mais desfavordvel.

A melhor temperatura de utilizagio dos MVEs ¢ relativa 4 Regido Transiente
(figura 7.8}, pois € ai que o fator de perda atinge maiores valores.

Uma estratégia para se reduzir os efeitos da temperatura nas estruturas san-
duiches é a utilizacio de mais de umm MVE entre vdrias camadas de restrigio. Os
MVEs usados deverdo apresentar caracteristicas amortecedoras mais elevadas em
faixas distintas de temperaturas, aumentando desta forma a faixa de utilizagao da
estrutura frente ao efeito da temperatura.

7.2.4 OQutros Fatores

Existem outros fatores que também influenciam no comportamento dindmico de um
MVE. Dentre eles podemos citar:

e Pré-carga estitica e

e Técnicas de colagem do MVE.

Estes fatores estio relacionados com detalhes construtivos e néo serdo aqui abor-
dados. Para maiores informagdes ver referéncias [4] e [25].
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7.3 Apliéagéio: Aspectos Gerais do Projeto de um

Amortecedor Sanduiche com MVE

Esta secdo aborda de uma maneira mais pratica os conceitos relativos ao projeto e
3 verificagdo de estruturas com MVE vistos neste capitulo.

Assim sendo, supoe-se que duas estruturas hipotéticas mostradas nas figuras
7.9(a) e 7.10(a) estejam com problemas de vibragdes estruturais excessivas. Para
atenuar estes problemas dindmicos, optou-se pela instalagdo de amortecedores san-
duiches com MVE em pontos estratégicos destas estruturas, conforme descrevem as
figuras 7.9(b) e 7.10(b). Os detalhes dos amortecedores sanduiches a serem instala-
dos estdo mostrados nas figuras 7.11.

S

(a) Estrutura Original

i !

T Amortecedores Viscoelasticos

NI

(b) Estrutura Alterada

Figura 7.9: Estrutura com Problemas Dindmicos: Viga Trelicada

Amortecedares Viscoeldsticos

i 77 T Ixieisi iy e

(a) Estrutura Original (b) Estrutura Alterada
Figura 7.10: Estrutura com Problemas Dindmicos: Prédio

As solugdes apresentadas nas figura 7.9(b) e 7.10(b) sdo semelhantes 4s adotadas
nas torres do World Trade Center e no edificio Columbia SeaFirst (ver figuras 1.2 e
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barra tracionada ou comprimida

1
_— T
chapas
de a
pa— \: ! material

viscoeldstico

{a) Vista Lateral (b) Perspectiva

Figura 7.11: Detalhes dos Amortecedores Viscoeldsticos

1.3), respectivamente. Em ambos os casos, a redugdo das amplitudes de vibragao se
d4 pela dissipagdo de energia no niicleo viscoeldstico, que é solicitado por esforgos
cisalhantes 4 medida que as barras onde os amortecedores estdo instalados sofrem
variagdo de comprimento. Na figura 7.9(b), & medida que a viga sofre flexdo, os
amortecedores viscoeldsticos situado no banzo inferior da treli¢ca sdo alongados ou
encurtados. J4 na figura 7.10(b) as varia¢bes nos comprimentos das diagonais onde
estdo instalados os amortecedores viscoeldsticos sdo provocadas sempre que o prédio
é solicitado por cargas laterais {carga de vento por exemplo).

Impde-se como condigdo de projeto que os amortecedores sanduiches deverdo
atenuar corn maior eficiéncia os modos de vibragoes correspondentes a freqiiéncias
de 24 Hz =~ 150 rad /s de ambas as estruturas, sendo que as mesmas estdo submetidas
a uma faixa de temperatura compreendida entre 5 e 45° C

7.3.1 Escolha do MVE

A escolha do MVE a ser adotado deverd estar condicionada basicamente a:

o Mddulo de elasticidade: Deve-se adotar 0 MVE que tiver o maior valor do
modulo de elasticidade possivel, pois quanto mais rigido é o amortecedor,
menores serdo as amplitudes de deslocamentos. Obviamente, este fator néo
deve ser analizado isoladamente pois, como ji observado nos estudos paramé-
tricos {capftulo 4), o aumento do médulo de elasticidade estd ligado a redugio
da taxa de amortecimento.

o Faixas de freqiiéncia e temperatura de trabalho: Para os casos em questao
deseja-se reduzir principalmente as amplitudes modais de vibragio relativas ao
modo de vibragio correspondente a 24 Hz =~ 150 rad/s. Logo, o MVE adotado
deverd apresentar maiores taxas de amortecimento em torno da freqiiéncia de
150 rad/s para a faixa de temperatura & qual as estruturas estario submetidas.

Supde-se que estejam disponiveis para o projetista trés MVEs (M1, M2 e M3), cujas
envoltdrias de curvas caracteristicas para 5 e 45° C estdo dispostas nas figuras 7.12,
7.13 e 7.14, respectivamente.
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Figura 7.14: Curvas Caracteristicas do Material M3
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(Qual dos trés € o mais recomendavel para os casos em questao? De acordo com as
consideragdes até aqui feitas, o MVE M1 é o mais adequado pois apresenta nas faixas
de freqiiéncia e temperatura de trabalho solicitadas no projeto valores elevados de
fator de perda com um mddulo de elasticidade relativamente alto.

O MVE M1 adotado, na temperatura mais desfavoravel (45° C), apresenta o
seguinte conjunto de parimetros experimentais:
£ = 32000 Pa, a = 76000 Pa, 8 = 1,25x107 s~! e § = 1,77x10% s~2.

7.3.2 - Espessura das Camadas de MVE

A espessura das camadas de MVE estd diretamente ligada ao nivel de amorteci-
mento que se deseja obter, ou seja, mais espessas as camadas, maiores as taxas
amortecimento da estrutura.

Esta ultima consideracdo, tomada isoladamente, leva a crer que quanto mais
espessa a camada, melhor serd o desempenho do amortecedor. Porém, camadas
espessas demais podem deixar os amortecedores muito flexiveis.

Admitindo que as dimensoes a serem adotadas para os amortecedores sejam
as apresentadas na figura 7.15 e que a for¢a P maxima a que estes tultimos serao
submetidos seja de 125 N, fazem-se a seguir algumas andlises estaticas.

P/2
P

espessura = 20 mm

| _espessura = AU mm

espessura = 20 mm

1
! C,=200mm |

Figura 7.15: Dimensoes Adotadas para o Amortecedor Viscoeldstico

O Médulo de Elasticidade Transversal Estdtico (g¢) relaciona-se com o Médulo
de Elasticidade Longitudinal Estatico (pardmetro €) através de equagdes bésicas da
elasticidade (equagéo (2.44)). Para v = 0,25 tem-se entdo:

E 32000
= = =12 .
g 201 +7)  3(1+0,95) 800 Pa (7.1)

Considerando uma distribuigdo uniforme das tensdes cisalhantes (7) nas ligacdes
entre o aco € o MVE e chamando de A cada 4rea de corte nestas ligagdes pode-se

escrever:
_P/2  125/2

A 0,2x0,1

= 3125 Pa (7.2)
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A deformagéio angular (-y) pode ser escrita considerando uma relagio linear com
tensoes cisalhantes 7. Levando em conta os valores de g e T obtidos nas equacéGes
(7.1} e (7.2), respectivamente, chega-se a:

T 3125
=—-—=——=n0,24rad 7.3
1= T 12800 ra (7.3)
Partindo-se da hipdtese de que haverd pequenos deslocamentos e deformacoes
nos amortecedores, considerando o valor de - obtido na equagio (7.3) e observando

a figura 7.16 pode-se escrever:

tanry%v:%—)u:% x0,24=4,8mm (7.4)

Figura 7.16: Relagdo entre o Alongamento Longitudinal » e a Distor¢do Angular

O valor de u na equacéo (7.4) é o encurtamento/alongamento estdtico mdximo
do amortecedor viscoeldstico composto pelo MVE M1 adotado e sujeito a uma carga
P maxima de 125 N, desprezando o alongamento/encurtamento do ago. Caso este
valor seja excessivo, dever-se-a se adotar uma espessura mais fina para as camadas
viscoeldsticas; ou aumentar o comprimento C, do amortecedor (ver figura 7.15); ou
adotar um MVE mais rigido.

7.3.3 Dimensionamento Final

O dimensionamento final do amortecedor viscoeldstico deverd ainda ponderar outros
fatores que ndo foram aqui abordados. Tais fatores sao relativos a:

o Massa da estrutura na qual serdo instalados os amortecedores.

Dependendo da massa da estrutura, o comprimento C, (ver figura 7.11) podera
aumentar pois serd preciso maior quantidade de MVE para dissipar a energia
de vibragdo proveniente das forgas inerciais da estrutura.

o Relacdo entre freqiiéncias naturais da estrutura e dos amortecedores.

Os sistemas de controle passivos precisam de uma boa calibracio entre a
freqiiéncia da estrutura e a freqiiéncia do amortecedor. Alguns altores [2]

144



e [45] propde uma razio entre a freqiiéncia do amortecedor e a freqiiéncia da
estrutura que se deseja controlar aproximadamente igual 0,9. O amortecedor
adotado admite esta relagio de freqiiéncias com a estrutura como serd mostra-
do na préxima secdo. Como a espessura das camadas viscoeldsticas também
influencia na rigidez e, obviamente, na freqiiéncia natural do amortecedor, esta
tiltima também deverd ser considerada nesta calibragio de freqiiéncias.

e Verificagio das freqiiéncias naturais da estrutura com os amortecedores insta-
lados.

A introducdo de amortecedores altera a massa e a rigidez da estrutura, po-
dendo aumentar ou reduzir suas freqiiéncias naturais, alterando a faixa de
freqiiéncia de trabalho usada na fase de projeto.

7.3.4 Respostas Dinamicas

A figura 7.17 apresenta as respostas dindmicas no dominio do tempo associadas
aos alongamentos longitudinais de trés amortecedores viscoeldsticos cujas camadas
sandufches sio constituidas de MVE M1, MVE M2 e MVE M3, respectivamente,
visando simular o comportamento dos amortecedores viscoeldsticos adotados para
as estruturas das 7.9 e 7.10 As dimensdes destes amortecedores sio mostradas na
figura 7.15 e a carga P longitudinal atuante foi P = 125 N aplicada subitamente
(ver figura 7.11).

A figura 7.17 mostra que o amortecedor sanduiche associado a0 MVE M1 amorte-
ceu a resposta dindmica com maior eficiéncia. Em todos os casos, os deslocamentos
dinimicos tendem a cessar, convergindo para a resposta estitica determinada na
equagdo (7.4).

10

Deslocamento (mm)

0 L 1 — 1 L 1 N ] .
0 0,2 0.4 0,6 0,8 1

tempo (s)

Figura 7.17: Alongamentos Longitudinais dos Amortecedores Viscoeldsticos
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A figura 7.18 apresenta os ciclos de histerese obtidos para os trés amortecedores
anteriormente descritos, para uma carga P = 12, 5sen(wt) (unidade de forga em kN),
sendo para w = 142 rad/s. A freqiiéncia de excitagio aplicada nos amortecedores
coincide com a freqiiéncia natural do amortecedor associado ao MVE M1, pois esta
elipse de histerese tem os eixos principais coincidentes com o0s eixo cartesianos, o
que ndo acontece com 0s as outras elipses. Para w = 142 rad/s tem-se a relagio de
freqiiéncia de 0,9, ou seja, freqiiéncia do amortecedor igual a 90 % da fregiiéncia da

estrutura, conforme sugere a literatura.

15
MVE M1 —
10 MVE M2 -
MVE M3 ——
—~ 5
=
=
& O
o P
& .
A
15 —_— ! ) ) - ) N : ]
-0,008 -0,004 Q 0,004 0,008

Deslocamentos (mm)

Figura 7.18: Ciclos de Histerese dos Amortecedores Viscoeldsticos

146



Capitulo 8

Conclusoes

Todas as conclusoes relativas ao exemplo da viga sanduiche s@o muito importantes
pois este exemplo pde frente a frente resultados tedricos, numéricos e experimentais.
Ressalta-se a importincia de comparar tais resultados, principalmente quando se
objetiva validar um tipo de modelagem, como é o caso do GHM.

Este exemplo mostrou que a modelagem de MVEs via GHM fornece freqiiéncias
naturais em conformidade com os valores tedricos estabelecidos pela equacgao de
Ross-Kerwin-Ungar [25] (equagdo (6.2)), indicando que o GHM é um método preciso
para se simular computacionalmente problemas dindmicos que envolvem MVEs.

A boa concordincia entre as respostas dindmicas obtidas numericamente com as
respectivas respostas experimentais no exemplo da viga sanduiche é outro indicativo
de que a modelagem dindmica de MVE via GHM é eficiente e fornece bons resultados.

Obviamente, a precisdo do GHM est4 diretamente ligada com uma boa represen-
tagdo do médulo de elasticidade e do fator de perda do MVE em questao, isto ¢, deve-
se ter um conjunto de pardmetros €, e, 8 e § associados a funcées E (€, ¢, §, 9, w)
(equagdo (4.3)) e n(e, o, B, 4, w) (equacdo {4.4)) bem ajustadas as curvas experimen-
tais. '

A influéncia do ajuste de parametros €, «, § e d pode ser observada no exemplo
da viga sanduiche. A medida que se melhorou o ajuste, as respostas numeéricas se
aproximaram das respostas experimentais.

O exemplo da placa sanduiche esbarra em problemas de ordem computacional.
Como o ghm3d. for (programa usado nas andlises deste exemplo) é dotado apenas de
elementos hexaédricos lineares de 8 nds, a modelagem da parte eldstica da estrutura
fica comprometida, pois este tipo de elemento ndo admite deslocamentos de pontos
internos e, conseqilentemente, ndo permite flexio no &mbito do elemento, tornando-o
muito rigido e exigindo um grande refinamento da malha para se obterem resultados
satisfatdérios. Este problema pode ser reduzido incrementando-se a qualidade dos ele-
mentos, por exemplo, utilizando-se elementos hexaédricos com fung¢des quadraiticas
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de interpolacdo.

Além dos problemas relativos 4 qualidade do elemento finito usado nas andlises
tridimensionais, ainda existem aqueles relacionados com o mal condicionamento das
matrizes do problema devido a pequena espessura dos elementos se comparada com

as demais diregoes.

Outro fator que contribui para o mal condicionamento das matrizes relativas &
modelagem via GHM de estruturas sanduiche é a grande diferenga entre os mddulo
de elasticidade dos materiais envolvidos no problema, que, dependendo dos mate-
rias que constituem o sanduiche, pode ultrapassar 5000%. Neste caso, a melhor
estratégia para se contornar este problema € a utilizagao de pré-condicionadores no
tratamento das matrizes mal condicionadas.

O exemplo da placa sanduiche deixa claro que analise dindmica via GHM de um
modelo tridimensional mais refinado necessita de computagao de alto desempenho,
com 'pa,ralleliza,gé,o e/ou vetoriza¢do do cddigo, visto que os GLs dissipadores que sdo
acrescentados ao problema aumentam substancialmente o esforgo computacional.

Pode-se dizer que o presente trabalho alcangou seus objetivos principais, dotan-
do o PEC da COPPE/UFRJ de um modelo matematico/numérico implementado
num programa estruturado de elementos finitos, que viabiliza a andlise dinamica de

estruturas com MVE.

As sugestdes para futuros trabalhos sdo vdrias visto que, dentro da linha de
pesquisa sobre modelagem dindmica comput-e;,ciona.l de MVE do PEC da
COPPE/UFRJ, este é o primeiro trabalho, o que faz com que muitas lacunas acerca
deste assunto ainda estejam por ser preenchidas.

Desta forma, as sugestdes para futuros trabalhos sdo separadas em trés grupos:

1. Melhorias Computacionais das Implementagées do GHM
No capitulo 5 foram apresentadas varias possiveis melhorias para os cddigos
implementados, que também podem ser encaradas como sugestes para futuros
trabalhos. Sdo elas:

e Expansio da biblioteca de elementos;

e Utilizagao de elementos isoparamétricos de alta ordem para uma melhor
modelagem de problemas com contornos irregulares;

s Implementag¢io de uma rotina de pré-processamento para otimizar a nu-
meragio nodal;

s Utilizacio da técnica elemento por elemento [40] na qual as matrizes
globais do sistema nao sdo montadas, o que aumenta a capacidade do
programa de resolver problemas com elevado nimero de GLs e
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o Paralelizagio e vetorizacio do procedimento também visando aumentar
a capacidade de processamento.

e Utilizagio de métodos iterativos (Newton-Raphson) para reduzir o dese-
quilibrio de forgas internas/externas, visando melhorar a qualidade dos
resultados, principalmente na que diz respeito a determinacgio do estado
de tensoes dos MVE.

e Implementacao de um pré-condicionador para atenuar os problemas de

mal condicionamento matricial

2. Anilise de novas formulagdes no dominio do tempo para modelagem dinadmica
de MVE

s Modelagem de materiais compdsitos associados com MVE na elaboragao
de estruturas com alto grau de amortecimento. Os trabalhos de Quian et
al [12] e Y1 et alli [13] sdo exemplos deste tipo de modelagem.

e Estudo da equagio diferencial da viga sanduiche apresentada no Apéndice
A no intuito de se desenvolver um elemento finito capaz de englobar as
caracteristicas eldsticas e viscoeldsticas dos materiais que a constituem,
sem a necessidade de se discretiza-los separadamente.

e Modelagem de MVEs via GHM utilizando para a fun¢io de dissipagao a
representacgio Biot (tabela 2.1) aproximada por uma série com mais de
dois termos, ou uma das outras funcées contidas na tabela 2.1.

3. Aplicagio dos programas desenvolvidos a outros tipos de estruturas

e Anilises de estruturas aeroespaciais amortecidas com MVE.
O uso de MVE como amortecedores estruturais em satélites, por exemplo,
é bastante conveniente, visto que fora da atmosfera terrestre a dissipacao
de energia de vibragdo através do meio é nula.

e Andlise de bases viscoeldsticas funcionando como isoladores de vibragéo.
O uso de isoladores de vibragio em estruturas sujeitas a abalos sismicos
é crescente, e 0s MVE podem ser usados com esta finalidade (ver foto da
figura 1.4).
Outra utilizagao de MVE como isoladores ocorre em estruturas mecinicas
conectadas a motores. A excitacio dinimica harménica e continua resul-
tante da rotagao do eixo pode provocar vibragbes excessivas tanto na
estrutura de sustentagdo do motor, quanto no conjunto de pecas que nele
estejam acopladas.

O cardter amortecedor dos MVE, quando utilizados de forma conveniente, foi
verificado ao longo de todo o trabalho, 0 que incentiva a continuidade dos estudos
sobre estruturas amortecidas por camadas de materiais viscoeldsticos.
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Apéndice A

Modelo Analitico de Viga
Sanduiche

A.1 Introducao

Uin tipo de estrutura que utiliza material viscoeldstico como amortecedor estrutural
sao as vigas sanduiches. Dentre essas vigas, as mais comuns sdo constituidas de uma
unica camada de material viscoeldstico entre duas camadas de material eldstico,
denominadas camadas de restricdo, conforme ilustra figura (A.1). Vigas com mais

camadas de material viscoeldstico também sao consideradas vigas sanduiche.

/ / Segao Transversal

Camada de Restricio

&g‘\g\i\k\@

Camada de Restrigao

Figura A.1: Exemplo de Viga Sanduiche

Uma viga sanduiche desenvolve maiores amortecimentos na flexdo que uma viga,
de dimensoes idénticas constituida apenas do material eldstico da camada de restri-
¢ao. Isso se deve a sua maior dissipagdo de energia de deformagdes no nticleo devido
ao cortante.

Os maiores esforgos cortantes para uma viga submetida a flexdo estio em seu
nicleo ! que, para uma viga sanduiche, é constituido de material viscoeldstico. Se
o nucleo fosse muito flexivel, haveria grandes deformagdes devido ao cortante para

1Partindo-se das hipdteses adotadas na Resisténcia dos Materiais, chega-se a uma distribuigao
parabélica do cortante, com valores nulos nas extremidades e méximo no centro, para uma secao
retangular



pequenas tensoes cisalhantes e, conseqiientemente, pouca dissipagao de energia. Se o
ntcleo fosse muito rigido, haveria pequenas deformactes devido ao cortante e, mais
uma vez, ter-se-ia pouca dissipagao de energia. Para um nicleo com caracteristicas
intermediarias, como € o caso de material viscoeldstico, haverd deformagdes mode-
radas com o surgimento de tensdes também moderadas, levando a dissipacao de
energia através do cortante a um valor mdximo.

A.2 Formulacao Matematica

A.2.1 Equacgao Diferencial dos Deslocamentos Transversais

Essa equacdo foi desenvolvida por Di Taranto (8] e Mead et al [9] e essa secio é
baseada nesses dois trabalhos.

Considere uma viga sanduiche de largura unitaria. As camadas de restrigdo
tém espessura hy ¢ hy e 0 nicleo tem espessura hy (figura A.2(a)). As camadas
de restri¢do sdo puramente eldsticas, com mddulos de elasticidade longitudinal E;
e Fy. O nicleo é constituido de material viscoeldstico de mddulo de elasticidade
transversal G* = G' (1 +in) =G +iG"

A tensdo de cisalhamento no nicleo pode ser escrita como (equagio (2.43)):

T=G"y (A.1)

mas

Oow Ou
7= (% + a) (A?)

e da geometria do problema mostrada na figura (A.2(b)) pode-se mostrar que

Oou h1+h33_w+u1——u3

0z 2Zhy Oz hy (A-3)
logo, substituindo as equagGes (A.2) e (A.3) na equacdo (A.1), chega-se a:
o d0W Uy —us
T=0G (h2 e + i ) (A4)

onde d = hy + (hy + h3)/2; w é o deslocamento transversal; = representa as coorde-
nadas longitudinais da viga; u, e u, sio, respectivamente o deslocamento longitu-



dinal do eixo das camadas de restri¢io e u, sem indice, representa o deslocamento

longitudinal de um ponto qualquer no nicleo.

A forca cortante total, S, consiste em trés componentes conforme ilustra figura

(A.2(c)):

o A forca cortante, S, associada com a rigidez a flexdao, D, da lamina superior:

Fw -
S] = Dl-g—x—a- (AD)

onde D; = E;1h3/12;

z,w Seciio Transversal
xu

€-----—---- 1 ﬁm.in&Superiorvﬁff------f}—flll’llga'}g fffffffffffff - §ha
§ Niicleo Viscoelistico > d[ |h2
= n lano
f-----—--- -l:ammalnfenmkﬂfwﬁ---v—}—f};aro fffffffffffff -~ {ha
Largura
Unitaria

(a) Dimenstes e Coordenadas do Sistemna

w _ E
: 5
MR
W[ _____ face com :
R delormacao M . 1
ouy - gl !
Tace : R .
1ndeformaaiz _____ N :
o M.omentocforgél R M, Sy
ot cisalhante total; Componentes das for¢as
! € momentos
{(b) Deslocamentos {c) Forgas e Momentos atuando
numa 8e¢ao
4 !
TSx
R Ae
<P | limina | B4R
inferior
Hx

{d) Forgas Longitudi-
nais na Lamina Inferi-
or

Figura A.2: Caracteristicas das Forgas e da Geometria Envolvidas no Problema



s A forga cortante, S3, associada com a rigidez a flexo, D3, da lamina inferior:

Fuw
= Dq—— A,
S =Dy s (A.6)

onde D3 = E3hg/12,

e A for¢a cortante, S, associada com a tensdo de cisalhamento 7 do nicleo.
Admitindo que o nicleo estd submetido a uma tensio de cisalhamento con-
stante, e que a tensdo cisalhante nas laminas varia linearmente a partir de

zero, pode-se considerar entdo uma tensao cisalhante constante entre os eixos
das laminas. Isso equivale a:

Sy = ~7d | (A7)

onde o sinal de menos é incluido ji4 que a forga cortante é oposta a diregao
positiva.

Entdo, o esfor¢o cortante total S, é dado por:

FPw ., [(dow u—us
S—Syh%+8y—@h+Dﬂag—Gd(55;+ - ) (A8)

O carregamento transversal p que atua na viga se relaciona com o esforgo cortante
S por: p = 85/8z. Logo, derivando a equagio (A.8), chamando D, + D; = D, e
rearranjando, obtém-se:

p=D (A.9)

w B G*d? 5w _G*d (0w, Oug
Ozt hy Oz2 ho \ Oz Oz

Chamando de P, e P; as forgas longitudinais totais em cada ldmina respectiva-
mente, pode-se expressd-las em fungdo dos deslocamentos u; e us:

Bul 3’&3
P, = Eh— Py= - .
1 1P e 3 = E3hy 3z (A.10)
e por equilibrio das for¢as longitudinais, tem-se P = —Ps, ow:
5u1 6'&3
Eihi— = —E3hs3— .
v 3hs 5z (A.11)

Considerando a natureza fisica do problema e seus deslocamentos, pode-se também
escrever que



E1h1u1 = E3h3’l£3 - (A].?.a)

e a equagao (A.9) pode entdo ser reescrita como:

4 * 2 ®
Dtaw_GdQBw_Gd E\h, + Ezh; 3u3:p (A.13)
ord hy Oz ho E\h ox
Para as equacgoes que seguem é conveniente introduzir os pardmetros:
G* 1 1
= — Al4
= W (Elhl * E3h3) (A-14)
e
d? { E hEshg
V= —|—0—F—— A15
Dt (Elhl + E3h3 ( )
que usados na equacgao (A.13), depois de rearranjada, fornece:
o g Eshsd 0
w 0w p 33d Ug P (Alﬁ)

Agora, considerando o equilibrio na dire¢io longitudinal, ao longo do compri-
mento de um elemento dz (ver figura (A.2(d))), tem-se:

8P

0Py = —1éz = 5 =T (A.17)

Substituindo o valor de Py (equagio (A.10)) na equagio (A.17), chega-se a:

P
= on 9 (EaHa%) (A.18)
T T '

e introduzindo o valor de 7 (equagio (A.4)) e utilizando a equagdo (A.12) para
eliminar ;, apds rearranjos, a equagao (A.18) fica:

32u3 Dt ow

7 = —qY 2=
arz 7T TV Ehad oz

(A.19)

As equagdes (A.16) e (A.19) constituem o par mais simples de equacdes diferen-
clais que relacionam os deslocamentos w e ug com a carga aplicada p. Ao eliminar wug
deste par, uma unica equagio diferencial de sexta ordem, em funcio de w é obtida:



w w1 (O
e L (%)

A.2.2 Solugdes Especiais para Carregamento Harménico

O deslocamento transversal de uma barra sob a acfio de uma carga externa depen-
dente do tempo ¢(z,1), incluindo forcas de inércia, é tal que:

2

w
W + Q(I, t) (AQI)

p=-m
onde m é a massa por unidade de comprimento considerando as trés camadas da
secdo transversal da viga.

Substituindo a equagdo (A.21) na equagao (A.20), tem-se a equagio diferencial
para vibragoes forcadas da viga:

B Fwm { w 0%w 1 (8%
55 I Y)Fa T, (az23t2 ~ ) ) (@ - gp) (A.22)

A equagdo (A.22) ndo considera efeitos de inércia & rotacéo.

Para um carregamento harmadnico

q = Q(z)e™* (A.23)

w pode ser expresso na forma:

w = W(z,w)e" (A.24)

Em geral W = W(z,w). Entretanto, admitindo-se um conjunto de distribuigtes
de carga (Jn{z) que excitam somente um modo particular W,(z) que nio variam
com a freqiiéncia pode-se escrever w na forma.:

w = Wi(z)T,(w, ) (A.25)

onde a dependéncia do tempo e da freqiiéncia esta contida em T,,. Nesse caso é como
se a viga se comportasse como um sistema de um grau de liberdade para cada modo
i =1,...,n. Os modos W, (z) serdo chamados de modos normais amortecidos da -
viga e as componentes §,(z) de carregamento normal amortecido.



E conveniente selecionar os carregamentos normais amortecidos proporcionais a
mW,(z). Em particular:

dn = Qn(z)eim = PmWn(-T)ewt (A26)

onde P é um coeficiente a determinar.

Os valores de w e g, das equagdes (A.25) e (A.26), respectivamente, satisfazem
simultaneamente a equagdo (A.22). Chamando as derivadas de W,, com relagdo ao
~ tempo de W,;, W,’:, ...,W e a segunda derivada de T, com relagio ao tempo de
T.,, pode-se obter da equagio (A.22):

"

gWa) + T[Wy' = (L + Y)W = Po (W, -
t

T, % (W, T —gW)et  (A.27)

n
t
ou

Wi — g(1+ Y)W
(m/De)(Wy, — gWa)

To + T, = Pet (A.28)
Como T, é uma fung¢éo de w e de ¢ e ndo de z, o coeficiente de T;, na equagdo
(A.28) é uma constante complexa a + ib, independente de z e essa equagdo pode ser

reescrita como:

Tn + (a + )T, = Pe** (A.29)

A amplitude de T}, agora varia com w , ou seja, € a resposta em fregiiéncia de
um sistema de um sistema massa-mola-amortecedor andlogo. A amplitude mixima

desse sistema ocorre na freqiiéncia de ressonincia w, = a'/2.

A intensidade e a
forma da correspondente curva de resposta em freqiiéncia equivale a um sistema
com fator de perda 7, = b/a. Dessa forma, pode-se substituir a + b por w2(1 + 27;)

e a equagdo (A.29) pode ser escrita numa notagio mais familiar como:

To + w2(1 + i, )Ty, = Pe® (A.30)

Para se obter esses modos normais amortecidos, igualam-se as expressoes dos
coeficientes de T, das equagfes (A.28) e (A.30), o que resulta:

W — g(L + Y)W — 2(1 + imy) (%) (W
t

'

gW) =0 (A.31)



Pode ser mostrado que os termos envolvendo iw2n,, na equagdo (A.31), estdo
associados com o carregamento normal externo. Para tal, basta substituir

q = iwin, mWpe™! (A.32)
)
P
e
w = W, (z)e™r : (A.33)

na equagio (A.22) e a equacio (A.31) é obtida com os termos w27, vindo inteira-

mente de g.

A equagéo diferencial homogénea (equacio (A.31)), juntamente com as Condigdes
de Contorno (CC) da viga sanduiche, sé6 pode ser satisfeita por um conjunto par-
ticular de fungdes W, em valores particulares de wy, € 7.. Como a equagdo (A.31) é
de sexta ordem, as fungdes W, podem ser expressas na f(_)rma:

6
Wy =3 Apete (A.34)

g=1

Os valores An, 530 as raizes complexas da equagio caracteristica:

X = g1+ VI = i1+ ime) () D2 - 6] =0 (A.35)

Para se determinar o conjunto de coeficientes A,, para uma viga e modo particu-
lares e os correspondentes valores de freqiiéncias de ressonancia wy, e respectivos 7y,
a equagao {A.34) deverd satisfazer seis CC homogéneas.

Os coeficientes 4,, s30 em geral complexos, conseqiientemente, os modos normais
amortecidos W}, sdo também complexos.

A préxima secdo discute as CC para W.

A.2.3 Condigoes de Contorno Possiveis para W

Para cada caso particular de viga sanduiche, deverdo ser extraidas seis CC.

Antes de se escreverem algumas possiveis CC, € preciso ter expressoes das forgas
longitudinais P, e P3, do momento fletor M e do esforgo cortante S em termos de
W e p apenas.



As equagdes (A.9), (A.10) e (A.11) podem ser convenientemente manipuladas
para se mostrar que:

D, (0w FPw p
Po=_—P = —gy—— _ £ A.36
! 7 gd (31:4 9% 952 T Dy (A-36)

O momento fletor total M atuante na se¢do pode ser dividido em trés partes,
analogamente ao esfor¢o cortante:

" e Momento fletor M; associado com a rigidez a flexdao D, da camada superior:

O*w
M, =D — A37
1= Dy 57 (A.37)

e Momento fletor M; associado com a rigidez a flexdo D; da camada superior:

Ow

e Momento fletor M, associado com o bindrio P; e P,, que atua ao longo no
plano médio das camadas externas, isto é:

D, { 8w Pw  p
M=4+Pd=-"—|——gY — — — A.39
s g (3:64 9% Bg2 D, ( )

Entao

D, { 8w Fw  p
=M M,==—"|-——— Y) —+ — A.40
M L+ M, + M, g( 3$4+g(1+ )az2+Dt ( )
e como S = 3 tem-se também:
D, { &w Bw 1 0p
S=—|——— 1+4Y)—+ —— A4l
g ( 3:c5+g( + )33:3+Dt3$ (A41)

Quando a viga estd vibrando em um modo normal amortecido, p, que foi expresso
na equagio (A.21), deve ser substituido por mw?(1 + in,)W, apds se observar os
valores de w (equagdo (A.33)) e ¢ (equagdo (A.32)), bem como w deve ser substituido
por W, pois 0 carregamento ¢ excita somente um modo W,.

Seguem as possiveis CC para os modos de uma viga sanduiche.

e Deslocamento transversal impedido na extremidade

[Wn]end =0 (A42)



¢ Rotacdo impedida na extremidade

[G;Z“LM =0 | (A.43)

e Momento fletor, M = 0 na extremidade. A equagio (A.40) fornece:

: " mw2 .
W a1+ VW, - i =0 ()
t

end

e Bsforco cortante, S = 0 na extremidade. A equagdo (A.41) fornece:

t

s Tn&)z i
W - g1+ VW - S| =0 (A
D end

o Deslocamentos u, e u3 sem Testricio na extremidade, isto é, P, = P; =0. A
equagao (A.36) fornece:

2

[W,i” —gvw; - T +z'nn)wn] ~0 (A.46)
i

end

e Deslocamentos u; e uz sdo restringidos ao longo de todo o sanduiche. Isso
significa que a deformagéo cisalhante no nicleo é impedida e S; = 0. Entao,
da equacdo (A.8), tem-se:

Pw
= — A.47
y Dt I: 633 l end ( )
mas S também é dado pela equagdo (A.41). Utilizando essas duas equagdes,
chega-se a:

1t TTMU2 I

Wy — gY W, - Z=2(1+ z‘nﬂ)wn] =0 (A.48)
¢ end

Outras CC podem ser obtidas considerando-se deslocamentos prescritos diferen-
tes de zero, apoios flexiveis, etc.

A.2.4 Ortogonalidade dos Modos Amortecidos

Se um par de modos W, e W,,, satisfazem uma relacio de ortogonalidade na forma

[o WaWndz =0 (n #m) (A.49)

10



entdo a solugio geral para vibragoes forcadas pode ser reduzida a uma forma bastante
simplificada (ver préxima se¢io). Essa relagdo ndo pode ser provada somente através
da equagdo (A.31) pois o problema ndo é auto-adjunto. Apesar disso, o fato do
problema n&o ser auto-adjunto nao exclui a possibilidade da ortogonalidade acima.
Considerando-se, entretanto, o par de equagdes (A.16) e (A.19), que foram base na
deducio da equagio (A.31) e introduzindo p = wZ(1+1in,)mW,, esse par de equagdes
resultam:

g1+,

W — oYW, + gXu, = w? D mW, (A.50)
¢
e
1 Y ’
Uy — Uiy = —%—Wn (A.51)

onde X = E3h3d/D, e u, é o deslocamento longitudinal correspondente a fun¢io de
deslocamento transversal W,,.

A equagio (A.49) pode ser verificada multiplicando-se a equagao (A.50) por W,
integrando ao longo do comprimento

I : " i 1 + ]
/ W, [W,;" _ YW + gXu, — w2 D”?"
o t

mWn] dz =0 (A.52)
multiplicando-se o valor de W,,, por W,, também integrando ao longo do comprimento

i : 1] ] 1 + )
[ w. [W;;’ — gY Wi + g Xy, — w1
o t

me] dz =0 (A.53)
e subtraindo-se as equacdes (A.52) e (A.53) membro a membro. Esta ultima operacao,

apés desenvolvimentos, resulta:

l H l H
Y ( fo W W dz — fo W, Wdz) +

+gX UOZ U Wi — foz Wnu'md:r:) +

1 ! {
+— (wﬁ / mW, Wp.dx —wfn f mW,Wndz| +
Dt 0 0
1 2 [ 9 i _ '
+3 wmnm[J sznWmdx—wnnn/ mW,Whdz| = 0 (A.54)
¢ 0

Para que a equagio (A.54) seja satisfeita quaisquer que sejam W,,, W, un, e i,
ou seus termos entre parénteses se anulam, ou cada uma das integrais se anula. Para

11



a primeira hipdtese seria necessirio que m = n, o que é falso. Conseqiientemente,
cada integral da equagio (A.54) devera ser igual a zero. Com isso a verificacao final
da equagdo (A.49) fica trivial e ainda se pode escrever:

l

[ mRe(W,) Re(Win)da = 0 (A.55)
i
| mIm(W,)Im(Wy,)dz =0 _ (A.56)
/ i Re(Wo) Im(Win) + Im(W,)Be(Wn)lds =0 ©  (A57)
ou
fo (W W+ | — W W) da = 0 (A.58)

onde o asterisco designa o complexo conjugado.

Essas propriedades de ortogonalidade justificam a terminologia “modos normais
amortecidos” e “ carregamento normal amortecido”.

A.2.5 O Problema Geral de Vibragoes Harmonicas Forgadas

Supondo-se agora que a viga sanduiche estd sendo excitada por um carregamento
harménico genérico

g(2,t) = Q(z)e™" = [Qr(z) + Qi (z)]e™* (A.59)

Escrevendo esse carregamento como uma série infinita de cargas normais amorte-
cidas, isto é

Qz) = i kWi (A.60)

Multiplicando a equagio (A.60) por W, e integrando de z = 0 a z = [, em
virtude da equacio (A.49), pode-se chegar a:

_ i Q(z)W,dz

"= s (A.61)

Escrevendo a solugao geral do problema de vibrag¢io na forma

12



w=Y BW,e (A.62)

A equagdo (A.22), juntamente com as equagdes (A.59), (A.60) e (A.62) agora
fornecem: -

0 . . " 1 e H
> B, [W,f‘ —-g(1+ Y)W - bnlw?(Wn - an)] =7 Y k. (W, — gW,) (A.63)
n t t n

Em secdo anterior deduziu-se que essa equagao deverd ser satisfeita para cada
modo separadamente, isto é

Wo— g1+ Y)W —

mw " 1 kn
"Dy ;

2 = W, — A.64
(Wn an) D B ( n gWﬂ-) ( )

n

onde as fungdes W, sio geradas a partir da equagdo (A.31). Combinando a equagio
(A.31) com (A.64), chega-se a:

ka

Bn= miw2(1+7,) — w]

(A.65)

onde k, = k. + ik, € totalmente determinado através da equagdo (A.61).

Finalmente, da equagio (A.62), a resposta dindmica em qualquer ponto z ao
longo da viga fica:

w(o,t) = 3 Wal0) s Q) Wrdae

=t mfy WRAzw2(1 + 7a) — w?]

(A.66)

A.3 Exemplo: Lamina Engastada e Livre

A.3.1 Caracteristica Gerais do Problema

O exemplo que segue é uma lamina composta de duas camadas metdlicas e uma
camada de material viscoeldstico, conforme descreve a figura (A.3).

Nesse exemplo os material constitutivo da viga sanduiche sio:

e Camadas de Restricao: Aco - Material 1

e Material Viscoeldstico: SJ2015X da 3M - Material 2

13



material 2

/—_
/ $hy | oy
material 1 1h3 1
mutertal § b
L
X q(x,t)=Q, sinfd t)

wm

Figura A.3: Descri¢ao do Exemplo
O material viscoeldstico usado tem como valor caracteristico para o médulo de

elasticidade transversal G* = f(w) = G'(1+in) =G +iG" a uma temperatura de
51 °C [17);

InG = 0,579In ;"—W +0,783 (G em NJcm?)
InG" = 0,601ln ;—W +0,788 (G em Nfem?) (A.67)

Outras caracteristicas do problema podem ser encontradas na tabela 4.1

tabela 4.1: Dados do Exemplo

Caracteristica Varidvel Valor
Comprimento da viga L 61,456 cm
Largura da Viga by=bs=1b 2,54 cm
Alturas do Material 1 hi=hs=h 0,635 cm
Altura do Material 2 ho 0,01 cm
Massa/unidade de Volume do Material 1 Paco 7,850 x 1073 kg/m?
Massa/unidade de Volume do Material 2 Duisco 1,102 x 1073 kg/m?
Moédulo de Elasticidade do Material 1 E,., 2,1 x 107 N/cmd

Deve ser observado que toda a formulagio matematica descrita na secio 4.2
foi desenvolvida para uma viga de largura unitaria. Portanto todos os termos gue
envolvem a area e a rigidez a flexdo da viga, devem ser multiplicados por b

14



A.3.2 Resposta para Carregamento Senoidal

A forca de excitagido do sistema é

q(z,t) = Q,sin(wt) (A.68)

sendo @, =10 N, e w = 2nf = 4,40 rad/s.

A fim de se obter a resposta do sistema, deve-se ter o carregamento na forma
(ver equagdo(A.59)):

g(z,t) = Q(z)e™ = [Qr(z) +iQi(z)] €' (A.69)

Ignalando as equagdes (A.69) e (A.59) pode-se chegar a:

g(z,t) = [Qo sin(wt) cos(wt) — iQ, sing_ (wt)] gt (A.70)

logo:

Q(z) = Q,sin(wt) cos(wt) — iQ,sin® (wt) (A.71)

Para se obter a resposta do sistema, faz-se também necessaria a determinacao
dos modos normais amortecidos W, = ¥3_; Aye*®; n = 1... niimero de modos

considerados (equagdo (A.34)) e seus respectivos valores de wy, e 7.

Para tanto, Sun et al [17] cita que Mead e Markus apresentam uma solugdo
iterativa da equagio caracteristica (A.35) e das 6 equagdes resultantes das CC do
problema (equagdes (A.42) a (A .48)).

O presente trabalho analisa o problema da seguinte forma:

De posse das 6 equagles resultantes das 6 CC homogéneas para cada modo
W, = 22=1 ApeMeT ¢ possivel escrever esse sistema de equacdes na forma:

HA=0 (A.72)
onde # é a matriz que contém os coeficientes das equagOes resultantes das CC que
multiplicam A.,; A = {An), A1, .., Agg}T e 0 é um vetor de elementos nulos.

A titulo de ilustragdo, faz-se uma expans&o parcial da equagdo matricial (A.72)
que resulta na equacio (A.73). Nessa equagio estdo representadas duas CC:
[Wale=o = 0 (equagdo (A.42)) [Mﬂ] = 0 (equagao (A.43)):
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\ . \ 4

Devido a natureza fisica das equactes de contorno, pode-se dizer que as mesmas
sao linearmente independentes, o que resulta numa matriz H que pode ser invertida.
Desta maneira, a tinica solucfio para o sistema matricial da equagdo (A.72) é a trivial:

A=0 - (A.74)

Obviamente essa solucao nao interessa pois W,, # 0

Para que o sistema linear da equagio (A.72) admita solugdes diferentes da trivial
é preciso que o determinante da matriz # seja igual a zero.

Para tal o presente trabalho propde um procedimento iterativo para que se
busque valores de w, e 7, que substituidos na equagio caracteristica (A.35) forneca
valores de A tais que substituidos em H forneca det(H) = 0 e, conseqiientemente,
solucoes diferentes da trivial.

Esse procedimento bem como a discussio sobre a possibilidade de se determinar
tais valores de w, € 7, seriam bastante especificos, fugindo dos objetivos desse tra-
balho. Tal assunto se encontra incluido na lista de propostas para trabalhos futuros
ao final das conclustes deste apéndice.

O presente trabalho aproxima as freqiiéncias amortecidas w, pelas nao amorte-
cidas de uma viga engastada e livre: '

E 1 |
w o~ 18754 #I“; — 8,820 rad/s (A.75)

Wy

X
=~
o0
]
o
b
= | M
S
~
If
ok
o
-
o o]
o
=
2
=
=,
.
W
o
"‘J
"‘J
o

onde p é a massa por unidade de comprimento da viga e I = 2(bh3/12)

Os valores aproximados para w, wy w3, se levados a equagio (A.67), fornecem
as aproximagdes tomadas para 7, lembrando que n =G /G
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m = 1,013 (A.79)
m = 1,054 (A.80)
m = 1,078 (A.81)

Os valores aproximados de w, € 7, se levados & equacgdo caracteristica (A.35)
fornecem os seguintes valores de A,,:

¢ Para o primeiro modo:
A, = +0,0328138 4+ £0, 0066468
A2 = —0,0328138 — 20,0066468
A3 = +0,0035600 + 40,0014712

A4 = —0,0035600 — 20,0014712

A1z = —0,0064615 + 20, 0325347
A6 = +0,0064615 — 20, 0325347

o Para o segundo modo:
A1 = +0,0821940 + :0,0169395
Az2 = —0,0821940 — 40, 0169395
Aoz = +0,0035602 + 20,0014717
Ag4 = —0,0035602 — 70,0014717
A2 = +0,0168664 — 20, 0820824
Az = —0,0168664 + 20, 0820824

e Para o terceiro modo:
As1 = +0,1378186 - 10,0287819
Az = —0,1378186 — 10,0287819
As3 = +0,0035602 + 20, 0014717
Azq = —0,0035602 — 20,0014717
Ass = +0,0287386 — 0, 1377521
Az = —0,0287386 + 10, 1377521

Esse valores Aps se levados diretamente a equagio (A.72) fornecem a solugdo
trivial. Para se obter solugoes diferentes da trivial adotou-se nesse trabalho o re-
laxamento de uma das CC, arbitrando o valor A,; = 1. As CC usadas foram as
referentes as equagbes (A.42), (A.43), (A.44), (A.46) e (A.48), sendo que a relaxada
foi a referente a equacio (A.45).

Esse procedimento equivale a se resolver o sistema de equagdes (A.72) com a
quarta equagao contendo o valor prescrito A, = 1.

Dessa forma, obtem-se para A,,:
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o Para o primeiro modo:
A =+1 .
A, 9 = +5,8874426 + 0, 7929775
A, 3 = +0,0009037 + i0, 0018327
Ay 4 = +0,0010347 + 10,0021127
A5 = —3,8542867 + 12, 0665700
Ay = —3,0350943 — 12, 8634920

e Para o segundo modo:
Az =+1
Ag 9 = —56,039650 — 146, 648610
Ags = —0,0002279 + 40, 0010198
Az 4 = —0,0001900 + 0, 0009850
Ay 5 = 450, 895511 — 15, 2249324
Az 6 = +4,1445568 + 151, 871538

e Para o terceiro modo:
Az =+1
Az o = —38,74603560 + 1121, 313660
Az s = —0,003118667 + 40, 002391121
As 4 = —0,003192600 + 20,002374821
Az s = —542,0709100 — 580, 6576800
Agg = 4579, 8232569 — 540, 6607459

Obviamente, as CC serdo satisfeitas para cada modo n com exce¢do da condigdo
de contorno relativa a equagdo (A.45) que foi relaxada.

Determinados Ay, e Ay, €, consegiientente, W,,, pode-se voltar na equagio (A.66)
e determinar a resposta w(z,t) do sistema que estd expressa na figura (A.4), com-
parada com a resposta de uma viga dimensoes idénticas composta somente do mate-
rial eldstico da camada de restrigdo. A resposta da viga sanduiche foi obtida através
da superposigao dos trés primeiros modos normais amortecidos e a da viga eldstica
através de integragdo direta das equagdes de movimento.

A.3.3 Resposta para Varredura em Frequéncia

As figuras (A.5(a)) e (A.5(b)) mostram o deslocamento médximo na extremidade da
viga sanduiche e de uma viga de dimensdes idénticas composta somente do material
eldstico, respectivamente. Pode-se observar nessas figuras maiores amplitudes de
deslocamentos na proximidade das freqiiéncias de ressonancia.
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Figura A.4: Resposta do Sistema
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Figura A.5: Deslocamento Méximo da Extremidade Livre x Freqgiiéncia

No intuito de expressar a intensidade e a forma de vibrar da viga sanduiche em
funcdo da freqiiéncia de excitagdo, foi feita uma animagdo para um carregamento
descrito pela equacio (A.68) e com a freqiiéncia variando entre 6,28 e 62,83 rad/s.
Nessa animagio tomou-se apenas o primeiro modo, visto que ele se mostrou prepon-
derante com relagdo aos demais em todas as andlises colhidas durante o trabalho.

As figuras (A.6(a)) a (A.6(1}) retratam quadros de deformadas méximas para as
respectivas freqiiéncias de excitagio.
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(a) w =16,28rad/s (b) w="7,41rad/s (¢) w=8,17rad/s
a 4 4
0 L 8 L 0 L
-4 " 4
{(d) w = 8,61 red/s (e) w=28,98 rad/s (f) w=9,61rad/s
4 4 4
0 L 0 L 0 L
—4 -4 -4
(g) w=10,24 rad/s {h} w=11,18 rad/s (i) w =12,57 rad/fs
4 4 4
0 L 0 L 0 L
-4 -4 -4

(j) w=18,85rad/s

(k) w=25,83 rad/s

(1) w =62,83 rad/s

Figura A.6: Quadros da Animagao Gerada por uma Varredura em Freqgiiéncia
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Apéndice B

Geracao de Malhas para o GHM

Os programas ghm2d .for e ghm3d.for possuem geradores de malhas de elementos
finitos denominados gera2d.for e gera3d.for, respectivamente.

O gera2d.for monta uma malha de elementos finitos quadrilateros lineares, e o
gera3d.for uma malha de elementos hexaédricos. Em ambos os programas existe
a possibilidade de se inserir uma camada de MVE.

Os algoritmos destes programas relativos a geragdo de malhas associadas a ma-
teriais eldsticos ndo possuem nenhum procedimento especial. As dificuldades ficam
por conta das malhas que contém elementos viscoeldsticos.

Com o objetivo de facilitar o uso de geradores comerciais ja existentes, estes pro-
gramas possuem uma estrutura que também permite a leitura de malhas j4 prontas
para em seguida se fazer a inser¢ao dos elementos viscoeldsticos.

O procedimento que insere os elementos viscoeldsticos nas malhas de elementos
finitos lidas ou geradas é o mesmo e segue os seguintes passos no gera2d.for!

1. Identifica¢do do elemento viscoeldstico;

2. Identificacdo do nd do elemento viscoeldstico com a maior numeragio nodal -
M QTns;

3. Atribuicao do quinto né dissipador do elemento viscoelastico para Maz,s + 1,
caso nao ainda nao exista um né dissipador com numeragao ignal ou maior;

4. Atualizagdo de conectividades;
5. Atualizagio de coordenadas;

6. Atualizagdo do nimero total de nds:

'Procedimento andlogo pode ser feito no gera3d.for



A determinagio dos elementos viscoeldsticos pode ser feita através de uma estru-
tura de dados que define o tipo do material ou através da posi¢do em que se encontra
o elemento. A seguir é apresentado o trecho comentado do programa gera2d.for
que insere a parcela de elementos viscoeldsticos numa malha j& existente, utilizando

a altura média do elemento para definir se 0 mesmo é elastico e viscoeldstico

Este programa eh parte integrante da tese D.Sc. de
Flavio de Souza Barbosa, oriemtada pelo professor
Ronaldo Carvalho Battita

Rio de Janeiro, COPPE/UFRJ fevereiro de 2000

programa geraZd.for
variaveis:

nel - numero de elementos

nno - numero de nos

x{mmo),y(nno) - vetores de coordenadas nodais

ix(nel,6) - vetor de conectividades (incidencias) e tipo de material
5 primeiras posicoes de conectividades e a
sexta posicao com o tipo do material

viscmin - Altura minima dos materiais viscoelasticos

vigcmax - Altura maxima dos materiais viscoelasticos

altm - Altura media do elemento
numvis - numero correspondente ao material viscoelastico
numela - numero correspondente ao material viscoelastico

O O 0 0 o o 0O o0 60 0 0 0 0o OO0 0O 60 00060 00

maxnodis - numeracao do maior no dissipador

¢ Determinacao dos elementos viscoelasticos

do i=1,nel
altm=(y(ix(i,1))+z(y(i,5)))/2
if (altm .gt. viscmin .and. altm .lt. viscmax) then
ix(i,6)=numvis
else
ix(i,6)=numela
ix(i,5)=0



endif
enddo

Até esta parte do programa, todos os elementos viscoeldsticos podem ser identifi-
cados através da sexta posicdo do vetor ix(nel,6). Se ix(i,6)=numvis o elemento
é viscoeldsticos. Os proximos passos sio as atualizagdes em fungio do né dissipador

que ¢ inserido.

c
¢ atualizacav de conectividades
c
maxnodis=1
do i=1,nel
if (ix(i,6).eq.nunvis) then
ix(i,5)=max0(ix(i,1),ix(i,2),ix(i,3),ix(i,4))+1
if (ix(i,5).le.maxnodis) then
ix(i,5)=maxnodis+1
ix(i,5)

maxnodis
else

maxnodis = ix(i,5)
endif
do k=1,nel

do j=1,4

if(ix(k,j).ge.ix(i,5)) then
ix(k,j)=ix(k, j)+1
endif
enddo
enddo
c
¢ atualizacao das coordenadas
c
do j=nno,ix(i,5),(-1)
x{j+1)=x(j)
y(G+1)=y(j)
enddo
x{(1x(i,5))=0.0d00
y(ix(i,5))=0.0d00
nno=nno+1
endif
enddo



Apéndice C

Tabelas de Valores Discretos

Este Apéndice apresenta os principais resultados obtidos no desenvolver do presente
trabalho sob a forma de tabela de pontos discretos. Basicamente, os resultados que
serdo apresentados sio relativos ao exemplo 1 - viga sanduiche.

Estas tabelas tem a finalidade de oferecer pardmetros comparativos para traba-
lhos futuros, eliminando erros provenientes da digitalizagdo de pontos discretos.

E importante salientar que as tabelas que seguem nao contém todos os pontos
usados para se montar os respectivos graficos apresentados ao longo do presente
trabalho, pois, como existem graficos com mais de 3000 pontos, o volume de papel
necessdrio para se imprimir as tabelas completas seria muito grande e invidvel.

As tabelas sio apresentadas com uma legenda que indica que resultado estd
sendo apresentado, e o(s) grifico(s) correspondente que foi mostrado ao longo do
presente trabalho.

C.1 Resultados Experimentais

Inicialmente sdo apresentados os resultados extraidos de Faisca [4].



Respostas Experimentais ne Dominio da Freqiiéncia do Exemplo 1 - figuras 6.9 e

6.10
freqliéncia FRF FRF freqiiéncia FRF FRF
(rad/s) | viga eldstica | viga sanduiche | (rad/s) | viga eldstica | viga sanduiche
[(m/s*)/N] | [(m/s®)/N] [(m/s®)/N] | [(m/s?)/N]
0,0000 0,0295 0,1191 176,7140 3,9585 1,9379
49087 | 0,0311 0,2884 181,6227 3,3031 1,9142
9,8174 0,0512 0,2541 186,5314 |  3,0648 1,8671
14,7262 0,0976 0,2039 191,4402 |  2,8582 1,8229
19,6349 0,1814 0,1478 196,3489 3,4095 1,6018
24,5436 0,2939 0,1022 201,2576 92,6097 1,5715
99,4523 0,4950 0,0946 206,1663 2 6182 1,5748
34,3611 0,8645 0,1494 211,0750 9.4058 1,4263
39,2608 1,6625 0,2461 915,9838 2,1484 1,3768
44.1785 7,0954 0,3917 220,8925 1,9253 1,3742
49,0872 1,3260 0,6384 225,8012 1,8021 1,3171
53,9959 0,9154 0,9651 230,7099 1,7286 1,2629
58,9047 0,6754 1,0858 935,6187 1,5913 1,1957
63,8134 0,5739 0,8661 240,5274 1,5312 1,1826
68,7221 0,4786 0,6644 245,4361 1,4389 1,1511
73,6308 0,4057 0,5519 250,3448 1,3671 1,0684
78,5395 0,3611 0,4519 255,2535 1,3625 1,0579
83,4483 0,4296 0,3731 260,1622 1,2733 1,0028
88,3570 0,4618 0,3075 265,0710 1,1926 0,9693
93,2657 0,0605 0,2867 269,9797 1,0066 0,9257
98,1744 0,0269 0,2855 274 8884 0,8980 0,9282
103,0832 0,1360 0,2733 9279,7971 0,9250 0,8762
107,9919 0,3142 0,2852 284,7059 |  0,9621 0,8374
112,9006 0,3797 0,3342 289,6146 0,9482 0,8470
117,8093 0,7966 0,3862 294,5233 0,7970 0,8702
122,7180 1,1301 0,4728 999,4320 0,7264 0,8356
127,6268 1,5110 0,6039 304,3407 0,8409 0,8359
132,5355 2,0814 0,7551 309,24G5 1,6926 0,8177
137,4442 2,9669 0,9159 314,1582 0,4837 0,8562
142,3529 3,8149 1,0421 319,0669 0,5714 0,8752
147,2617 8.,4289 1,3083 323,9756 0,4372 - 0,9015
152,1704 | 26,0912 1,4650 398,8844 0,6974 0,9729
157,0791 26,4847 1,7103 333,7931 1,1564 1,0436
161,9878 10,1364 1,8092 338,7018 1,8244 1,1645
166,8965 6,5474 1,8087 343,6105 2,9104 1,1763
171,8053 48614 1,9798 348,5193 4,5960 1,2488




Respostas Experimentais no Dominio da Fregiiéncia do Exemplo 1 - figuras 6.9 e
6.10 (continuagio)

freqiiéncia FRF FRF freqgiiéncia FRF FRF
(rad/s) | viga eldstica | viga sanduiche (rad/s) | viga elastica | viga sanduiche
[(m/s*)/N] | [(m/s*)/N] [(m/s?)/N] | [(m/s®)/N]

353,4280 7,6518 1,3593 530,1420 1,6975 1,1231
358,3367 14,6899 1,4298 535,0507 1,6584 1,1133
363,2454 34,2835 1,5376 539,9594 1,5334 1,0952
368,1541 12,9461 1,6153 544,8681 1,5118 - 1,0623
373,0629 8,0354 1,6130 549,7769 1,4972 1,1673
377,9716 6,4981 1,6408 554,6855 1,4167 1,0080
382,8803 5,5249 1,7206 55,5943 1,5161 1,0246
387,7890 5,0124 1,7476 564,5030 1,4966 1,0085
392.6977 44216 1,7720 569,4117 1,4090 0,9832
397,6065 3,9822 1,8366 574,3204 1,3573 0,9643
402,5152 4,0520 1,7525 579,2292 1,4047 0,9670
407,4239 4,0525 1,7602 584,1379 1,3418 0,8877
412,3326 3,3471 1,7518 589,0466 1,3247 0,9133
417,2414 3,1535 1,7424 593,9553 1,2677 0,8633
422,1501 3,0373 1,7172 5988641 1,2727 0,8675
427,0588 2,8805 1,6999 603,7728 1,2292 0,8605
431,9675 2,6798 1,7235 608,6815 1,1387 0,8476
436,8763 2,4886 1,6182 613,5902 1,0186 0,7890
441,7849 2,3561 1,5793 616,0446 1,1421 0,7953
446,6937 2,4762 1,5354 618,4989 0,9675 0,7887
451,6024 2,3609 1,4710 620,9533 1,1437 0,7882
456,5111 2,3888 1,4675 623,4077 1,0699 0,7588
461,4198 92,2390 1,4405 625,8620 1,0345 0,7926
466,3286 2,2273 1,4391 628,3164 0,9874 0,7039
471,2373 2,1602 1,4068 630,7707 0,9031 0,7256
476,1460 2,0307 1,4451 633,2251 1,0083 | 0,7193
481,0547 2,0577 1,3315 635,6795 0,9437 0,7205
485.9635 2,0010 1,2969 638,1338 1,0266 0,6707
490,8722 2,0667 1,3395

495,7809 1,9105 1,2726

500,6896 1,9151 1,3085

505,5983 1,8338 1,1437

510,5071 1,7755 1,1984

515,4158 1,6324 1,2014

520,3245 1,5699 1,1254

525,2332 1,6824 1,1493




Respostas Experimentais no Dominio do Tempo do Exemplo 1 - figuras 6.11 e 6.12

tempo | aceleragao aceleragio tempo | aceleragdo aceleracao
(s) | viga eldstica | viga sanduiche (s) | viga eldstica | viga sanduiche
(m/s?) (m/s?) (m/s”) (m/s?)
0,0000 -0,4211 -0,1741 0,0720 27,7280 1,2918
0,0020 3,2849 2,9851 0,0740 13,9930 0,9183
0,0040 50,8910 30,4580 0,0760 18,7160 1,2328
0,0060 | 33,9330 24,7630 0,0780 | 1,1624 1,8619
0,0080 -0,9153 -1,8787 0,0800 | -13,0610 1,5586
0,0100 | -11,5620 -9,6435 0,0820 | 6,8730 0,3258
0,0120 -41,3280 -23,5220 0,0840 14,8970 0,2752
0,0140 | -33,4950 -21,0670 0,0860 |  7,1763 0,1208
0,0160 -14,9480 -10,4830 0,0880 15,7510 -0,0730
0,0180 | 19,3610 0,1348 0,0000 | 12,5950 0,3342
0,0200 | -11,9440 -1,3058 0,0920 | -16,1660 0,7863
0,0220 -11,4210 -6,3663 0,0940 | -29,2500 0,8958
0,0240 |  3,4590 -2,2494 0,0960 | -25,9480 0,9267
.0’0260 -28,4410 -3,0750 0,0980 -32.3770 0,9660
0,0280 | -23,7020 -2,3954 0,1000 | -27,3690 0,8200
0,0300 8,4285 3,6338 0,1020 1,6958 0,7526
0,0320 | 19,1310 7 0655 0,1040 | 12,6960 0,3370
0,0340 19,0970 7,0880 0,1060 8,7261 0,2219
0,0360 | 39,9190 5,7204 0,1080 | 17,1940 0,0112
0,0380 | 42,1930 3,6058 0,100 | 14,5150 -0,1966
0,0400 -0,5278 -0,6684 0,1120 -3,8745 -0,2977
0,0420 | -5,6265 ~4,3977 0,1140 | -3,1501 10,6178
0,0440 -2.8750 -5,0660 0,1160 13,2690 -0,9688
0,0460 | -30,8000 _5,4086 0,1180 | 11,6010 -1,1317
0,0480 -20,5120 -5,3946 0,1200 20,5970 -1,2890
0,0500 3,7847 -4,1281 0,1220 36,7570 -1,3704
0,0520 | -2,3752 -3,1480 0,1240 | 25,3190 -1,1458
0,0540 | -11,9440 -2,9037 0,1260 6,9910 -1,2581
0,0560 -5,2502 -2,6229 0,1280 -0,9209 -1,3255
0,0580 -18,3620 -1,5277 0,1300 -14,0610 -1,3760
0,0600 | -43.2540 -0,4746 0,1320 | -30,7490 -1,1795
0,0620 | -28,3060 1,2862 0,1340 | -23,8980 -1,0952
0,0640 | -10,4110 5,2935 0,1360 | -9,8267 -1,1401
0,0660 -10,6690 53,6305 0,1380 -10,9720 -0,9323
0,0680 15,1160 3,6395 0,1400 -3,2905 -0,8930
0,0700 39,7170 2,4825 0,1420 4,6719 -0,8677




Respostas Experimentais no Dominio do Tempo do Exemplo 1 - figuras 6.11 e 6.12

(continuagdo)
tempo | aceleragao aceleracio tempo | aceleragdo aceleragio
(s) | viga elastica | viga sanduiche | (s) | viga eldstica | viga sanduiche

(m/s?) (m/s?) (m/s?) (m/s*)
0,1440 -7,0134 -0,8846 0,2160 -26,4370 -0,2780
0,1460 -16,2900 -0,6915 0,2180 -32,3770 -0,3510
0,1480 -9,2764 -0,7554 0,2200 | -24,1120 -0,5420
0,1500 -5,6321 -0,7891 0,2220 -14,9760 -0,4577
0,1520 | -2,4595 -0,7021 0,2240 | -6,7888 -0,5336
0,1540 20,0630 -0,5813 0,2260 7,1707 -0,4184
0,1560 32,6920 -0,4943 0,2280 13,3750 -0,5757
0,1580 25,9990 -0,4549 0,2300 5,0872 -0,5925
0,1600 24,1740 -0,1910 0,2320 4,1440 -0,6487
0,1620 16,1770 -0,1629 0,2340 4,1609 -0,6459
0,1640 -3,8240 -0,0253 0,2360 0,8479 -0,6740
0,1660 | -13,6790 0,0197 0,2380 5,9353 -0,7301
0,1680 -8,4622 -0,0927 0,2400 18,6540 -0,6178
0,1700 -9,4055 0,2022 0,2420 23,3370 -0,4437
01720 | -9,9221 0,2303 0,2440 | 21,5340 -0,5223
0,1740 0,6177 0,3145 0,2460 19,3560 -0,0392
0,1760 -3,4197 0,3342 0,2480 7,7153 -0,5308
0,1780 | -18,3000 0,4746 0,2500 -9,5459 -0,4044
0,1800 -20,9900 0,4465 0,2520 -15,9920 -0,0308
0,1820 -23,7240 0,4830 0,2540 -17,7500 -0,4634
0,1840 | -28,2560 0,5336 0,2560 { -18,8000 -0,3932
0,1860 -17,8680 0,4409 0,2580 -12,5730 -0,4100
0,1880 2,0439 0,3370 0,2600 -2,4033 -0,3482
0,1900 11,2300 0,2162 0,2620 -2,1506 -0,3398
0,1920 | 17,0140 0,3679 0,2640 | -5,3120 0,0056
0,1940 25,7850 0,3089 0,2660 -4,4810 -0,2247
0,1960 | 15,7560 0,2050 0,2680 | -9,0125 -0,1853
0,1980 |  2,8525 0,4156 0,2700 | -10,7190 -0,1966
0,2000 2,3584 0,1488 0,2720 -1,2634 -0,1601
0,2020 1,1174 -0,0309 0,2740 9,6638 -0,0955
02040 |  0,0898 -0,0084 0,2760 | 16,8570 10,0674
0,2060 7,8389 0,0393 0,2780 24,8640 0,0084
0,2080 | 14,3080 -0,1657 0,2800 | 27,7730 10,0281
0,2100 |  5,6602 10,0758 0,2820 | 17,9130 0,0702
0,2120 |  -4,0991 -0,0309 0,2840 | 81814 0,0168
0,2140 -11,2300 -0,0730 0,2860 2,2405 -0,0927




Respostas Experimentais no Dominio do Tempo do Exemplo 1 - figuras 6.11 e 6.12

(continuagio)
tempo | aceleragao aceleragio tempo | aceleracio aceleracio
(s) | viga eldstica | viga sanduiche (s) | viga eldstica | viga sanduiche

(m/s?) (m/s?) (m/s?) (m/s?)
0,2880 | -5,7219 0,0477 0,3600 |  9,0405 -0,3651
02900 |  -8,2656 0,1067 0,3620 | 14,9200 10,3145
0,2920 -3,0884 0,1460 0,3640 20,2930 -0,3230
0,2940 0,2976 0,2499 0,3660 18,9740 -0,2022
0,2960 | -3,4534 0,0168 0,3680 |  9,9109 -0,2499
0,2980 -5,6040 -0,0056 0,3700 0,8311 -0,2724
0,3000 | -10,7530 -0,0786 0,3720 | -8,0242 20,3482
0,3020 | -21,7030 -0,0084 0,3740 | -16,1160 10,0674
0,3040 -23,3870 -0,0225 0,3760 -16,7000 -0,2162
0,3060 | -18,1320 0,0056 0,3780 -11,8540 -0,2584
0,3080 | -11,0680 0,2106 0,3800 | -8,5239 -0,1741
0,3100 | -0,3875 -0,1573 0,3820 |  -5,3064 -0,3875
0,3120 12,8530 -0,1236 0,3840 -2,7515 -0,2527
0,3140 | 17,8680 -0,2106 0,3860 | -54187 10,1769
0,3160 | 14,6280 -0,1713 0,3880 |  -9,7256 0,0112
0,3180 | 12,3140 -0,2415 0,3900 | -8,8833 10,1545
0,3200 6,4014 -0,2640 0,3920 -4,8853 -0,0786
03220 | -0,0618 -0,1320 0,3940 |  0,4605 -0,0871
0,3240 1,8811 -0,2780 0,3960 10,4950 -0,0225
0,3260 6,8506 -0,2752 0,3980 19,4570 -0,1123
0,3280 7,4851 -0,3005 0,4000 22,1240 -0,1039
0,3300 |  8,2432 10,5757 0,4020 | 19,8050 10,2022
0,3320 |  5,6096 -0,3735 0,4040 | 14,9030 -0,2106
0,3340 | -5,7781 -0,3903 0,4060 |  6,2273 -0,1741
0,3360 | -17,3010 -0,3960 0,4080 |  -1,0500 10,2668
0,3380 | -22,2700 -0,1573 0,4100 | -2,2405 -0,1657
0,3400 | -25,5320 -0,3819 0,4120 | -1,8867 0,1011
0,3420 | -23.4830 -0,3763 0,4140 | -1,6116 -0,2527
0,3440 -13,1730 -0,4381 0,4160 0,6008 -0,1432
0,3460 |  -3,0940 -0,3286 0,4180 | -0,6233 -0,2415
0,3480 |  1,3870 -0,4100 0,4200 |  -7,3672 0,1713
0,3500 4,3855 -0,3875 0,4220 -13,3870 -0,2359
0,3520 |  4,8909 -0,4943 04240 | -16,9070 10,2106
0,3540 |  -0,1460 -0,3230 0,4260 | -18,6090 -0,2864
03560 | -1,1006 -0,2949 0,4280 | -14,1050 -0,2387
0,3580 |  4,4023 -0,2724 0,4300 |  -4,0035 -0,1825




Respostas Experimentais no Dominio do Tempo do Exemplo 1 - figuras 6.11 e 6.12

(continuacio)

tempo | aceleragio aceleracao
(s) | viga eldstica | viga sanduiche

(m/s?) (m/s?)
0,4320 | 4,6494 20,2780
0,4340 | 11,0340 -0,1039
0,4360 14,9250 -0,2893
0,4380 | 13,6390 -0,2134
0,4400 |  8,1477 -0,3623
0,4420 | 4,687 -0,2949
0,4440 |  4,3518 -0,3370
0,4460 4,3069 -0,2443
0,4480 7,8838 -0,1882
0,4500 11,1240 -0,2584
0,4520 |  8,3835 -0,2106
0,4540 | 17183 20,2275
0,4560 -5,7332 0,0646
0,4580 -14,3920 -0,2724
0,4600 | -21,2140 10,2921
0,4620 | -20,8550 -0,2780
0,4640 | -16,4810 -0,2808
0,4660 | -10,8490 -0,2584
0,4680 -3,8184 -0,2022
0,4700 |  1,2129 20,2584
04720 |  1,1343 -0,2415
0,4740 0,0168 -0,2527
0,4760 |  -0,9377 -0,1853
0,4780 -0,3425 -0,0899
0,4800 3,0435 -0,2162
0,4820 9,6021 -0,1882
0,4840 | 14,7120 20,1910
0,4860 15,5490 -0,2387
0,4880 | 13,2240 -0,2050
0,4500 6,5642 -0,2471
0,4920 |  -2.8245 20,2134
0,4940 -10,0060 -0,2050
0,4960 -12,8760 -0,1601
0,4980 | -13,9430 -0,2134
0,5000 -11,3880 -0,1151




C.2 Resultados Numéricos

Respostas Numéricas no Dominio da Fregiiéncia do Exemplo 1 (primeiro ajuste)
figuras 6.9 e 6.10

freqiiéncia FRF FRF freqiiéncia FRF FRF
(rad/s} | viga eldstica | viga sanduiche | (rad/s) | viga eldstica | viga sanduiche
[(m/s?)/N] | [(m/s*)/N] [(m/s*)/N] | [(m/s*}/N]

0,0000 0,2828 0,0015 220,8932 1,8817 3,5370
6,1359 0,2925 0,0054 227,0292 1,6949 4,1087
12,2718 0,3236 0,0173 233,1651 1,5368 4,2899
18,4078 0,3840 0,0379 239,3010 1,3984 4,0425
24,5437 0,4946 0,0689 245,4369 1,2736 3,6038
30,6796 0,7192 0,1132 251,5728 1,1578 3,1652
36,8155 1,3545 0,1760 257,7088 1,0473 2,7914
42,9515 5,5214 0,2679 963,8447 0,9397 2,4868
49,0874 1,3586 0,4098 269,9806 0,8321 - 2,2391
55,2233 0,6384 0,6478 2761165 0,7226 92,0352
61,3592 0,3852 1,0682 282,2525 0,6088 1,8644
67,4952 0,2541 1,5316 288,3884 0,4897 1,7184
73,6311 0,1820 1,3192 294,5243 0,3661 1,5910
79,7670 0,1603 0,9460 300,6602 0,2508 1,4779
85,9029 0,1861 0,7097 306,7962 0,2082 1,3754
92,0388 0,2436 0,5591 312,9321 0,3251 1,2808
08,1748 0,3210 0,4532 319,0680 0,6012 1,1920
104,3107 0,4156 0,3722 325,2039 0,8597 1,1073
110,4466 0,5299 0,3062 331,3399 1,2692 1,0252
116,5825 0,6691 0,2507 337,4758 1,8286 0,9445
122,7185 0,8423 0,2050 343,6117 2,6361 0,8644
128,8544 1,0640 0,1725 349,7476 3,9052 0,7846
134,9903 1,3588 0,1611 359,8835 6,1932 0,7057
141,1262 1,7707 0,1780 362,0195 | 11,5441 . 0,6302
147,2622 2,3892 0,2218 368,1554 36,8799 0,5647
153,3981 3,4246 0,2870 374,2913 35,1077 0,5239
159,5340 5,5179 0,3701 380,4272 | 14,2697 0,5331
165,6699 11,9206 0,4713 386,5632 9,3800 0,6204
171,8058 | 45,1583 0,5932 392,6991 72245 0,8032
177,9418 11,0638 0,7407 398,8350 6,0127 1,0932
184,0777 6,1282 0,9212 404,9709 25,2368 1,5121
190,2136 4,3219 1,1456 411,1069 4.6973 2,0944
196,3495 3,3827 1,4293 417,2428 4,3007 2,8638
202,4855 2,8026 1,7937 423,3787 3,9970 3,7362
208,6214 2,4046 2,2648 429,5146 3,7571 4,3850
9214,7573 2,1108 2,8594 435,6505 35628 4,4879




Respostas Numéricas no Dominio da Freqiiéncia do Exemplo 1 (primeiro ajuste)
figuras 6.9 e 6.10 (continuagio)

freqiiéncia FRF FRF
(rad/s) | viga eldstica | viga sanduiche
[(m/s?)/N] | [(m/s*)/N]
441,7865 3,4026 4,1802
447,9224 3,2679 3,7635
454,0583 3,1535 3,3830
460,1942 3,0553 3,0695
466,3302 2,9700 92,8169
472.,4661 2,8953 2,6122
478,6020 2,8293 2,4440
484,7379 2,7708 2,3037
490,8739 2,7185 2,1847
497,0098 2,6713 2,0822
503,1457 2,6291 1,9927
509,2816 2,5908 1,9136
5154175 2 5557 1,8429
521 5535 2,5236 1,7789
527,6894 92,4941 11,7205
533,8253 2,4667 1,6667
539,9612 2,4414 1,6167
546,0972 2,4173 1,5699
552,2331 2,3948 1,5258
558,3690 2,3729 1,4838
564,5049 2,3513 1,4437
270,6409 2,3295 1,4050
576,7768 2,3064 1,3675
582,9127 2,2795 1,3309
589,0486 2,2433 1,2949
595,1845 2,1782 1,2592
601,3205 1,9244 1,2237
607,4564 2,6179 1,1879
613,5923 2,4018 1,1518
619,7282 2,3404 1,1156
625,8642 2,3074 1,0825




Respostas Numéricas no Dominio da Fregiiéncia do Exemplo 1 (segundo ajuste)

figura 6.17
freqiiéncia FRF FRF freqiiéncia FRF FRF
(rad/s) | viga eldstica | viga sanduiche | (rad/s) | viga eldstica | viga sanduiche
[(m/s*)/N] | [(m/s*)/N] [(m/s*)/N] | [(m/s*)/N]

0,0000 0,2828 0.0011 20,8032 | 1,8817 2.9111
6,1359 0,2925 0.0049 227,0292 1,6949 2.7402
12,2718 0,3236 0.0169 233,1651 1,5368 9.5406
18,4078 0,3840 0.0382 239,3010 1,3984 2.3443
94,5437 0,4946 0.0711 2454369 | 12736 9.1646
30,6796 0,7192 0.1202 251,5728 1,1578 2.0047
36,8155 1,3545 0.1940 257,7088 1,0473 1.8637
42,9515 5,5214 0.3110 263,8447 0,9397 1.7391
49,0874 1,3586 0.5163 269,9806 0,8321 1.6282
55,2233 0,6384 0.9447 276,1165 0,7226 1.5286
61,3592 0,3852 1.8853 282,2525 0,6088 1.4381
67,4952 0,2541 1.7085 288,3884 0,4897 1.3551
73,6311 0,1820 1.0325 294,5243 0,3661 1.2782
79,7670 0,1603 0.7135 300,6602 0,2508 1.2064
85,9029 0,1861 0.5396 306,7962 0,2082 1.1389
92,0388 0,2436 0.4228 312,9321 0,3251 1.0752
98,1748 0,3210 0.3353 319,0680 |  0,5512 1.0153
104,3107 0,4156 0.2649 325,2039 0,8597 0.9597
110,4466 0,5299 0.2080 331,3399 1,2692 0.9094
116,5825 0,6691 0.1686 337,4758 1,8286 0.8666
122,7185 |  0,8423 0.1587 3436117 |  2,6361 0.8348
128,8544 1,0640 0.1869 349,7476 3,9052 0.8190
134,9903 1,3588 0.2470 355,8835 6,1932 0.8263
141,1262 1,7707 0.3301 362,0195 11,5441 0.8647
147,2622 2,3892 0.4329 368,1554 36,8799 0.9418
153,3981 3,4246 0.5562 374,2913 35,1077 1.0637
159,5340 5,5179 0.7034 380,4272 14,2697 1.2334
165,6699 11,9206 0.8796 386,5632 9,3800 1.4501
171,8058 45,1583 1.0916 392,6991 7,2245 1.7071
177,9418 11,0638 1.3467 398,8350 6,0127 1.9874
184,0777 6,1282 1.6504 404,9709 95,2368 2.2618
190,2136 4,3219 2.0001 411,1069 4,6973 2.4926
196,3495 3,3827 2.3725 417,2428 4,3007 2.6481
202,4855 2,8026 2.7112 423,3787 3,9970 2.7173
208,6214 2,4046 2.9365 429,5146 3,7571 2.7121
214,7573 2,1108 2.9971 435,6505 3,0628 2.6558

10



Respostas Numéricas no Dominio da Freqiiéncia do Exemplo 1 (segundo ajuste)
figura 6.17 (continuagao)

freqiiéncia FRF FRF
(rad/s) | viga eldstica | viga sanduiche
[(m/s?)/N] | [(m/s*)/N]
441,7865 3,4026 2.5711
447.9224 3,2679 2.4744
454,0583 3,1535 2.3758
460,1942 3,0553 2.2804
466,3302 2,9700 2.1909
472,4661 2,8953 2.1080
478,6020 2,8293 2.0316
4847379 92,7708 1.9614
490,8739 2,718 1.8967
497,0098 2,6713 1.8369
503,1457 |  2,6201 1.7815
009,2816 2,5908 1.7299
515,4175 2,5557 1.6816
521,5535 2,5236 1.6361
527,6894 2,4941 1.5931
533,8253 2,4667 1.5522
539,9612 2,4414 1.5132
546,0972 2,4173 14757
552,2331 2,3948 1.4395
558,3690 92,3729 1.4044
a64,5049 2.3513 1.3703
570,6409 2,3295 1.3369
576,7768 |  2,3064 1.3041
5829127 | 22795 1.2718
89,0486 2,2433 1.2400
595,1845 92,1782 1.2086
601,3205 1,9244 1.1778
607,4564 2,6179 1.1480
613,5923 92,4018 1.1196
619,7282 2,3404 1.0931
625,8642 2,3074 1.0679
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Respostas Numéricas no Dominio do Tempo do Exemplo 1 (primeiro ajuste)

figuras 6.11 e 6.12

tempo | aceleragio aceleragdo tempo | aceleragio aceleragdo
(s) viga eldstica | viga sanduiche (s) | viga eldstica | viga sanduiche
(m/s’) (m/s?) (m/s”) (m/s’)
0,0000 0,0000 0,0000 0,0720 31,3855 2,5316
0,0020 33,4982 21,6745 0,0740 4,7078 7,4046
0,0040 34,9225 46,1082 0,0760 | -17,7073 8,9267
0,0060 23,8633 15,6969 0,0780 | -13,6294 7,3105
0,0080 -7,9323 -6,3066 0,0800 -6,5754 44767
0,0100 | -29,7011 -18,3204 0,0820 | -13,9108 2,5387
0,0120 | -32,7443 -17,4999 0,0840 -1,7157 2,3586
0,0140 -28,1033 -7,9986 0,0860 3,8894 3,1403
0,0160 -5,25697 1,6694 0,0880 -7,1441 3,2413
0,0180 3,9694 35,2572 0,0900 | -22,5638 1,5322
0,0200 0,7331 3,0339 0,0920 | -30,65019 -1,6836
0,0220 | -13,3577 0,2466 0,0040 | -22,6741 -4 8118
0,0240 -12,4023 1,7348 0,0960 -10,4521 -6,0322
0,0260 | -10,2517 7,6234 0,0980 1,2336 -4,5338
0,0280 -0,6339 13,4301 0,1000 23,8761 -1,0779
0,0300 11,2037 13,8771 0,1020 41,5289 24762
0,0320 28,5321 6,9917 0,1040 39,9253 4,3372
0,0340 | 48,7246 -4.4878 0,1060 | 22,0693 3,8420
0,0360 31,2336 -14,9478 0,1080 10,3816 1,7182
0,0380 8,3797 -19,3592 0,1100 8,0802 -0,5538
0,0400 0,6943 -16,0982 0,1120 | -6,0674 -1,7739
0,0420 | -19,5124 -7,5892 0,1140 | -6,6148 -1,7293
0,0440 -34,9209 1,4137 0,1160 95,8040 -1,1515
0,0460 | -32,4678 6,7715 0,1180 | 17,3315 -1,0419
0,0480 | -11,5553 7,2928 0,1200 -0,8229 -1,8835
0,0500 -6,4917 4,9929 0,1220 -10,9947 -3,2768
0,0520 -8,8577 3,2031 0,1240 | -13,7299 -4,2231
0,0540 | -10,5910 3,9620 0,1260 | -32,5674 -3,8412
0,0560 -12,9128 6,9945 0,1280 -31,5416 -2,0178
0,0580 | -22,0866 8,4334 0,1300 | -24,9835 0,4610
0,0600 | -27,2222 7,0139 0,1320 | -0,6036 2,3922
0,0620 -8,1533 2,0504 0,1340 20,1840 2,9158
0,0640 13,1623 -4,2045 0,1360 23,5918 2,0227
10,0660 32,2116 -8,3863 0,1380 26,9207 0,4788
0,0680 | 34,3623 -8,1729 0,1400 | 25,4646 -0,7352
0,0700 | 35,2049 -3,7165 0,1420 | 15,1293 -1,0482
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Respostas Numéricas no Dominic do Tempo do Exemplo 1 (primeiro ajuste)

figuras 6.11 e 6.12 (continuagio)

tempo | aceleragao aceleracao tempo | aceleracao aceleracao
(s) | viga eldstica | viga sanduiche (s) | viga eldstica | viga sanduiche
(m/s?) (m/s?) (m/s?) (m/s?)
0,1440 -5,6186 -0,5713 0,2160 17,3697 -0,3647
0,1460 -0,3163 0,1047 0,2180 28,7326 -0,0011
0,1480 13,0696 0,3900 0,2200 20,2540 0,2042
0,1500 9,2643 0,1145 0,2220 22,7556 0,1038
0,1520 11,1755 -0,3789 0,2240 15,6570 -0,2465
0,1540 7,1914 -0,5039 0,2260 -6,5057 -0,6253
0,1560 3,4692 0,1239 0,2280 | -28,4305 -0,8008
0,1580 | -25,6806 1,3751 0,2300 | -24,5461 -0,6784
0,1600 -38,9285 2,6531 0,2320 | -20,1735 -0,3374
0,1620 -31,4201 3,2779 0,2340 | -16,0843 0,0439
0,1640 -28,9133 2,9359 0,2360 -3,3732 0,3053
0,1660 -13,0934 1,8707 0,2380 0,4041 0,3891
0,1680 0,0894 0,6927 0,2400 10,5509 0,3549
0,1700 17,8683 -0,0302 0,2420 -4,0581 0,3281
0,1720 20,2650 -0,1026 0,2440 | -10,8819 0,4081
0,1740 10,0233 0,2523 0,2460 -3,6797 0,5915
0,1760 -1,2967 0,6110 0,2480 3,6360 0,7693
0,1780 3,2562 0,6547 0,2500 13,9492 0,8089
0,1800 7,0728 0,3647 0,2520 19,0709 0,6624
0,1820 0,0384 0,0033 0,2540 38,1745 0,4096
0,1840 16,6517 -0,0945 0,2560 33,1804 0,2008
0,1860 27,1750 0,2201 0,2580 11,9789 0,1495
0,1880 12,8932 0,7766 0,2600 -0,4736 10,2633
0,1900 -3,9261 1,1859 0,2620 -7,0511 0,4552
0,1920 | -16,6087 1,1100 0,2640 | -16,1120 0,6095
0,1940 -25,6426 0,5039 0,2660 | -24,9020 0,6491
0,1960 -38,2617 -0,3540 0,2680 -6,4777 0,5680
0,1980 -33,2337 -1,0564 0,2700 1,0301 0,4255
0,2000 -15,1964 -1,3289 0,2720 -1,2348 0,3059
0,2020 1,7042 -1,1726 0,2740 -1,7882 0,2617
0,2040 4,7183 -0,8133 0,2760 | -13,0024 0,2752
0,2060 4,4890 -0,5264 0,2780 -7,9861 10,2717
0,2080 7,1341 -0,4658 0,2800 | -14,4013 0,1819
0,2100 0,2498 -0,5894 0,2820 | -10,4797 0,0036
0,2120 | -2,5411 -0,7126 0,2840 |  9,2425 -0,1924
0,2140 -4,8949 -0,6511 0,2860 27,4779 -0,3166
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Respostas Numéricas no Dominio do Tempo do Exemplo 1 (primeiro ajuste)

figuras 6.11 e 6.12 (continuagdo)

tempo | aceleragio aceleracdo tempo | aceleragao aceleracao
(s) | viga eldstica | viga sanduiche (s) | viga eldstica | viga sanduiche
(m/s?) (m/s?) (m/s?) (m/s?)
0,2880 27,7112 -0,3260 0,3600 11,9902 0,1623
0,2900 22,6827 -0,2464 0,3620 15,8355 0,1347
0,2920 24,3544 -0,1458 0,3640 -1,8178 0,1284
0,2940 7,5800 -0,0892 0,3660 -7,0945 0,1234
0,2960 | -10,7179 -0,1064 0,3680 8,9066 0,1003
0,2980 | -16,4004 -0,1835 0,3700 10,3751 0,0574
0,3000 -6,3629 -0,2738 0,3720 8,3568 0,0111
0,3020 -4,6664 -0,3251 0,3740 5,5073 -0,0198
0,3040 -6,5556 -0,3146 0,3760 2,5696 -0,0301
0,3060 -1,3196 -0,2661 0,3780 -11,1428 -0,02901
0,3080 -3,0778 -0,2315 0,3800 | -26,2954 -0,0306
0,3100 | -16,9478 -0,2459 0,3820 | -24,5975 -0,0448
0,3120 | -24,3454 -0,2958 0,3840 | -21,0370 -0,0747
0,3140 | -23,5281 -0,3312 0,3860 | -0,5459 0,1156
0,3160 | -11,5021 -0,3076 0,3880 -2,5282 -0,1555
0,3180 2,6608 -0,2190 0,3900 13,6299 -0,1799
0,3200 7,5922 -0,0974 0,3920 20,4146 -0,1817
0,3220 23,7873 0,0127 0,3940 11,5233 -0,1683
0,3240 30,7518 0,0796 0,3960 5,0912 -0,1553
0,3260 14,7562 0,0958 0,3980 -2,7080 -0,1529
0,3280 | -0,7206 0,0785 04000 | 13,6563 -0,1575
0,3300 2,1153 0,0609 0,4020 4,4456 -0,1575
0,3320 | -4,8897 0,0726 0,4040 | 11,5638 0,1448
0,3340 -9,3948 0,1196 0,4060 20,5021 -0,1210
0,3360 | -1,7284 0,1779 0,4080 | 18,9621 0,0936
0,3380 5,6446 0,2134 0,4100 1,7608 -0,0696
0,3400 3,518 0,2118 0,4120 | -12,1558 -0,0534
0,3420 | -11,9909 0,1908 0,4140 | -13,3744 -0,0464
0,3440 | -16,9550 0,1824 0,4160 | -24,7306 -0,0449
0,3460 | -23,3078 0,2055 0,4180 | -18,7190 -0,0404
0,3480 -23,5964 0,2527 0,4200 -13,6506 -0,0246
0,3500 | -23,8706 0,3001 0,4220 1,1928 0,0028
0,3520 -5,8950 0,3244 0,4240 12,1562 0,0333
0,3540 11,9237 0,3141 0,4260 4,1040 0,0561
0,3560 19,4915 0,2718 0,4280 2,2378 0,0682
0,3580 16,9283 0,2135 0,4300 5,7016 - 0,0747
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Respostas Numéricas no Dominio do Tempo do Exemplo 1 (primeiro ajuste)

figuras 6.11 e 6.12 (continuagio)

tempo | aceleragao aceleracio
(s) | viga eldstica | viga sanduiche
(m/s?) (m/s%)
0,4320 | -0,0261 0,0826
0,4340 -3,7202 0,0940
0,4360 |  8,3779 0,1062
0,4380 22,6009 0,1159
0,4400 18,7498 0,1203
04420 | 13,9437 0,1174
0,4440 | 83671 0,1067
0,4460 |  0,2216 0,0919
0,4480 | -19,2464 0,0798
0,4500 | -24,2319 0,0749
0,4520 -15,8108 0,0747
0,4540 -12,1189 0,0720
0,4560 | -3,8121 0,0618
0,4580 -3,3969 0,0456
0,4600 3,2630 0,0286
0,4620 -0,6356 0,0138
0,4640 -8,2799 0,0009
0,4660 | -13,6877 -0,0111
0,4680 2,6854 -0,0227
0,4700 |  9,3226 20,0349
0,4720 |  7,6023 20,0495
0,4740 22,3013 -0,0667
0,4760 | 23,0542 -0,0827
0,4780 |  9,3231 20,0923
0,4800 | -4,0436 20,0046
0,4820 -10,9554 -0,0936
0,4840 -12,7183 -0,0946
0,4860 | -16,8330 -0,0084
0,4880 -13,5610 -0,1022
0,4000 | -1,9388 -0,1033
0,4920 0,4507 -0,1019
0,4940 | -2,9455 -0,0989
0,4960 | -12,5431 -0,0941
0,4980 -9,5311 -0,0872
0,5000 | -8.9131 -0,0798




Respostas Numéricas no Dominio do Tempo do Exemplo 1 (segundo ajuste) -

figura 6.18
tempo | aceleragio aceleragao tempo ! aceleragdo aceleracao
(s) viga eldstica | viga sanduiche (s) | viga eldstica | viga sanduiche

(m/s?) (m/s?) (m/s?) (m/s?)
0,0000 0,0000 0,0000 0,0720 31,3855 -2,1631
0,0020 | 33,4982 20,5277 00740 |  4,7078 -0,5736
0,0040 | 34,9225 44,6039 0,0760 | -17,7073 1,2235
0,0060 23,8633 15,9204 0,0780 -13,6294 2,4781
0,0080 -7,9323 -5,0426 0,0800 -6,5754 2,9976
0,0100 | -29,7011 17,1162 0,0820 | -13,9108 3,0830
0,0120 -32,7443 -17,4291 0,0840 -1,7157 3,1640
0,0140 -28,1033 -9,3510 0,0860 3,8894 3,4486
0,0160 | -5,2597 -0,3783 0,0880 | -7,1441 3,8094
0,0180 3,9694 3,6513 0,0900 -22,5638 3,9098
0,0200 | 0,733l 92,3889 0,0920 | -30,6519 3,4390
0,0220 | -13,3577 -0,0999 0,0040 | -22,6741 92,3220
0,0240 | -12,4023 0,3564 0,0960 | -10,4521 0,8025
0,0260 | -10,2517 14,5380 0,0980 | 1,2336 -0,6520
0,0280 -0,6339 9,6940 0,1000 23,8761 -1,5915
0,0300 | 11,2037 12,0751 0,1020 | 41,5289 11,8277
0,0320 | 28,5321 96444 0,1040 | 39,9253 -1,5114
0,0340 48,7246 3,1315 0,1060 22,0693 -0,9910
0,0360 31,2336 -4,7018 0,1080 10,3816 -0,5767
0,0380 8,3797 -10,6664 0,1100 8,0802 -0,3889
0,0400 0,6943 -12,6785 0,1120 -6,0674 -0,3704
0,0420 | -19,5124 -10,6171 0,1140 | -6,6148 -0,3980
0,0440 | -34,9209 -6,1787 0,1160 5,8090 -0,3881
0,0460 | -32,4678 _1,7784 0,1180 | 17,3315 -0,3443
0,0480 -11,5553 0,8884 0,1200 -0,8229 -0,3490
0,0500 | -6,4917 1,6882 0,1220 | -10,9947 -0,5134
0,0520 | -8,8577 1,7523 0,1240 | -13,7299 10,8949
0,0540 -10,5910 2,3686 0,1260 -32,5674 -1,4301
0,0560 | -12,9128 3,9678 0,1280 | -31,5416 -1,9424
0,0580 | -22,0866 5,9048 0,1300 | -24,9835 -2,2388
0,0600 -27,2222 7,0261 0,1320 -0,6036 -2,2258
0,0620 | -8,1533 6,4883 0,1340 | 20,1840 -1,9500
0,0640 | 13,1623 4,2846 0,1360 | 23,5918 -1,5416
0,0660 32,2116 1,2496 0,1380 26,9207 -1,1229
0,0680 34,3623 -1,3820 0,1400 25,4646 -0,7584
0,0700 | 35,2049 -2.6096 0,1420 | 15,1293 -0,4590
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Respostas Numéricas no Dominio do Tempo do Exemplo 1 (segundo ajuste) -

figura 6.18 (continuagio)

tempo | aceleragdo aceleragao tempo | aceleragdo aceleragio
(s) | viga elastica | viga sanduiche (s) | viga eldstica | viga sanduiche
(m/s?) (m/s?) (m/s?) (m/s?)
0,440 -5,6186 -0,2072 0,2160 | 17,3697 -0,7440
0,1460 -0,3163 0,0233 0,2180 28,7326 -0,8468
0,1480 | 13,0696 0,2476 0,2200 | 20,2540 -0,9212
0,1500 9,2643 0,4507 0,2220 22,7556 -0,9656
0,1520 11,1755 0,5882 0,2240 15,6570 -0,9804
0,1540 7,1914 0,6237 0,2260 -6,5057 -0,9641
0,1560 3,4692 0,5715 0,2280 | -28,4305 -0,9189
0,1580 | -25,6806 0,5014 0,2300 | -24,5461 -0,8551
0,1600 | -38,9285 0,4934 0,2320 | -20,1735 -0,7855
0,1620 | -31,4201 0,5850 0,2340 | -16,0843 10,7144
0,1640 | -28,9133 0,7595 0,2360 -3,3732 -0,6370
0,1660 | -13,0934 0,9726 0,2380 0,4041 -0,5489
0,1680 0,0894 1,1829 0,2400 10,5509 -0,4543
0,1700 17,8683 1,3607 0,2420 -4,0581 -0,3611
0,1720 20,2650 1,4839 0,2440 | -10,8819 -0,2719
0,1740 10,0233 1,5527 0,2460 -3,6797 -0,1815
0,1760 -1,2967 1,5727 0,2480 3,6360 -0,0856
0,1780 3,2562 1,5636 0,2500 13,9492 -0,0143
0,1800 7,0728 1,5282 0,2520 19,0709 0,1150
0,1820 0,0384 1,4491 0,2540 38,1745 0,2175
0,1840 16,6517 1,3101 0,2560 33,1804 0,3244
0,1860 27,1750 1,1208 0,2580 11,9789 0,4331
0,1880 12,8932 0,9159 0,2600 -0,4736 0,5347
0,1900 -3,9261 0,7296 0,2620 -7,0511 0,6212
0,1920 | -16,6087 0,5767 0,2640 | -16,1120 0,6924
0,1940 | -25,6426 0,4538 0,2660 | -24,9020 0,7523
0,1960 | -38,2617 0,3532 0,2680 |  -6,4777 0,8010
0,1980 | -33,2337 0,2669 0,2700 1,0301 0,8340 -
0,2000 | -15,1964 0,1824 02720 | -1,2348 0,8480
0,2020 1,7042 0,0850 0,2740 -1,7882 0,8460
0,2040 4,7183 -0,0308 0,2760 | -13,0024 0,8329
0,2060 4,4890 -0,1554 0,2780 -7,9861 0,8099
0,2080 7,1341 -0,2752 0,2800 | -14,4013 10,7746
0,2100 |  0,2498 -0,3878 0,2820 | -10,4797 0,7272
0,2120 | -2,5411 -0,5021 02840 | 19,2425 0,6730
0,2140 -4,8949 -0,6236 0,2860 27,4779 0,6162
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Respostas Numéricas no Dominic do Tempo do Exemplo 1 (segundo ajuste) -
figura 6.18 (continuagio)

tempo | aceleracio aceleracio tempo | aceleracao aceleracio
(s) viga eldstica | viga sanduiche (s) | viga eldstica | viga sanduiche
(m/s?) (m/s?) (m/s?) (m/s?)
0,2880 27,7112 0,5555 0,3600 11,9902 0,3324
0,2900 22,5827 0,4865 0,3620 15,8355 0,3758
0,2920 24,3544 0,4082 0,3640. -1,8178 0,4150
0,2940 7,5800 0,3253 0,3660 -7,0945 0,4473
0,2960 -10,7179 0,2416 0,3680 8,9066 0,4698
0,2980 -16,4004 0,1565 0,3700 10,3751 0,4832
0,3000 | -6,3629 0,0675 0,3720 8,3568 10,4906
0,3020 -4,6664 -0,0236 0,3740 5,5073 0,4929
0,3040 -6,55656 -0,1114 0,3760 2,5696 0,4876
0,3060 | -1,3196 -0,1925 0,3780 | -11,1428 0,4726
0,3080 -3,0778 -0,2681 0,3800 | -26,2954 0,4498
0,3100 -16,9478 -0,3396 0,3820 | -24,5975 0,4224
0,3120 -24,3454 -0,4047 0,3840 | -21,0370 0,3910
0,3140 -23,5281 -0,4582 0,3860 -0,5459 0,3533
0,3160 -11,5021 -0,4985 0,3880 -2,5282 0,3083
0,3180 2,6608 -0,56287 0,3900 13,6299 0,2590
0,3200 7,5922 -0,5518 0,3920 20,4146 0,2086
0,3220 23,7873 -0,5664 0,3940 11,5233 0,1577
0,3240 30,7518 -0,5692 0,3960 5,0912 0,1042
0,3260 14,7562 -0,5604 0,3980 -2,7080 0,0480
0,3280 -0,7206 -0,5438 0,4000 13,6563 -0,0077
0,3300 2,1153 -0,5218 0,4020 4,4456 -0,0597
0,3320 -4,8897 -0,4924 0,4040 11,5638 -0,1083
0,3340 -9,3948 -0,4531 0,4060 20,5021 -0,1555
0,3360 -1,7284 -0,4051 0,4080 18,9621 -0,2010
0,3380 5,6446 -0,3525 0,4100 1,7608 -0,2418
0,3400 3,9518 -0,2974 0,4120 | -12,1558 -0,2755
0,3420 | -11,9909 -0,2379 0,4140 | -13,3744 -0,3034
0,3440 | -16,9550 -0,1719 0,4160 | -24,7306 -0,3276
0,3460 | - -23,3078 -0,1021 0,4180 | -18,7190 -0,3479
0,3480 | -23,5964 -0,0329 0,4200 | -13,6506 -0,3612
0,3500 | -23,8706 0,0338 0,4220 1,1928 -0,3663
0,3520 -5,8950 0,0995 0,4240 12,1562 -0,3652
0,3540 11,9237 0,1653 0,4260 4,1040 -0,3604
0,3560 19,4915 0,2282 0,4280 2,2378 -0,3511
0,3580 | . 16,9283 0,2841 0,4300 5,7016 -0,3351
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Respostas Numéricas no Dominio do Tempo do Exemplo 1 (segundo ajuste) -
figura 6.18 (continuagio)

tempo | aceleracio aceleracdo
(s} | viga eldstica | viga sanduiche
(m/s?) (m/5?)
0,4320 -0,0261 -0,3119
0,4340 -3,7202 -0,2844
0,4360 8,3779 -0,2550
0,4380 22,6009 -0,2230
0,4400 18,7498 -0,1863
0,4420 13,9437 -0,1457
0,4440 8,3671 -0,1043
0,4460 {  0,2216 -0,0642
0,4480 | -19,2464 -0,0244
0,4500 | -24,2319 0,0168
0,4520 | -15,8108 0,0582
0,4540 { -12,1189 0,0967
0,4560 -3,8121 0,1307
0,4580 | -3,3969 0,1619
0,4600 3,2630 0,1919
0,4620 |  -0,6356 0,2191
0,4640 -8,2799 0,2406
0,4660 | -13,6877 0,2560
0,4680 2,6854 0,2674
0,4700 9,3226 0,2762
0,4720 |  7,6023 0,2809
0,4740 22,3013 0,2790
0,4760 23,0542 .0,2710
0,4780 9,5231 0,2595
0,4800 -4,0436 0,2460
0,4820 | -10,9554 0,2287
0,4840 | -12,7183 0,2059
0,4860 | -16,8330 0,1788
0,4880 | -13,5610 0,1505
0,4900 -1,9388 0,1220
0,4920 0,4537 0,0915
0,4940 | -2,9455 0,0579
0,4960 | -12,5431 0,0229
0,4980 -9,5311 -0,0104
0,5000 -8,9131 -0,0415
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