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Capitulo 1
Introducao

Welcome, my dear reader!
H. B. Bauschke,[1]

1.1 Do que esta tese trata

A mais profinda motivagdo para esta tese vem da corrida em direcio ao desem-
penho algoritmico. Trabalhando com computadores, h4 trés atitudes possiveis nesta
busca[2]:

1 - usar wm processador veloz,

2 - muiltiplos processadores, ¢

3 - algoritmos rapidos.

Em verdade, o desempenho de um computador é hoje muito mais dependente do
desempenho da arquitetura da memdria que da velocidade do processador. Normal-
mente, o processador ¢ rdpido o suficiente (mais que 200 MHz, tipicamente) para
levar a memdria principal ao seu limite (ndo mais que 100 MHz, tipicamente). Com
esta razdo de velocidade de 2/1, no minimo, a arquitetura do processador nao traz
muita diferenca. Mais interessa quéo veloz é a arquitetura da meméria.

Quando um processador nao ¢ suficiente, a solugio encontrada pelos fabricantes
nas duas tltimas décadas tem sido aumentar o ndmero de processadores e, evi-
dentemente, o nimero de canais de comunicacio entre os processadores e a(s)
memérias(s). Todos que trabalham em busca do desempenho algoritmico estio desde

entdo, de alguma forma, envolvidos com computagdes paralelas, a despeito do alto

1



1.1. DO QUE ESTA TESE TRATA 2

grau de dificuldade de programacio introduzida, a bem da relacfo custo/desempenho

da maquina.

Este trabalho concentra-se, principalmente, no item 3 acima. Além de caracteris-
ticas padroes como robustez e estabilidade, os algoritmos precisam, essencialmente,
ser rapidos, per si. No caso de algoritmos iterativos, rapidez significa poucas itera-
¢0es, com baixo nimero de operagdes por iteragio. As operacoes em cada iteracio
devem estar ordenadas de forma a permitirem a otimizagdo do uso da arquitetura
da memoria. Tipicamente, o maior esforco computacional dos algoritmos contem-
poraneos reside nos produtos matriz-vetor n dimensionais. Fm sistemas lineares
espera-se O(n?) operacdes em uma realizacio. Se este for o caso, implementacdes
Gtimas normalmente sao possiveis nas diversas arquiteturas computacionais atuais.
Algoritmos iterativos rapidos significam tempos de execucgio menores - na mesma
Proporgao.

Assume-se que o leitor estd de alguma forma envolvido com os trés aspectos do
desempenho computacional acima descrito, e fortemente interessado em algoritmos
algébricos iterativos, especialmente em métodos para sistemas lineares. Dado ao
cardter multidisciplinar dos topicos abordados, mesmo do leifor mais envolvido com
métodos iterativos, ndo se espera o seu pronto dominio. Providencia-se no Capitulo
2 a tradicional cortesia de acrescer ao trabalho um ferramental bésico e as devidas

referéncias para esclarecimentos posteriores,
A tese estd dividida em duas Partes:

A Parte T aborda a qualidade da convergéncia de algoritmos iterativos sob os
trés pontos de vista: o local, o assintético e o global. A teoria desenvolvida permite
obter estimativas confiaveis do erro em qualquer medida de interesse, sob a hipétese
fundamental de convergéncia do quociente da medida do erro. O objeto de estudo
sa0 0s algoritmos no espaco Fuclidiano, porém sao feitas algumas extensoes a espacos

de Hilbert e algumas mais modestas a espacos de Banach.

Na Parte 11 sdo propostas estratégias algoritmicas que procuram impor a con-
vergéncia do quociente de medidas de interesse, quer local, assintética ou global,
de algoritmeos iterativos para a solugBo de sistemas lineares nao Hermitianos, even-
tualmente Hermitianos, a partir dos elementos desenvolvidos na Parte I. A filosofia
das estratégias reside na hipdtese fundamental de que os algoritmos precisam apren-
der 0 méximo sobre o problema a partir das iteragOes. Para tornar isto vidvel,
climina-se a dicotomia entre precondicionador e método iterativo via polialgoritmos

convenientes.
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1.2 Motivacao

Quando as dimensbes dos problemas crescern, surge a necessidade de garantir que
o algoritmo escale. Esta escalabilidade diz respeito & velocidade e & demanda de
memdria. Isto significa que o nitmero de iteragoes deve manter-se constante com o
crescimento do problema - independéncia da malha - e & quantidade de vetores au-
xiliares nio pode crescer, senfdo marginalmente. A escalabilidade é uma propriedade
que pode ser discutida independentemente do sistema computacional. Entretanto,
é exiremamente dependente do problema.

Este 1ltimo ponto néo ¢é, em geral, enfatizado na literatura. Para esclarecer me-
lhor esta questio sejam dois problemas de teoria da elasticidade linear, discretizados
por alguma técnica numérica, e com o sistema resolvido iterativamente por méto-
dos adequados desenvolvidos em subespagos de Krylov. O primeiro com tensoes
uniformes em todo o dominio, e o segundo com singularidades na sohugao, ambos
discretizados com a mesma malha pouco densa. O numero de iteragdes para a
solucdo do sistema linear requer, invariavelmente, bem mais iteragdes para o pro-
blema singular. O aumento da densidade da malha nos dois problemas reflete-se no
niimero de iteracoes necessédrio para a solucio de forma bem distinta. No problema
de tensoes uniformes a solucdo serd a mesma da malha anterior, e o nimero de
iteracOes permanecers constante porque as bases geradas pelo método iterativo sao
suficientes para descrever a resposta, uma vez que elas sao praticamente as mesmas
geradas na primeira malha. No problema singular, a primeira malha é insuficiente
para descrever todo o contetido da resposta exata, e, se a segunda malha for bem
projetada, a solucdo aproximada gerada pela técnica de discretizagio serd substan-
cialmente diferente. A nova malha introduz novas componentes de resposta nao
capturadas pelas bases geradas pelo método iterativo, nem na malha anterior, nem
no mesmo nimero de iteracdes da segunda malha. Mais iteragdes serao necessarias
e, neste sentido, o método iterativo nfo escala. Porém, enriquecendo a discretizacao
o suficiente para obter-se uma boa solucio aproximada o método iterativo escala a
partir dai. Em outras palavras, o método escala quando o operador discreto con-
verge. Este comportamento é tipico do GMRES [3] na solugio de certas equagbes
integrais [4]. Neste sentido, o GMRES é independente da malha. O desafio nos
dias de hoje é gerar métodos que sejam independentes da malha ¢ ao mesmo tempo
independentes do grau de aproximacao da solugéo, ou seja, que mantenham a sua
complexidade computacional total escaldvel com a dimensdo do problema.

O primeiro passo nesta direcdo consiste em conseguir estabelecer um grau de
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aproximacio para a solucao iterativa compativel com a aproximacido do modelo
discretizado. Isto apenas pode ser feito mediante estimativas de erro confidveis
para ambos os algoritmos envolvidos: o de solucao do sistema discretizado e o da
estratégia de discretizacio (adaptacio). Problemas semelhantes existem em algo-
ritmos com inner-outer loops, lineares ou nao lineares, cuja eficiéncia seja dependente

- e sempre o é - da forcing sequence [5).

A corrida em direcio ao desempenho nio é um racing car onde quem chegar
primeiro ganha. Na verdade quem chegar primeiro continua no seu esforco de atin-
gir precisdes maiores, resolver sistemas maiores, ou resolver mais problemas, em um
mesmo tempo. Isto pode significar a diferenca entre a possibilidade e a impossibili-
dade de obter uma resposta. Pode-se pensar em um astrofisico modelando galixias
para determinar a velocidade de expansio do universo com algoritmos maultipoles,
€ que repentinamente vé-se na necessidade de discretizar mais galdxias ou sistemas
planetérios [6] (talvez sonhando com a discretizagdo do Universo); em um cientista
de Mecénica dos Sélidos tentando modelar os efeitos de escavacoes quilométricas
em rocha basiltica [7], com explosivos, na estabilidade de uma falha tecténica de
alguns metros de comprimento; ou em um engenheiro estrutural tentando fazer uma
andlise completamente néo linear de um edificio alto, para em tempo hébil projetar
estruturas mais leves (mais baratas) e seguras. Em todos estes casos, mais desem-
penho significa maior capacidade de modelagem em um mesmo tempo, e portanto
melhores e mais confidveis modelos. Para quantificar estas questdes, considere-se
que as dimensoes dos problemas tratdveis com o método de Gauss cresceram em
45 anos em 10° vezes - em 1950 resolvia-se 20 equacdes, em 1995, 20000 equagcoes.
O método de Gauss possui complexidade de O(n?), o gargalo dos métodos dire-
tos. Este crescimento deve-se essencialmente ao progresso atingido pelo hardware
no mesmo periodo, nao pelo software. Se for possivel resolver tais problemas com
complexidade O(n?), entdo algumas matrizes que séo tratadas hoje podem ser de 10
a 100 vezes maior, ou, pode-se tratar o mesmo problema em, por exemplo, 1 hora,
em vez de 5 dias. De fato é necessario pensar et O(n), ou talvez O(nlogn), mas

parece ainda muito cedo para isto [8].

De fato, os métodos diretos como a decomposiciao de Gauss, podem vir a ser bas-
tante instdveis e imprecisos, gue mentes brithantes fizeram de seu estudo sua prépria
vida [9][10]: pivotear ou néo pivotear, backward-error analysis, etc. Do ponto de
vista matematico, a soluciio de sistemas algébricos, lineares e simultdneos é um pro-

blema resolvido. Computacionalmente, é um problema extremamente dificil: tendo
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n? nimeros efetua-se pelo menos n operagoes sobre cada um deles para obter apenas

n nimeros. Pense em n = 10°, e ter-se-4 entfo pelo menos 13 = 10" operacoes.
Se agora executa-se em uma cpu com 200 MHz, a quatro instrucdes de ponto flutu-
ante por ciclo, e um fluxo de dados continuo entre memdria e registradores internos
( o que ndo se tem ainda hoje), o problema serd resolvido em 634 anos. Usando
um computador com 10000 cpus esperaremos por 23 dias (um computador deste
porte quase existe, o ASCI Blue Pacific, com 10000 cpus a 200 MHz). Entretanto,
ninguém ousaria resolver tais sistemas com um ASCI usando o método de Gauss,
mesmo porque, certamente, as palavras correntes de 64 bits nio forneceriam uma
resposta com qualquer significado. Agora suponha que o problema é nfo linear e
tem-se que resolver uma cascata de sistemas lineares como esse. Uma tinica possi-

bilidade existira se forem nsados métodos iterativos.

Esta tese trata de algoritmos iterativos, o foco ¢ a sua velocidade e a contencéo
da demanda de memdria. Mostra, en passant, que velocidade também pode ser
sindnimo de preciséio, robustez ¢ estabilidade. Gauss, parece, j4 sabia disso[11, pag.
158).

Serao definidas algumas medidas de qualidade de convergéncia, com as quais os
erros de aproximacfo possam scr estimados a posteriori, durante as iteracoes, para
avaliar a qualidade da resposta, na medida desejada, usando ou néo informacdes a
priort estabelecidas. Surpreendentemente, pouco ou quase nada se tem feito neste
sentido [12{[13][14]. Poucos trabalhos podem ser citados. Contudo, é um tépico
essencial. De fato, o que hoje pode ser dito acerca de, por exemplo, como parar
o método dos gradientes conjugados em sistemas lineares, o método de Newton
em sistemas nao lineares, os métodos quase-Newton em otimizacio, os métodos
de projecio em viabilidade convexa, etc. ? A questio é como considerar boa
uma solugao se nao é conhecida a disténcia, na medida desejada, que a separa da
solugao exata? Pode-se normalmente apenas quantificar o gran de satisfacio das
equacoes discretas, verificando a norma Euclidiana dos residuos. Nos dias correntes,
e talvez sempre, a tinica solu¢lo plausivel para este tipo de problema parece estar

nas estimnativas de erros.

Serdo estabelecidos alguns resultados acerca da qualidade da convergéncia de
métodos iterativos. Acredita-se que, do ponto de vista computacional, ninguém
estd contente com as téenicas atuais para solucio de sistemas lineares. Aqui, o
principal interesse estd nesses sistemas, porém muitos resultados estendem-se a al-

goritmos iterativos algébricos quaisquer. Métodos diretos nfio sdo bons o suficiente
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para fornecer as respostas aproximadas descjadas em muitos problemas em com-
putacio cientifica, e a tnica solugao que se pode dar - pelo tanto que se vislumbra
- 880 iteracdes rapidas. Velocidade e aceleragio sdo os principais coadjuvantes. Os

algoritmos precisam de velocidade e, idealmente, de aceleracio.

Mas, qual é a velocidade necessdria e como atingi-la? Procura-se extrair con-
strutivismo dos resultados sobre a qualidade da convergéncia, e aplicd-lo a uma
certa classe de algoritmos, buscando essencialmente velocidade (boas taxas ...} e
aceleracdo (...e cada vez melhores), e tentando satisfazer as restri¢des de contencio
do crescimento de memdria auxiliar. B tratada a questao da robustez. Aborda-se
entdo a convergéncia global. Este é wmn tépico extremamente dificil. Normalmente
a robustez opde-se a velocidade e & economia de memdria, da mesma forma que
velocidade e economia de memdria se contrapbem; mais robustez significa menos
escalabilidade. Este trabalho sugere que uma certa classe de polialgoritmos pode

minimizar este conflito, e equilibrar mais essas questdes.

A maijor dificuldade com sistemas lineares est4 no custo de gerar uma base para
um subespago suficientemente préximo da solugio desejada. Fste custo traduz-se
em tempo de processamento e, no caso de sistemas nfio Hermitianos - o Teorema de
Faber e Manteuffel [15] - também em quantidade de meméria auxiliar. Os métodos
que hoje governam as iteragbes geram sequéncias de subespacos de Krylov. Cracas
a0 custo ou a aritmética de ponto flutuante, tais sequéncias sdo capazes de gerar
subespagos suficientemente préximos da solucao, apenas se o sistema estiver ade-
quadamentc normalizado. Precondicionadores distintos sfo necessdrios para cada
conjugacao de méitodo iterativo e de problema (ou classe de). Esta é uma dificul-
dade, e existem outras. Os melhores precondicionadores nio sfio vetorizdveis ou
paralelizdveis, pelo menos nfo tanto quanto os métodos que precondicionam, nem

sao0, em geral, escaldveis com a dimensao do problema.

HA muito a ser feito pelos subespagos de Krylov. Existe uma inflaciio de acro-
nimos em batalha permanente, e cada um precisa de diferentes precondicionadores
para diferentes problemas. Precondicionadores sao, de alguma forma, essenciais,
porém, é possivel estabelecer um precondicionador adequado apenas trabalhando
sobre as caracteristicas dos operadores (o continuo e o discreto), e prosseguindo por

tentativa e erro.

Nesta tese, introduz-se a possibilidade de partir com um precondicionador ra-
zodvel, sendo minimo - digamos diagonal, se nada melhor existir - e modifici-lo em

funcéio dos conhecimentos adquiridos ao longo das iteragdes, de uma forma obje-
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tiva, matematicamente clara. Uma solucdo ao precondicionador heuristico, ou o
topoldgico, e uma fuga dos espagos de Krylov. Isto permite tratar os problemas
lineares de uma forma mais fechada, transparente ao usudrio (programa). Se melho-
res informagbes existem, por exemplo de realizagbes anteriores (adaptacio, myiltiplos
carregamentos, analise nao linear, dindmica), elas serdo incorporadas automatica-
mente ao precondicionador, resultando em reducgoes drasticas de esfor¢go computa-
cional. Argumenta-se que o equilibrio entre tempo e meméria pode ser conseguido
se for possivel a avalia¢do iterativa da qualidade da resposta, e por conseguinte, do

desempenho corrente das iteracoes.

1.3 Objetivos

Uma das principais preccupacdes na andlise de algoritmos iterativos tem sido o es-
tabelecimento de suas condicdes de convergéncia global e a caracterizacéo de sua
velocidade de convergéncia assintética. O teorema de convergéncia global de Zang-
will [16, cap. 6] estabelece algumas condigdes que asseguram que uma sequéncia de
solucoes aproximadas produzidas por wm algoritmo, convirja para uma solucao a
partir de um ponto inicial qualgquer em R™. Os resultados de Zangwill baseciam-se
na existéncia de um funcional de R” em [R, continnamente descendente - a fungio de
descendéncia. Embora pareca natural avaliar um funcional - a funcéo objetiva, por
exemplo - em problemas de otimiza¢io, por outro lado, encontrar um mapeamento
(aplicac8o) adequado para a solugfo de problemas gerais de sistemas lineares ou ndo
lineares, pode vir a se constituir em uma dificil tarefa.

Duas dificuldades normalmente surgem: uma propriedade de separagdo [17], pela
qual duas func¢oes de descendéncia distintas, com mesmos zeros, podem diferir em
ordens de magnitude de seus valores e dos de suas derivadas; e a computabilidade
[18], isto é, se uma fungdo adequada - algumas vezes sua derivada - vai ser usada ela
deve ser computavel. A existéncia de um tal mapeamento é extremamente impor-
tante porque ele fornece, pelo menos, uma méirica para a proximidade da solucio
(erro), uma taxa de convergéncia desta métrica (rapidez), e uma quantificacio do
comportamento assintético do algoritmo (estabilidade). Portanto, as questoes de
separacdo e computabilidade devemn ser cuidadosamente tratadas.

Se wm algoritmo ¢é contractivo, o Teorema do Mapeamento (aplicagio) Contrac-
tivo (contractiva) - TMC [19] pode ser usado para computar estimativas confidveis

de limites superiores do erro local da norma contractiva - ¢ portanto g-linearmente
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convergente nesta norma. Os métodos lineares basicos convergentes satisfazem, obri-
gatoriamente, o TMC. Na maioria dos casos, entretanto, a métrica contractiva nao
é computavel ou pelo menos o custo computacional para tal excede em ordens de
grandeza a realizacio do algoritmo. Devido a grande habilidade dos computadores
contemporaneos em efetuar produtos matriz-vetor, a maioria dos algoritmos bem
sucedidos em uso nos dias de hoje sfo computacionalmente intensivos neste aspecto
e nao satisfazem o TMC em nenhuma norma conhecida. Por exemplo, as técnicas
de Decomposicao de Dominio e Multigrid fazem uso dos métodos bésicos como Ja-
cobi e Gauss Seidel, condicionalmente contractivos. Entretanto, geralmente estdo
associados a aceleradores que se desenvolvem em subespagos de Krylov, como o CG
e o GMRES. Tais métodos iterativos de projecio em subespacos de Krylov néo sa-
tisfazem o TMC para nenhuma norma conhecida. Isto é agravado pela tendéncia
atual de uso de algoritmos potencialmente paralelizaveis, quando muitas vezes mais
operagoes sao efetuadas para obter mais paralelismo. De fato, alguns dos métodos
de projegio possuern apenas convergéncia, assintética g-sublinear. Os mais eficientes
sfo g-linearmente convergentes e bem poucos atingem convergéncia g-superlinear
(geralmente prova-se apenas r-superlinearidade), e mesmo assim, a terminacio finita
toma higar bem antes desta propriedade se pronunciar. Estagnac¢fo numérica tem-
poraria € um lagar comum, retardando a r ou ¢g-linearidade. Mesmo porque, embora
contragio implique em convergéncia ¢-linear, o inverso nao se aplica. Portanto, es-
timativas de erro baseadas em condigoes menos restritivas do que as hipdteses do
TMC sao necessarias. Adicionalmente, contragao ndo implica, necessariamente, em
taxas de convergéncia adequadas. Este é o caso, por exemplo, do método do maior

declive (steepest descent).

Geralmente, grandes dificuldades adicionais surgem quando definicdes tedricas e
propriedades de taxas de convergéncia assintéticas sdo aplicadas em computactes
numéricas, onde a aritmética, os espagos e os processos sao finitos. Esta colecio
de barreiras tém posto matemdticos aplicados e engenheiros em favor de resultados
mais heuristicos, quer porque somente em espagos de dimensdes infinitas *where,
..., the mathematical notion of superlinear convergence does make sense ” [20], quer
porque clas sdo ”ill-bchaved and ... therefore not reliable indicator of how the it-
eration is proceeding ” [21], ou, recentemente, considerar que a terminacio de nm
algoritmo baseado em pequenos residuos relativos - errado, como serd mostrado,
por causa da convergéncia g-sublinear e da propriedade de separaciio - pode ser

computacionalmente vantajoso [5].
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Em muitos problemas ndo Hermitianos a fuga da normalidade pode provocar
grandes reducdes nas taxas de convergéncia e mesmo divergéneia, muito embora a
analise dos algoritmos mostre convergéncia global. Mais preocupante em matrizes
altamente nao normais é que algoritmo pode estagnar distante da solucao, quando
todas as medidas tedricas ¢ as niméricas em uso corrente indicam convergéncia: a
aritmética finita produz uma substancial alteragfo do ponto fixo [22], face & fragili-
dade do método (e das medidas). A respeito dos métodos de decomposicio, é bom
lembrar que uma matriz triangular é normal se e somente se é diagonal, e assim, re-
solver sistemas triangulares pode vir a ser numericamente problemético, quer como
parte da solucfo direta, quer como parte de precondicionadores (decomposigdes in-
completas como ILU, por exemplo).

O usudrio final de um algoritmo iterativo deve assegurar-se que ndo apenas ele
converge mas que a convergéncia se dard em um mimero aceitédvel de iteracoes.
Para isto sao necessarias medidas de convergéncia e medidas de velocidade de con-
vergéncia adequadas. Idealmente, um algoritmo iterativo deve ter robustez suficiente
para convergir sempre € com uma velocidade de convergéncia aceitdvel, na classe de
problemas para o qual foi escolhido. A realizagiio deve ser interrompida quando
a néo convergéneia ou baixas taxas de convergéneia forem detectadas ou quando
o erro da solugao aproximada estiver dentro de um nivel aceitavel de acurdcia. O
erro, naturalmente, ndo é computdvel. Portanto, medidas de convergéncia e de
velocidade de convergéncia de algoritmos iterativos para sistemas lineares e ndo li-
neares sao correntemente baseadas na norma Euclidiana dos residuos ou dos residuos
precondicionados, enquanto em problemas de otimizacéo a pratica corrente é o uso
da norma Buclidiana dos gradientes. Alguma heurfstica normalmente é adicionada
a estas medidas. Porém, estas sfio medidas erréneas de convergéncia se o sistema
¢ mal condicionado, € no minimo inadequadas se ele é bem condicionado. Recen-
temente, foi proposto o uso de técnicas retroativas de erro (backward error) para
limitar o erro corrente (forward error) em algoritmos iterativos. Infelizmente, nesta
abordagem a questdo da computabilidade apenas foi transformada em um problema
de cstimativa de normas de operadores, aonde, normalmente a sua representagdo
discreta em espagos de dimensfo finita sofre o conhecido problema de separacéo.

Isto posto, o objetivo da Parte I é:

Estabelecer fundamentos tedricos e ferramentas prdticas para mensurar o qualidade
da convergéneia ¢ determinar estimativas confidveis para erros de aprozimagcio em

algoritmos tterativos, enfatizando sistemas de equacdes ndo lineares e sistemas
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lineares em pariicular.

Muito embora, a maioria dos resultados sejam aplicdveis a algoritmos algébricos
genéricos. A abordagem usa as defini¢oes de convergéncia do quociente do erro
e 0 Teorema do Mapeamento Contractivo, ambos largamente usados para inves-
tigacoes tedricas de convergéncia de processos infinitos em matemética continua.
Subsequentemente, a restrigio de contragdes sfio relaxadas e sio apresentadas algu-
mas novas propriedades finitas das sequéncias envolvidas no processo, as guais serfio
usadas para explicar alguns aspectos importantes do comportamento de algoritmos
iteralivos e para obter estimativas de erro sem o uso de andlise ou de extracio de
autovalores, ou de estimativas de normas de operadores. Mostra-se também em
quanto os erros inerentes 3 precisao finita afetam as estimativas de erro sugeridas,
e como estimé-los durante as iteracoes.

A Parte I1 essencialmente examina uma forma bastante geral de algoritmos itera-
tivos que inclui a normalizagdo ou precondicionamento como parte integrante do
método iterativo. A idéia bdsica é ter como limite métodos para sistemas nio
lineares. Nesta parte sdio resgatadas idéias intuitivas desenvolvidas na Parte I que
poderiam levar ao aumento de velocidade de convergéncia, da robustes e da escala-
bilidade. A principal preocupacao sdo os sistemas lineares nfio Hermitianos, embora
sejam eventualmente tratados os Hermitianos. Examina-se variantes de métodos
conhecidos e algumas novas hibridizacdes.

O Teorema de Faber e Manteuffel [15] essencialmente estabelece as limitactes
econbmicas das sequéncias de Krylov para matrizes gerais. Fle é o principal obstéculo
ao projeto de algoritmos de Krylov com bases econdmicas - recorréncias curtas.
Com esta interpretacio do Teorema, resta escapar dos espagos de Krylov. Métodos
Multigrid podem ser vistos como uma realizacdo desta idéia. Mas existem outras
potencialmente interessantes. Esta tese examina a possibilidade de mudar a métrica,
do espaco de Krylov em cada iteraciio (ou grupo de iteragdes) produzindo sequéncias
de subespacos que ndo estio contidos em qualguer subespacgo de Krylov. Porém, em
vez de descartar totalmente os subespacos de Krylov, suas bases sfo aproveitadas, e
as transformacdes métricas sdo efetuadas sobre os precondicionadores. Isto produz
uma classe de polialgoritmos com intimeras possibilidades. Na Parte IT estas idéias
e algumas realizagdes sdo examinadas.

O objetivo da Parte I pode ser claramente estabelecido:

Estudar técnicaes matematicamente consistentes que permitam diminuir a

dicotomia entre precondicionadores e métodos iterativos usando as informacdes
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extraidas das iteracdes, e bases possivelmente fora dos subespacos de Krylov, com o
wiuito de aumentar o velocidade de convergéncia e ao mesmo tempo manter um

compromisso com a demanda de memdria e o robustez.

De forma a ilustrar e avaliar os diversos aspectos desta tese, sfio reunidas em
um tmico capitulo varias aplicacbes em problemas lineares e nio lineares de sis-
temas provenientes de aproximacoes por quadratura, elementos finitos e elementos

de contorno, de equagtes diferenciais e integrais de alguns problemas de engenharia.



Parte 1

Qualidade de Convergéncia e

Estimativas de Erros
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The approzimation error in iterative schemes is not directly available,
and has to be estimaoted or bounded in terms of information obtained in
the iteration process. This can be done for special cases, for instance for
the Conjugate Gradient method. For most cases, however, the problem
of getting realistic error bounds is yet unsolved. In some applications we
need information on errors in specified components of the solution, this
i8 also mainly an open problem.

Gene H. Golub and Henk A. wan der Vorst, 1996(13/

Nesta Parte I da tese sio estabelecidos alguns fatos, muitos dos quais novos, so-
bre convergéncia de algoritmos. Os objetivos podem ser declarados como: primeiro,
estabelecer medidas adequadas para interromper algoritmos iterativos em execucao,
e scgundo, quantificar a qualidade de convergéncia de tais algoritmos objetivando
orientar o desenvolvimento de estratégias para a solugdo de problemas extrema-
mente dificeis como os encontrados frequentemente em Mecanica das Estruturas.
Esta, tltima disciplina é entendida como a oriunda da discretizacio de aproximacoes,
geralmente reducoes dimensionais, da Mecénica dos Sélidos, indiferente as técnicas
usadas para discretizar ou aproximar([23].

Qs principais resultados dizem respeito ao estabelecimento de limites superiores
e inferiores para erros de aproximacdo em algoritmos em R® munido de alguma
métrica, nio necessariamente eliptica. No caso de normas oriundas de produtos
escalares, mostra-se que, sob certas condicoes, os limites sfo ainda mais esirei-
tos. Acrescenta-se um pouco de generalizacao, permitindo, quando possivel, incluir
espacos de Hilbert, ou mesmo de Banach. Isto por trés motivos. Primeiro porque
parece natural querer estender os resultados a espacos de fungdes objetivando, por
exemplo, estimativas em estratégias adaptativas, para verificar os efeitos que as
hipéteses de convergéncia do quociente acarretam. N&o se tem conhecimento de que
isto tenha sido feito, sob a hipdtese restritiva da convergéncia do quociente do erro.
Em sepundo lugar porque acredita-se que, eventualmente, haja interesse de outros
que trabalham com algoritmos em espacos de fungdes.

Em terceiro lugar, talvez o mais motivante, estd no fato de que o surgimento
de computacgdes paralelas tem mudado radicalmente a abordagem algoritmica em
computacio cientifica. No contexto deste trabalho, mais e mais, surgem precondi-

cionadores oriundos de andlise sobre as equagdes diferenciais ou integrais que gover-
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nam o problema fisico. E de se esperar que, no futuro, em muitas ireas, as iteragdes
tomem lugar diretamente sobre os problemas originais, antes que a decomposigio ou
discretizacao tenha sido feita, ¢ assim deverfo ser estudadas em espacgos de funges.
Isto comunga com a Parte II desta tese, onde os precondicionadores sdo iterandos.
Mais uma explanacao. O termo local usado nesta Parte I ndo condiz com o
conceito de convergéncia assintética ao qual geralmente esté associado - quando local
significaria no entorno da solugio, assintoticamente. Convergéncia local é entendida
aqui como a convergéncia durante as iteragoes, quer instantaneamente, ou em um
grupo de iteracdes. Isto ndo exclui a convergéncia assintdtica, nem mesmo se trata
de convergéncia na média. Assim, ele é mais abrangente. Na auséncia de um termo
adequado, o termo convergéncia local serd mantido. Ele estd mais de acordo com
a percepcao de Nevanllina [24, cap 5, pag. 167] para convergéncia superlinear em
espacos (Banach) de fungdes - convergéncia superlinear local (local no sentido desta

tese) implica em convergéncia assintoticamente superlinear.



Capitulo 2
Preliminares

If Buler were alive today, he wouldn’t be proving existence theorems.

L. N. Trefethen, [9]

O principal argumento sobre o qual esta tese repousa € a observacdo de que re-
solver sistemas lineares iterativamente se constifue em um problema nao linear, e
como tal deve ser posto. Portanto, ndo é surpresa que os atores principais sejam,
essencialmente, mapeamentos néo lineares, reduzidos por sua vez, & aproximacocs
sucessivas por mapeamentos lineares. Este capitulo objetiva reunir uma série de
ferramentas da literatura, e algumas extensoes, que serao utilizadas livremente nos
capitulos posteriores. Sao colocadas também algumas questdes relevantes que dire-

cionam os demais capitulos.

Primeiramente, segue-se um guia para o material que d4 suporte a esta tese.

2.1 Um Guia para o Background

A principal referéncia sobre andlise ndo linear é a obra classica de Ortega e Rhein-
boldt [27], que inclui numerosos resultados sobre as atragbes basicas. Esta obra é
também a referéncia definitiva sobre convergéncia-g e convergéncia-r (Q-convergence
factors e R—convergence factors) como medidas de convergéncia assintdtica. O
termo focal nesta tese serd usado de forma ndo convencional, ndo assintética. Serd
reservado o termo convergéncia local para designar a convergéncia durante as ile-

ra¢des. Também, a construgao de algoritmos para problemas nao lineares a partir

15
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de extensdes de algoritmos tipicos para problemas lineares usada naquela obra de-
monstrou historicamente, do ponto de vista de desempenho, que aquele - do linear

para o néo linear - nao parece ser o caminho correto.

Os elementos de andlise em R" seguem a orientagio de Bartle [25]. Bartle ter-
mina ao introduzir as nogées de ponto fixo de um mapeamento nao lincar e com o
teorema. (topoldgico) dos pontos fixos de Brower, fundamentalmente um resultado
de existéncia. Da obra de Goebel e Kirk [26], mais recente e especifica, foram extrai-
dos véarios fatos sobre a teoria métrica dos pontos fixos. Goebel e Kirk a desenvolve
em espacos de Banach, neste capitulo os resultados estdo colocados no espago Eu-
clidiano, com as devidas peculiaridades. A este respeito, a citada obra de Ortega e
Rheinboldt [27] tornou-se essencial. Contudo, muitos resultados aqui apresentados
estendem-se imediatamente a espagos de Banach ou mesmo a espacos métricos mais

gerais, e isto serd observado quando for de interesse.

As nocgdes de funcoes de Bregman e de distédncias e projegoes generalizadas en-
contram-se em Censor e Zenios [28], e referéncias 14 citadas. Também muito de mi-
nimizagio proximal (o termo é mantido, como neologismo, na falta de uma tradugio
fonética mais elegante para prozimal minimization em espagos de Banach). Funda-
mental é o extenso e completo artigo de Bauschke e Borwein [29] sobre o problema
de viabilidade convexa em espagos de Hilbert {convez feasibility problem), e a tese
do Bauschke [1], que também inclui operadores de projegao (cujos resultados sio
portanto trivialmente transpostos para espagos Euclidianos). As teorias contidas
naquelas obras ajudaram muito na formalizagéo e refinamento posterior de algumas
estratégias algoritmicas que vinham sendo usadas neste trabalho e na explanacao
de uma porcio de sucessos e insucessos (muitos ndo citados) algoritmicos deste tra-

balho, e de ouiros. Estas ferramentas sfo introduzidas gradativamente a partir do
Capitulo 4.

Muitas das nogdes intuitivas que guiaram este trabalho com certeza tiveram
raizes na obra cldssica de Dennis e Schunabel [19], em especial sobre velocidade de
convergéncia, convergéncias assintética e global, e métodos tipo-Newton, em espe-
cial a teoria dos métodos quase-Newton. A idéia 14 contida, germinada em [27],
de que os algoritmos para problemas nao lineares (e, extrapolando, para lineares)
bem sucedidos parecem caminhar assintoticamente para o método de Newton, vem,
nos dias de hoje, ganhar aspectos praticos desconcertantes com os processadores
superescalares, os vetoriais, e o processamento paralelo: ganha-se velocidade nas

operacoes (maior potencial de vetorizacio on paralelizagio) em detrimento da ve-
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locidade de convergéncia (de g-ordem 2 para ¢-superlinear ou g¢-linear) para obter
um desempenho global superior - que muitas vezes faz a diferenca entre o possivel e
o impossivel.

Finalmente, ao longo do texto € feito um uso extensivo de algebra linear basica,
computacional, e métodos iterativos para sistemas lineares bem conhecidos, sobre
os quais recomenda-se a leitura de [11], [30], [31] e [32]. Algumas nogdes sobre
hereditariedade em métodos iterativos, e como ela se aplica aos métodos de Krylov,
usadas na Parte II desta tese, foram didaticamente expostas pelo autor em [33)].
Também 14 se encontra algum material da dlgebra linear necesséria, e um minimo
sobre pontos fixos. Alguns resultados sobre estimativas de erros na linha desta Parte
I, com numerosos exemplos e discussdes, pode ser encontrado em [34]. As primeiras
realizacoes de algoritmos decorrentes da teoria desenvolvida nesta tese encontram-se
também em [35], e os respectivos cédigos fontes em FORTRAN para o CRAY-YMP
da UFRGS, em [7]. Alguns fatos menos comuns serdo relembrados imediatamente

antes de serem usados.

2.2 Algoritmos e Convergéncia

2.2.1 Notagoes e definigoes basicas

A notagao z € R* (ou C*) designa um elemento do espago cartesiano n-dimensional

real (ou complexo), normalmente usando uma. letra romana mintscula. Sempre, =

é um vetor coluna, e o vetor linha correspondente serd designado por '

H

, O vetor
transposto {(ou ¥, o hermitiano). |5 necessario, com frequéncia, referir-se a um
elemento z; de uma sequéncia {z;} de elementos de R™ (ou C*). Quando necessirio,
serd, usada a notagao (:1:1)3 para designar a j-ésima componente do vetor z;. Sem-
pre que possivel, um elemento de R (ou C) serd designado por uma letra grega
miniscula. Os nimeros intejros e os naturais sao designados por [ e N | respectiva-
mente. A maioria dos resultados e algoritmos neste trabalho valem em C”, embora,
por conveniéncia, a referéncia serd feita apenas a R™.

O produto escalar, a norma e a distdncia (métrica) em um espaco vetorial X
serdo representados por (-, -), |||, € (-, ), respectivamente. ‘

Este trabalho ¢ desenvolvido quase sempre no estdgio dos espagos Euclidianos,
ou seja, em um espaco de Hilbert de dimensio finita n, e, portanto, a norma estd
definida por um produto escalar, e a métrica por esta norma. A caracterizacéo de

um espaco de Hilbert (sua geometria) é feita pela lei do paralelogramo, aplicavel a
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qualquer par u e v de seus elementos:
=l + [l + 0l* =2 (llul® + lof*) , (2.1)
ou, equivalentemente, em termos de produto interno
llus =+ w1 = Jlull* + [[ol* + 2(u, ). (2.2)

Convém estabelecer alguma notagiio adicional em dimenséo finita. Seja L(C")
o conjunto (espago vetorial) de todos os operadores lineares A de C* em C”. Para
qualquer A € L(C"), A representa a matriz formada pelos complexos conjugados
dos elementos de A, a matriz A¥ = A" é a Hermitiana transposta (AF = Aj). Se
A é regular e u,v € C" definese ||v|| 4u 4=||Av||5, onde ||-||; é a norma Fuclidiana,
ou norma-£3. A norma ||-|| 4« 4 serd chamada de norma-A" A. Ela vem definida pelo

produto interno

(%,0) g g = (u,AHA'u)2 = (Au, Av), = (AHA'U,,'U)Z = v AT Au .

Dois vetores u,v sio ortogonais se (u,v), = v”

u = (), e ortonormais se, adi-
cionalmente, |lull, = |v]l, = 1. Os vetores u e v sdo ditos A¥ A-ortogonais se
(u,v) yuy = 0. Se A¥A = AA® = I, a matriz identidade de ordem n, entdo A é
unitaria e (u,v) 4, = (1, 1), |

A projecio-A¥ A de u na direcio de v é

(u, ) gy (U:AHA’U)Q v A" Au

-—AI{A == = =
proxs (w) (V,0) 4ma b (v, Afl Av), U T AT Ay
v AHA
= —?VJHAHA’UTL = Pausu.

onde Py, € L(C*) é o operador de projeciio-A A sobre v, ou de projegiio A% A-
ortogonal na direcido de v. Para minimizar a norma-A* A na diregao de v, subtrai-se

de u a projecio-A” A de u em v
U AHA :‘U,—PAHA’EL = (I—PAHA)'U..

Entdo, para todos os vetores da forma u+7v, 7 € C, u, 45 4 possui a menor norma-
AR A.
Se ||-ll, é uma norma associada a wm produto interno (-,-),, entdo existe nma

(tinica) matriz regular A € C” tal que

G de=Codama e lFlle = lFllaza -
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Diz-se que uma matriz A* é a adjunta de A com respeito a um produto interno
(-;-), se (Au,v), = (u, A*v), para todos os u,v € C". Se o produto interno é o Eu-
clidiano entdo (Au,v), = (u, AH 0)2. Uma matriz é dita autoadjunta ou Hermitiana
se ela é igual & sua adjunta.

Em algumas ocasifes, serdo usados espagos mais gerais, e nestes casos serdo
feitas as devidas obser{ragﬁes quanto a possivel generalizacdo dos resultados. Esta
necessidade ocorre em trés ocasides. A primeira quando da estimativa de erros nas
normas £ e £, de solucbes aproximadas de algoritmos iterativos. Nesse caso, cabe
lembrar que nfo se estd mais sobre espagos de Hilbert, porém ainda em espacos
(normados e completos) de Banach de dimensdo finita. Na segunda, quando forem
usados estimadores para métodos iterativos em estratégias adaptativas e, neste caso,
08 espagos nao sao possuem dimensdes finitas, porém estaremos ainda em espacos de
Hilbert, pelo menos enquanto as estimativas so da norma da energia, e em espagos
de Banach quando as normas néo decorram de produtos internos. Finalmente,
na interpretacio de algumas estratégias de convergéncia global e regularizacdo de
algoritmos iterativos serfio usadas medidas generalizadas [28]. Neste caso, ocotre
que algumas das medidas nem mesmo se constituem em uma métrica - por exemplo,
disténcias epigréficas - no sentido que, eventualmente, nfio satisfazem d(z,y) =
d(y, x), para qualquer %,y € R"e nfo se estd, em principio, também no estégio de
espagos métricos.

Esta técnica, de trabalhar em espagos Euclidianos e tratar as excectes quando
necessdrio, ¢ mais conveniente para este trabalho, primordialmente dirigido a di-
mensdes finitas, tendo ja sido adotada em |27] e serd a seguida neste texto. Isto
evita problemas como caracterizacies de convergéncia fraca e forte, e sequéncias de

Cauchy e convergéncia, todas equivalentes em espacos de dimensfo finita.

2.2.2 Convergéncia de algoritmos

Cada, algoritmo iterativo da classe aqui tratada é um mapeamento nio linear A :
R™ — R", tal que uma iteracio do algoritmo A é representada por y — A(z), onde
% e y sao elementos R", z a soluglo corrente e y uma solugio que, espera-se, seja,
em algum sentido, methor do que z. O simbolo A(z) nfo significa que o algoritmo
é funcao apenas do ponto , porém que o algoritmo é aplicado no ponto z. De
fato, o algoritmo pode ser funcio de pontos anteriorcs da sequéncia de soluctes

aproximadas que ele gera, cnire outras coisas.
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O principal problema a ser tratado pode ser colocado sob a forma
encontre um x tal que f(z) =0, (2.3)

onde z e f(z) sdo elementos de R" satisfazendo, eventualmente, certas restrices.
O maior interesse é o mais simples problema linear sobre o qual nio h4 qualquer
restricdo adicional e a solucdo existe, e é Gnica. Porém, sempre imagina-se aqueles
problemas mal condicionados em algum sentido, nos quais ou sd0 necessdrias dema-
siadas iteracGes para convergir, ou equivalentemente, requer uma meméria auxiliar
excessiva. Tais problemas sdo tipicos em Mecénica das Estruturas, e provocados,
muitas vezes, pela redugfo dimensional do problema original (do tridimensional
para placas, por exemplo) , ou por forte acoplamento entre dois campos (por exem-
plo, membrana e flexao), ou por fortes singularidades na solugio {por exemplo,
cantos reentrantes em Mecénica dos Sélidos). Estes tipos de problemas requerem
alta dimensionalidade da base para descri¢do da resposta quando, por exemplo, sdo
tratados com subespacos de Krylov.

Geralmente, serio nsados algoritmos da classe descrita para encontrar melhores
solucdes para o problema (2.3), sequencialmente (0 que nfo exclui computacoes
paralelas), a partir de uma solugao inicial zy por iteragdes do tipo =y = Al(z;),
1=0,1,2,..., onde i é o indice do algoritmo ou da sequéncia.

Se o problema. (2.3) possue uma solugéo z,, espera-se que o algoritmo atinja x, tal
que, assintoticamente, z, = A(z,) - de fato espera-se apenas que esta igualdade seja
satisfeita de forma aproximada para um 7 ndo muito grande, tipicamente i é muito
menor do que n. Neste caso diremos que o algoritmo convergiu para uma solucio do
problema. Ocorre que, eventualmente, existem outros pontos x para os quais £ —
A(z). Ao conjunto deste pontos, os pontos fixos do mapeamento .4, designa-se por
Fiz (A). Um algoritmo é consistente com o problema ou, simplesmente, consistente,
se z, € Fiz (A), onde z, é também um elemento do conjunto de solugdes de (2.3).
E possivel que ndo haja intersec¢io entre o conjunto de solucoes do problema e
Fiz (A). Neste caso, se Fiz () nio é vazio, eventualmente o algoritmo atingira
um ponto fixo e diremos gue o algoritmo estagnou, provavelmenic em um ponto néo
satisfatorio. Este tipo de ocorréncia pode se dar por esgotamento da capacidade
do algoritmo (breakdown) de gerar novos elementos da base ou por problemas de
precisdio finita (truncamento, cancelamento), na suposicao de que ele é consistente,
e matematicamente adequado ao problema. Se o algoritmo nao possue ponto fixo
ou por algum motivo néo atinge um ponto fixo, entdo, dir-se-4 que ele divergiu.

A questao de proximidade é quantificada, possivelmente, com uma distancia
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(métrica) d{z,,z;) entre a iterada corrente ¢ a solugio desejada, porém nao neces-
sariamente a induzida pela norma do espago Euclidiano. Por exemplo, o método
dos gradientes conjugados desenvolve suas bases em um espaco de Hilbert com uma
norma de energia (uma norma Euclidiana ponderada}, porém pode-se estar interes-
sado em medir a distdncia da solugio com alguma norma-£,,p = 1,2,...,00. Neste
sentido, a convergéncia, a estagnagcéo ¢ a divergéncia, e algumas vezes a propria con-
sisténcia, estio relacionados com valores satisfatérios ou insatisfatorios da disténcia
escolhida. Se o espacgo é normado entdo d(x,, z;) = ||z; — 3:*||

O erro da solucao aproximada é dada pelo vetor e; = z; — z,. O incremento
s; = ;31 — «; entre dois elementos consecutivos da sequéncia {mi}izo gerada pelo
algoritmo, é o mesmo incremento do erro, s; = e;,; - ¢;. Portanto, o incremento s;,
e os dois erros consecutivos e; € ;1 estao todos contidos no hiperplano que contém
08 pontos ; , T;41 € a solugdo z, - por exemplo, pertencem ao subespaco afim, ndo
computdvel, z, + span(e;, ;1) = 2, + span(s;,e;) = - -- . Esta imagem geométrica

ajuda bastante no entendimento das relagoes entre esses vetores.

2.2.3 Convergéncia de sequéncias

Geralmente se estuda um algoritmo através da observagiio da sequéncia {z;},., de
soluches aproximadas que ele gera. A esse respeito, considere-se a seguinte definicao

de convergéncia de uma sequéncia em R™ (ou um espago méirico completo).

Definigao 1 Diz-se que uma sequéncia {z;};54, i € R", converge para o ponto x
se, e somente se, dado um conjunto qualquer de nimeros reaise; >0, j=1,...,n,

existe um 19 > 0 tal que cada j-ésima componente de x; — z, satisfaz
l(mz)j — (97)3| < g, para todo 1 > 1. (2.4)

O limite da sequéncia {x;}..., serd representado por limz; = x. Se D ¢é um subcon-
i

funto ndo vazio de R*, enido o sequéncia de pontos em D serd convergente em D

se, e somente se, existe um ponto x € D para o gual ela converge. Uma sequéncia

que é convergente em R® serd chamada simplesmente de convergente.

A defini¢io acima exige a convergéncia de cada componente, como esperado pela
mtuigio. O seguinte resultado mostra que a convergéncia na norma em R™ fornece

uma medida equivalente de convergéncia.
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Teorema 2 Seja ||-{| uma norma qualquer em R*, e {z:},5, uma sequéncia em R*.
Entdo esta sequéncia converge para s em R™ se, e somente se, dado qualquer nidmero

real € > 0, existe um fndice iy (€) > 0 tal que a sequéncia {z; — T}, sabisfaz
|z: — z|| < &, para todo i > 4 (g) . (2.5)

Demonstracao: (Ver [25, teorema 14.4]). B

Esta definicio vale para espagos métricos completos substituindo a norma pela
métrica d(z;,z). A convergéncia de uma sequéncia gerada por um algoritmo néo
implica na convergéncia do algoritmo. A convergéncia do algoritmo se dara apenas se
o limite z da sequéncia pertencer ao conjunto de solugdes do problema. Em principio
(assintoticamente), ndo hé diferenca na escolha da norma para medir a convergéncia

em R™ gracas ao teorema da equivaléncia entre normas (86 em dimensées finitas).
G q

Teorema 3 Se ||-|| e || sdo duas normas quaisquer em R", entdo existem constantes
ez > ¢ > 0 lais que
el < Jel < eallal, Vi € R (26)

Demonstragao: (ver 27, cap. 2{). B

Nem todas as normas em espacos normados de dimensio infinita satisfazem a
desigualdade (2.6), porém sempre se pode escolher normas equivalentes, que satis-
fazem (2.6) nestes espagos. A simplicidade oferecida pelo Teorema 3 nao é gratuita.
De fato, existe nm alto prego a ser pago pela convergéncia na norma em R, em
especial nos problemas mal comportados. Para melhor caracterizar tais problemas
guponha a solucio de um sistema linear f(z) = Az — b = 0, de n equacdes em
R*, com A € R**", A regular. Em uma dada iteracfio tem-se que f = Ae, entdo
as normas Fuclidianas da fungao (residuo da equagao) e do erro limitam-se mutua-
mente: ||fll, < 14l,llell; e llell; < |A Mg 1| f]l,- mduzidos pelo Teorema 3 e pela

regularidade de A podemos escrever

e Wellns < ell < A=, el ae .

onde [le]l gy — VETATAG = ||y e 1 All, = [max || = |/p(ATA), sendo p(A” A)

1<i<n

o raio espectral de AT A, e p; os valorcs singulares de A. A desigualdade (2.7) traduz

uma propriedade de separacio entre a norma do erro e a norma do residuo bastante
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indesejavel. A situagio é similar se medido, como de praxe, o erro relativo ao erro
inicial
Wl el o 17l o Dl
wg || foll, ~ lleally | foll lleolf

onde g = Ky(A) = ||Al, [4A"![l; é o nimero de condigio de A (norma Euclidiana).

(2.8)

As duas dltimas desigualdades explanam porque a norma do residuo pode de-
crescer (crescer) enquanto que a do erro pode crescer (decrescer) levando a grandes
diferencas entre estas normas - e portanto, na velocidade de convergéncia destas
normas -, sobretudo em sistemas ditos mal-condicionados. Este problema existe em
diversas 4reas. Adaptacio é uma delas. Pode-se ficar preocupado, por exemplo,
com a qualidade dos deslocamentos obtidos em andlises adaptativas cujo controle de
erro é baseado em normas de energia. A convergéncia assintdtica e a qualidade do
método, da estratégia adaptativa, dos indicadores e estimadores de erro em norma
de energia, ndo garantem a qualidade da resposta (por exemplo, deslocarnentos em
um sélido) em outra norma (por exemplo, £1, £s, € £oo) ou medida (o deslocamento
em um certo ponto do sélido}. E necessdrio que a separacio estabelecida por de-
sigualdades da forma (2.8) seja resolvida dentro da estratégia.

Do acima exposto, ¢ evidente que parar algoritmos com base na norma dos
residuos (absolutos ou relativos) pode trazer grandes dificuldades [17] [31]. Presen-
temente, o autor deste trabalho v& a verificagfio do residuo como uma verificacéo
da consisténcia do algoritmo, e, nem sempre, da proximidade da resposta. Muito
pouco se tem feito no sentido de resolver tais conflitos em algoritmos iterativos para
sisternas lineares ou para sistemas néo lineares [14] [13].

De fato, a propriedade de separagfo resulta de uma escolha inadequada da norma.
Seja L(R™) o conjunto (espago vetorial) de todos os operadores lineares A de R” em
R”. O seguninte resultado (extensfvel a espagos métricos completos) mostra que

existe uma norma para a qual a separagao nao existe.

Lema 4 Se A € L(R"), entdo, dado wm ¢ > 0 eziste uma norma em R™ tal que
1Al < p(A) + e

Demonstracao: (ver [27, cap. 2|). B

Na préxima secio este resultado é extendido a mapeamentos nao lineares. In-
folizmente, encontrar a norma do Lema 4 pode vir a se constituir cm uma tarefa

muito diffeil. Além disso, ela pode néo ter um significado razodvel.
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Pode-se vislumbrar trés amplas estratégias, ndo mutuamente excludentes, para

a solugao de tais problemas:

1. Estimar erros em qualquer medida desejada, ou seja, escolher nma medida de
interesse e parar o algoritmo usando uma estimativa confidvel desta medida.
Este é um problema extremamente dificil. Amenizado para certas normas,

como por exemplo a norma da energia.

2. Projetar algoritmos que nfo sofram a propriedade de separac¢io. Esta es-
tratégia entretanto ndo vem em geral associada a uma melhora na velocidade
de convergéncia. As grandes questdes sdo: {a) podemos projetar algoritmos
que nao sofram separacgio nas normas (ou medidas) de interesse e, (b) ao

mesmo tempo ndo percam velocidade de convergéncia nestas normas 7

3. Usar medidas de convergéncia mais adequadas no projeto do algoritmo. Por
exemplo, medidas relacionadas ao problema fisico de interesse, ndo necessaria-

mente associadas a nma norma.

E um dos objetivos desta tese contribuir nestas trés direcbes. Abaixo alguns

fatos bésicos de andlise [25, cap. 2].

Fato 2.1: Uma sequéncia em R"™ tem no mdrimo um limite.

Fato 2.2: Toda sequéncia convergente em R™ € limitada.

Lema 5 Se uma sequéncia {z;},., em R™ converge para um elemento x, entdo

qualquer subsequéncin de {x;},., também converge para x.

Definicao 6 Diz-se que uma sequéncia {z;},., em R™ € uma sequéncia de Couchy
se, para todo € > 0 , existe um ndmero natural i.(¢) tal que, para todos m,n > i(e),

se tenha || Ty — 2, < €.
Dai, o seguinte coroldrio do Teorema 2.

Corolario 7 Uma sequéncia em R"™ é convergente se, e somente se, € uma sequéncia

de Cauchy.

Se X é um espaco normado, e mesmo métrico, toda sequéncia que converge
fortemente em X, ou seja, imd(x;, ) = 0, z;,z € X é uma sequéncia de Cauchy,
porém, a reciproca - ou seja, toda sequéncia de Cauchy converge fortemente para-
algum ponfo - ndo é, em geral, verdadeira. Um espago normado X {de dimensio
finita ou infinita) é um espag¢o de Banach se é completo, ou seja, toda sequéncia de

Cauchy em X converge fortemente para o seu limite cm X
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2.2.4 Velocidade de convergéncia

O substrato da Parte T desta tese é a qualidade da convergéncia. A qualidade
da convergéncia de um algoritmo é convencionalmente discutida ou em termos de
sua velocidade de convergéncia assintética, ou de sua convergéncia global. A con-
vergéncia assintética refere-se & qualidade da convergéncia no entorno da solugao.
A convergéncia global refere-se & desejada propriedade de certos algoritmos de con-
vergirem para qualquer valor inicial zg € R®. Uma definicho de velocidade de
convergencia suficientemente adequada para incluir diversas medidas da qualidade
de convergéncia é a convergéncia r-linear (em analogia com o teste da raiz para

convergéncia de séries infinitas):

Definicdo 8 Diz-se que uma sequéncia {2}, em R™ converge r-linearmente para
o seu limite x, com taze o, se o € [0,1] e existe algum n > 0 tal que para todo indice
i’

o 2] < ot (2.9)
A sequéncia converge r-superlinearmente se existe wma sequéncia {3;},., q-superli-

negrmente convergente (ver Definicdo 11) tal que

[l — =l] < 8

para todo indice 1.

A sepuinte proposicao estabelece uma condicAo para que nao seja necessério
analisar todos os elementos da sequéncia para caracterizar a sua convergéncia 7-

linear.

Proposicao 9 Suponha que {%;},..q € uma sequéncia em R, p é um inteiro positivo,
ex € um ponto em R*. Se {zy},., converge r-lincarmente para x e {||z; — | };5

é decrescente, entdo a sequéncia inteira {x;},., converge r-linearmente para .

Demonstracio: (Vide também [29, Propos. 1.6]). Por hipétese, existe algum
n >0, eacl|01], tais que

12 — @l < not
para todo 4. Fixe um inteiro positivo m, arbitrario, e divida por p com resto r, ou

seja, m=pi+7r, 0 <r <p—1. Entao a cstimativa segue-se

1\ DPi
5 — 5l < llagi — ]l < (o)
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E (a%)pi-i—r ) : o
(o) )

concluindo a prova. &

A convergéncia r-linear é usada para caracterizar a convergéncia de algoritmos
durante todas a iteracbes. Note que |[z; — z|| pode crescer, e pertencer & Definicéo 8.
Tomando o logaritmo em ambos os lados da desigualdade (2.9) tem-se: log ||z; — =|| <
logn+ ilog . Assim, o grafico logaritmico da distancia para o limite da sequéncia
pelo nimero de iteragbes é limitado superiormente por uma reta com tangente ne-
gativa dada por log a, e ||zg — z|| < %, ou segja,  é um limite superior para o erro
inicial.

Uma propriedade importante da convergéncia r-linear é que ela independe da
norma com a qual se mede a convergéncia. Este fato tem consequéncias posi-
tivas e negativas. Do lado negativo, a tentativa de diferenciar a velocidade de
convergéncia de um algoritmo nas diferentes medidas pela taxa é aniquilada pela

seguinte proposicao.

Proposicao 10 Se uma sequéncia converge r-linearmenie em uma delerminada
norma, entdo ela converge r-linearmente em qualquer norma eguivalente, com a

mesma taxe. Em especial, em qualquer norma em R®,

Demonstragao: Por hip6tese ||z; — z|| < 5o, e seja || outra norma equivalente,

entdo existe um ¢ > 0 tal que || < ¢ |||, daf:
|zs — 2| < cflz: — z|| < (en) o (2.10)

Em R*, pelo Teorema 3, qualquer norma é equivalente, e a prova estd completa. H

Do lado positivo, a taxa caracteriza a qualidade da convergéncia de um algoritmo
em métricas equivalentes, e a qualidade da convergéncia do algoritmo em uma, certa,
medida fica caracterizada pela constante. A Proposicio 10 mostra que a escolha
da medida da qualidade de convergéncia deve ser muito cuidadosa, focada nos inte-
resses. Resultados significativos sfo obtidos neste trabalho com a convergéncia do
quociente.

Se existe um fndice i, a partir do qual a sequéncia {||z; — z| },,,, é decrescente,
entdo, em analogia com a convergéncia de séries geométricas infinitas, pode-se intro-

duzir a nocio de convergéncia do quociente da norma do erro, convergéncia-q, que
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caracteriza uma forma bastante desejada de convergéncia, e, sobretudo, repleta de
propriedades. Entretanto, a nogio de convergéncia fica estreitamente relacionada

com a convergéncia, assintotica.

Definicao 11 Uma sequéncia {mi}éze , ©; € R*, é g-linearmente convergente para
x € R™ na norma ||-||, se existe um « € [0, 1], o fator-g de convergéncia, e um indice
1o = 0 tal que

ll#i1 — 2| < alle: — 2| (2.11)

para todo © > i,. Se eristir uma sequéncia {as};., de mimeros reais que converge
para zero, e tal que
[Zi41 — 2| < o ||z — ] (2.12)

para todo i, a sequéncia é dita q-superlincarmente convergente. Se esta sequéncia
{ai},50 converge para 1, mas, mesmo assim a sequéncia {@:},,, converge para seu

limite x, diz-se que ela € g-sublinearmente convergente.

Dos trés tipos de convergéncia do quociente, a convergéncia g-superlinear também
é independente da norma, porém apenas assintoticamente. Na mesma linha da

Proposicao 10, temos,
|z — x| <ella —z|| L cos =&, (2.13)

onde lim &; — lim ca; = clima; = 0. Porém, agora, a diferentes taxas locais.

No grifico do logaritmo de |[z;,; — z|| pelo nimero de iteragBes, a regifio in-
dicada pela desigualdade (2.11) é limitada superiormente por uma reta com coefi-
ciente angular log o (negativo), e passando no ponto (i, log ||z — z||). Se, a partir
deste ponto, a sequéncia for apenas r-linearmente convergente, tudo é permitido
acontecer abaixo desta reta; se a sequéncia for decrescente ela eventualmente con-
verge pelo menos g-linearmente, ou g-superlinearmente, com a concavidade voltada
para baixo. A concavidade voltada para cima corresponde exatamente & carac-
terizacio de g-sublinearidade, pela qual a sequéncia {O‘i}bia converge para 1 por
valores a esquerda. A convergéncia ¢-sublinear assintética é de fato excluida também
da definicao de convergéncia r-linear dada pela Definicdo 8. Por outro lado, con-
vergéncia g-supetlinear nao caracteriza uma velocidade de convergéncia maior do
que g-linear, tudo dependendo dos fatores-g.

A nocio de convergéncia g-sublinear € pouco invocada na literatura [36], provavel-
mente por caracterizar uma velocidade de convergéncia indesejavel. Entretanto,

muitos algoritmos para sistemas lineares e problemas de viabilidade convexa, para
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citar alguns, convergem assintoticamente, apenas g-sublinearmente. Algoritmos com
convergéncia g-sublinear devem ser considerados pobres e inaceitaveis. Perturbagoes
provocadas por aritmética finita normalmente o impedem de atingir uma proximi-
dade aceitdvel do ponto fixo (quando existe, ver Capitulo 3). Para tais algoritmos,
e mesmo para aqueles com convergéncia g-linear com o fator-¢ préximo da unidade,
a prova tedrica de convergéncia ¢ insuficiente. 15 necessério alguma salvaguarda
durante a execucao. No Capitulo 3, a fragilidade da convergéncia g-sublinear serd
mostrada com mais rigor.

Contudo, o conceito de convergéncia g-sublinear ainda é usado extensivamente
na literatura de métodos adaptativos em elementos finitos - sem uma citacio direta.
Em especial, as estratégias adaptativas baseadas em versoes h e muitas estratégias
baseadas em’ versées p convergem apenas g-sublinearmente em problemas com sin-
gularidades na solucio ao longo de todas as iteracoes (etapas de adaptagio), e nestes
problemas, apenas algumas estratégias cuidadosas, geralmente baseadas em versoes
hp, conseguem convergéncia g-linear durante as fases iniciais e intermedidria (pré-
assintética), e apenas convergéncia assint6tica g-sublinear. Para melhor identificar
o papel deste tipo de convergéncia, convém definir convergéncia sublinear de grau

p > 0 e constante ¢ > 0, como aquela para a qual
||z — z|| < i para todo 5 > 0 (2.14)

Note que esse tipo de convergéncia satisfaz E llz: — z[|? = o0, [36]. Note também
que, por comparacao com (2.12) (usando o plor caso em ambas as definicGes), temos

fim e = im SEE DT (”1) ~1,

ct P 7

para qualquer p > 0, e independente de c. Para prova rigorosa e resultados comple-
mentares ver subsecgdo 3.5.2.

Assim, a definicio de g¢-sublinearidade usada neste trabalho identifica-se com
a dada pela desigualdade (2.14).Uma caracteristica importante deste tipo de con-
vergéncia é que se duas sequéncias {z;} e {Z;} convergem com graus p e § > p entado
lles|l = e (Jlé:|]). Stewart [36] observa o quao curioso ¢ o fato de que nenhuma funcdo
analitica que converge sublinearmente possue grau p > 1. Ha muito se conhece que o
método dos elementos finitos, versdo-h, converge sob a égide da desigualdade (2.14),
[37, sec. 3.4, cap. 8 (ver figuras 8.4 a 8.6)], e, embora, eventualmente, com p > 2,

mas, ainda assim, g-sublinearmente.
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2.3 Teoria Métrica dos Pontos Fixos

O Lema de Newmann afirma que (7 —A) ™! existe para todos os elementos 4 € L(R")
para os quais o raio espectral é menor do que a unidade. Conclui-se que se [|Alf, < 1,
entdo o algoritmo z;,,; = Az; possul um tnico ponto fixo £ = Az. Este resultado
extende-se de varias formas a mapeamentos nfo lineares. Esta secdo sumariza e

discute alguns resultados basicos sobre atracGes.

2.3.1 Definicoes

Definicao 12 Diz-se que um mapeamento A : D C R™ - R" é Lipschitz-continuo
(ou € continuo sequndo Lipschilz) em D se existe um-y > 0 tal que para todo z,y € D
tem-se

d(Az), Ay)) < vd(z,y) (2.15)

onde d(-,-) € a métrica em R™. A menor constante v que satisfaz (2.15) é chamada

de constante de Lipschitz para A.

As constantes de Lipschitz de dois mapeamentos A e B serao distinguidas por
v(A) e v(B). Dados dois mapeamentos A, B : D C R* -+ R", o mapeamento

composto terd

(Ao B) < y(A)y(B) (2.16)

A constante de Lipschitz para uma determinada distancia d(-,-) sera distinguida
por 7yz. Serd definido AP, a p-ésima poténcia do mapeamento A, recursivamente,
como A" = I e AP(z) = A(AP7(z)), p > 1. Com esta simbologia (2.16) diz que
y(A) <A4HA),i=1,2,....

Se a métrica ¢ induzida por uma norma, entdo y{A+ B) < v(A) +v(B) e, para
a > 0, y(aA) = ay(A).

Definicao 13 Um mapeamento A : D ¢ R* — R™ ¢ contractivo, ou € uma con-
tracho, em um conjunio Dy C D pare uma métrica d(-,-) se v4 < 1 para todo
%,y € Do, néo expansivo se vy = 1, e estritamente ndo expansivo se d(A(z), Aly)) <
d(z,y) sempre que z # 3.

Contragoes possuem pontos fixos, enquanto que os mapeamentos no expansivos
e 0s estritamente nao expansivos podem nAo os possuir. A teoria dos mapeamentos
nao expansivos difere da teoria da contracdes, principalmente porque os processos

iterativos da forma z;; = A (2;) em geral nfio convergem, mesmo que o mapeamento
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possua pontos fixos. Dentre as questdes bésicas no estudo de mapeamentos nio

expansivos, as seguintes sdo de maior interesse nesta tese:

1. Que hipéteses devem ser adicionadas & estrutura do conjunto D € R?, e que

restricoes sobre A, para assegurar a existéncia de pelo menos um ponto fixo ?
2. Qual a estrutura do conjunto Fiz(A4) 7

3. O que pode ser dito acerca do comportamento dos iterandos de A, em espe-
cial sobre a consisténcia, a velocidade de convergéncia, e, principalmente, a

proximidade do ponto fixo ?

Nas duas tltimas décadas a teoria métrica dos pontos fixos tem recebido um
enorme impulso, no sentido em que muitos resultados foram desenvolvidos em espacos
de Banach, ou mesmo em espagos mais gerais. Embora sejam de interesse em uma
teoria geral de algoritmos, estando este trabalho dirigido principalmente a espacos
BEuclidianos, adotaremos a técnica de restringir os resultados a tais espacos e tecer
comentdrios, quando for de interesse posterior, & validade dos resultados em espacos
mais gerais. Continuard sendo usada a notagdo d{z,y) para a métrica, que, com
raras excegoes a serem discutidas em capitulos posteriores, pode ser entendida como

associada a uma norma, ndo necessariamente quadrética.

2.3.2 Resultados basicos sobre atracoes

O resuliado fundamental da Teoria Métrica dos Pontos Fixos & o Teorema do Mapea-
mento Contractivo, devido a Banach. Ele é usado para provar uma série de resulta-
dos adicionais, incluido-se os sobre mapeamentos nfio expansivos. O Teorema e sua
prova, dados adiante [26], ndo séo construtivos, entretanto os mecanismos usados na
prova déo uma excelente compreensao do resultado, e serdo usados posteriormente,

em oufro contexto.

Teorema 14 (Banach-I) Suponho que A: D C R* — R™ ¢ uma contragio em
um conjunto fechado Dy C D e que A(Dy) C Dy. Entdo A tem um tinico ponto fizo -

em I)y.

Demonstragao: Defina a = inf {d(z, A(z)) 1z € Dy} e v = y4(A). Precisa-se
provar que o — 0. Seja € > 0 e escolha z € Dy tal que d(z, A(z)) < a +¢. Entéo,

a < d(A(z), A* (7)) < vd(z, A(w)) < v(a+e).
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Uma vez que v < 1, e ¢ pode ser feito arbitrariamente pequeno, segue-se que
a = 0, e portanto Fiz(A) ndo é vazio. Agora, a prova de que ele tem apenas um

elemento. Para qualquer € > 0 o conjunto
De={z € D :d(z, A(z)) <€} (2.17)
é fechado e néo é vazio. Para quaisquer z,y € D,,
d(z,y) < d(z, A(z)) + d(A(z), A(y)) + d(A(y), y) < 2+ vd(z,y)

o que fornece
d{z,y) < 2
!y — 1 _ ,-},’
seque-se entdo que o ]in% diam D, =1in:6 sup {d(z,y) : z,y € D.} = 0. Desde que a

familia D, retrai-se quando € — 0, o Teorema da Interseccio de Cantor [25, Teo-
rema 11.4] implica em que (. D. consiste em exatamente um ponto, digamos z,

que como visto, é fixo sob A, ou seja, z = A(z). B

Quando A é uma contracdo, hé interesse em saber sob quais condi¢fes ele con-

verge para o seut ponto fixo e a qualidade da convergéncia.

Teorema 15 (Banach-IT) Com as hipdteses do Teorema 14 a sequéncia x;,, =

A(x;), i =0,1,..., converge r-linearmente para qualquer xy € Dy.

Demonstragao: Desde que zq € Dy e A(Dy) C D, asequéncia {x;} é bem definida,

contida em Dy, e, notando que para quaisquer indices 1, p € N, temos

d(A(zg), A7 (z0)) = d(A(20), A" 0 AP(24))

7(A)d (o, A” (o))

7 [d((0), A(0)) + d(A(wo), A*(0)) + - - + d(A” (o), A7 (o))
Yy 4+ d(zo, Alzo))

1 e
— } d(zo, A(zo)) (2.18)

|

d(ﬂ"“ $’£+P)
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Tomando o limite p — co tem-se que d(z;, Z;4,) — d(x;,z) onde z é o tinico ponto

fixo de A em D)y, devido ao Teorema 14; a qualidade da convergéncia segue-se

(o) = a(Az0)2) < Ho ) (2.19

concluindo a prova. B
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Para provar a convergéncia g-linear € necessario impor mais restricdes sobre
o mapeamento do que as contidas no Teorema 14. Esta construcfo serd feita em
etapas, acompanhada de uma discussao que sera explorada nos capitulos posteriores.

Primeiramente, a prova do Teorema 15 revela que a hipétese y(A4) < 1 é mais
forte do que necessaria. E suficiente assumir que v(A*) < 1 para ao menos um indice
i. Isto porque se A é uma contracio, pelo Teorema 15 possui um tnico ponto fixo
z. Entdo A(z) = A" (z) = A* o A(z), e assim A(z) é também um ponto fixo de
A*. Portanto z = A(z), provando que z também é um ponto fixo de A(z), e assim
fmnico.

Explorando a idéia acima pode-se exigir que o mapeamento nos Teoremas 14 e
15 seja apenas Lipschitz-continuo em lugar de contractivo. Neste caso a estimativa,

de erro pode ser obtida a partir de:

domn) < 3 d(A(z0), A (z)) < [ WW)] 50, Als))

k=i &

IA

YA |32 94| dan, Aea)
< y(A)oyd{zo, Alo)) (2.20)

X
Entdo, {z;},., serd uma sequéncia de Cauchy se o =plim o, =Y v(AF) < +oo0.
- oo k=1

I possivel verificar que existe um nimero v.(.A) que satisfaz
. 1/k inf 1/k
Tool) —Jim. [5(49)] wf {9 k=121 22y

Assim E 7(AF} < +oo se, e somente se, Yo{A) < 1. Desta forma a hipdtese
v(A) < 1 pode ser substituida por v.,,(A) < 1 no Teorema 14, e a estimativa do

Teorema 15 sera dada por

d(zi,z) < Y(A)oud (20, Alzp))- (2.22)

O acima exposto, no entanto, nio fornece um teorema mais forte do que.o Teorema
15. Isto devido ao teorema da equivaléncia entre normas pelo qual se pode provar
que, [26, pag. 10],

Yoo(A) = inf 7, (A) (2.23)

para todas as métricas r em R"{ou para métricas equivalentes em qualquer espago

métrico). A seguinte proposicao sintetiza esta discussio.

Proposicao 16 Qualguer mapeamento A para o qual ¥.(A) < 1 é uma contracio

com respeito a uma métrica apropriadamente escolhida,
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Os seguinte resultados formalizam alguns comentérios anterjores, como uma ge-

neralizacdo dos teoremas de contragao.

Teorema 17 Suponha que A: D C R* — R”* mapeia um conjunto fechado Dy C DD

nele proprio e que para algum inteiro p > 1 se tenha
d(A" (), AP(y)) < vd(z,y), Y2,y € Do, i =1,2,..., (2.24)

onde 0o = 300, 1 < +00. Entdo A tem wm dnico ponito fizo x,. € Dy, e para qual-
quer zg € Dy a sequéncia x4 = A(z;) converge para x,, com a seguinte estimativa
de erro

Az, 24) < Oood(@iy Ti—p) , 1 =1,2,... (2.25)

Demonstracdo: (Para prova mais detalhada ver [27, pag. 384]). B

Aparentemente, a qualidade de convergéncia fica prejudicada com a hipdtese
0o < +00. It possivel garantir apenas alguma forma de convergéncia sublinear. A
convergéncia g-linear é provada com hip6teses mais restritivas, como as do resultado

abaixo.

Teorema 18 Nas hipdieses do Teorema 17, se para algum p > 1 o mapeamento
sotisfaz
d(AP (z), A (y)) < vd(z,y), ¥ <1, (2.26)

entdo (2.24) € satisfeita com y; = ¥, 040 = Y0 ¥ = 7/(1 — ) e a estimativa de
erro torna-se

d(mi, ) < %d(mi, Zip) ,i=1,2,... (2.27)

Demonsiracao: Imediata a partir do Teorema 17. B

Quando, além de satisfazer as hipéteses do Teorema 18, A é também Lipschitz-
continuo, entao as hipdteses do Teorema 17 so satisfeitas para p = 1. Entretanto, é
possivel que (2.24) ou mesmo (2.26) sejém satisfeitas mesmo que A nao seja continuo
(ver Capitulo 3).

O caso especial de (2.26) com p = 1 fornece os Teoremas 14 e 15, porém agora
com a prova da convergéncia g-linear e a estimativa do erro dada por (2.27).

Um mapeamento que satisfaz (2.26) para algum v > 0ep=1,2,..., é chamado

de uniformemenie Lipschitziano, ou seja,

d(A(x), A(y)) < vd(z,y), v>0,i=1,2,.... (2.28)
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Para tais mapeamentos pode-se estabelecer um limite « para o qual existe um ponto

fixo, com a exigéncia adicional de convexidade.

Teorema 19 Se A: D C R* — R* mapeia wm conjunto limitado, fechado e con-
vezo Dy C D nele prdprio, e A € uniformemente Lipschitziano com v < /2, entéo

A tem um ponto fizo em Dy.

Demonstracao: (Ver [26, pags. 172-3], vélido apenas em espagos de Hilbert). B

Obviamente, expansividade estrita ndo garante a existéncia de um ponto fixo.
Porém, o Teorema de Edesltein fornece condicoes para a existéncia e unicidade do

ponto fixo.

Teorema 20 (Edelstein) Suponha que A : D C R* — R® mapeia um conjunto
Dy € D nele proprio, que A(Dy) é compacio, e A é estritamente nio ezpansivo em.
Dy. Entdo, para qualquer xq € Dy as iteragées x4, = Alz;), 1 = 0,1,... convergem

para o unico ponto fizo de A em Dy.

Demonstracao: (Ver [27, pag. 404]). &

Note que R™ nao é compacto, de tal forma que o Teorema de Edelstein nédo pode
ser generalizado para um teorema de convergéncia global. Na prova do teorema
a compacidade ndo pode ser substituida pela hipétese de que A(Dg) é fechado e
limitado. Porém, pelo Teorema de Heine-Borel, todo subconjunto de R* que é
limitado e fechado é compacto, e vice-versa [25, teorema 11.3]. Entretanto o Teorema,
de Edelstein nao caracteriza a qualidade da convergéncia nem fornece uma estimativa
para o erro.

O seguinte resulfado & um caso particular do Teorema Fundamental dos Pontos

Fixos de Schauder, porém um pouco mais métrico.

Teorema 21 (Schauder) Suponha que A: D C R* —» R® mapeia um conjunto
Dy C D nele préprio, Dy fechado e limitado, e A é ndo expansive em Dy. FEnido A
tem um ponto fizo.

Demonstracao: (vide [26, Teorema 3.1]. (Valido em espacos de Banach, com s

condigdo adicional de compacidade).
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2.3.3 Contragoes iteradas

Definicao 22 Diz-se que um mapeamento A : D C R® — R™ € uma contragdo

iterada no conjunto Dy C D se existe um v < 1 tal que
d(A o Alz), A(z)) < vd(A(z),z) (2.29)
toda vez que z e Az) estejam em Dy.

Se A é uma contracio em Dy, entdo ele também é uma contracio iterada, porém
a reciproca ndo € necessariamente verdadeira. As contragdes iteradas nfo precisam
ser contimas, e seus pontos fixos sequer precisam ser Unicos. Contragles iteradas
possuem uma certa falta de propriedades. O seguinte resultado estabelece algumas

condicbes para a sua convergéncia e estimativa de erro.

Teorema 23 Seja A : D C R* — R uma contracdo iterada em um conjunio
fechado Dy C D, e que, para algum zo € Dy o sequéneia 2,41 = A(x;), 1 =0,1,..

Ty

permanece em Dy, Entdo, limz; =z € Dy, e vale o estimativa

d($i+1,$) < 1—7‘*’;{1(1’[}1;4_1, $z) . (230)
Ainda mais, se A € continuo em z entido x = A(x).

Demonstracao: (Ver [27, pag. 401]). B
Deve-se observar que o ponto fixo no Teorema 23 acima néo precisa ser (inico. B
possivel relaxar a condicio de contragdo e obter ainda um ponto fixo sob condigdes

mais severas.

Teorema 24 Suponha que A: D C R* — R™ mapeia um conjunto Dy nele proprio,

A(Dyg) é compacto, e
d(Ao A(z), A(z)) < d(A(z), =) (2.31)

para todo © € Dy e x # A(z). Suponha ainda que A é continuo em Dy e possua
no mdzimo um ponto fizo em Dy. Enido, um ponto fizo z, existe, e, para qualquer

xo € Dy, a sequéncia z;,1 = Alx;) converge para z,.
Demonstragido: (Ver [27, pag. 403]. VAlido para qualquer espaco métrico com-
pacto [26, pag. 12]). &

A condigfio (2.31) é evidentemente satisfeita se A é estritamente ndo-expansivo,

dando origem ao Teorema de Edelstein.
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2.4 Comentarios finais

Neste capitulo foram estabelecidas algumas notacdes e definicoes, e relembrados al-
guns fatos sobre a convergéncia de sequéncias e algoritmos em R*. Foram acrescidos
alguns coment4rios e resultados menores, sobre t6picos que assumirdo importancia
major nos capitulos subsequentes. O principal aspecto do capitulo é ter o foco
na qualidade da convergéncia, o que se realmente estd interessado, uma vez esta-
belecida a convergéncia. Neste sentido, a convergéncia g¢-linear, e a convergéncia
g-superlinear sob convergéncia g-linear ( o; < 1), resultam como a melhor caracteri-
zacao de velocidade de convergéncia. Para concluir, ha necessidade de comentérios
adicionais.

O melhor que se tem conseguido provar sobre a qualidade de convergéncia de
alguns bons algoritmos iterativos para sistemas lineares é que convergem apenas
r-linearmente, ¢, eventualmente, r-superlinearmente. Raramente o comportamento
assintético r-superlinear é visto em uma realizacao. O critério de parada é acionado
antes. Também, interfere a nocao de epsilon da miquina - o macheps.

Macheps é o menor nimero positivo € tal que 14+¢ > 1. Os computadores atuais
de 64 bits (ou 2 vezes 32 bits) possuem macheps = 2752 ~ 2.22 x 1076, Significando
que a representacio de um ntimero de ponto flutuante z encontra-se no intervalo
(1 — macheps), (1 + macheps)|. Dois nimeros reais ¢ ¢ y tém a primeira metade

de seus algarismos significativos aproximadamente iguais quando

% < y/macheps. (2.32)

E consenso entre analistas numéricos que, do ponto de vista pratico, convém ficar
satisfeito com precistes nio maiores que a dada por {2.32). Ou seja, testes de erro

relativo praticos nfio deveriam ser mais exigentes do que, por exemplo,
’|||ei |||| — ﬁ < +/macheps. (2.33)
Ty 7

Em sistemas lineares, a convergéncia g-superlinear e, normalmente, a r-superli-

near, somente se pronuncia perto do limite dado por (2.33), ficando assim escondida,
pela imprecisao dos resultados, dando origem, muitas vezes a sublinearidades antes
da parada. Atualmente, em sistemas lineares nao simétricos, o usuario deve sentir-se
muito feliz em conseguir parar dentro de wna regifo de convergéncia g-linear. Em se
tratando de métodos de Krylov, isto vai depender muito da qualidade do precondi-

cionador. Em sistemas lineares simétricos e positivos definidos, um dos métodos
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mais usado é o CG. Neste caso, é possivel com frequéncia parar em um trecho com
alguma superlinearidade do quociente. Em contraste, nos sistemas nfio lineares,
normalmente é possivel parar em regides g-lineares ou mesmo g-superlineares. O
motivo basico para isto é que geralmente os métodos estdo associados a estratégias
de convergéncia global que o levain gradativamente cada vez mais perto da solugéo,
por exigéncia da precisﬁo dos algoritmos subjacentes que séo muito sensiveis a im-
precisoes (por exemplo, em plasticidade incremental).

1 muito diffcil provar que um algoritmo é contractivo em alguma norma es-
pecifica. Fm sistemas lineares isto depende muito da estrutura algébrica da matriz
de coeficientes (por exemplo, da distribuigdo dos autovalores e até mesmo dos dados
iniciaig). Fsta dificuldade também existe para outras atracbes. Do ponto de vista
de estimativa de erros, as atracoes mais interessantes seriam as contracoes iteradas,
ou alguma forma mais fraca. Entretanto, elas carecem de propriedades.

Por outro lado, é muito mais fdcil, como serd provado neste trabalho, construir
algoritmos r-convergentes, ou mesmo g-convergentes, ainda que em uma forma mais
fraca como ||e;¢1|| < [|es||, decrescentes, ou |le;11|| < ||ei]|, estritamente decrescentes,
em alguma norma pré-estabelecida. Do ponto de vista de velocidade de convergéncia
e contencao de memdria, as atracoes ndo sio essenciais. De fato, enquanto é possivel
garantir que toda contraco, ¢ muitas atractes, convergem g-linearmente, ndo vale
a reciproca. Serd provado que a classe de algoritmos de convergéncia g-linear é
potencialmente mais ampla do que a das atragdes, mesmo em espagos de Banach.
Também, as defini¢des de g-linearidade e g-superlinearidade asseguram convergéncia,
por definicao, o que néo ocorre, por exemplo, com a classe g-linear e g-superlinear
de ordem p. Enquanto que as contragoes garantem convergéncia apenas sobre certas
condicgoes, as vezes muito severas.

Em espacos de Hilbert, os operadores de projegiio permitem construir algoritmos
g-convergentes e decrescentes em norma. Nestes casos, serdo mostradas condigdes
suficientes para um tipo de convergéncia do quociente a partir do qual estimadores de
erros confidveis para os algoritmos podem ser obtidos. Isto é importante, também,
porque a grande maioria dos algoritmos bem sucedidos para sistemas lineares, por
exemplo, sdo métodos de projecao em espagos Fuclidianos. O interesse extende-se

as dreas de viabilidade convexa e otimizagio, entre outras.



Capitulo 3
Convergéncia do Quociente

In this book we will be interested mainly in methods that are locally
g-superlinearly or q-quadratically convergent and for which this behavior
18 apparent in practice.

J.E. Dennis e B. B. Schnabel, 1982, 1996 [19]

3.1 Introducao

Este capitulo trata da gqualidade de convergéncia local sob a otica da convergéncia
do quociente do erro, ou convergéncia-g. Sao estudadas as suas propriedades, as
suas conexoes com outros tipos de convergéncia, as suas relagbes com as atracoes
bisicas, e as estimativas de erros de aproximacio de algoritmos g-convergentes.

O estudo de estimativas de erros estéd intimamente relacionado com o estabele-
cimento de regras e estratégias de interrupgao de algoritmos iterativos. Embora o
major interesse sejam os sistemas lineares, ocorre que os resultados apresentados,
pelas ferramentas utilizadas, aplicam-se a uma classe bem maior de algoritmos.

A principal razéo pela gual foi escolhida a convergéncia do quociente como
hip6tese fundamental, & parte de suas propriedades, estd na convicgdo de que o
minimo que se pode esperar de um algoritmo é gue ele possua convergéncia g-linear
local e assintotica, e, idealmente, convergéncia g-superlinear.

A convergéncia g-superlinear assintOtica é observada, e eventualmente provada,
em numerosos algoritmos para problemas néo lineares [19]. Em sistemas linea-
res, a convergéncia g-superlinear, quando existe, nem sempre se pronuncia antes do
acionamento do critério de parada. Muitas vezes ha sublinearidades sob as quais se

é forcado a parar.

38
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Ainda em sistemas lineares, muitos bons algoritmos disponiveis trafegam com
r-linearidades locais. Isto cria um conflito entre a teoria desenvolvida neste capitulo,
baseada em convergéncia-g, e a realidade factual daqueles algoritmos. Este conflito
é resolvido com um resultado que possibilita transitar com as estimativas entre as
duas qualidades de convergéncia.

As estimativas de erros para convergéncia g-sublinear oferece algumas dificul-
dades. Neste caso, procura-se providenciar pontes com os teoremas de contraciio da
teoria métrica dos pontos fixos. Existem muitas dificuldades devido & caréncia de
propriedades das atragdes que mais interessain, quais sejam, as atragdes iteradas nio
expansivas. Por outro lado, exigindo apenas wm pouco mais da g-sublinearidade,
mediante uma nova definicio, de g-sublinearidade estrita, mostra-se que os seus erros
podem ser adequadamente estimados (gragas & sua lentiddo) por andlise de qualquer
mapeamento composto.

Cabe uma adverténcia. Nao é possivel estimar erros de aproximacao de um al-
goritmo de qualquer espécie, senao por uma analise do enriquecimento da solucio
a cada iteragdo. O significado crucl deste principio é que a qualidade da estimativa
depende da regularidade deste enriquecimento, o qual sempre exige um esfor¢o com-
putacional nao desprezivel. Do ponto de vista de estimativas de erros, a chave para
abrandar este esforgo e relaxar a regularidade do enriquecimento estéd nos resultados
de uma anélise antecipada (a priori) do algoritmo.

Finalmente, é preciso salientar que a andlise ora apresentada difere das demais
existentes na literatura porque € focada em dois aspectos objetivos. Primeiro, nas
estimativas de erros. Segundo, na compreensio dos mecanismos algoritmicos que
levam a questdes relevantes como velocidade de convergéncia, estabilidade das i-
teracoOes e robustez. Estes dois aspectos, obviamente, sdo centrais em computacio
cientifica, e sempre foram o objeto de estudo, mas, o que difere neste texto é que

880 focados a partir da qualidade da convergéncia.

3.2 Expandindo Definicoes

Neste capitulo, a menos que seja dito o contrério, valem as seguintes hipdteses. A
sequéncia {#;}., é convergente em um conjunto 2 C R”, munido de uma métrica
d(-, ), ou uma norma ||-|| definida ou néo por um produto escalar (-, -). Porém, alguns
resultados sfo enunciados para espagos mais gerais. Cada situacio especial ficara

clara no contexto, ou serd explicitada. A sequéncia é a produzida por um algoritmo
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da forma z;4; = A(z;), com z, € Fiz(A) tinico em D, ou em um subconjunto
Dy C D, e A é suposto consistente com o problema (2.3), quando esta hipétese se
fizer necessdria. Estas 1ultimas hipéteses nao séo restritivas porque o interesse é a
qualidade da convergéncia.

Com o objetivo de expandir o espectro de algoritmos para os quais a teoria
deste capitulo se aplica, convém estabelecer algumas novas defini¢oes de formas
mais fracas de convergéncia. A necessidade destas definigoes se tornardo dbvias ao

longo do texto.

Definigio 256 Uma sequéncia {z;},,, 2; € R", possui convergéncia g-sublinear
estrile se converge de forma g-sublinear no sentido da Definicdo 11, com a desigual-

dade estrita, ou seja, ||z — z|| < ||z — ]

Definigio 26 Uma sequéncia {zi};5q, ©: € R®, possui convergéncia q-sublinear
(respc., q-sublinear estrita, q-linear, q-supertinear) em py-etapas na norma ||-||, se
eriste uma sequéncia de inteiros {pi};-, (cada pr > 0) tal que a subsequéncia
{2y, Hino coOnverge de forma q-sublinear (respc., g-sublinear estrita, g-linear, q-super-
linea,r)ino sentido da Definicdo 11. Se a sequéncia {py},~, possui razdo aritmélica
constante p = pri1 — P > 1 a sequéncio € dita g-sublinear ( respc., g-sublinear

estrita, g-linear, q-superlinear) em p-etapas.

Pode-se considerar uma métrica d (-, -) em espacos métricos mais gerais, comple-
tos, nas definicbes acima, com a hipétese de que o limd(z, z,) = 0 (convergéncia
forte) [38],[39]. Também, simplifica-se a notagdo: d (A (w;—1),.A(z:)) =d (i, Tiq1),
tipicamente.

I imediato que uma sequéncia com convergencia do quociente em uma-etapa,
converge em qualquer py-ctapas, para qualquer sequéncia {py};.q, € Do caso da
convergéncia g-linear, com fator-¢ menor (mais veloz) ou igual & sequéncia original.

Naturalmente, essa 1ltima propriedade sugere alguns algoritmos simples para
encontrar uma cota inferior, digamos &, para o fator-¢ da sequéncia original por
andlise de qualquer de suas subsequéncias. Por exemplo, se dadas subsequéncias
quaisquer {py };5, com fator-g dado por ay,, teremos & = maxop, < a. Esea < 3,
entdo @ < a < 1 — @ Esta cota inferior serd melhorada se determinada a partir de
muitas sequéncias {pg}cp<p» cOM 0 major possivel valor de m. Pela naturesa das
cotas superiores para o erro (ver adiante), o algoritmo descrito funciona apenas se
o estd suficientemente distante de 1. Para escolhas adequadas das subsequéncias,

ele converge assintoticamente para o o exato. Na pratica, este algoritmo geralmente
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é muito pobre e hd de se encontrar algo melhor, em particular, na auséncia de
informagodes a priori sobre o fator-¢ do algoritmo. Porém, como serd mostrado, a
estimativa a priori do fator-¢ do algoritmo pode ser muito conservadora.

Para muitos algoritmos, em uso nos dias de hoje, hd apenas prova de con-
vergéncia g-sublinear estrita ou r-linear. Deve-se estar habilitado a usar os resulta-
dos deste capitulo em tais algoritmos. A seguinie proposicdo mostra como aplicar A

g-sublinearidade os resultados da g-linearidade em p-etapas, p > 2.

Proposicao 27 Se uma sequéncia {x;},.,, ; € R", possui convergéncia g-sublinear

estrita, entdo ela possui convergéncia pelo menos g-linear em 2-elapas.
Demonstragao: Por hipdtese, para cada trés termos consecutivos da sequéncia,
i1z — 2l < [lzips — @l] <[z — 2l ,

e, dividindo por |[z; — z|| #£ 0,

T I ek
foi =2l = T —all

Agora, escolha, para cada «;, ¢ impar ( por conveniéncia), um ¢ > 0, tal que a

primeira desigualdade estrita resulte em uma desigualdade simples

||37z'+2 - $”

<oy—g<l—g.
[l — 2]

Usando essas desigualdades, é possivel definir

_ #iee — 2] B .
O g, gl S (e —e) <max(l—e) = 1-mine <1,

para todos os indices impares. Assim, pode-se escrever, para todo indice impar

||93z'+2 - fC”

<a<l,
[|z; — ]

¢ a g-linearidade em 2-etapas estd provada. B

Usando argumentos similares, pode-se mostrar também o seguinte resultado.

Proposicao 28 Se uma sequéncia {Z:};.., T« € R*, possui convergéncia q-sublinear
estrita, entdo existe pelo menos finitamente muitas sequéncins {pr},.., ndo vazias

tais que a sequéncia {z;},., converge q-linearmente em py-etapas.
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Demonstracao: Imediata: escolha um indice inicial 4 arbitrario e subsequéncias

arbitrarias {ps};., e aplique a Proposicdo 27. B

Para sequéncias r-linearmente convergentes procede-se de maneira similar.

Proposigao 29 Se {3"15}«;20: z; € B®, € uma sequéncia r-linearmente convergente,

entdo ela possui subsequéncias estritamente g-sublinearmente convergentes,

Demonstragao: Por hipétese, existem 5 > 0 e § € [0,1] tal que ||z; — z| < gt
Fixe qualquer jp > 0, entdo, para todo & =0,1,...

o — 2| < ot = (np*)5%° .

A sequéncia {nﬂk}k>0 — 0, portanto, é uma sequéncia de Cauchy. Assim, pode-se
escolher qualquer ¢ >0 que existird um ko > 0, tal que n8* <e para todo & > k.

Escolha € = ||z, — x|, entdo
”mj0+k - ZU” § ('f?ﬁk)ﬂjn < ﬁjo ”mj[) _:B” 3 k 2 kD-

Continuando o processo, escolha j; = j;+kq e por conseguinte ||z;, _z|| < ||z, — z|.

Partindo de 71, repetindo a escolha, ¢ procedendo por inducéo tem-se
o<z — 2l < lwg, — 2l <z — =l (3.1)

Para cada elemento inicial 7, pode-se arbitrar € ¢ assim, pelo menos finitamente,

muitas sequéncias existem para escolha, e a prova estd completa. B

Pode-se agora aplicar a Proposigao 28 a sequéncia (3.1), resultando no seguinte:
Proposicao 30 Se uma sequéncia {2;},nq, i € R", possui convergéncia r-linear,

entdo existe pelo menos finitamente muilas sequéncias {pr )., G0 vazias tais que

a sequéncia {;},., converge q-linearmente em py-elapas.

3.3 Convergéncia g-linear

3.3.1 O Lema fundamental

O resultado bésico da convergéncia do quociente ¢ o seguinte lema:
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Lema 31 (Lema fundamental) Para o sequéncia =, = A(z;), 1 = 0,1,2,...,
g-linearmente convergente para o seu limite ©,, com fator-g dado por o« , valem as

sequintes cotas para todos 0s fndices i > ig:

d (Tiy1, %5) d (Tiy1,T:)
STHD R g () < e .
1+a ~ (i 24) < 1—a (3:2)
i <@ 4 =S Al o 5.3
i+1s 55*) = 1_ 4 ($z'+1,5'5a:) 1 T a (mz-l—lamz) ( . )

onde { = (o) =a(1+a)/(1—a).

Demonstragao: Imediata a partir da desigualdade (métrica) triangular e da sime-
tria:
A(@i, T} < A(T5, Tia) + ATiv1, To) < AT, Tiga) + od(m;, 7),

d(ﬂ?,;,, m'i+1) g d(mm Sl'.'*) + d(mﬂ mz’+1) S d(mz; :E*) + Ofd(mz‘; :B*),

resultando em (3.2). Usando-as,

d(ziy1,2y) < od{zs, ) < —— 1o oo (@, ).

e os resultados estdo provados. B

Este resuliado nfo exige que A possua ponto fixo, ou até mesmo que seja
continuo. A funco ¢ (o) em (3.3) assumird um papel relevante neste texto.

Computacionalmente, h uma diferenca fundamental entre as desigualdades (3.2)
e (3.3). A primeira implica em um custo para o enriquecimento da solucio, no
sentido em que sua utilizagao deve esperar pelo proximo incremento s; = z;41 — %,
enquanto a outra vem a custo zero. Note, poréin, que emn muitos algoritmos, mesmo
o custo de (3.3) tem complexidade O(n), ou mesmo O(1). Estes sdo os casos de
algoritmos de curta recorréncia, como toda a classe do CG Generalizado (Hermitiano
e nao Hermitiano).

E imediato que o Lema 31 vale para sequéncias ¢-linearmente convergentes em
pr-ctapas, por simples substituicdo dos indices: ¢ « pr e 1+ 1 « pgy1. Como
consequéncia, aplicavel também a sequéncias com convergéncia g-sublinear estrita e

r-linear.

3.3.2 A geometria do processo g-linear

Nao se pode deixar de notar pelo menos a semelhanga formal entre a estimativa (3.3)

e a contrapartida do Teorema de Banach (Teoremas 14 e 15), quando A mapeia Dy
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nele préprio. De fato, o principal objetivo desta subsegéio é estabelecer com precisao
a natural e significativa relacao entre uma teoria de convergéncia do quociente ¢
a teoria das contracoes, & parte dos diferentes objetivos: de um lado qualidade de
convergéncia e estimativas de erros, e do outro existéncia, unicidade e convergéncia.
Para a teoria métrica dos pontos fixos, o trabalho termina com a segunda. Para a
computacio cientifica, o trabalho apenas comegou. E, deve-se julgar muito feliz se
todos os resultados da teoria métrica dos pontos fixos puderem ser aproveitados, e
em seguida os mecanismos e estimativas fornecidos pela teoria de convergéncia do
quociente possam ser traduzidos em algebra linear computacional eficiente.

Algebra linear computacional eficiente é o segundo principal motivo pelo qual a
escolha recai sobre a convergéncia do quociente sob as formas contidas na Definicio
26. .

A primeira preocupacao é estabelecer que, de fato, o conjunto dos algoritmos de
convergeéncia g-linear ndo foi esgotado pelo estudo das contragtes da teoria métrica
dos pontos fixos, no sentido em que as condi¢des de convergéncia do quociente e
as suas estimativas de erro ji nio estdo todas 14, ou que as cotas para os erros
daquela teoria sfo as melhores possiveis. Para responder estas questoes, deve-se,
inicialmente, fazer uma distin¢lo entre processo e realizagéo.

Dado uma aproximagéo inicial zg pertencente a um conjunto arbitrario D C
R”, uma realizacdo do algoritmo é definida como a sequéncia z;;; = A(x;), 1 =
0,1,..., cuja tnica exigéncia é que x pertenca a D). Sera denominado de processo
ao conjunto de todas as realizacoes do algoritmo iniciados com um elemento de D).
Com estas defini¢des pode-se distinguir a convergéncia, e a qualidade de convergéncia
de uma realizacdo e de um processo em uma métrica d(-,-). Uma realizagio é
convergente (g-convergente) em D se satisfaz a definigio 26 e todos os seus elementos
x; estiio contidos em D). Um processo é convergente (g-convergente) em D se todas
as realizagbes sdo convergentes (g-convergentes) em D. Um algoritmo A serd dito
convergente (g-convergente) em D se o seu processo for convergente (g-convergente)
em 1. Se o conjunto D é o préprio R®, o processo, e assim o algoritmo, sera dito
globalmente convergente (g-convergente).

No que se segue sio feitas as seguintes hipdteses:
hi. d(-,-) é uma métrica em R",
h2. A: D — D CR? D arbitrario,

h3. A é g-linear em Dy C D, com « € [0, 1], na métrica d (-, -),
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h4. A é continuo em cada um dos limites das realizactes.

Observe-se que ndo é feita muita referéncia s qualidades topoldgicas do con-
junto Dy, Em geral, entretanto, para estabelecer compara¢Ges com as contracoes
pode-se exigir que I); seja fechado, e eventualmente limitado, ou mesmo convexo.
Mapeamentos g-lincares nfo precisam ser continuos. A imposicio de continuidade
(h4) acima visa estabelecer a existéncia de pontos fixos para cada realizacio e para
O Processo.

Sendo a, o fator-g de uma realizagéo r em Dy, o fator-¢ do processo ser definido

por o =max {a.}. Isto posto, a seguinte proposicio é contundente.
Proposicao 32 Sob as hipdieses hl — h4, um ponto fixo de A eriste e € dnico.

Demonstragao: Duas sequéncias distintas, partindo de g,y € Dg, o # %0,
possuem seus limites z, e y,, respectivamente, uma vez que as realizagoes sao con-

vergentes. F também como A é suposto continuo em z, e y,, tem-se

Ty — IJ_m:B@ = ]jmﬂ','z'+1 = hm.A.(.'I.'z) = A(ﬂﬁ*)

?

¥ = limy; =lmy;; =lim .A(yz-) = A(y*),

ou seja, z, = A(z,) e ¥, = A(y.). Para provar que os pontos fixos sdo dnicos, sejam

o, € oy, 0s fatores-g de cada uma das realizagdes, entio

d(a’;*,y*) == d(A(m*):'y*) Samd(iﬂ*,y*)
AZu,hh) = d(m*,A(y*)) < oty d( T, )

e, como g, ay € [0, 1], segue-se que
AZsy 1) = 0 = T, = 1

porque d(-,-) é uma métrica. W

Este resultado diz que a hipétese de g-linearidade em Dy, ou seja, a convergéncia
de cada realizacao, garante a existéncia do ponto fixo de cada uma, ¢ a0 mesmo
tempo, a unicidade. Esta definiciao de g-linearidade do processo é bem mais abran-
gente do que a g-linearidade de uma realizagio. Ou seja, a ¢-linearidade de mma
realizacio, embora garanta o ponto fixo, se 0 mapeamento for continuo no limite
da sequéncia, ndo garante a g-linearidade de todas as rcalizacoes. Porém, se todas

possuem um ponto fixo, ele é tinico. Isto ndo ocorre se o processo é g-sublinear



3.3. CONVERGENCIA Q-LINEAR 46

(e, = 1 em alguma realizacio) . Mas, claramente, ocorre se o processo é g-sublinear
estrito, jA que a Proposicio 27 garante a existéncia de um mapeamento composto
equivalente que converge g-linearmente, ¢ um tal mapeamento satisfaz a Proposicio
32.

A unicidade do ponto fixo do processo ¢-linear (e a prova da unicidade), diz que
a hipdtese h4 é parcialmente redundante, e deve ser lida como: 4 é continuo no
limite, Wnico, das realizacGes.

Pode-se provar a Proposi¢do 32 de varias formas, em particular pela mesma
técnica usada na prova do Teorema 14. Fla é muito instrutiva. A g¢-linearidade
implica na existéncia de uma familia de conjuntos encaixados, fechados e nao vazios

D (o) para cada realizagio identificada pelo ponto de partida zq € Iy dada por
Da(z) = {:c € D :d{A(z),z,.) < a";d(mﬂ,a:*)} : (3.4)

E imediato que lim diam D,(zq) = 0. Entdo, cada familia 1, retrai-se para um
ponto z,, interseccio tinica de todos os conjuntos da familia. O marcante é que
todas as familias D,(z), z € Dy interceptam-se no mesmo ponto z,.

’ ndo apenas uma familia

Portanto, um mapeamento g-linear é capaz de "criar’
de conjuntos fechados e ndo vazios, porém uma familia de familia de subconjuntos
retréteis, fechados e nfo vazios, todas com a mesma interseccio z,. Neste sentido,
pode-se prescindir da hipétese de A (Dy) C Dy, e usar apenas A (D) C D, estando
as familias em D. A condicdo A (Dy) C Dy impde wma restricio a mais sobre o
mapeamento que pode mudar o ponto fixo inico z,, ou mesmo torné-lo nio vmico, a
depender de, por exemplo, das caracteristicas da métrica. Provavelmente, em uma
métrica eliptica (uma norma eliptica) o ponto fixo, embora possa mudar, continuaré
dnico (o autor néo tentou provar isto). Evidentemente, se a ndo unicidade do ponto
fixo ocorrer com a escolha inadequada de Dy, o processo, pela definicio dada, nao
serd, mais g¢-linear. Neste caso, normalmente, é simples especificar uma restrico
adicional, tipo minimos quadrados por exemplo, devolvendo a unicidade ao ponto
fixo.

Assim, ao se dizer que A é g-linear em Dy, com A (Dg) C Dy, implica que cada
x; € 1)y e z, ¢ o 1inico ponto fixo de cada realizacio, e portanto do processo.

A préxima questdo importante 530 as relagdes entre a hipétese de g-linearidade
e a constante de Lipschitz.

Partindo de quaisquer dois pontos distintos g, yg € Dy tem-se, para todo ¢ > 0,

d‘(g’l'iJrlJ :23*) < G,'d(ﬂ’,‘.,;, LE*), (35)
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d(yi+17 y*) S ad(y'i: y*)? (36)

onde, inicialmente, supde-se que z, # ¥,. Dado que A seja Lipschitz-contimio em

Dy com «y > 0, também valem, para todo i > 0,

A(®ir1, Yir1) < 70T, %), (3.7)

e, para 0 caso de ¢ = &, € Y = Y, as (3.5) e (3.6) dizem que, para todo 7 > 0,
d(wi+1! SE.,\.) < 7d($’b: .'E*), (38)

A1, W) < AW, Ya)- (3.9)

Naturalmente, ndo podendo haver conflitos entre as (3.5) ¢ (3.6) e as (3.8) e (3.9),
resulta que, pela definicao de ¢-linearidade do processo, ¥ ndo pode ser menor do

que a, genao « = . Conclui-se o resultado:
Lema 33 (A Lipschitz-continuo): o < -y pura todo v > 0.

B importante notar que nao é necessario impor a unicidade do ponto fixo. Isto
parece clamar por uma definicao menos restritiva de processo g-linear - um processo
g-sublinear definido de forma anéloga.

O Lema, 33 diz que ¥ < 1 (contragio) é uma cota superior para a. A desigualdade
(3.7} é uma restricio a mais no processo g-linear, que resulta em o < . A ¢-
lirearidade néo exige continuidade de Lipschitz. Aparentemente, isto também indica,
que podemos relaxar ainda mais a defini¢ao de ¢-linearidade do processo. Isto néo
sera feito aqui, e accita-se a Proposicio 32 no restante do texto.

Para cada dois pares de sequéncias do processo, {Z;},.q € {¥i};50, %0, %0 € Da,

tem-se
d(ws, y:) < d{wi, z) + dyi, 2.), (3.10)
d($i+1s yi-l—l) S d(mi—l—la zir) + d(y'i—l—la Z*) S o [d(ﬂ','“ Z*) + d(‘yu Z*)] 3 (31 ]-)
d(Zi1, Yir1) < Az, 20) + dlyir, z) < v [d(zi, z,) + Ay, 2,)] - (3.12)

Defina, para z; e y; ndo simultaneamente iguais a z,,

d’(mi: yﬁ)

& = .
d(2i, z) + A4, 24)

(3.13)

onde, pela desigualdade triangular, 0 < §; < 1, para todo 4 > 0, com é; = 0 se, e

somenie se, r; = ;.
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Exprimindo d(z;,1;) pela menor trajetdria em diregio & solucio que também

contém d(z;y1,Y:y1), ¢ usando o Lema 31,

d(mia yi)

[

AT, i) + A Tiga, Yiva) + dWivr, i)
(14 a) [d(ws, 2) + d(yi, 2:)] + d(@iy1, Yira)
< (L+ ) [d(ms, z) + dlys, )] + vd (@i, 1)

IA

que implica em

que aceita qualquer valor v > 0. Ou seja, de fato pode existir um processo g-linear
para qualquer mapeamento Lipschitz-continuo. Note também que (3.14) aceita y —
00.
Porém, usando a trajetdria ainda mais curta dada por (3.11) e (3.12} e o Lema
33, obtém-se
16 <a <y (3.15)

Yibs <y (3.16)
onde a dltima desigualdade de {3.15) vem do Lema 33, e foi definido

o A{Tis1, Yit1)

i = 5 g i 3.17
S gy ETY (3.17)

e, também, =Mmax {7} Assim, a aceitacio de ¥y — oo é limitada & condigio
iZin
lim{yé} <a<l
Convém analisar cada tipo de contragao separadamente. O término da anélise

de cada caso serd indicado pelo duplo simbolo: H#.

Caso 1: Contracdo. Existe um v < 1 tal que d(%;11, #iv1) < vd(zi, 4:), para qual-
quer ¢ > 0, e para todos os possiveis pares {z;},.5 € {#i},5q, %o, %0 € Do, do

processo. Também, que A(Dy) mapeia Dy nele préprio.

Lema 34 (Contra¢do, A(Dy) C Dy): Se existe ao menos um, indice i no processo,

para o qual 6, =y, entdo: a) 6, =1, v, =, e, ) a=v < 1.

Demonstrac¢io: Como v =max {%:}, entdo ; < v para toda e qualquer iteracio
do processo. Seque-se que v;6; = -y se, e somente se, existe um § = 1 em alguma

realizaciio, e 14 ocorra y; = vy, simultaneamente. Entdo, (3.15) diz que neste indice



3.3. CONVERGENCIA Q-LINEAR 49

desta realizacdo v0; =y <a <y,ousejac=v. 1

O Lema 34 vale quando 6; = 1 e ; = - ocorrem simultaneamente. Pode-se
vislumbrar dois casos de importancia.

O primeiro é o trivial, ou seja, ¥ = 2z, = 6; = 1. Neste caso estamos analisando
a propria realizacio na convergéncia {neste caso finita), e v; = d{Ziq, 2.)/d(%:, 2) <
a. Para retirar mais informacgtes convém reescrever: v; = d(Z;y9, Tin1)/d(Tiy1,%:)
e & = d{wiy1,z:)/[d(2i, 2.) + d(zi41, 2.)], e enquadrar a andlise no segundo caso,
a seguir. De fato, isto serd objeto da préxima subsecao. De passagem, note que
S€ Ty = Zy, entdo §; = 1, e v; = 0, tal que lim{6;y;) = 0. Ver-se-4, na préxima
subsec¢io que isto implica em convergéncia finita com a = 4 = 0, ou assintética,
caracterizando, em ambos os casos, uma convergéncia g-superlinear da realizacao.

Por outro lado, sendo z; e 1; dois elementos quaisquer de Dy, parece mais natural
indagar quais conjuntos Dy admitem §; = 1 em (3.13), com z; e ¥; dois clementos
quaisquer de Dy. Se o processo ocorre em tais conjuntos, entio, para cada x; de
cada, realizagiio, existird um g; tal que §;, = 1. Neste caso, ; = ¥ ocorrerd sempre

com &; = 1, e o Lema 34 diz entao « = v < 1. Pode-se portanto enunciar:

Lema 35 (Contragdo, A(Dy) C Dg) Se wm conjunto admite 6; = 1 pare qualquer

i, entdo oo =y < 1.

Um espago métrico M com métrica d é dito metricamente convexo se, e somente,
se para cada par de pontos z,yy € M, x £ y, existe um ponto z € M, x # z # y, tal
que d(z,y) = d(z, z) +d{z,y) [26, pag. 23]. Neste caso diz-se que z estd entre x e g,
ou estd na linha entre z e y, e este fato é denotado pelo simbolo (zzy). Considere-se
o importante caso em que Dy C M, Dy metricamente convexo.

Neles, dado z; € Dy, 6; — 1 significa que existe pelo menos um ponto 9; no qual
(®:2,3:), se 2, estéd no intDy (o interior de Dy). Neste caso, pelo Lema 35, o =y < 1.

Pode-se portanto enunciar:

Proposicio 36 (Contracdo em um conjunto convexo) Suponha que A: D C
R* — R™ mapeia um conjunto convexo e fechado Dy C D nele proprio. Suponha que

A tenha um ponto fixo z, € intDy. Enitdo as sequintes afirmacdes sdo equivalentes,

1. A é uma contracdo em Dy com constante de Lipschitz vy,

2. A ¢é q-linear em Dy com fator-q dado por v,.
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Comentario 1 A extensdo paro espacos métricos sequencialmente completos e con-
vezos € imediata: Seja (M, d) um espaco métrico completo e metricamente convezo,
e A: M — M um mapeamento com ponto fixo em M, e A mapeia M nele préprio.
Fntdo, na hipdiese de o sequéncia (Ai(mo))igo convergir pore este ponlo fixo, as
sequintes afirmacdes sdo equivalentes: 1) A é uma contracio em Dy com constante
de Lipschitz v4 < 1, 2) A € q-linear em Dy com fator-q dado por ;. A propdsito,
vale lembrar que um subcongjunto de um espaco de Banach é também um espaco de

Banach se, e somente se, é fechado.

Aparentemente, néo se pode eliminar a condigéo de que o ponto fixo seja interior
ao conjunto, a ndo ser que o mapeamento tenha convergéncia finita, como j4 obser-
vado. O fato de A possuir convergéncia finita ndo é uma anormalidade algoritmica.
De fato, todos os bons algoritmos iterativos para sistemas lineares possuem con-
vergencia finita com m < n iteracdes, ou mesmo m > n. Porém, convergéncia finita
é possivel apenas em operadores algébricos.

Um caso especial extremamente importante consiste dos algoritmos de projecao
ortogonal em espagos de Hilbert. Posteriormente serd mostrado que esses algoritmos
fazem seus iterandos viajarem na superficie folhada de um icecream com vértice na
solucao, e cujas arestas sao os erros dos iterandos. Para estes métodos, se nao houver
breakdoun, a convergéncia do quociente do erro estd garantida. Com um pouco
mais de exigéncia obtem-se convergéncia g-sublinear estrita ou mesmo g¢-linear e g-
superlinear. Entre eles toda a classe dos Gradientes Conjugados Generalizados para
problemas lineares Hermitianos ¢ ndo Hermitianos, o0 CG para problemas linecares e
nao lineares com Jacobiano ou Hessiana positivo definidos, o GMRES, etc. Também,
€ nao menos importante, métodos classicos como o método de Ritz - um método de
projecao ortogonal em espacos de Hilbert - e por consequéncia algumas formulaces
do método dos elementos finitos. Também, como se verd, as desejadas estreitas
cotas, superior e inferior, para o erro podem ser analiticamente estabelecidas em

funcao, unicamente, das informagtes extraidas das iteracoes. HE
Caso 2: Contragdo. Sem a condiciio que A(Dg) mapeia Iy nele préprio.

Sem a hipétese de que A(Dy) mapeia Dy nele préprio, a teoria métrica dos pontos
fixos garante apenas convergéncia r-linear (a nio ser sob as condigtes do Teorema
23). Nao ha garantias da validade das estimativas do Lema 31 com a substituicio

@ «- 7. Porém, vale ainda a hipétese da g-linearidade com «, bem como o Lema 33
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Proposigao 37 Suponha que A: D CR* — R™ € uma contracdo em um conjunto

fechado Dy C D. Suponha também que A é g-linear em Dy, entdo o < v < 1.

Este resultado estende-se naturalmente a espagos métricos na linha do Comentério
1. A importéncia do exposto é que ainda é possivel usar a constante de Lipschitz,
agora como uma. cota superior para « nas estimativas de erro. Pela forma das esti-
mativas de erro dadas no Lema 31, elas poderfio ser uma boa aproximacéo para o

erro, pelo menos assintoticamente. Il
Caso 3: Nio expansividade estrita. d(z;r1, Yi11) < d(z;, 4:), para qualquer i > 0.

As desigualdades (3.15) ¢ (3.16) passam a ser

'yiéz- <1 (319)
Lema 38 (Ndo expansividade estrita): Se § = 1 para todo i, entdo max

{7} <ec

Em outros casos, como por exemplo aquele no qual max {7:} ocorra para algum
s
0; < 1, 7; deve oscilar em torno de . Este é o caso, por exemplo, do CG na

norma-£s.

Proposigao 39 Suponha que A: D C R* — R™ & estritamente ndo expansivo em
um conjunto convezo e fechado Do C D. Suponha também que A € g-linear em Dy,

e que o ponto fivo z, € intDy, entdo max {nu}<a.
240

B possivel usar o fato de que expansividade estrita convergente, com ponto fixo,
implica. em pelo menos convergéncia g-linear em 2-etapas: fazendo 1; — z,, temos

que d(Z;41, 2,) < d(z;, 2,), € usando a Proposicao 27. Entdo,
A(Tir2, Yor2) < d(@iva, 20) + APy, 22) < o [d(ms, 20) + d(ys, 2)]
dTiya, Yire) < ATora, 2 + dlyive, 2) < dlmi, 2) + d(yi, )
o que resulta em
A6 < o (3.20)
b < 1 (3.21)

onde,
_ d($i+21 y¢+2)

=2

s By 7 Ui - (3.22)
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Proposicao 40 Suponha que A: D C R* — R"™ € estritamente ndo expansivo em
um conjunto convexo e fechado Dy C D. Suponha também que A € q-linear em Dy,

e que o ponto fixo z, € intDy, entdo max Vs <a.
iZie

As Proposigoes 39 e 40 devem ser comparadas com o Teorema de Edelstein.
Mostra-se assim que nao apenas o ponto fixo do Teorema de Edelstein existe, como

¢ possivel um processo g-linear sob ndo expansividade estrita.

Proposicao 41 Nas hipdteses do Teorema de Edelstein, o mapeamento A? é uma
contragdo, com vy =max {v} = «, e portanto com estimativa de erro dada pelo
Lema 31. B

Demonstracao: Que A? é uma contracio basta notar que
C i

d (A2 (z), A1) < d(A(2), Aly)) < d(z,) ,

e usar a técnica usada na prova da Proposicio 27, substituindo a; por =, e, entdo
7 =max {7} < 1. Como, pelo Teorema de Edelstein o ponto fixo existe e é 1inico,
segue-se pela andlise do Caso 1l que o = . ®

Toda a anélise dos Casos 1 ¢ 2 aplicam-se ao mapeamento composto A2, E
importante observar que a Proposicéo 41 vale para qualquer mapeamento A7, p > 2,
ou mesmo qualquer mapeamento composto B = AP- .- A2A" p,...,q,7 > 2. Isto
formara a base para estimativas de algoritmos com néo expansividade estrita, e
mesmo apenas nao expansivos, mas tal que A ndo seja g-linear. Esta em consonincia.

com a Proposicao 16,

Exemplo 42 O mapeamento A : R — R dado por A(z) = 1+ In(1 + ) € estri-
tamente ndo expansio, |A{x) —z| > 1 para fodo z € R, e ndo possui ponto fizo.
Porém, pora qualquer intervalo fechado (portanto compacto) D = [a,b], a,b € R,
A:D CR — R ¢ estritamente g-sublinearmente convergente, portanto ¢ q-linear
em duas etapas (globalmente), e assim A possui wm ponto fizo tnico localizado na
fronteira de D, Fiz(A) = b, para qualquer o € D. Ainda mais, existe um i, finito,
a partir do qual a Proposicdo 41 vale. (Para evitar provas analiticas o leitor pode
construir um programa MATLAB, por ez., e verificar numericamente). Os resulta-
dos desta subsecdo sio fundamentais para a prove (por exemplo) de que o método
dos gradientes conjugados converge pelo menos g-linearmente em duas etapas na

norma-fy do erro (embora minimize a norma do energia) e construir as melhores
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cotas superiores e inferiores para o erro nestas normas (que ndo podem ser me-
lhoradas), e que independem do condicionamento dos operadores (ou de qualquer

conhecimento prévio de suas propriedades) . BN
Caso 4: Néo expansividade. d(ziy1, %i1) < d(zi,4:), (v = 1),para qualquer i > 0.

As desigualdades (3.15) ¢ (3.16) passam a ser
b <a<y=1 (3.23)

Y6 <1 (3.24)

e, também, max {v;} =~ = 1. Se, para cada z; existe um y; tal que §; = 1, néo

pode haver um processo g-linear:
6i=1:>r;;ax{7i55}:1§a:§7=1:>a=1.
Lema 43 (Ndo expansivo) Se §; = 1 para todo i, entdo o = 1.

A tinica possibilidade é se max {v:6;} < 1. O caso de interesse estd quando Dy
é metricamente convexo e fechado. Neste caso, o processo g-linear somente pode
ocorrer com a solucdo na fronteira de Dy. Ainda mais, o conjunto tem que ter um
vértice na solugao - (z;z,y:) ndo pode existir - e z, deve estar neste vértice. O valor
de «y; oscilard em torno de @. Nio estando a solugo em um vértice, mas em um

contorno suave, teremos que & =max {6;} = 1, e 0 processo nao pode ser g-linear.
T by

Proposicao 44 Mapeamentos ndo expansivos admitem processos g-lineares se, e

somente, se o conjunto A(Dy) C Dy possua § =max {§;} < 1. Em caso contrario,
) iZin

o processo serd, na melhor das hipdteses, q-sublinear, e, se A possue um ponto fizo,

ele pode ndo ser dnico.

Para ver a ndo unicidade do ponto fixo, observe-se a segunda parte da prova da
Proposicio 32, com o, = o = 1.

E imediato que conjuntos A(Dg) metricamente convexos apenas admitem pro-
cessos Nao expansivos e ¢g-lineares, simultaneamente, se existe em A{Dy) um vértice,
e o limite do processo estd la. Um exemplo extremamente importante em espacos

de Hilbert é quando A(Dy) é um cone convexo com origem na solugao. M

B aparente que o fator-q do processo é, em geral, (muito) possivelmente maior do

que o fator-¢ de uma dada realizacfio. Isto justifica que, se boas estimativas de erro
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devemn ser obtidas, elas devem ser feitas durante o realizagéo (a posteriori). Esta
conclusao é aparentemente compartilhada, de forma intuitiva, por Golub e Van der
Vorst [13], e foi usada pelo autor sistematicamente, porém ainda de forma preliminar,
ja em [34]. Usar apenas os valores tedricos da constante de Lipschitz é equivalente a
trabalhar com estimativas de normas de operadores, ou pior, de mimeros de condigao

de operadores, e assim o preco a pagar serd certamente estimativas pobres.

Comentario 2 Um algoritmo iniciado em dois pontos distintos, zq € vy, na linha
T;Z:Y:, em geral ndo converge ao longo desta linha, a ndo ser que esta linha seja espe-
cial. Por exemplo, o CG e o steepest descent em, sistemas lineares (equivalentemente
em otimizacGo quadrdtica com ou sem restrigdes) convergem, (em uma iteracdo) se a
linha for um autovelor. A prozimidade de xy desta linha (infelizmente) ndo significa
em gerel que a convergéncia deva ser mais rdpida. Por exemplo, o steepest descent
converge rapidamente se a linha for um autovetor com grande autovalor, e tem a
suas piores velocidades de convergéncia quando o proxzimidade se dd com autove-
tores associados a pequenos autovalores. Que o steepest descent comverge global e
g-linearmente e é contractivo em R™ na norma do energia, é um fato bem conhe-
cido. Neste copitulo, com base nos fatos estabelecidos nesta subsecdo, provar-se-d

resultado similar para o CG, que pelo tanto que se saiba, ndo consta da literatura.

Comentario 3 Todo o desenvolvimento da teoria métrica dos ponios fixos posterior
a Banach indica uma grande concentracdo de esforcos na andlise de mapeamentos
ndo expansivos, e pouco interesse (se hd algum) por mapeamentos expansivos. De
Jato, este wltimo termo ndo existe na literatura. Porém, algoritmos que ndo resultam
de projecido ortogonal, ou que ndo estdo associados a algum processo de minimizacdo,
ngo raramente sio expansivos. O BiCG, e seu derivado, o CGS original pora sis-
temas lineares, sao muito usados em inner-loops de sistemas ndo lineares pela sua
eficiéncia e sdo erpansivos na norma Ruclidiano dos residuos - justamente o que
se quer reduzir nestes problemas. O método de Newton modificado (manutengao do
Jacobiano, ou Hessiana, constanie duranle algumas iteracdes) também € expansivo
na mesma norma. Na prozima subsecdo serd demonstrado que o CG, embora expan-
siwo na norma da Energia, converge nesta norma q-linearmente e g-superlinearmente
(local e assintéticamente). O CG também converge na norma Buclidiana do erro
de forma pelo menos g-sublinear estrita, e no entanto, também é expansivo nesta
norma. Parece evidente ao autor desta tese que mapeamentos exponsivos sdo sufi-
cientemente flexiveis e poderosos para comportarem adequadomente processos pelo

menos g-lineares.
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3.3.3 Geometria e estimativas da realizacao

Esta subsecdo examina a sequéncia isolada z;,; = A{xz;),i = 0,1,..., na hipétese
de que ela converge g-linearmente. Conforme estabelecido na subsecfio anterior, o
ponto fixo de A estd garantido se ele é continuo no limite x, da sequéncia.

Todas as varidveis desta subsegio referem-se & realizacio. Para evitar prolifera-
¢do de indices, a indicago explicita da realizacio é omitida. Assim, o, serd grafado
como a, ete. Quando for necessdrio usar valores do processo, isto serd explicitado.

Dado um mapeamento A : D C R* — R", raramente ele converge g-linearmente
com %, = 0, para todo 2 € Dy, a nao ser por um )y que retna pontos bastante
préximos da solugdo. Supde-se a existéncia de um i, > 0 a partir do qual a sequéncia
isolada converge g-linearmente com fator-g dado por .

Valem as seguintes definicoes:

G = d{ziro, Tipr )/ d(®ip1, 1),

v = max{f},
b = (@i, )/ (@i, 2a) + iy )]
= w6,

5’5 == d(mi—kl: m*)/d(ﬂgi:m*) 3

o= d(@iy1, 3o/ Tip, 7:)
e supbe-se gque ndo ha breakdown - d(z;,1,%;) # 0 enquanto z,,, # z,. Desta
forma, f; somente serd nulo se 2;,4 = z, for um ponto fixo do algoritmo. Também,

0<é <6<

Pode-se distinguir dois casos para os quais § = 1:
1. Quando hé convergéncia finita: d(z;;1,2.) = d{z,,z,) =0, ou
2. Existe (z;2,%;,1):

2.1. finitamente (pontualmente),

2.2. assintoticamente: limé, = 1.

A existéncia de (z;z,%;, ) assintoticamente significa que as solucdes aproximadas
oscilam em torno de z,. O caso que se pode vislimbrar é aquele no qual z, estd
em um contorno suave de A(Dg) € Dy. A existéncia de (z;7,2;,1) pontualmente

¢ um caso desinteressante se ndo houver também a convergéncia finita. Nio se
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pode admitir tal algoritmo, j& que estando a solug@o na linha, estd também no
span{z;,s; = T;;1 — Z;}, € uma simples pesquisa na linha (kine search) fornece a
solugdo exata, ou tao aproximada quanto se queira. Admite-se portanto que & = 1
apenas na convergéncia finita ou assintoticamente.

Uma cota superior para §; pode ser estabelecida em funcdo de «, como con-

sequéncia imediata do Lema 31.
Lema 45 ({8;};.; € limitada) (5;<)v<(<o0.

Demonstracao:

d(Ziy2, Tiy1)
d($i+11 ﬂj’i)

Logo, max {Bi}=v<(.m

A Zir1, Ts) < 1+a
d(mz’+1,$5) “1l—a

fi = <(+a) a=(<co.

As relacdes bésicas (3.15) e (3.16) tornam-se (com os valores da realizagao):
B <a<y<( (3.25)
Gib; <y (3.26)
Lema 46 limé; =1 =1lm{f} <a <4y.

Antes da convergéncia admite-se §; < 1. Desta forma f; deve oscilar em torno
de a. Porém,

se im{Gifi}=v7=v<a<y=a=7v<L

Proposicao 47 (Suficiéncia parae contragdo iterada) Selim {§;6;} = v entdo

Zipr = A(®:),8 = 0,1, ... ¢ uma contragio iterada com o =y < 1.

No caso mais geral, quando §; oscila em torno de «, é ainda possivel estabele-
cer uma cota inferior para «, independente do comportamento de & ao longo das

iteracoes.

Proposicao 48 (Cota inferior para o) Defina

& = 1/2 [~(1+6) + /(1 + 67+ 46,

e, 0 = max {&;}, para todo i > i, entdo,

oy <

&< o (3.27)
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Demonstragao: Suponha que §; atinja ¢, sua cota superior do Lema 45, ou seja,
B; = v = (. O valor correspondente, minimo para «, pode ser encontrado resolvendo

B; = {(c). Este valor, que serd chamado @&;, ¢ uma cota inferior para :

1+a; 14«
1_&iai:ﬂi=C(az’)§ -

a=((a), (3.28)

ou seja, ({@;) < ((@). Como ¢ é uma funcgdo estritamente crescente com seu argu-
mento, segue-se que & < a. Mas, (3.28) aplica-se a qualquer ¢ > 4,, e portanto
Igzic {&%} < o. Para provar que @&; < f3;, note que #; = (1+&) /(1 —&) > 1,
e portanto, como x;&; = f; = & < f;, com a igualdade ocorrendo apenas se
ki=l=>a=0Ff=a=(=0.1

A importéncia do resultado acima reside no fato de que ele é independente de ~,

portanto também vale para v > 1 (expanséo).

i

Proposicao 49 (Geometria da realizagdo) Se z;; — A(z;),i = 0,1,... é ¢-

linear, entdo, para i > i, tem-se:

B . 4 ﬁz
1+a§m§mm{l_a,1_a} (3:29)
1« 14+«
G << G < (3.30)
1-— 1
= Zﬁi <& < mjn{a, l%sﬁ} <1 (3.31)
max {Iz%?z({lg:;g'},&,%?z{ {,6%-51-}} <a<l (3.32)

Demonstragio; A (3.29) é uma aplicacdo dircta do Lema 31. As (3.30) e (3.31)
vém de (3.29). A (3.32) de (3.30), (3.31), (3.25), e Proposicao 48. B

O seguinte resultado oferece condi¢fes para a existéncia de cotas superiores para

Proposicao 50 Se &; < f; para todo i > i,, entdo max B; > o, § < 1, e, definindo

12t

G; =172 |(1+36:) — /(L + 362 — 46|, & =max {a:}, tem-se:

1. & < o <max {8}

i>io

2. a<1/3
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3. A Proposicio 49 torna-se:

l—«
1+

max {max {gz -_i- é:} , &, a,%%zc {ﬁ@'&;}} <o S{g?ii {8} <1

i

G <& <minf{e, 5} <1

Demonstracao: Que & < f; =max > a=a <max {B;} é imediato. § < 1 é
consequéncia de (3.25). Usando (3.30) e (3.31) obtem-ge:

1+ 1+
ﬁiSﬁ%&«;:)’ﬁ«;-!'éi§TTZ§i+a:>a2“(l+3ﬁi)a+ﬂiSO

= a>1/2[(1+38) - /1 +30) ~ 48] =a < .

¢ os itens 1 e 2 seguem-se. Os resultados do ftem 3 sdo imediatos. B

Na verdade & > &, de forma que & é dispensdvel como cota inferior para a. Isto
significa que a restricdo §; > & € forte demais, e exige « pequeno. Adiante serd
provado que devem existir finitamente muitos 3; < 1, tal que a condicdo 1 acima
reveste-se de grande importancia no estabelecimento de cotas superiores para a.
Algoritmos de projegio em espacos de Hilbert permitem determinar methores cotas
inferiores para o.

A oscilacdo de f; no entorno de « é de fato observada em praticamente todos
os bons algoritmos (a ndo ser que § = 1 para todo 4 > 4, 0 que ¢ inaceitdvel,
como visto - relembre que §; desta subsecio ndo é o do processo). Muitas vezes
esta oscilacdo pode ser reduzida com beneficios diversos para as iteragoes. Isto serd
objeto da Parte II.

B importante observar o papel de §; na redugio instantanea do erro, independen-
temente do valor de a. O valor de a determina a reducdo minima do erro ao longo
das iteracoes. Esta reducio pode ser ainda maior quando §; < «. Ela foi chamada
de bizarre em [20] por sua ocorréncia no CG na norma Euclidiana do erro. No en-
tanto, ela é extremamente bem vinda, e é justamente a manutencio continua desta
reducio que leva a algoritmos g-superlineares. Ela reflete a eficiéncia instantinea de

algumas iteracoes.
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A reducao pode ocorrer apenas quando em (3.31) existir um S; tal que

1+
1l—«

fi<a<l=0<f< (\/5—1)2%‘(}.17157. (3.33)

Neste caso, para a reducgao ser possivel, tem-se que ter:

p<(Va-1) = fi<al? <a<al (3.34)
o0 = LT — )+ f— P =48] (3.35)

Tendo em vista a discussio acima, considere-se a possibilidade de { < 1, ou seja,
a sequéncia {8;},.; conter apenas elementos menores do que um. Pela Proposicao

49 isto deve ocorrer obrigatoriamente toda vez que o < /2 — 1.

Proposigao 51 (Suficiéncia para contracio iterada) Se o < /2 — 1, entdo

Ti1 = A(Z}), ] =fa,ia+1,..., € uma contragdo iterada.

Proposi¢io 52 (Suficiéncia pare majoragdo do erro) Se oo < 1/2, enido a
sequéncio {d(z;y1, %) };s;, € magorada por {d(ziya, T:) bis, -
Fste dltimo resultado, consequéncia direta da Proposicio 49, diz que o incre-
mento somente pode ser usado como uma estimativa do erro, ou seja d(z;,1, ) <
d(z;y1,%;), se @ < 1/2. Infelizmente, como sera visto na proxima subsegio, isso nfo
ocorrera jamais para algoritmos de projecio ortogonal em espacos de Hilbert.

Os resultados obtidos até agora descrevem parte da geometria da realizacao g-
linear diretamente vinculada com a estimativa de erros, e levam em conta apenas
um enriquecimento: o necessério para a determinacao de f3;. Na formulacio de uma
estratégia efetiva para estimativas de erros durante a realizacéo, aqueles resultados
devem-se juntar aos do Capitulos 2.

K possfvel introduzir algumas aproximactes nas estimativas (exatas) anteriores.
Abaixo, sfo dadas algumas possibilidades. As melhores opcoes ficardo a depender
das caracteristicas de cada algoritmo, obtidas de sua andlise antecipada.

Com este propodsito, considere-se a expressao de 7; na Proposicio 49,

o Bi ¥ Y ¢ 9
; < = < < < <> 36
n_max{l_a 1—&}_1—01_1—& 1+a " 140 (3.36)
onde ¥ = max {f3; : f; < 1}. Pode-se aproximar { por vy ou ¥, obtendo
< T <. 2 (3.37)

“l4a T 1+
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e, similarmente,

& Bi 6ﬁ<ﬁi<ﬁz‘

< < < m.
17¢ = 14¢ 14y 147 " 14a "
ou ainda, _ 3
a .
— < 3.38
145 T 145 ( )

onde & e 7y sao0 atualizados & medida em que o algoritmo avanca.

Em muitos algoritmos é vidvel usar mais de um enriquecimento na avaliacio dos
erros. Por exemplo, no GMRES(m) para sistemas lineares pode-se desejar avaliar
o erro da solugdo na norma EFuclidiana apenas apds cada ciclo de m iteragdes. O
melhor exemplo estd em adaptacio em Elementos Finitos ou Elementos de Con-
torno. Quando o objetivo é atingir uma determinada medida do erro, as melhores
estratégias (vide programa StressCheck, de Barna Szabé e Ivo Babuska, por exem-
plo) consistem em efetuar o melhor enriquecimento possfvel {limitado por fatores
economicos e computacionais apenas: tempo de execugiio e meméria disponivel), e
fazer a estimativa através de retroanélise do erro para baixos enriquecimentos. EEm
particular, quando sdo usadas as versGes p e hp, em estratégias com malhas nio
uniformes. Para casos como este, ¢ também para algoritmos pobres, considere-se os

resultados que se seguem.

Proposicio 53 (Estimador com 1 enriquecimento) Se r;,, = A(x;), i =

0,1,..., é g-linear, entdo, para i > i, tem-se:
/6]3-+1 D) ﬂﬂ. o S (1+ tB'LJrl )}81 (339)
+
Demonstracao:

x5, %) L d(@i, Tig) + d(@i1, 20) < Az, 1o0) + (1 — o) 'd(gy 0, Tir1)
= d(®;, 1) + G o) ld(zig, )
= (1460 — &) (i1, 2:)

e, por indugao,

A1, ) < (1 Bira(l — @) 7 )d(mara, o) = (L+ Bia (1 — o) ) Bid (@i, 1)
Também,

A(Tis1, Tiva) < diys, ) + d(@s, 2.) + d2a, iye) < d(Tiy1, 25) + (1 + o?)d(z, )
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1
= d(x,, ;) > md($i+1,$i) ,

e, por indugao,

:63+1
1+ o

ﬂ2+1

d(Tig1, @) > = — 1+ a2

d(wz—{—?) m'ﬂ,+1) ﬁzd(mhLla fcz)

O resultado acima complementa a Proposicao 49 em cada item. Por exemplo, a
(3.29) passa a ser

Bi Bia—1 ) J? i}
max{l_l_a, 1:1_042 ﬁi}Sminnn{lfa,l_a (1+ 1;'_;){61'} (3.40)

No caso de muitos enriquecimentos, obtem-se por inducio, para p > 1:

Proposicao 54 (Estimador com p enriquecimentos) Se z,.1 = Alx;), i =

0,1,..., é g-linear, entdo, para i > i, tem-se, para cadap > 1 :

i —1 70 Bip \ T
11 a2 kl_I Brd(®ip, w:) < dzinp, zy) < (1-}— ) kl:[ Brd (i1, ;) (3.41)
Proposi¢ao 55 Se z,1 = A(x;), 1=0,1,..., é g-linear, entdo, para i > i, tem-se

ity
J 11 A =0.
Demonstragéo- A sequéncia é g-linear ento converge: h'm d.(a:H_p, Zy) = d(Ty, 2,) =
. O resultado segue-se da Proposigao 54, uma vez que d(:z:z_l_l, 5} # 0, ja que por

hlpotese nao ha breakdown. M

Deste resultado conclui-se que devem existir suficientes 3; < 1 antes da con-
vergéncia ser aceita (critério de parada). Isto tem implicacdes interessantes em
muitos algoritmos. Por exemplo, se a Proposicio 49 prevalece, pode-se sempre
estimar «, e assim a estimativa do erro exata, por ¥ = min{#; : 8; < 1} adaptati-
vamente.

Deve-se observar também que (3.39) prevalece sobre a/(1—c) apenasse £, < a.
Neste sentido, por simples substituicdo deve-se ter

itp—1 i+p
kH_ Brt+ kf_[ Br
== <<, (3.42)

}:[, Br+1

pelo que se conclui que esta possibilidade existe apenas a partir do momento em que
i+p

II Be < 1.
ki
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3.3.4 g¢-linearidade e escalabilidade

Os resultados descritos até agora supde pouco conhecimento do algoritmo. Todas
as estimativas desenvolvidas sdo assintoticamente exatas. Melhores resultados sao
obtidos em espacos e algoritmos especificos.

Conclui-se os resultados gerais com a observacio de que é possivel estimar o
niimero méximo de iteractes necessdrias para reduzir o erro a ed(xg, z.), € dado. Na
pior das hipéteses, na qual d(z;y1, z.) = ad(z;, z,) tem-se

_ d(z;, zy) _ A4, Ts) HTia, To) _ ai_iud(:cm,m*)
(Lo, Ty)  ATia, Tx) d(zo, Tx) d(zo, %)

e, portanto, considerando possiveis redugdes com §; < @, o nimero de iteragdes

esperadas, iesp, serd (apds tomar o logaritmo da expressio) :

1 log d{sz*}
sy < gy | oo Hzoou) (3.43)
loga log o

Se o algoritmo pelo menos ndo aumenta o erro enquanto nao atinge sua fase g-linear

tem-ge:
loge

Gesp < bo t+ (3.44)

loga

Por exemplo, se &« = 1/2 e £ = 107® (¢ muito exigente, ver Capitulo 2) =
lesp < ta+27; €, 8¢ a0 =1 /3 = desp < iq + 17. Portanto, dado um algoritmo que
possua convergéncia ¢-linear com «, ele é escaldvel no nimero de iteragdes, a partir
de i,. Bsta é a resposta & escalabilidade do ndmero de iteragocs, € o é a medida
‘de velocidade desejada. Este é mais um motivo pelo qual este trabalho assume a
convergéncia g-linear como hipétese minima.

Entretanto, a escalabilidade do algoritmo fica dependente do ntimero de iteracdes
para atingir i,, ou seja, para atingir a fase g-linear. Esta fase inicial, geralmente é
r-lincar (ocasionalmente g-sublinear), deve portanto ser cuidadosamente otimizada.
Note também que i.,, aumenta da ordem =~ V10 iteracoes por ordem de grandeza
de aumento de d(z;,,3,) sobre d(zg, z,) para o = 0.5. Para desempenho étimo,
entretanto, deve-se evitar o crescimento do erro inicial até a chegada da fase g-linear.
Muitas vezes, desejavelmente, a fase inicial caracteriza-se por um aprendizado do
algoritmo sobre o operador - guardada em vetores auxiliares. Estas informagoes
iniciais ndo devem portanto ser descartadas sob pena de retardar a convergéncia pelo
reaprendizado, nem redundantes, sob pena de desperdicio ou exaustio de memdria e
operacoes. Este tdpico, da escalabilidade durante as primeiras 4, iteracgoes, é objeto

da segunda parte desta tese.



3.3. CONVERGENCIA Q-LINEAR 63

3.3.5 Estimativas em espacos de Hilbert

Nesta subsecio, o major interesse estd de fato nos espacos Buclidianos de dimenséo
finita, com norma Fuclidiana e Euclidiana ponderada. Porém, os resultados que se
seguemn sao validos em espagos de Hilbert em geral. O produto interno e a sua norma
associada serdo designados por (-,-) e ||-||, respectivamente. A lei do paralelogramo
dada pela (2.1) caracteriza o espago de Hilbert.

Em sistemas lineares, exemplos de normas de interesse em espagos com produto
interno sdo: entre as normas p, a norma £, qual seja, |||, associada ao produto
escalar convencional (z,y) = yz; a norma da energia ||-|| , para sistemas simétricos
e positivos definidos com matrizes dos coeficientes A; a norma ||| 4« 4, onde A% é a
Hermitiana transposta da matriz A dos coeficientes, A regular. Claramente, normas
como £; e £, nio estando associadas a produtos internos, devem ser estimadas pelos
resultados gerais da subsecgao anterior.

Deve-se lembrar que em toda a discusséo deste capitulo prevalece a hipétese de
que o algoritmo é consistente, ¢ que nfio hé breakdown, a ndo ser quando explicita-

mente observado.

3.3.6 A condicao de descendéncia

O leitor pode verificar que a lei do paralelogramo, dada por (2.1), leva & mesma
geometria da convergéncia do quociente de espacos méiricos ji descrita. Entre-
tanto, pode-se compreender melhor a geometria e o significado de certas restrigoes
comumente encontradas em muitos algoritmos atuais, introduzindo a relacao entre
o produto interno e a norma.

A introducéo do produto interno torna possivel falar em &ngulo entre seus ele-
mentos, ¢ introduzir nocoes adicionais relacionadas com a qualidade de convergéncia.
Usando a expresséo e;.1 = e; + &; e a lei do paralelogramo, (2.2), pode-se escrever,
para qualquer norma ||-|| definida pelo produto interno (-, -) uma relagio adicional

entre erros sucessivos e o incremento,
les + sall® = llespal* = llesll® + lsall* +2(ewr ) (3.45)

e, com a hipétese da g-linearidade da realizagdo na norma |||,

fleslf® < : [*2(*‘3@,85)—”&'”2]: L [Q(Gi’Si)—l],

o 1—a?| sl

sl [ 2(ess) ]
= Ileillsm[— e —1] (3.46)
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Uma vez que ambos ||s;]|, ||e:]] > 0, e a expressio entre colchetes é necessaria-

mente ndo negativa para « € [0, 1], o seguinte resultado pode ser enunciado.

Lema 56 (Condicdo de descendéncia para a convergéncia do quociente)

Para todo i > 1, velem:
1. (69:15?1) <0 s
2
2. (e 55)| > 5 sl

A condicdo {e;, s;) < 0 estabelece que o dngulo plano entre e; e s;, no subespaco
afim z, + span {e;, e;11}, associado & norma ||-||, deve ser obtuso, ou seja, s; é uma
direciio descendente para a norma do erro |le;||. Em outras palavras, significa que
Ziyy = %;+$; 6 um ponto para o qual [|ez ]| < erfles|l. A condighio |(e;, 5:)] > 3 [lsill”
estipula um comprimento méaximo para s;, relativamente a e;, em funcdo do angulo
entre eles. Obedecido o Lema 56, € possivel a convergéncia do quociente, ¢ com um
pouco mais de exigéncia, mesmo a ¢-linearidade.

O valor de « pode ser explicitado a partir de (3.45):

bl 2(es). ) o
OF e ™ g el

Para haver g-linearidade a expressao entre parénteses deve ser < 1. Neste caso,

feaall” = (3.47)

i 2 iy 9F [
ol —max {1 ”9 ” + (5 32)} =]_I>l'a.X {1+ ”3 ”2 + ” ” cos (e“SZ)} (3.48)
fleall®  lleal 2 leofl* el

Deve portanto existir, para todo © > i,, um real € tal que:

15l

A partir da (3.47) pode-se explicitar os valores das varidveis ; e 1; em funcéo

cos {e;, 8;) < — (” ”+) €>0 (3.49)

de ||ss]| e ||e:||- Nao se fard isto aqui, porém, apenas para projectes unidimensionais
na proxima subsecao.

Por (3.49) conclui-se que maior 0 €, menor o «, mais rdpida a convergéncia. O
melhor (maior admissivel) valor é € = ||e;|| / ||s:]], para o qual @ = 0. O cosseno
é medido no espago com métrica ||-||, ndo necessariamente {|-||,, a norma-£,. Se
este € > 0 ndo existe, porém ainda cos {(e;, s;) < —1/2(||es|| / [|s:]]), para todo indice
i 2> i, & convergéncia é apenas g-sublinear estrita, isto & |lei || < [|es]|, que, como

jé demonstrado implica pelo menos em convergéncia g-linear em 2-etapas. Ou seja,
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qualquer mapeamento composto AP, p > 2, é g-linearmente convergente para um
tinico ponto fixo (vide também a Proposi¢io 41 e comentérios seguintes a ela).

A condi¢do de convergéncia g-sublinear serd

[EAll (6«”3@)} {Ilszll 2]Jss]
lim inf { 5 + =lim inf + cos (e;, ) p =0.  (3.50)
o fle® el o | flesf® el

A grande maioria dos algoritmos minimizam a norma Fuclidiana dos residuos,

em especial quando néo se encontra nada melhor para minimizar, que é justamente o
caso de sistemas lineares com matrizes ndo Hermitianas. Ou a norma da energia, em
especial em problemas lineares com matrizes Hermitianas. Muitas versdes do método
dos Elementos Finitos enquadram-se nesses dois casos: por exemplo as formulagoes
de minimos quadrados e Ritz-Galerkin. A seguinte aplicacao estabelece exatamente
quando um algoritmo que minimiza a norma Fuclidiana do residuo sobre uma dada
direcio d; em cada iteragio, onde s; = T;d;, converge g-linearmente. Minimizar
a norma dos residuos é muito interessante, uma vez que simultaneamente garante
a consisténcia do algoritmo, porém, como visto no Capitulo 2, sujeita as solucoes

aproximadas ao problema de separagio.

Exemplo 57 (q-linearidaede do residuo ma norma-{,) Sio as formulagdes

de minimos quadrados. Sistema linear com A € C", A regular, com o produto

interno (-,-) = (+,") qz4- Uma vez que fi = Az; — b, b € C*, o produto interno

(e, €:) amr 4 = | Fillz = Nleill grra = U filly- Bintdo, (eq,8:) ama = sT AT fi, e deve-se ter
(ehsl)AHA sy AT fi ||sz2

arta eill g - sillgma  Willy - Asill, = 2[|Asql, 7

que tmplica que haverd convergéncia q-linear da norma Fuclidiona do residuo se

cos {e;, 8;)

existir um real € tal que
1
(A9)'f; < —5 (Ifll; +¢) L e>0, (3.51)

a qual € a condicdo para o norma Fuclidiana do residuo convergir g-linearmente.
Para melhor compreender este ultima relacdo escreva As; = fiv1— fi, tal que haverd
q-linearidade quando (fi,1 — fiY' fi < —1/2 (H fill2 -l—e). Entio pode-se escrever,
alternativamente,

dufi<|lfil;—e,>0 (3.52)

O valor de € pode ser determinado a cada iteracdo e usado para estimar o, se for
de interesse. Ou ainda, o valor de o

2 =
e ZmHX {1 + |Isz||§1HA + g(ei:S;)AHA} —mﬁ.}( {1 + ”AS,,,”2 + Z(f“Az.l)z} .
S | lealing - ledlang Jo=e U MAE A
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Seque-se que deve existir um ¢ > 0 tal que

1Asilly + € < 21(fi, Asi)al - (3.53)

E possivel encontrar o valor do pardmetro de busca 7; > 0 em e; 1 = e; + T:d;, ou
equivalentemente, T;. = T;+T7:ds, para garantie de convergéncia pelo menos q-linear
usando (3.51) e (53.56)

1 Z.Z ¢2
(Ad | > 5 (IFl +€) =7 > Ml e o Ml

T

~ 2|(Adi)" fi] 2[(Ad:)" fil
2| (Ady)7 fi| — e 2|(Ad)" f;
72 || A3 + € < 2| (fi Adi)a| = 7 < Pt i AL N
2 [Ad; A
Ou seja, as sequintes cotas para o pardmetro de busca devem ser obedecidas:
(22— 2|(Ad;)" f;
ST AT HF TESTS — ——5— —€. 3.54)
21(Ad:) i JALTE (

Efetuando a projecdo-AT A de ey, sobre d; tem-se (ver Capfiulo 2):

. (Adg,)Hfz _ l(Adz)Hfz
1Ads]l; 1 Ads]l3

(eisdi)AHA
il = Cf — T 0 — g i = T =
€iy1 =¢C (di, dz‘)AHAdl e; + T r

Assim, o algoritmo satisfaz (3.54) para exotos € = ;. O algoritmo € pelo menos

q-linearmente convergente se 7; manter-se suficientemente afastado de zero, sequndo
(3.54). Ou seja, existir um real € tal que 0 < ¢ < 7. O prézimo ezemplo explora

isto em um algoritmo especifico.

O préximo exemplo diz respeito 4 minimizacdo da norma da energia no método
dos gradientes conjugados (CG), que de imediato equivale a certas versoes adaptati-
vas do método dos elementos finitos, especificamente, algumas técnicas adaptativas
eficientes com versoes p, hp, e hpg [72] em formulagtes Ritz-Galerkin. Este exem-
plo deveria ser enunciado como um teorema da qualidade de convergéncia do CG.
Pelo tanto que o autor saibs, ndo existe na literatura sendo a prova da convergéncia
r-linear, a qual é bastante conservadora, como toda a experiéncia numérica com o
CG desde a sua cxisténcia confirma. Note também que a prova abaixo independe
de quaisquer propriedades adicionais do operador, sendo as necessdrias para o CG
convergir. Também, cla vale para i, = 0, ou seja, convergéncia global. Claro que
o valor especifico de « € [0, 1| depende de propriedades do operador, bem como do
lado direito da equacio. A prova abaixo nio. Isto apenas indica o que ji havia
sido antecipado, que a estimativa de a, e portanto do erro, deve ser feita durante a

realizacao.
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Exemplo 58 (g-linearidade do CG Padréo na norma da Energia) Sistema
linear com A € L(C"), A = A¥, autoadjunta, e positiva definida (Hpd), com o
produto interno (-,-) = (-,-) 4. Tem-se que (e, e;), = (es, fi)z, € |leilly = ||[f e |2 .

Portanto,

i Ci

(eiasi)A — Sff'& . 2
el o Nlsilla  Nf7elly - Nsilla = 20silla

cos {e;, 8;) 4 =

que implica em s f; < —1/2(

2
fHe; 2+e) = 172 (leall} +€), € > 0, como a

condicio pora o norma da energia convergir g-linearmente. Contrariamente ao

exemplo anterior, |le;|| , ndo é computdvel, podendo apenas ser estimada. Entdo
2 A 2 2

o valor de o para a norma da energia é dado por

2 sH H
i 2 (e, 8 As; 288 f;
o =mmax {1 + Is ”f + le 32),4} =max {1 %, i } ) (3.55)

e leella — Heslla i fie T He

Seque-se que deve existir wm € > 0 tal que

sEAs; +e<2|s (3.56)
O valor limite de 7, em s; = 1;d; para pelo menos haver g-linearidade é
2
2 g 7€ l2
21/2( i€i2+€):>77;2—2m:>7}'2 dHf,L +€, ¢
5 - 2r {di’ fi| —
Tidi Adz—-l—ﬁé 27',,: dz fz' =T SW = T; S dHAd — € (357)
Ou seja,
bre, sl
2 T 1 — 3.08
oldi | TESTS GEAq, € (3.58)
Ou, mais geralmente, na norma da energia, (para o CG, E = A), deve existir um
e > 0 tal que
lle: 1z 2|(es, di) x|
o B pe<n < SR e (3-59)
2|(es; di) 5] il

Note que a cota superior é computdvel. No CG padrio tem-se e;1 = e; + Tud; (o,
equivalentemente T = T;+7d; € froy = fitmiAd;), onden; = —(di, fi)y [ (di, Ady)y =
|(es, di) | / ||dill,, de tal forma que a cota superior é satisfeita para qualquer ¢ <
(€5, di)g| / |1dsl|% = 7i- Ble ndo possui breakdown, a ndo ser que a convergéncia finita
tenha sido atingida - que sempre acontece em algum i < n. Também 0 <e <71 <1,

elimr; — 1 uniformemente. Portanto o mélodo dos gradientes conjugados possui
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convergéncia global g-linear e q-superlinear na norma da energia, isto é, existe uma
sequéncia {a; },~q, 0 < 1, elima; = 0. Note que o CG € uma projecdo-A. Pode-se

substituir o valor de 7; em (3.46) e obter a estimativa da norma de energia em cada

iteracdo
2 (e, 8i)g 2(ei, di)p lIsill
_ — 1 — | — — 1 = ]_ = |{|e; < . 3.60
[ “52”2 T ||d7,||2 ” 3||E — /}_—Odz ( )

Os resultados dos exemplos acima justificam o estudo detalhado de projecoes
nas préximas subsegoes. Ver-se-4 que a (3.60) é de fato uma propriedade de todos
os algoritmos de projegio unidimensional ortogonal com respeito a algum produto
interno em espacos de Hilbert. Mas, existern muito mais propriedades marcantes.

Retornando ao Teorema 19, no Capitulo 2. B possivel esclarecer porque o limite
v2 para 7. A lei do paralelogramo pode ser escrita para uma norma associada a

um produto interno e para |le;o1|] < v lle::
learill” =2 fleal® + 2 llsill* — lles — sall”

2
= llell” =

7o e sl 2lil?]

A condigiio de descendéncia para v < /2 torna-se:
lle: = sill* — 2lsll* >0 .

Porém, se v > /2, é suficiente trocar o sinal da condicio de descendéncia acima:
2 ||92||2 — |les — s,i”2 > 0, para existir a possibilidade de convergéncia do quociente.

O quadrado da norma é uma medida. [ mais elegante trabalhar com a definicao
leaal® < alleia])’, em lugar de |lej|| < «|lessa]]. As expressdes ficam mais
gsimples, porém ndo se evidencia as vantagens da particularizacao para espagos com

produto interno, que ¢ o maior propésito aqui.

3.3.7 Projecoes ortogonais unidimensionais

Os algoritmos mais bem sucedidos em indmeras areas decorrem de projegoes em
espagos de Hilbert. Entre eles os algoritmos de projecao ortogonal sio os mais
distintos. Esta subsecfo reserva uma atencdo especial para os algoritmos de projecao
unidimensional, e a préoxima para projegoes ortogonais multidimensionais. Projecoes
ortogonais sao aqui entendidas como projegoes ortogonais com respeito a um produto

interno (-, -),.
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Exemplos de projecoes ortogonais em sistemas lineares sdo o método dos gradi-
entes conjugados, os métodos da classe de gradientes conjugados generalizados, toda
a familia do GMRES(m), métodos de residuos miimos, métodos de gradiente em
geral. Também estao incluidos muitas classes de estratégias de convergéncia global
baseadas em funcgo de descendéncia, quer para sistemas lineares ou ndo lineares
e otimizacdo. A grande maioria dos métodos de viabilidade convexa, de enorme
aplicac@o em 4reas as mais distintas como tomografia computadorizada, restauracio
de imagens e otimizagio nao linear. O método de Ritz e o de Galerkin, e portanto
o préprio método dos elementos finitos e suas técnicas de adaptacao.

Em cada iteragio, um algoritmo gera uwma nova solugao aproximada x;,, que se
espera esteja mais perto da solucdo z, do que ;. Se o algoritmo é g-linear em uma
norma ||-|l,, €la pode ser tomada como uma medida conveniente da proximidade da
resposta, pelo menos do ponto de vista puramente matematico, & parte as medidas
de interesse particular, e os problemas de separacéo e computabilidade. Em geral, a
forma mais simples (infelizmente, nem sempre possivel) de impor a reducao da norma
€ exigir que o erro ;41 seja ortogonal ao enriquecimento s; com respeito ao produto
interno (-, -), responsével pela norma ||-|,. Esta ortogonalidade unidimensional pode

ser traduzida em
(8i+1, S-,;). = 0, 83 7é €41 74 0 3 (361)

para todo ¢ > i,. Este tipo de ortogonalizagio corresponde & pesquisa na linha
(line search), ou seja, minimizacio de |le;+1]|, ao longo dos sucessivos subespagos
unidimensionais span {s;}. Entre os algoritmos nesta linha estdo as diversas versoes
do steepest descent € o método das iterages com residuo minimo (MR). O método
padrao dos gradientes conjugados também faz pesquisa unidimensional, embora, no
caso de sistemas lineares ou otimizacio quadrética, ela corresponda a wma pesquisa
multidimensional, dadas &s caracteristicas préprias do algoritmo.

Usando a lei do paralelogramo, para todo ¢ > ig,

leslly = llespally 4 llsilly — 2 (eer, 50},

= el +llsallz - (3.62)

A partir da qual se obtém

2
il
lesals = (1- ::8_{:2)”82'”3 (3.63)
9 2
Fille Cilla
oo dsley o e el Gy g6y
llesll; [l s:ll,



3.3. CONVERGENCIA Q-LINEAR 70

2
= (:'1‘.’2 —max {1 _ “S'LHE} = (1 . Q2)1/2 me “33”. (365)
121 llea]] ia fleg|,
¢0<e<”e” <1, (3.66)

para todos os i > i,. Os seguinte resultados envolvendo todos os métodos de

projecao ortogonal unidimensional tornam-se imediatos.

Proposicao 59 Um método de projecio ortogonal, com respeito ao produto interno
(-,*), , em espacos de Hilbert € g-convergente na norma associada ||-|l, se, e somente

se, existe um i, > 0 tal que, para todo i > i,,

s
* <1, 3.67
el (3.67)

e, em adicdo, para todo i > 14, se converge de forma

1. g-linear entio hmmf ;:SZH =(1-a?)?2>e>0,

2. q-superlinear entdo lim sup H "H' =1le Imgmf I{S“H' =(1-a?)¥2>0,
1240 & L

8. g-sublinear entdo lim %’- =0,

4. g-sublinear estrita entdo lim ﬂ :E' >0.

Assim, a condigio de convergéncia g-linear de todos os algoritmos de projegio
ortogonal unidimensional fica garantida se existe um i, > 0 tal que 21l esteja su-

llesll,
ficientemente afastado de zero em todos os i > 4,. Ou, mais precisamente, existe

um real € , tal que HZ"H' > € > 0. Note também que se ”—‘H! = 1 para algum i,

entio a convergéncia finita se dara, com « = 0. A grande maioria dos autores pre-

fere caracterizar a convergéncia g-superlinear assintdtica justamente pela condicio
limsup {|le;1]l / |le:]|} = O, eliminando assim o = 0 da definicio de convergéncia
g-linear. Isto nao é conveniente aqui uma vez que estd incluida na analise a possi-
bilidade de convergéncia finita. .
Normalmente ||¢;||, é desconhecido ¢ deve-sc usar as estimativas ja estabelecidas.
Entretanto, a lei do paralelogramo permite melhorar algumas daquelas estimativas.
O Lema 31 fica (extremamente) mais forte. De fato, a inica maneira de melhorar
as cotas nele contidas é levar em conta a g-superlinearidade das iteragbes (cota
superior no final das iteracdes, assintoticamente) e particularidades do algoritmo
{cota inferior no infcio das iteractes). Isto equivale, de certa forma, a atualizar 4,
a cada iteracio (para a cota superior). Neste tltimo caso, o correto procedimento

serd indicado no estudo da g-superlinearidade.
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Lema 60 (Lema fundemental para projecées ortogonais) Para a sequéncia
T = Alx;), i = 0,1,2,..., z; € R, g-linearmente convergente na norma [,
definida pelo produto interno (-,-),, para o seu limite x,, com fator-g dado por o , e

tal que (ei1,8:), = 0, s 3 ey # 0, valem as sequintes cotas para todos os indices

e o
Sill e

||8,;”. = ”67-”. = (1 i 02)1/2 E (368)

leasally <¢ llsilly (3.69)

onde 5= af/(1 —a?)V/2,
Demonstracao: De (3.62),

ledlls = Nezalls + sill? < o flesll2 + llsalls = lleall, < (1= ®) 2 |s4]l,

leivlle < e fledll, < a1 — )72 |[sifl, =C |15l -
Que ||sll, < lesfl. (e llsiall, < llessrll,) é consequéncia da Proposicio 59. B
E relevante o fato de que 5 ¢é sempre inferior ao ¢ do Lema 31, permitindo

melhores cotas inferiores para «, e maiores possibilidades de reducdes instantaneas

de &;, bem abaixo de o.
Lema 61 ({8} € limitada) 3; < n; S&.

Demonstracao: Pelo Lema 60

B, = lsiall _ el = i .
lselly— Mlsill, — (1-an)y2

Lema 62 (1- o?)Y2¢ < g,.

Demonstracao: Pclo Lema 60

Ilsill llezll
(1 — a2)1/2 < '8”5(1 — )/

el < B; = (1-adY2% < b .
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As relagées basicas passam a ser
»
Bib; <a <y <(

Biby <.

A primeira das quais fornece uma cota inferior para |je;]| em func¢io do enriqueci-

mento.

fibi < a = [sill, < afolell, + flell] = (1 + o) lle, - (3.70)

Pela qual conclui-se que |[s;14], nfio é numa estimativa para ||e;|[,. Também, ||s;4]l,
080 o é para ||e;.1]|, pela Proposicio 59, a nfo ser assintoticamente, para algoritmos

g-superlineares. Os resultados deste trabalho ndo recomendam tal pratica.

Proposicio 63 (Cota inferior para o) Defina &i— £/ (1452)/?, e &= max {C‘ui},

para todo © > 1, entdo,

&< B

f
.
[0 ')

IA

Demonstracio: Na linha da Proposico 48: ¢ (&) =au /(1— 3V = B =d=
ﬁ’i/(]. +ﬁf)1/2 :>o:2§ ,8,,, Também, 5&1 /(1* 6;52)1/2 = ﬁz =C ( 541) S Dd/(]. —(12)1/2 =C
(@). Como ¢ (a) é wma funcio crescente de o, segue-se que &< «, ¢ assim,

Q== max {C.lti} <o B

Proposiciao 64 {Geometria das projecées ortogonais q-lineares) Se z;1 =

A(z;),i=0,1,... € g-linear, entdo, para i > i, tem-se:
f; < n; <min { i —22)1/2’ i _iﬁ)m} (3.71)
(1— o2 < B < W <¢ (3.72)
(1— 0?26, < & < min {0:, #} <1 (3.73)

>t

82— "% .
max {max {%} , €, max {ﬁ?;é;-}} <a<l (3.74}
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Demonstracao: Imediata a partir da Proposicio 49 e dos Lemas anteriores. B

Os seguintes resultados devem ser comparados aos correspondente em espacos
métricos sem produto interno.

— Il * .
Sempre, & <a, e a diferenca cresce com «. Por exemplo, alguns conjuntos

~ ~
(ﬁ,-, i, a) s30:

(0.2,0.148,0.196) , (0.5,0.281, 0.447) , (0.75, 0.356, 0.60) ,
(1.0, V2 —1=0414,v2/2 = 0.707), (\/E = 1.414, 0.487, 0.817)

Portanto & é uma boa cota inferior para «, tao logo o ndo esteja préximo demais
de 1.
O valor limite de §; para o qual pode haver instantineas reducdes de &; passa a

ser maior, ¢ assim a possibilidade de g-superlinearidade. Em (3.73)

B;

—az)ii Sa<l=0<5<05. (3.75)

Neste caso, para a reducio ser possivel, deve-se ter:

Bi<05=f<al) <a<a? (3.76)

a0 =4 (i agt]) " (3.77)

Proposicao 65 (Suficiéncia para contragées iteradas) Se o < +/2/2 ~ (.707,
entto i1 = A(%;), § =ta,ia+1,..., é uma contracdo iterada.
Proposigao 66 A sequéncia {lle;1ll, },, nunca é majorada por {|[siy1]],}

i>ig

Este tltimo resultado, consequéncia direta da Proposicio 64, diz que o incre-

mento nunca pode ser usado como uma estimativa do erro.
Proposigao 67 |leill2 > (11 67) i3 € llesallZ = (1 -+ 821)87 |1sill2

Demonstracao: |leilly = [lsill2 + lfeiall2 > flsillZ + lscaalll = (1 + 82) sill2, e a

outra por inducio. B

A versio da Proposicio 54 decorre dos Lemas anteriores:
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Proposicio 68 (Estimador para p enriquecimentos) Se z;.1 = A(z;), i =

0,1,..., éqg-linear, entdo, para i > i, tem-se, para cadap > 1 :

itp—-1 2 12 itp1
A+ B T Bellsill, < llecsl, < (1+1—_“‘;s) I Al - (378
k=i k=i

Este resultado diz que ||s;f|? + Isigill? < |les]|?. Esta é a melhor cota inferior
possivel para o erro |le;f|,, considerando um tmnico enriquecimento. Note que a
cota inferior em (3.78) independe de «, no espirito da (3.71). Evidentemente, a
Proposicao 55 néo sofre alteracoes.

Deve-se lembrar que o Teorema 19 do Capitulo 2 fornece condicdes para a existén-
cia de um ponto fixo em espagos de Hilbert quando o mapeamento é uniformemente
Lipschitziano com v < v/2. Neste sentido, a condigio de g-linearidade é muito mais
torte, e ; é limitado por {{a) < oo (e ndo +/2). Além disto, como j4 visto, para a
existéncia (e unicidade) do ponto fixo, exige apenas a continuidade de A no limite
da sequéncia.

Existem algumas interpretacbes que precisam ser citadas, pelo seu significado
proprio e pela relevincia para esta tese como um todo. Primeiramente, a condicio

de ortogonalidade fornecida por (3.61) implica em:
Cit1 = €+ 8 = (€ip1s €iy1)e = (€11, €)e + (Cir1, 8i)s = (Bir,€)e = 0. (3.79)

Ou seja, cada vetor e;; faz win dngulo agudo com o vetor e;. Equivalentemente,

cos (i1, €;) > 0, e igual a zero apenas se ;11 = 0. Isto pode ser visto mediante,

(€ir1,€i)e (Cit1,€ir1)e e |
cos {e;41, €;), = = = ¢ =¢
TR Nesall - Neall, — Newall, -Hlesll, — Jleall, —

dando, também, uma interpretagio geométrica & reducdo do erro & (ver (3.33)).
Assim, valores baixos de &, significam, simultaneamente, a redugéio da norma do erro
e o afastamento das direcSes dadas pelos vetores e;,1 e e;. Isto é bastante agradavel
Ja que garante também que o vetor s; mais se aproxima de —e;, néo openas em
norma, mas também em direcdo. E esta aproximacio simultdnea de norma e direcio
¢ medida apenas pelo real a. Assim, o de fato mede a velocidade de aproximacao
(minima) das sucessivas solugGes em direciio & solugio exata, tanto em intensidade
como em diregio e sentido. Tudo isto ocorre nos sucessivos subespacos afins z, +
span(e;;1,€;), visto na métrica dada por ||-||,. Em projegSes multidimensionais, a
trajetoria das solugdes aproximadas percorre uma hélice continua sobre a superficie

de um cone (ver adiante), que se inicia em zy e termina no ponto fixo Ty, CHja
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velocidade (normalizada) minima de aproximagio do vértice é a (ou pelo inverso,
ou por 1 a, se preferir), e a instantinea é €. Apenas um escalar é necessdrio
porque a trajetéria é sobre nma linha. Justifica-se assim o termo velocidade (a
unidade de tempo é a iteragéo) de convergéncia usada nesta tese. Pode-se portanto
falar de aceleragiio se o diminui a cada iteragiio ( convergéncia g-superlinear), ou de

desaceleracfio se o — 1 quando % cresce (convergéncia g-sublinear).

Proposigao 69 A ortogonalidade unidimensional dada por (8.61) implica, para
todo i > 0, em:

1. g-tinearidade: |e;1]], < a|e|, se hrgmf Leile [e,1] ,e >0
i3

o el

2. (eiy1,€)e = (€sy1,€i41)e > 0, com igualdade apenas na convergéneia finita
= (eiy1, €i)y < /2, enguanto [le; 1], # 0,
i

3. (€it1,5i)e = ZH (8K, 55)e, para todo 1 > 4,
=

g
4. (e85)a = — 3 (5K, 84)a, para todo i < j.
fe=i

Observe-se que (u,v), = (v,u). para v,v € C", e (1,v). = (v,u), apenas em

casos especiais.

3.3.8 Projecoes ortogonais multidimensionais

Em sistemas lineares hd unanimidade na literatura contemporinea endossando a
posicao de que a convergéncia finita, admissivel apenas em operadores algébricos,
(possivel, normalmente, em sistemas lineares) nfio é fundamental, uma vez que isto.
acontece em geral para um nimero muito grande de iteragdes, para que se possa tirar
vantagens dela. Nao é bem assim. De fato, o método padrio dos gradientes conju-
gados, durante duas décadas e meia (1951 a 1975) foi visto como um método direto
porque converge no maximo em n iteraces, e este fato afastou-o, parcialmente, do
interesse da computacio cientifica. A convergéncia finita tem ouiras implicacdes,
sutis, porém importantes, uma das quais é descrita abaixo.

Inicialmente, imagine a solugio de um sistema linear com solucio tinica ndo
trivial em IR®. Espera-se que o algoritmo obtenha, convergéncia em O(3) iteragdes.
Suponha que a = 1/2/2, entéo, para obter wna reducao do erro inicial de £ = 1078,
tem-se tesp < 94. Isto com certeza € insatisfatGrio para apenas 3 equacoes em dois

aspectos. Preferencialmente espera-se obter, digamos 3 a 6 iterages, e, idealmente, a
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resposta exata. Também, 54 iteracGes certamente perturba numericamente o analis-
ta, senao a solucao, sem necessidade. Melhor seria um método gue obtenha solucio
exata em 3 ou 6 iteragOes. Isto é facilmente obtido em dimens#o finita observando
a Proposicido 69, no procedimento seguinte.

Pode-se impor, por exemplo, que (s, 8;)e = 0 para todo k # j, ou seja, gerar
bases para o enriquecimento que sejam ortogonais com relagio ao produto interno

(*;“)e- No sistema de 3 equagdes acima, significa que:

(e1,50)e = (e2,51)e = (\‘335 $2)e =0
(e2,50)e = (51,80)e =

(e3;50)e = ($1,50)s + (52, 50)e =
(e3,81)e = (S2,51)e =0, etc

A tinica possibilidade de e3 € R* (ou C?) ser ortogonal a 3 vetores, (sg, 51 € s3),
ortogonais com respeito ao produto interno (-, ), entre si, é que ez seja nulo. Assim
o algoritmo tera convergéncia finita, em no médximo 3 iteracbes. A importancia
para sistemas com muitas equagoes estd, nfio na terminagio finita em si, porém,
na forma como ela é conseguida: por ortogonalizagio das bases com respeito ao
mesmo produto interno em (3.61). F ortogonalizacao é sindnimo de estabilidade do

llsille

algoritmo. Uma consequéncia é que, pelo menos, lim el = 1, e a convergéncia
Tllm

g-linear (e g-superlinear) estd garantida.

A ortogonalizacho, em geral, significa mais meméria auxiliar. i prética orto-
gonalizar a direcao de s; de forma seletiva, por exemplo, em relacio a m diregdes
anteriores: de s; 1,8; 9,...,8; . Portanto, na auséncia de breakdown, e se cada
grupo de m diregSes gerar diferentes span {sy,..., $m_1}, Por no minimo um s;,
existird em um certo grupo de m iteragoes para o qual ,max H: = 1, o mais
tardar em mn iteracoes. Exemplo deste tipo de algoritmo é o GMRES(m). A
menos de imprecisdes numéricas como truncamento e cancelamento, nesses casos, &
apenas necessario que os somatorios nos lados direitos de 3 e 4 na Proposicio 69
sejam nulos, e ndo necessariamente as diregoes precisam ser mutuamente ortogonais,
porétn apenas suficientemente linearmente independentes, com respeito ao produto
interno (-, ).

Analisando o algoritmo apds cada grupo de m iteragdes, é suficiente para haver
convergéncia g-linear para a sequéncia {Zms };», que _min HZ:H- €lel],e>0. Os

estimadores podem entfo ser aplicados apds cada grupo de m iteragoes.

Outra questdo importante diz respeito ao espago gerado pelos n elementos e;,
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na projecio multidimensional. Observe-se que, por (3.79), (€;41,€:)e = 0, e nulo
apenas se €;,; = 0. Assim o conjunto {eg, ey,...,0}, com a ortogonalizagio das
bases, (S, S;)e = 0 para todo & # j, gera wn cone convexo, e, com a condigdo
lleis1ll, < liesll,, especificamente um fcecream. As solugbes aproximadas estdo na
superficie desse cone, e a solugdo no seu vértice. Com o elemento nulo, e,,; = 0,
ele gera todo o espago R™ (ou R™, se m < n, com e, = 0) com produto interno
(-.)s. Desta forma, para um processo em um conjunto Dy convexo, que envolve a
solugdo, =, € Dy, A(Dy) C Dy, A(Dy) é convexo (o icecream) e fechado, possui
um ponto fixo, € se 0 processo € g-linear, ele o é com a < <y, néo necessariamente
uma contragdo na norma ||-||,, j4 que o processo se realiza com 6 < 1, e muito
possivelmente uma expansio. Vide as desigualdades (3.14), (3.15) e (3.16), Lemas
34 e 35, e Proposicao 36.

Note que, acima, n&o € essencial que a projecao seja multidimensional para
a satisfaciio da Proposicao 36. Um exemplo disto é o método do steepest descent.
Mesmo em B2, ele nfo converge, em geral, em um ndmero finito de iteractes. Porém,
as solugbes sucessivas estdo na superficie de um cone (leque) convexo, gerado por

{ep, e1}, com a solugio no seu vértice.

3.4 Convergéncia g-superlinear

Se 0 objetivo é conseguir as melhores estimativas possiveis para o erro de aproxi-
magio, tem-se que considerar as redugoes do fator-g da realizagio, se estas reducdes
existem. Nesta secfo s@o consideradas realizacOes com convergéncia g-superlinear.
N3ao sera feita a andlise de um processo g-superlinear, principalmente porque o re-
sultado dela nfo traz conclustes importantes, para os objetivos desta tese, que ndo
possam ser retiradas da andilise do processo g-linear. Qutras conclusoes serfo re-

iatadas em um futuro trabalho.

3.4.1 Istimativas da realizacao

Admite-se nesta secio a existéncia da sequéncia {o;} que converge para zero,

12
onde a; < 1 para todo 7 > i,. H imediato que a cada iteragio %, i > 1., a realizagdo
possue um novo fator-q igual ou menor do que fator-g ativo na iteracio anterior. A

definicao de «; passa a ser

o =y {5 e (6 3.50
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Para a anélise da realizagio, similarmente ao caso g-linear, valem as definicoes:

B = d($é+2, 55i+1)/d($i+1, -’17«:):

6 = d(@ipr, )/ (U wir1, ) + dls, 2]

7?1' = d(mi-i-].} m*)/d(mi—l-l) "'E‘L) 3 (381)
e, adicionalmente,
Py = aiHa 0<¥ <1,
Oy
&%) = d(@ip, m:)/ [hid(zi, 2.) + d(xs, )] (3.82)

Tal que se pode identificar §; = 6,(1) , e ¢; = 1 se a reslizacio é apenas g-linear.
Como antes, supde-se que ndo hé breakdown. Claramente, &; < &(¢).

O Lema 31 tem a seguinte versao:

Lema 70 Para a sequéncia x4 = A(z;), i = 0,1,2, ..., q-superlinearmente con-

vergente pare o seu limite ., valem as sequintes cotas para todos os indices 1 > 1,

d (%iy1, i) d (%iy1,%:)
ST (s, ) < -
T+o < d(ms,z) < — o (3.83)
ATi 41, %4) < T aid($i+1,$z') = mﬂ%ﬂ;%) (3.84)

onde G = G() == ai (L + thiow) /(1 — o).
Demonstracao: Como antes,
d(wz‘, 58*) < d(ﬂ?z', $?;+1) + d($¢‘+1, Sﬂ*) < d(-‘ﬂi, $z’+1) + Of«zd(%, 513*),

d(ziy i) < d(zi, ) + dzy, 1) < dlzs, ) + a;d(;, %),

resultando em (3.83). Usando-as,

Gz i
d(Zop1, 24) < ogd(zg, z,) < 1 d(Tiy1, o) = ¢

—d i1y Ti) -

e os resultados estdo provados. B

Primeiramente, as cotas para ;. Elimina-se a nocdo de v e §, porque néo se fard

cornparagoes com as contrages, afinal, nio existe uma defini¢ao de supercontracéo.

Lema 71 ({8i};s;, € limitada) §; < {() < oo e nax 18} < G(w)
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Demonstracao: Pelo Lema 70

A (Tiyas Tig1)
ST g,

T+ oy = (33:,-{-1 37*)
tal que,

A(Tiy1,2.) 1+ oy
(33'7,4_1, L'Bg,) 1— (8]

d(Tiq 2, fﬂz’+1)
d($i+1, 93z)

Bi = <(1+ sz+1)

Assim para qualquer k > i > i, tem-se que B < Go(v) < G(¥) = max {8} <
Gi(th). ™ o

As relacoes bésicas ficam, para todo @ > i,
Bib; < Bibi(h) < o < Gi(9) (3.85)
tal que, como a; < «;, para k > 1 > i, tem-se k@%ﬁ {10:0:(¥)} < oy < G(9).
Lema 72 Jnax {Bebe ()} < a5 < G(3).

Pode-se mesmo esperar que + retraia-se, mas isto nio é importante no presente
contexto. Fundamental € a retracao de (;{)). Note que existemn menores razdes para
a oscilagho de 3; em torno de a; uma vez que 8;(¢)) deve assumir valores superiores

a 1 toda vez que 1; < 1.

Proposicao 73 (Cota inferior para o;) Defina, para todo i > i,

& = [1+ﬁz+\/1+ﬁ12+4¢zﬁ2], % #0,

2,
Gy = B se ;=0 (3.86)
1+ﬁ%1 2
¢ & = max {t}, entdo,
& <G, Vi > iy , (3.87)
d<a;, G.<j<i. (3.88)

Demonstragao: Suponha que §; atinja ¢;(1)), sua cota superior do Lema 71, ou
seja, B; = (i(4). O valor correspondente, minimo para q;, pode ser encontrado

resolvendo f8; = (;(v)). Este valor, que serd chamado &;, é uma cota inferior para o;:

1 + 1/),,0:1 . + ?‘bzaz .
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G < Gi(¥). Como ¢ é uma fungfio estritamente crescente com seu argumento,
segue-se que &; < «;. Mas, para qualquer j, 4, < j <4 temos que a; > ;> ay,
segue-se que km%x {&:} < & < a; < a;,. Para provar que & < [3;, note que

= (14 9:0;) /| (1 — &) > 1, e portanto, como k;&; = fB; = &; < 3, com a igual-
dade ocorrendo apenas se k; =1 = & =F;=a=(=0.1

Deve-se ressaltar que a definicio de & difere substancialmente daquela para rea-
lizagOes apenas ¢-lineares, no sentido que & nfio é mais uma cota inferior para todos
os ; da realizacdo, mas apenas para os anteriores: a;, j < i,. Outra observacio
importante é que na expresséo de &; hé uma incluséio nao linear: ) = ey /oy < 1.
Pode-se usar, conservadoramente, ¥; = 1, ¢, se for desejado, uma posterior correcio

da estimativa com ¥; = &;,1/@&; é suficiente.

Proposigao 74 (Geometria da realizacdo) Se a sequéncia w;,y = A(z;),i =
0,1,... € g-superlinear, entdo, existe um iy, > 0 a partir do qual ela também &

g-linear, e tem-se, para todo 1 > i,:

G . L0 B;
—lwi%s?ugmm{l%%,l_wi} (3.90)
1 _:j)zazé,z < ,83 < ].+ 1!)'1.051,51 < C (1/}) (391)
1-— . 1+ a4
14 %ﬁz & < min {sz‘, 1——%5‘%/@1} <1 (3.92)
|8 — & 5 <1 03
mAX |\ X 3 T g [ G tuax {fbu(9)} < s <1, (3.93)

Demonstracao: Segue os moldes da demonstrac¢io da Proposicio 49, usando os

resuttados anteriores, B

A possibilidade de g; < « fica agora submetida s condicdes seguintes:

B < % [(24-4%) — \/(2+ Aah;)? — 4] = B < %(7) <oy < %H),

o0 = s [ B = A WA], b wio,

) i%f — o,  se =0, (3.94)

Os seguintes resultados sfo imediatos a partir dos anteriores.
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Proposi¢ao 75 (Suficiéncia para contragdo iterada) Se existe algum i > i,

para o qual a; < (L/p) (=1 + T+ ), ¥s # 0, entdo x40 = Alx;), § 29 = o, €
uma contracdo iterada.

Proposicao 76 (Suficiéncia para majoracdo do erro) Se existe algum oy <

1/2, entio a sequéncia {d(Ti, 2.) s, € majorada por {d(zi1, )}

10
No caso de muitos enriquecimentos, obtem-se, para p > 1:

Proposicio 77 (Estimador com p enriquecimentos) Se z;1, = A(x;), i =

0,1,..., € g-superlinear, entdo, para todo 1 > i, tem-se, para cadap > 1 :
Pran =1 Hﬁl Brd{Tip1,2:) < d(Ziyp, ) < |1+ _Ber Hﬁl Brd(ziy1,2:)
1+ ".bza’-% .l b i1y i) > itpy Lx) = 1_ ’%ai U k i1, Ly

O resultado acima complementa a Proposigdo 74 em cada ftem. Por exemplo, a

(3.90) passa a ser:

B Bin—1 : o; Bi Bit1
ip S < s S+ )0
max{1+¢iﬂ%’1+”/)zﬂizﬂ G F 1 — i ( +1_¢iaz’)ﬁ

3.4.2 Estimativas em espacos de Hilbert

Levar em conta a g-superlinearidade nas estimativas de erros em espagcos de Hilbert
é essencial para a obtencao de estimativas as melhores possiveis. Nesta subse¢ao sao
sumarizadas as principais relagoes.

A relacao de g-superlinearidade que caracteriza os espacos com produto inferno

passa. a ser:

Jeal < 2 {—2 (e ss) _ 1] " (3.95)

Ji—azl sl

Note que a condicao de descendéncia em nada muda.

A expressdo genérica para «; torna-se:

2 2
. (e, 5. : 21ls.
of = max {1 + s + (BJ’SJ)} = max {1—!— ”87”2 + I3l cos (ej,sj)}.

e | el llesl® Sz L flel® el

(3.96)
Tudo ocorrendo como se a cada iteragao ¢ > 1, fosse redefinida uma nova realizacio

g-linear com um novo fator-g menor ou igual ao ativo.
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Projegoes ortogonais
O Lema fundamental nfo sofre alteragoes. Deve ser enfatizado:

Lema 78 (Lema fundamental para projegdes ortogonais) Para a sequéncio
T = Alzy), 1 =0,1,2,..., z; € R*, g-linearmente e g-superlinearmente conver-
gente na norma ||-||,, definida pelo produto interno (-,-),, para o seu limite x,, com
fator-q dado por « , e tal que (€41, 9:), =0, s; # esy1 # 0, valem as seguinles cotas

para todos os indices i 2> 14!

Il
lIsill, < lleall, < (=22’ (3.97)
leitalle <C llsilla (3.98)
onde é,: sz'/(]. - 05,52)1/2.

Demonstragao: De (3.62),

2 —
llecll2 = llessall3 + lsills < o llealls + lsilly = lleall, < (L — o)™ il

leisally < i lleill, < eu(l—ad) M2 |fsi]], =G |fsqll, -

Que [[si]l, < |lesll, (e llsivalle < lleixall,) é consequéncia da Proposicéo 59, como

antes. B

O mais importante a ser notado é a independéncia de C: de ;. Isto é con-
sequéncia do fato de as projecOes ortogonais, na hipbtese de nio existir break-
down, levarem naturalmente a algoritmos g-lineares e g-superlineares. Ou seja, a
maneira natural de, em espagos de Hilbert, forgar g-linearidade simultinea com g¢-
superlinearidade globais (i, = 0), é efetuar a pesquisa na linha. Esta pesquisa nao
precisa, ser exata - o que é impossivel, dificil ou caro em problemas nao lineares
em geral - mas apenas aproximada, garantindo a Proposicao 59. A qualidade da
convergéncia do quociente fica dependendo de quio descendentes sio os elementos
d; da base gerada pelo algoritmo. _

E importante observar entretanto que, em sistemas lineares, o fato de as bases
pertencerem a subespagos de Krylov nada significam para a qualidade da con-
vergénecia do quociente, senfo, talvez, signifiquem um procedimento eficiente de
geracio nas miquinas atuais. Este fato leva a acreditar na existéncia de bases mais
eficientes - mais descendentes, pelo menos - fora dos subespacos de Krylov. Uma.

primeira etapa nesta busca é dada na Parte 11 desta tese.
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Lema 79 ({8} ¢ limitada) §; < 1n; <C,.

Demonstragao: Pelo Lema 78

lIsivall, _ el o .
5'2 ¢ < °=7?z‘§—=§a
sl llsill, (1—af)t72

Lema 80 (1— ae?)l/gfi < B,

Demonstragao: Pelo Lema 78

Jesall, < et < A o 1oty e <

As relagbes bésicas ficam, para todo i > 4,

Biti < Bibi(¥) < oy 557: ) (3.99)

A primeira das quais fornece uma cota inferior para ||e;||, em fungdo do enriqueci-
mento:

Bibi < e = lsipall, < s [ha fleg]|, + [leallJJ = (1 + e} [les,, - (3.100)

Pela qual se conclui, mais uma vez, que ||s;;1]|, ndo é uma estimativa para ||e;]|,,
a néo ser, eventualmente, quando o; < [1/(2¢)] [(m — 1)], 1 # 0, para
o qual ;{1 + 1;ey) < 1. Também, ||s;44]|, ndo o é para ||e;;1]|, pela Proposicio
59, a nado ser assintoticamente, ja que o algoritmo é suposto g-superlinear. De
fato, embora ||s;,1|, nunca possa majorar ||e;,1]|,, na fase final g-superlinear a sua
proximidade com ||e;¢1||, é enorme. Esta prética ndo deve ser usada isoladamente,
}8 que este trabalho fornece estimativas de cotas superiores assintoticamente exatas,
em particular em problemas mal condicionados. Vide Proposicao 83.

Para facilidade de referéncia, cataloga-se abaixo os demais resultados que levam

em conta a g-superlinearidade da ortogonalizactes, embora a maijoria deles nao
mude.

Proposicao 81 (Cota inferior para o;) Defina &;= /(1 1+ 82)Y?, e &= max

k>t
- - . e
{ak}, pare, todo i > i, entdo,
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Demonstragao: Na linha da Proposicao 73. B

Proposicao 82 (Geomeiria das proje¢cées ortogonais g-superlineares) Se

a sequéncia x; 1 = A{x;),1=0,1,... é ¢-superlinear, entdo, para i > i, tem-se:
B < 1 < min { T _023)1/2, i wi?)l/z} (3.101)
(1—ad) 2 < B < m_—iﬁ)ﬁ <¢ (3.102)
(1—af)2g; <& <min {a ﬁ} <1 (3.103)

kE>i>ig k k> >ia

211/2
max{ max {Iﬂk égkl } @, max {ﬁkék('l,b)}} <a; <1 (3.104)

Demonstracao: Imediata a partir da Proposicao 74 e dos Lemas anteriores. B

Proposigio 83 [le;[2 > (1+82) llsilly e lleslle > (1 + B21)67 [l

Demonstragio: |le;|l = llsills + lleally = lsills + lsialll = @+ B llsillls e &

outra por inducao. W

Proposicao 84 (Estimador para p enriquecimentos) Se z;(1 = A(z;), 1 =

0,1,..., € g-superlinear, entdo, para i > i, tem-se, para cadap > 1 :
i+p—1 2+ 12 j4p
(1+82,)" H Br |Isills < lleisll, < (1+—%) I B llsdl. - (3.108)
K k=i

Note que |[e;]]? > ||s:d]? + l|sigall?

3.5 Convergéncia g-sublinear

A convergéncia. g-sublinear ¢ tipica de algoritmos lentos, ou na fase inicial de bons al-
goritmos. Para sequéncias estritamente ¢-sublineares nada mais se pode acrescentar
senfo a de estimar os erros de algum mapeamento composto AP, p > 2, ou alguma
combinacgio mais sofisticada, seguida de uma estimativa g-linear nos moldes nor-
mais. A experiéncia numérica tem demonstrado que esta técnica também funciona
para sublinearidades mais fracas. O resultado chave é a Proposi¢ao 27.

Para sequéncias com convergéncia r-linear aplica-se as Proposigoes 29 ou 30. Ou

seja, novamente a aplicagao de mapeamentos compostos.
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3.5.1 Estimativas da realizacao

Para sequéncias apenas g-sublineares (ndo estritas) é possivel que um mapeamento
composto que possa fornecer um bom resultado usando a teoria deste capitulo exija
iteracoes demais. Passa-se a expor, usando uma técnica de remetrizacdo, os mo-
tivos para isso. Entretanto, a necessidade de um nimero grande de iteracoes é um
problema. do algoritmo, e ndo da teoria da convergéncia do quociente.

Seja ||-]|,, & norma de interesse que converge g-sublinearmente (para outros tipos

de sublinearidades, proceder de forma similar)
lecllp < ci7?
onde p > 1. Tomando o logaritmo em uma base b dessa desigualdade
log fle; |, < loge —plogi.

Isto é, o logaritmo na base b do erro esté limitado por uma reta no grafico logaritmico.

Agora, compare com a definicao de normas g¢-lineares, para ¢, = 0 :
llesnall < alleil] = fledll < o [leoll = log llesl] < log {les|| +logor-i .

Entéo, toda a teoria desenvolvida para sequéncias g-lineares aplica-se as sequéncias
g-sublineares com p > 1, mudando a escala do grifico das iteraces para uma es-
cala logarftmica. Por exemplo, escolhendo b = e (neperiano) deve-se avaliar o erro
nas iteragoes i = 3,8,21, ... , considerando-se 0s enriquecimentos 3 — xp, g — T3,
Zg1 — Zg, -... Isto corresponde a considerar a sequéncia g-linearmente convergente
em pg-etapas, onde {px} = {0,3,8,21,...}.

Bixisterm outras alternativas. Uma opcio segura é determinar adaptativamente
a sequéncia {p;}. Cada termo desta sequéncia é avaliada como acima, porém, em

lugar de uma escolha prévia de b, calcula-se o correspondente

ﬁk = '||mpk+2 ~ Lpppq /|[$Pk+l L AE

com o termo pi s escolhido tal que f; satisfaca a condigio (3.76) - G < 0.5, ou
a equivalente para medidas quaisquer. Fm seguida, usa-se oz](:r) como uma cota
superior perfeitamente confidvel para c. A estimativa é confidvel porque ou G <
a,g_) <a< an), oua < f, < oz,(c_) < oq(:). Em geral nao ha necessidade de esperar
por B < 0.5. Experimentos numéricos com diversos algoritinos para problemas
lineares indicam que é suficiente B < 1, e 0 uso de & (ou &).

A alternativa que se tem mostrado bastante interessante é o uso direto da

Proposicio 68, ou a sua equivalente em espacos métricos.
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3.5.2 Outros resultados

O propésito desta subsec@o é estabelecer a equivaléncia enire & convergéncia g-
sublinear e a convergéncia sublinear de grau p > 0, como proposta no Capitulo
2. O que se segue é uma extensdo dos resultados obtidos em [36]. Sem perda de

generalidade, podemos escolher constantes a; e ¢; tais que

ezl = oullesll, @i -1 segsublinear,e (3.106)

llesfl = @™, ¢ —¢>0 sesublinear de grau p. (3.107)
Proposicao 85 (Equivaléncia) A convergéncia sublinear de grau p satisfaz:

1. lima; = hm%"rl—" 1,

2. l1mH 0,
sendo, portanto, equivalente ¢ convergéncia g-sublinear.

Demonstragao: Escrevendo o erro na iteragao ¢ + 1, e desenvolvendo em série de

Taylor:
lecall = ciali+1)77 = cipa [ P14 1)_p] = Cipad " {1 —[p + o(1)] ifl}
= =B {1 oD} = el {1 [ b o(1)) 67,
ou seja,

;==

lessall _ eivn {1 _p 0(1)} _ (3.108)

lell i
Tomando o limite quando ¢+ — co desta dltima cxpressio obtém-se:

lim o, =lim{c'“rl [1mp+,°(1)” —1,

C; 2

provando o item 1. Para provar o item 2,

1
=8 = e eipn=ci ' —en(it+l)" = {Ci oo [1 - H—dl} } H

et ootz

pela qual resulta

Hwykm$fﬁﬂm

flesl] — Ci i

e entao

o sl
e

0,
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provando o item 2 e a equivaléncia. A equivaléncia em espacos de Hilbert resulta da

substituicdo do limite acima na condicdo de g-sublinearidade dada pela expressao
(3.50). m

3.6 Aproximacgoes do Operador

Quando a determinacio dos valores de «, ou de suas estimativas, é feita durante
a realizacdo, os erros de aproximacio adicionais, como por exemplo os devido 3
aritmética finita, ou as aproximacdes sobre o mapeamento A (incluindo as devido &
discretizacio, quando for o caso) ja estdo sendo levados em conta.

Este nio € o caso quando séo usados valores estabelecidos analiticamente. Nessa,
situagdo, as aproximacoes adicionais influenciam a avaliacio do erros durante a rea-
lizagho. Em casos extremos, algoritmos que convergem g-linearmente, por exemplo,
podem simplesmente nao convergir por imprecisdes diversas. Certamente é bastante
util estabelecer a influéncia das diversas imprecisoes.

Uma forma de por a questiio é considerar que, devido As vérias aproximacoes, em
lugar de uma sequéncia {z;} obtém-se uma sequéncia {y; }. Supondo que a sequéncia
{z;} converge g-superlinearmente, o que se pode dizer a respeito da convergéncia da

sequéncia {1;}7 O seguinte resultado ajuda bastante.

Proposicao 86 Seja A: D CR® — R™ um algoritmo q-superlinear (o processo) em
D, C D com constantes {0y}, e D, um conjunto fechado tal que A(Dy) C Dy. Sejo
{1} € Dy wma sequéncia produzida pelo algoritmo, € ¢; = d(A(Y:), Y1), & = ie > 0.
Seja z. o limite da sequéncia (tedrice) {z;}. Fnldo,
1
(Y1, W A 3.109
_¢iai[ﬁz (%iv1, 1) + e ( )

Demonstragao: A estimativa vem de

d(yi—l—l:vm*) S 1

AYir1, 7)< A(Yarr, Aly)) + d(Alwi), Alyin)) + d(Alyin), )
< &+ Bid(Yir1, 1) + Cinad (g1, 74)

e (3.109) segue-se. W

Note que ambos, «; e f; sfo os valores tedricos (analiticos). Assintoticamente

(1 + Pioy)
1— &

b

o —= 0= < — 0
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e tem-se

d(Yir1, Tx) < € .

A principal concluséo é que em algoritmos g-superlineares os erros de aproxima-
¢ao adicionais ficam, assinfoticamente, restritos ao da prépria iteracdo. Eles nao sao
acumulativos. A tinica exigéncia é que {y;} C D4, o conjunto no qual o algoritmo é
de fato g-superlinear. Para tais algoritmos pode-se de obter uma, precisdo tdo boa
quanto se queira. Nao existe portanto nenhuma razio para comparar a qualidade
da aproximacdo de algoritmos g-superlineares com a dos algoritmos diretos (Gauss,
por exemplo).

Outra concluséo é que, em se desejando grandes precisdes, deve-se realizar a
iteracao de parada com maior precisio. Por exemplo, algumea reortogonalizacio
parcial.

Para algoritmos assintoticamente g-lineares a (3.109) prevalece com a; = . O
maximo que se pode dizer é que a parada deve ser feita quando ocorrer um pequeno
valor para f;. Isto ndo é tdo preciso ja que 3; é o tedrico.

Os algoritmos g-sublineares 0y — 1. Por (3.109), a qualidade da resposta é
muito sensivel a aproximagbes do operador. Isto justifica um cuidado maior com os

algoritmos apenas g-sublineares.

3.7 Comentarios Finais

Ao fim deste capitulo parece bastante adequado fazer alguns comentérios adicionais
sobre teoria de convergéncia do quociente nele desenvolvida. Estes comentdrios serdo
feitos dentro de trés perspectivas, focando sistemas lineares: a contribuicio para a
compreensao dos mecanismos de convergéncia de algoritmos iterativos, a qualidade

das estimativas dc erros, e os trabalhos existentes na literatura com eles relacionados.

3.7.1 Os mecanismos da convergéncia

O autor expde a seguinte heuristica, em paralelo com uma devida a Nevanllina [24,
cap. 1]. Um algoritmo possui trés fases ao longo da sua realizacio.

A primeira fase desenvolve-se, em geral, com convergéncia g-sublinear. Quando o
algoritmo inicia nao ha nenhuma informacfo sobre o sistema. Nesta fase o algoritmo
deve aprender sobre o operador. Enguanto o aprendizado se realiza deve-se esperar

baixas velocidades dc convergéncia. Durante esta fase ndo hd como distinguir entre
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problemas bem ou mal comportados, prever o nimero de iteragdes para uma dada
reduciio percentual do erro, ou mesmo determinar se havera convergéncia ou nao.
Um bom método iterativo deve extrair informagbes do operador durante esta fase e
armazené-las para as iteragdes futuras. Se o problema ¢é autoadjunto, a curvatura
constante do espaco é, otimamente, a tinica informagao a ser transmitida, e a segunda
fase com convergéncia g¢-linear é imediatamente iniciada, embora, eventualmente,

com baixas velocidades.

Foi visto neste capftulo que em espagos de Hilbert a convergéncia g¢-linear (e
mesmo g-superlinear) pode ser conseguida desde o inicio das iteragdes com a orto-
gonalizacio. O algoritmo nfo distingue entre primeira e segunda fases. Em qual-
quer caso, a segunda, fase é essencialmente caracterizada pela convergéncia g-linear.
Nesta fase, as componentes de resposta na base gerada pelo algoritmo sdo gradati-
vamente construidas. Entretanto, para sistemas mal comportados, ela prolonga-se
demasiadamente. Em particular quando prevalecem erros devidos & precisao finita,
tipicamente: erros de aproximagao do mapeamento tedrico A e cancelamento a-
ritmético. No final desta fase, a resposta estd essencialmente correta: ambos, norma
e direcio (no espago em que a ortogonalizacio é efetuada), convergiram em uma

precisao aceitavel.

A terceira fase deve caracterizar-se por convergéncia g-superlinear. Mais uma
vez, a ortogonalizacio em espacgos de Hilbert antecipa esta fase. Ela terminard
com convergéncia finita se o problema possui dimensdo finita e, simultaneamente,
a ortogonalizacio é efetuada. Nesta fase, todas as medidas ndo priorizadas pela
ortogonalizacio sdo levadas & precisio permitida pela aritmética finita efetuada na

iteracio corrente.

N&o ha qualquer diavida para o autor que algoritmos competitivos devam ser no

minimo g-lineares, e idealmente g-superlineares, na norma de interesse do analista.

A importancia da ortogonalizacio é enfatizada, em particular, como uma simples
aplicacio da teoria, foram estabelecidas as condi¢bes necessarias e suficientes para
a g-convergéncia. Como resultado imediato, tendo em vista o grande interesse em
diversas dreas da computacio cientifica, demonstrou-se a convergéncia global g-linear
e g-superlinear do método dos gradientes conjugados padrio para operadores auto-
adjuntos, independentemente das propriedades do operador. ) autor naoc encontrou

essa prova na literatura.
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3.7.2 A qualidade dos estimadores

As melhores estimativas para um determinado algoritmo somente podem ser obti-
das usando as suas propriedades inerentes. Para os métodos de ortogonalizacio
em espacos de Hilbert as estimativas ora apresentadas nio podem ser melhoradas.
Isto tem sido confirmado com imimeros experimentos munéricos, alguns dos quais
descritos nesta tese. Isto é muito gratificante, uma vez que, essencialmente, todos
os méiodos bem sucedidos para sistemas lineares resultam de ortogonalizacéo em
alguma norma, embora esta norma muitas vezes nfio tenha qualquer significado, e,
normalmente ndo seja a de interesse do analista.

As estimativas apresentadas para as normas gue nao sdo as ortogonalizadas po-
dem, eventualmente, ser melhoradas, para cada algoritmo em particular. Parece ao
autor, que a teoria apresentada fornece elementos suficientes para esta particulari-
ZACAO0.

Do ponto de vista de estimativa de erros, a nogéo de g-superlinearidade usada
nesta tese prescinde de nocoes de velocidades supostamente maiores, como veloci-
dades g-quadréticas, convergéncia exponencial, ete.

Existe uma deficiéncia na qualidade dos estimadores quando o algoritmo é pobre
o suficiente para convergir apenas de forma g-sublinear. Alguns destes algoritmos
ainda sio usados em muitas disciplinas. Acredita~se que isto caracteriza um estagio
de evolucéo ainda inicial dos algoritmos nessas disciplinas. Para a g-sublinearidade
estrita os resultados sdo suficientemente bons. Entretanto, o autor reconhece sua in-
satisfacao com as solugbes apresentadas para as demais formas de g-sublinearidades,
¢, presentemente, desenvolve uma teoria de convergéncia g-sublinear que nio se
apoia em mapeamentos compostos, e sim 1m pouco mais em remetrizacoes.

A qualidade dos estimadores néo depende de avaliagoes de propriedades algébricas
dos operadores, e ndo é afetada pelo niimero de condicdo do operador. Todas as
avaliagOes necessdrias sio feitas durante a realizacdo, e sio independentes do al-
goritmo em questdo. Porém permanece pelo menos uma questdo aberta. Foram
fornecidas védrias cotas inferiores para o fator-¢ da realizacfio, para todos os casos
de interesse. It possivel determinar cotas superiores para o fator-g da realizacao de
uma forma tdo geral quanto as cotas inferiores estabelecidas 7 O autor pensa que
essa é a principal questio a ser respondida no mbito da teoria apresentada. Nao
hé davida que é possivel estabelecer estas cotas superiores para cada algoritmo. Por
exemplo, para o método de Newton, sob condigtes padrdes, o valor a < 0.5 ja foi

estabelecido para a norma~fy do erro, ver [19]. Embora, como o método de Newton
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é contractivo nessa norma, a teoria exposta nesta tese diga que o < /2—1 ~ 0.414.

3.7.3 'Trabalhos relacionados

A literatura aborda algumas metodologias distintas para a estimativa de erros de
aproximacao em algoritos iterativos em espacos de dimensdes finitas.

A mais tradicional é parar com alguma norma computdvel do residuo. Séo
essencialmente baseadas em um teorema de Oettli ¢ Prager [40]. Detalhes adicionais
podem ser encontrados em [41], [31] e [34]. A técnica consiste em computar a norma
do erro (forward error) por uma andlise retroativa (backward error) de uma norma, £,
do residuo. Isto sempre resulta na estimativa de normas ou mimeros de condigio de
operadores. Parte desta tese é justamente o resultado de uma insatisfacao com tais
critérios. Na COPPE, pode-se citar pelo menos [42], onde sdo feitos experimentos
numéricos com o GMRES em problemas de Mecénica dos Sélidos discretizados pelo
Método dos Elementos de Contorno, objetivando o estudo da influéncia de certos
precondicionadores na reducio de algumas normas-£,,.

Desde um longo tempo atras (1971), o Prof. Golub eseus colaboradores iniciaram
trabalhos no sentido de obter melhores estimativas do que as fornecidas pela téenica
tradicional. O ponto de partida de sua teoria é expressar a norma da energia do erro
em termos de certas integrais de Riemman-Stieltjes, no que é chamado de método
dos momentos, e suas relagdes com a quadratura de Gauss. Permanece, entre outras
coisas, a necessidade de estimar o erro inicial, que é resolvido, nos dltimos trabalhos,
com o uso de fraces continuadas. Nesta linha inclui-se [43],[44] e [14]. Apenas
a norma, da energia em sistemas autoadjuntos é contemplada, e sua avaliacio é
dependente da avaliacfio das melhores cotas possiveis para os autovalores extremos.
A qualidade da avaliagdo do erro inicial por fragbes continuadas é dependente do
mimero de condi¢do da matriz dos coeficientes.

Em nenhum dos trabalhos de conhecimento do autor as estimativas fornecidas
aplicamn-se a erros em medidas quaisquer, ou mesmo a normas quaisquer. Sempre
limitam-se a normas de energia. Além disso, nenhuma das técnicas extendem-se
a problemas nao lineares, muito menos a algoritmos iterativos em geral, e sempre
dependem de estimativas de propriedades dos operadores, tais como ndmeros de

condicdo e norma.
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I recormmend this modus operandi. You will hardly eliminate directly
anymore, at least not when you have more than two unknowns. The
indirect method can be pursued holf while asleep or while thinking about
other things.

Gauss, 1823[11, pag. 158].

Durante o desenvolvimento do estudo da convergéneia do quociente na primeira
parte desta tese, intimeros aspectos construtivos concernentes a qualidade de con-
vergéncia de algoritmos iterativos ficaram evidenciados. O objetivo desta Parte 11 é
relatar o resultado da investigacao tedrica e numérica de alguns daqueles aspectos
que se mostraram mais relevantes, no que diz respeito a solucéo iterativa de sis-
temas lineares. A extensfo para sistemas nao lineares é imediata, e serd relatada
em trabalho posterior. Séo tratados apenas sistemas reais de solugio dnica e nio
trivial.

Para efetuar esta tarefa, introduz-se um modelo bastante geral de algoritmos para
sistemas lineares que, sob certas restrigoes minimas, € consistente com o problema,
(2.3).

Ficou evidenciado pelo estudo precedente que é essencial para a estabilidade
do algoritmo manter a convergéncia g-linear na fase inicial, e que isto pode ser
conseguido por ortogonalizacio. A norma ideal para isto é sem divida a norma-#,,
certamente & mais bem comportada norma em espacos Euclidianos. Esta ortogona-
lizagho garante uma separaciio minima entre todas as demais normas. Infelizmente,
nao existern muitas avenidas para ir em busca desta ortogonalizacio.

A dificuldade estd na impossibilidade de computar o produto interno (e;y1, 3;),,
indispensével ao processo de ortogonalizacao. Em se tratando de bases de subespacos
de Krylov em sistemas lineares Hermitianos, todas as possibilidades para ortogona-
lizagbes nas diversas normas ponderadas j& sfo conhecidas [18]. O caminho encon-
trado na literatura para ortogonalizar na norma-f5 consiste em usar uma diregio de
busca sob a forma Bd;. Opcoes que tém sido usadas séo B = A, B = AT, etc. Dois
algoritmos elegantes sdo descritos em [17]. Assim, garantindo a computabilidade
de (e;41, Si)y, POrém s custas de reintroduzir a questéio da separagio. Nesta tese,
como resultado da teoria da convergéncia do quociente, so propostas alternativas.
O primeiro passo nesta direcdo consiste em dar interpreta¢es adequadas ao sempre
presente incremento s;,4.

A importancia da g¢-linearidade desde a fase inicial estd estreitamente ligada

a garantia da convergéncia global e da estabilidade do algoritmo. Nao apenas
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isso. Sendo as iteracoes descendentes em uma norma conhecida, pode-se extrair in-
formacoes titeis para as nova iteragbes. A otimizagfo do processo de hereditariedade
juntamente com a descendéncia na norma-£; sio, na opiniao do autor, os ingredientes
bésicos da receita do sucesso do método dos gradientes conjugados para problemas
Hermitianos em computacio cientifica. A qualidade das informacdes disponiveis em
cada iteracio é proporcional & qualidade da convergéncia. Ii essencial eliminar a
fase inicial de baixa qualidade de convergéncia do quociente, antecipando a segunda
fase g-linear. Isto é, de fato, a funcéo cldssica do precondicionador.

Para estabelecer um processo de transmissdo de informagdes entre as iteragdes é
necessario estabelecer um mecanismo eficiente e seletivo. Por eficiente entenda-se a
otimizacio do uso de meméria auxiliar e de operacdes, e por seletivo, a capacidade
de extrair e passar adiante apenas informagoes tteis. Neste trabalho, para efetuar
esta tarefa faz-se uso, principalmente, do precondicionador e de algoritmos bem
estabelecidos na literatura.

Sao usadas ferramentas auxiliares de diversas areas, notadamente, da teoria
métrica dos pontos fixos, das nogbes de distdncias generalizadas, em especial das
funcoes de Bregman e de suas projecdes generalizadas, ¢ distAncias epigraficas. As
nocoes ainda nfo revisadas serfo introduzidas gradativamente & medida que se fize-

Tem necessarias.



Capitulo 4
Estratégias Correntes

We move from direct methods, a by now classical topic that 4s rather
thoroughly understood, to the relutively untemed territory of ilerative
methods. These are the methods that seem likely to dominate the large-

scale computations of the future.
Trefethen e Bau, 1997(32].

4.1 Introducgao

Esta parte da tese considera o problema (2.3) linear com solucio z, tinica, ou seja,

flz) =Az —b, f{ze) =0, (4.1)

onde A € L(R") é regular e z,b ¢ R". Entretanto, perde-se muito ao discutir as
estratégias correntes com matrizes reais, ¢ assim supde-se que A € L (C"). (Muifo
devido ao fato de que o espectro de uma matriz real nao simétrica estd potencial-
mente em C). Sfo propostas algumas estratégias de solugdo que decorrem natural-
mente da teoria de convergéncia do quociente desenvolvida nos capitulos anterio-
res. A motivacao para o desenvolvimento destas estratégias estd em dois aspectos
relacionados. O primeiro na solu¢io do problema de separacio entre a norma mini-
mizada {cquiando hd uma) durante o processo iterativo e as normas de interesse, e 0
segundo, tdo importante quanto, na diminuicdo do nimero de iteracbes necessdrios
para vencer a fase inicial g-sublinear, algumas vezes r-linear, ou fracamente g-linear
encontrada em virtualmente todos os algoritmos que constroem a solugéo em subes-
pacos de Krylov. Acredita-se que estes sdo os dois problemas centrais nas questoes
de robustez e escalabilidade do algoritmo iterativo, uma vez tratada nos capitulos

precedentes a questiio fundamental de estimativa de erros.
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O propésito deste capitulo é rever as estratégias de solugho correntes, situar o
problema ¢ mostrar exatamente onde as estratégias propostas se inserem, anteci-

pando os conceitos.

4.2 A Esséncia das Estratégias Correntes

As estratégias para solugiio de sistemas lineares possuem, essencialmente, trés in-

gredientes:
1. Um algoritmo para a geracio de uma base para C".
2. Uma funcao distdncia ¢.
3. Um precondicionador f1.

A escolha do algoritmo de geragdo da base é orientada, principalmente, pelas
questGes de eficiéneia mimérica, geralmente associadas & manutencio de alguma
ortogonalizacio da base, preferencialmente implicita.

A funcio ¢ tem o papel fundamental de garantir a convergéncia global da es-
tratégia e, normalmente, ¢ escolhida como uma norma eliptica. E essencial que
¢ seja duas vezes diferencidvel, e sua Hessiana seja positiva definida (ou negativa
definida) em todo o dominio com excecdio, talvez, na solugdo. Invariavelmente, a
funcio ¢ & uma norma definida por um produto interno que ¢ usado explicita ou
implicitamente para o processo de ortogonalizagio.

O precondicionador tem o papel de transformar o sistema em um problema
numericamente bem posto, contribuindo para que o algoritmo de geragao das bases
seja numericamente estével, e a funcdo ¢ bem comportada.

Subjacente a cada um dos trés componentes das estratégias, estdo as caracte-
risticas intrfnsecas ao sistema linear e & arquitetura do sistema computacional. O
sucesso da solugdo iterativa depende fortemente da escolha adequada da estratégia e
do aproveitamento das caracteristicas do sistema lifiear e dusistema computacional.
Esta dependéncia mitua é uma necessidade para a eficiéncia da solugfio numérica.
de qualquer problema em computacio cientifica. No entanto, estes aspectos sao
todos relevantes se, ¢ somente se, o sistema linear é suficientemente grande. Por
suficientemente grande entende-se que passam a ser um gargalo a eficiéncia, quer a
memdria necessiria para se chegar a um resposta com qualidade aceitdvel, quer o

tempo de execucdo (ou o wall clock), ou ambos.
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Nas préximas secoes sao discutidos cada um dos topicos acima, nos aspectos re-
levantes & esta. tese. Os enfoques dados, a ndo ser quando explicitamente observado,

nao sio necessariamente compartilhados pela literatura especializada.

4.3 Algoritmos para Geracao da Base

Os subespacos escolhidos para descrever a resposta, com poucas excecdes, sa0 08
subespacos de Krylov ™ = K™ (A4, fy) definido por

K™(A, fo) = span{ fo, Afo, Afo, .., A" fo} (4.2)

onde f, = b— Axy. Quando (4.2) é escolhido, os métodos sao chamados de métodos
de Krylov. A seleciio dos algoritmos para a geragho da base para estes subespacos

depende fundamentalmente das propriedades da matriz dos coeficientes.

4.3.1 Sistemas Hermitianos

Se A é Hermitiana e positiva definida a escolha normalmente recai sobre a geragao de
bases A-ortogonais, ou conjugadas, com a escolhia simultinea da norma de energia
¢ =1 lell. Ouainda ¢ =3 llel|%x 4 com bases A A-ortogonais. Ambas dao origem
a0 método dos gradientes conjugados (CG). A escolha ideal para o CG, que seria
¢=73 1|e|]§, torna o processo de busca unidimensional néo computdvel.

O processo de minimizagfio corresponde a um método de Galerkin, onde o subes-
pago de restrigdes £™ é o mesmo subespago de Krylov usado para gerar os elementos
da base quando a escolha é minimizar a norma da energia, ou seja, £ = K™ (A, fo)-
No caso geral K™ (B, f;) = L™(B, fo) para algum B adequado.

O que caracteriza o CG & que os elementos da base sdo gerados independente-
mente um dos outros, tal que o processo de conjugacio fica numericamente implicito
¢ econdmico. Quando as propriedades da matriz dos cocficientes nao sdo numeri-
camente favordveis, a conjugacio é destruida sistematicamente 4 medida em que o
algoritmo avanca. Isto resulta no prolongamento da fase inicial e cventualmente na
perda da estabilidade do algoritmo.

Na linguagem da primeira parte desta tese (vér a Proposicao 86) o valor de
¢ = || A(y;) — w:]], onde {y;} é a sequéncia aproximada, torna-se grande o suficiente
para extinguir a ¢-linearidade do algoritmo. Nos casos menos criticos, observa-se

que a reortogonalizacio parcial pode sustentar a estabilidade do CG. Em oufros
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casos, alguns tém preferido gerar a base com o algoritmo de Lanczos, matematica-
mente equivalente, em particular quando as propriedades espectrais da matriz dos
coeficientes sio bastante desfavordveis [45]. Em todos estes casos, é fundamental a
escolha do precondicionador também como um elemento de estabilizacio numérica.
O processo de reortogonalizagdo no CG, ou de manutengao dos elementos da base
do método de Lanczos, total ou parcialmente, podem ser vistos como uma comple-
mentagéo ao precondicionamento deficiente, ou ineficaz.

Para uma. classificacio sistemética desses métodos vide [18].

4.3.2 Nao Hermitianos (I)

Quando o sistema nio é Hermitiano, o método de escolha néo é tao claro. As
caracterfsticas da matriz dos coeficientes passam a exercer um papel mais relevante.
Porém, com raras excecdes, sempre recai-se na construgio de bases para subespagos
de Krylov. A dificuldade reside no fato de que, em geral, ndo é mais possivel fazer
as ortogonalizaces dos elementos da base implicitamente. Em outras palavras, nao
é mais possfvel gerar cada elemento da base com recorréncias curtas. E necessério,
em geral, olhar para trds em um nimero de iteragoes que depende das propriedades
de A.

B possivel ainda escolher o préprio subespago K™ (A4, fy) como o subespago de res-
tricoes. O FOM - full orthogonalization method - é o mais conhecido. Corresponde
ao método de Galerkin.

A funciio ¢ normalmente é escolhida como sendo a norma-£, dos residuos, isto &,
=217/ 2 = 5 llel|%s 4 Corresponde ao método de Petrov-Galerkin com a escolha
de L™ = AK™(A, fo) como o subespago de restrighes. Exemplos mais conhecidos
desta classe de algoritmos sio: o CR; o GMRES e suas variantes: GMRES(m),
DGMRES, FGMRES.

A geraciio de bases para os métodos tipo-Galerkin sio geralmente feitas com o
algoritmo de Arnoldi sobre uma ortogonalizagao estdvel, como Gram-Schrnidt mo-
dificada ou Householder. O valor minimo de m, a dimensfo do subespaco de Krylov
a ser gerado, necessdrio para gardntir convergéncia, conforme observado anterior-
mente, depende das caracteristicas da matriz dos coeficientes.

Nesses métodos de projegao ortogonal, é possivel construir recorréncias curtas sob
certas condigbes, esclarecidas pelo Teorema 88, de Faber e Manteuffel (ver adiante).
O Teorema de Faber e Manteuffel estabelece as condigtes necessdrias e suficientes

para que recorréncias curtas existam.
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Para esta classe de métodos normalmente é possivel estabelecer as condigdes de

convergéncia, algumas vezes as necessérias e suficientes.

4.3.3 Nao Hermitianos (II)

Uma outra classe de métodos usa como restrigies o subespago L™(A#, ﬁ]), onde Jfp
é um vetor arbitrario. Na sua grande maioria sio equivalentes ao método de Petrov-
Calerkin com a solucio desenvolvida em K™(A, fy). Alguns desses métodos mini-
mizam ¢ = 1 |le]%, onde B esté relacionada com a escotha da base para LA fo).
Os métodos desta classe caracterizam-se por possuirem recorréncias curtas. O pro-
cesso de bi-ortogonalizacio de Lanczos é, em geral, o método de geracio da base.
Neste caso, sempre escolhe-se fo= fo

Exemplos sdo: o BiCG, cujas aproximagdes sio étimas na norma-B, com B=
V.V, e o QMR, étimo com B = A¥V, H#V 1A, onde as colunas de V,, sdo os
vetores bi-conjugados. Outros exemplos sfio: TFQMR, CGS, Bi-CGSTAB.

Um inconveniente é que s@o mais suscetiveis a breakdouwns de diversos tipos.
Normalmente néo é possivel extender sua base para ortogonalizar em subespagos
de dimensdes maiores do que aquela para os quais foram projetados, e assim evitar
alguns tipos de breakdoums.

A escolha dentre tais métodos sempre é baseada em experiéncia acumulada com
as classe especificas de problemas. Tém sido usados com stcesso como ciclos internos
de alguns problemas néo lineares em Areas as mais diversas como Mecanica dos
Fluidos e Circuitos Digitais.

Os diversos tipos de breakdown dos métodos de recorréncia curta que trabalham
sobre L™ (Af, ﬁ)) podem-se ser interpretados como a perda da positividade da matriz
B em ¢ = %"eu?g, que normalmente ndo é conhecida ¢ priori, tirando de ¢ as
propricdddes de funcfio distancia. As propriedades de ¢ enquanto métrica é que
permitem garantir a convergéncia global da estratégia. Tais métodos sao chamados
de métodos de projecdes ndo ortogonais.

O Teorema de Faber ¢ Manteuffel ndo inclui esta classe de métodos. A norma
minimizada (quando existe uma) é dependente do vetor inicial fy - primeira colu-
na de V, no BiCG e no QMR - e portanto de zp. Tais métodos caracterizam os
métodos tipo-CG de métrica varidvel, em contraposicio aos métodos para os quais
B éindependente do vetor inicial, como o GMRES, caracterizado como do tipo-CG
de métrica fixa.

Usando essc conceito métrica varidvel, Barth ¢ Manteuffel [46] propdem uma ge-
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neralizacio do BiCG e do QMR, o BiCG{m) e 0 QMR(m), que permitem extender
as bases e assim conseguir recorréncias maiores na expectativa de melhor qualidade
de convergéncia. Testes feitos com o BiCG(1) =BiCG, QMR{(0} =QMR e 0 QMR(1)
com matrizes ndo normais indicam que nfo hd maiores alteragtes do QMR(1) so-
bre o0 QMR(0). A medida usada para comparagio foi a norma-£y do residuo. Os
seus resultados tedricos indicam uma boa perspectiva nas concretizacoes daqueles
algoritmos usando recorréncias maiores.

O grupo de Van der Vorst [47], [48], [49], [50], [51] tem sistematicamente desen-
volvido trabalhos similares, quer baseados na extensio do nimero de recorréncias,
quer na mudanca dos polindmios de recorréncia de um método padrio, normal-
mente o BiCG ou sua variante o CGS. Deles resultaram o GCGS, o BiCGSTAB, o
BiCGSTAB(#), o grupo do GMRESx, entre outros.

4.3.4 O Teorema de Faber e Manteuffel

O Teorema de Faber e Manteuffel tem um papel importante na estratégia sugerida
neste trabalho. Para descricio sintética do Teorema considere-se, para i1 =1,2,...,
uma, recorréncia do tipo

i—1

xr; = A(mz-_l) =X 1 — Tlg_l(Ad'_l—i- Z ﬁjﬁldj) ; (4.3)
j=i—s+ti
ou seja,
Ty = Tj—1 — Ti—1di_1 (4-4)
i—1
di=Adi i+ D> Biad; (4.5)
j=i—s+1

onde 7;_1 e ;1 sdo reais, € s é um inteiro menor do que n. Também, dy = b— Axg

para um dado xy. Pode-se mostrar que
T; € Xp Jr}CZ(A, fg) , €

span {do, dv, ..., di_1} =span {fo, fi,..., fiz1}

O CG para matrizes Hermitianas positivas definidas é da forma (4.3) com s = 2.
Ambos, Orthomin(2) e Orthomin(3), com s = 3.

A pergunta que Faber e Manteuflel responderam é: Para quais matrizes A pode-
se construir uma recorréncia da forma {4.4)-(4.5) com a propriedade de que, para
qualquer z,, a aproximacgio z; € zg + K*(4, fo) ¢ 6tima, ou seja, a funcio ¢; =
3 leill%, para algum B independente de g, é minima em zo+ X4, fo) 7 A resposta

vem no seguinte Teorema, antecedido por uma definigao:
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Definicio 87 Um algoritmo da forma ({.4)-(4.5) é um método CG(s) para A se,
para todo dy, a sequéncia {d;}, ., satisfaz (diyd;)p = 0 para todo j < 4, onde m

é o numero de iteracées necessdrias para obter a solugdo exala x, = A~1b.

Teorema 88 (Faber e Manteuflel) Um método CG(s) para a matriz A existe se,

e somente se, ou

1. o polinémio minimo de A (o polindmio da forma g(A) = 0, ndo trivial, de

grau minimo) possui grau menor ou igual a s, ou

2. A* é um polindmio de grau menor ou tgual a 8 —2 em A, onde A* é a adjunta
de A com respeito a olgum produto interno (-, )., isto &, (Av,w)s = (v, A*w)a

para todos os vetores v e w.

A condicéo 1 é clara, ja condigfo 2 merece alguns esclarecimentos. Para quaiquer
produto interno (-,-). existe uma matriz Hermitiana positiva definida B tal que
(v,w), = (v, Bw)y, para todos os vetores v e w. A matriz B-adjunta de A, denotada

por A* no Teorema, é a vnica matriz que satisfaz
(Av, Bu)s = (v, BA*w),
para todos os vetores v e w. Desta definigdo segue-se que (ver Capitulo 2)
A*=B'AYD .

Diz-se que a matriz A é B-normal se, e somente se, A*A = AA*. Chamando B'/2
a raiz quadrada da matriz Hermitiana positiva definida B, entao, A ser B-normal é

equivalente & seguinte condigdo
(Bfl/ZAHBI/Q)(B1/2AB—1/2) — (Bl/QABQIIZ)(B—1/2AH31/2)

que é justamente a condicdo de a matriz A = BY2AB~1/? ser uma matriz normal,
ou seja A7 A = AAH. Pode-se mostrar que A é normal (ou seja, A é B-normal)
se, e somente se, AE pode ser escrita como um polindmio, de qualquer grau, em A
Se (A) é o menor grau para o qual isso é verdade, entdo p é denominado o grau

B-normal de A. Com esta notacho, a condigdo 2 do Teorema pode ser escrita

2. A é B-normal(s — 2).
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- O caso B-normal(> 1) corresponde a anomalias, no sentido em que estas matrizes
de fato pertencem a um subespago de L{(C") com dimenséo menor do que n*. Pode-
se mostrar que se sio B-normais com grau > 1 porém < 7 elas também possuem
grau p(A) < n, se enquadrando na condic¢iio 1 do Teorems.

O caso de interesse é quando A é B-normal(l), que sdio matrizes para as quais
existe um CG(3), ou seja, ¢ possivel uma recorréncia curta com s = 3 em (4.5).
Para elas os métodos CG jd sdo todos conhecidos. S&o matrizes diagonalizéveis cujo
espectro estd contido em um seguimento de reta no plano complexo.

A importéncia do Teoremsa de Faber e Manteuffel estd no fato de que para
a maioria dos problemas lineares ndo Hermitianos néo se pode esperar encontrar
uma recorréncia curta que gere uma aproximacao 6tima em métodos de Krylov. O
termo 6timo ¢é entendido como ortogonalidade em relagio a nm produto interno que
wndependa do vetor inicial. O Teorema torna-se ainda mais importante quando se
sabe que a maioria dos métodos correntes minimizam alguma norma.

Porém, normas como as do BiCG e a do QMR geralmente néo tém um significado
de interesse para o analista, e nfo podem ser facilmente relacionadas com normas
de interesse geral como a norma-£; € a norma-£,.

Aspectos didaticos e especializados relacionados com o Teorema de Faber e Man-
teuffel podem ser achados em [30], [52], e referéncias 14 citadas.

Até a presente data, é entendimento comum que (para discussdo didética, ver,
por exemplo, Anne Greenbaum [52], ¢ trabalhos 14 relacionados):

a) A possibilidade de recorréncias curtas que gerem uma aproximagio étima
em uma norma. que independa do vetor inicial, mas que difira marginalmente das
normas de interesse, tipicamente a norma-£y, permanece em aberto. A literatura
sugere que este deve ser o caminho para o desenvolvimento do método ideal para
problemas nao Hermitianos.

b) Permanece um dos grandes problemas em aberto desenvolver um método
que gere, provavelmente, uma aproximag&o quase 6tima em alguma norma padrio
(tipicamente a norma-£), enquanto requer apenas um esforgo computacional e uma
meméria auxiliar, ambos, da ordem de O(n), além do produto matriz-vetor, ou
provar que este método ndo existe.

¢) O Teorema de Faber e Manteuffel trata apenas de uma tinica recorréncia. Per-
manece uma questio aberta: em que condigbes, por exemplo, um par de recorréncias
acopladas (tipo Lanczos) podem gerar aproximagoes Otimas.

Esta parte da tese resulta de um esforco de caminhar nas diregoes dos itens a),
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b) e ¢) acima. S&o propostas algumas estratégias de solucéo que de forma alguma
representam um estagio final de investigacao, mas que o autor vem perseguindo com
resultados no minimo interessantes, e de fato, precisam de mais testes numéricos. O
desenvolvimento da primeira parte estd estreitamente relacionado com este objetivo.
O alvo final, sem divida, sempre é a complexidade da ordem de O(n) - (adicional &

O(n?) do produto matriz-vetor).

4.4 Precondicionamento

A solugao iterativa de sistemas lineares somente sobrevive gracas ao precondicionador.
O precondicionador transforma o sistema [inear em um sistema equivalente com pro-
priedades mais adequadas para o método de Krylov. Segue-se que precondicionar
um sistema implica em conhecimento prévio das propriedades da matriz A e do

método de Krylov a que vai ser exposto.

Os métodos de Krylov cujas bases siao geradas pelo algoritmo de Amoldi atacam
inicialmente certas regides da fronteira do espectro no plano complexo. Sobre esta
otica, uma da funcdes do precondicionador seria levar o interior do espectro para
o seu contorno, preferencialmente concentrando grupos de autovalores para serem
aniquilados de uma sé vez. Porém, para o caso geral, nfdo se sabe como fazer este
trabalho com ferramentas de dlgebra linear computacional eficientes.

Dado um precondicionador I, pode-se distinguir entre precondicionamento &
esquerda e precondicionamento & direita. No primeiro caso o sistema resultante
é HAx = Hb, e no segundo caso AHy = b, com z = Hy. E percepcio comum
que as duas formas sdo matematicamente equivalentes. Entretanto, pelo menos
para sistemas nao simétricos, quando submetidos a um certo método de Krylov, a
qualidade da convergéncia das diversas normas podem ser diferentes. Para exemplos
vide [42].

Existe um aspecto relevante em precondicionamentos esquecido na literatura.
Praticamente qualquer método admite um precondicionador & esquerda. Porém
nem todos os métodos o admitem a direita. Nao no sentido pratico de dificuldade
de implementacao, mas no sentido analitico. E necessério que o método de Krylov,
quando unido ao precondicionador, seja imune a0 escalonamento. Isto &, as solugtes
aproximadas de Az = b sejam as mesmas de pAz = pb, p um real néo nulo, e 4, b os
precondicionados. Isto tem causado sérias dificuldades de convergéncia em diversos

esquemas iterativos.
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Do ponto de vista computacional, ambas, A e H, ndo precisam estar definidas
explicitamente, senfio como operadores sobre os vetores que atuam: A(v) = Av e
H(v) = Hv. Além disso, a operacdo H(v) deve ser suficientemente economica para
ser compensada com o niimero de iteractes que ira reduzir do mesmo algoritmo nao
precondicionado. A meméria representada pelo precondicionador deve ser marginal
em relacdo & necessdria para o operador A, a nao ser em problemas extremamente

dificeis nos quais ndo se conhece, ou nao se dispde de alternativas.

Existem muitas técnicas de precondicionamento. Pode-se distinguir duas ati-
tudes frente ao precondicionamento: manté-lo constante H; = Hy para todo ¢ > 0,
ou permiti-lo varidvel a cada iteragio. Neste tltimo caso, diz-se que o precondi-
cionamento é varidvel ou no linear. Em ambos os casos, eles podem ser implicitos
ou explicitos. No precondicionamento implicito é conhecido o operador A; = H; 1
e sua aplicacdo resulta na solucio de um novo sistema linear (complementar ao
original) em cada iteracéo, ou grupo delas. Claramente, tais sisternas devem ter

complexidade O(n) em contraposigao a O(n?) exigida pelo sistema principal.

O presente trabalho enquadra-se, parcialmente, como precondicionador varidvel.
Parcialmente, porque a idéia é dar ao precondicionador mais responsabilidade do
que a normalmente a ele atribuida, ou seja, ele deve estar perfeitamente inserido na
estratégia de convergéncia local e global, e estreitamente relacionado com a formagaio
da base e da funcao ¢. A estratégia a ser seguida faz cuidadosas restrigdes a toda a
sequéncia {Hi}izo e inclui o precondicionador inicial Hy, de tal forma que pertence

simultaneamente as duas classes citadas.

Dentre as técnicas de precondicionamento ndo linear existem algumas mais dis-
tintas. Nfio existe uma técnica ideal e, naturalmente, cada uma delas estd estrei-
tamente vinculada com a forma da equagfo diferencial ou integral original, com
as caracterfsticas topolégicas das matrizes resultantes (estrutura), e com o sistema,

computacional no qual vai ser realizada.

A téenica dos Métodos Iterativos Truncados, que trabalha com o precondi-
cionador implicito P, consiste em resolver o sistema complementar com outro método
iterativo dentro de uma precisao pré-especificada. Algumas vezes é possivel resolver
o sistema complementar com o mesmo método original. Esses esquemas sdo conhe-
cidos como inner-outer loops. FEles sao matematicamente equivalentes ao método

Inexato de Newton aplicado a uma fun¢do linear.

Qutras técnicas consistem em fazer a Decomposi¢o Parcial de Ag = A, dando

origem a infimeras variantes, a depender do tipo de decomposicio utilizada e de
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detalhes da decomposicio parcial. Estas técnicas s8o0 muito utilizadas em sistemas
esparsos. Note que, invariavelmente, procura-se manter a esparsidade da matriz
original A, apesar de A™! ser densa. Esta é uma da suas principais deficiéncias,

principalmente para matrizes esparsas, justamente onde podem ser aplicados.

A téenica de Precondicionadores Inversos Aproximados procura resolver este
titimo problema indo em busca de uma boa aproximagdo para H. A dificuldade
est4 agora em determinar qual a estrutura esparsa para I que melhor aproxima AL
densa. Alega-se que a escolha entre inversa aproximada e decomposicao parcial é
uma questdo filoséfica [53]. A verdade é que cada uma possui um desempenho
melhor ou pior do que a outra a depender do problema. Assim a escolha deve ser

feita por anélise do problema original seguida de experimentagao numérica.

A estratégia que se propGe esta mais perto da téenica de aproximacao da inversa.
Mas, dentre os precondicionadores iniciais Hy admissiveis, inclii-se as decomposicoes

parciais (talvez escaladas), e eventualmente métodos iterativos truncados.

Recentemente, tomou-se conhecimento de alguns trabalhos mais relacionados
com a técnica proposta, para problemas néo lineares, que possuem um ingredi-
ente basico similar: o uso de métodos secantes para precondicionar. O trabalho de
Martinez {57] que trata de problemas nfo lineares resolvidos com o método Inexato
de Newton, no qual usa precondicionadores simétricos, e o trabalho de Morales e No-
cedal [58], para o método de Newton, também com precondicionadores simétricos.
Embora as ferramentas tedricas sejamn completamente distintas, e enquanto mais
amplas dentro dos métodos secantes, sejam mais restritas no contexto de algoritmos
iterativos, aqueles trabalhos confirmam a expectativa do autor de que o fratamento
de problemas lineares e ndo lineares (iterativamente) deve ser unificado. Notar-se-
4 também que o uso de métodos secantes no presente trabalho é uma das formas
de realizacao dentre as possiveis. Métodos secantes sdo a escolha natural pelo sen
sucesso e pelo enorme actimulo de conhecimento tedrico e experimental existente em

diversas disciplinas, notadamente emn anélise nao linear e otimizacio.

Sob o titulo de Decomposi¢ao de Dominio situa-se uma ampla classe de pre-
condicionadores estreitamente vinculados &s computacbes paralelas [54]. Refere-se
ao processo de subdividir a solucao de um grande sistema linear em problemas
menores, cujas solugdes poSsa,m ser usadas para gerar um precondicionador para o
sisterna de equagodes original. Nesta classe inclui-se os métodos multigrid, e alguns
métodos multinivel. Os métodos multigrids podem ser formulados algebricamente

facilitando uma melhor identificagio, e possuem uma caracteristica importante.
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Enquanto os métodos de Krylov que minimizam res{duos ou norma de energia
captam inicialmente as cormnponentes da resposta de maior conteiido nessas nor-
mas, outros métodos, notadamente os métodos basicos, resolvern as componentes
do outro lado do contorno do espectro, justamente por minimizarem outras normas.
Os métodos multigrid procuram tomar partido dessas caracteristicas de ambos os
métodos, unindo-os em ciclos estrategicamente alternados. Neste sentido, equiva-
lem a usar um método de Krylov do tipo Galerkin convenientemente alternado com
métodos basicos. Os métodos basicos funcionam como precondicionadores para o
método de Krylov. Isto é perfeitamente possivel dentro da estratégia proposta, tra-
balhando diretamente sobre a formacdo do precondicionador. No préximo capitulo

esta possibilidade sers exemplificada.

4.5 Motivacao Para Uma Estratégia

Em um nivel mais alto, ndo hé motivos para distinguir entre a solugao iterativa
de um problema linear e a de um néo linear, em particular quando se recorrc a
precondicionadores nao lineares. HExistem mesmo muitos problemas nao lineares que
sao bem resolvidos com algoritmos para problemas lineares. O trabalho de Axelsson
[65] sugere que é possivel resolver sistemas nfo lineares sem a sua decomposicio em
sucessivos sistemas lineares com o método de Gauss-Newton. Van der Vorst [56]
formula uma estratégia para problemas nfo lineares que inclui a solugdo eficiente
de sistemas lineares e problemas de autovalores e autovetores. A primeira parte
desta tese unifica a caracterizaciio da qualidade de convergéncia e suas estimativas
de erros para algoritmos ndo lineares e lineares, de forma gue, mesmo no nivel mais
baixo de implementacao, nao ha qualquer distingao entre eles.

Uma interpretacio conveniente do Teorema de Faber e Manteuffel sugere quc se
deve procurar medidas de projecao que mudem consistentemente em cada iteragio.
Ocorre que, a correta insersio de um precondicionador em um esquema. iterativo
torna-o fungao tanto do algoritmo de geracio das bases quanto da prépria funcgdo
distancia. Isso serd mostrado posteriormente. A estratégia corrente de isolar os trés
ingredientes carece de consisténcia. Na opinido do autor, a ingisténcia nesta inde-
pendéncia que caracteriza os precondicionadores heuristicos, focados na estrutura
topoldgica da matriz dos coeficientes, é causa de intimeros insucessos.

O precondicionador ideal deve retirar as informagoes do operador (linear ou néo

linear) de uma forma, matematicamente consistente, & medida em que as iteragdes
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evoluam. Existem algumas possibilidades, nio se argumenta que exista uma melhor.
Simultaneamente, o precondicionador deve conseguir reter todas as informacoes re-
levantes oriundas de uma anédlise antecipada pelo analista. E essencial determinar

que informagcdes relevantes seriam essas.

Aceita a impossibilidade algorftmica de minimizar a norma de conveniéncia do
analista. em qualquer situacao, é imediato que o algoritmo deve ter a funcio de
estimd-la com confianga. I'm muitos problemas, o analista tem interesse em que
mais de uma medida esteja abaixo de uma precisio pré-especificada. (a flecha central
de uma enorme viga, o momento médximo de um pequeno balanco). Normalmente
esta precis@o necessiria ndo € tao grande, e pode ser satisfeita sem um esforco
computacional excessivo. Permite-se, particularmente em problemas estruturais, um
certo nivel de inconsisténcia do algoritmo (nao satisfagdo das equacdes de equilibrio
e compatibilidade). Deve-se portanto distinguir claramente entre inconsisténcia do
algoritmo e imprecis@o das medidas de interesse. O algoritmo deve estar apto a

verificar ambos, independentemente.

Se o interesse maior so as medidas do analista, deve-se também estar apto a
construir iteracoes que objetivem estes interesses. Fm anilise estrutural por exem-
plo, as técnicas adaptativas nos diversos métodos de discretizagio (elementos fini-
tos, elementos de contorno, diferencas finitas, métodos espectrais, ...) normalmente
concentram-se em minimizar a norma da energia. Porém, nenhum engenheiro es-
trutural sabe relacionar esta norma com as de seu interesse, nem projetar com elas.
As medidas de projeto sio medidas locais: momentos fletores, esforcos cortantes,
flechas. N&o existe qualquer experiéncia acumulada em projetos e experimentos com
normas de energia, ou mesmo a norma-f». Este, sem duivida, é um profundo abismo
entre as necessidades dos algoritmos e as necessidades dos engenheiros estruturais.

Acredita-se que isto ocorra em outras dreas da engenharia.

Todos esses argumentos juntos, propde-se uma estratégia global de compatibili-
dade dos diversos intercsses, reunindo diversas ferramentas matematicas existentes.

Elssencialmente, a estratégia constitui-se em polialgoritmos.

Coloca-se sobre o precondicionador toda (ou quase) a responsabilidade do sucesso
das iteragOes: aceitar as informacGes sobre o sistema linear a priori estabelecidas
por andlise dos operadores continuos originais ou por experimentagao mmmérica, ou
por andlise do mesmo ou de outros problemas similares, e aprender mais sobre o
sistema ao longo das iteragbes, de uma forma matematicamente consistente. A

escolha do precondicionador ¢é flexivel, de tal forma que se pode adequar melhor o
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precondicionamento & escolha das medidas a serem ortogonalizadas.

Na impossibilidade de ortogonalizar a norma de interesse, sdo usadas medidas
generalizadas e projegOes generalizadas, de fato projecdes genuinamente néo ortogo-
nais. Mas que podem ser feitas assintoticamente ortogonais. Minimizam a separacio
com as normas de interesse, e garantem a convergéncia do quociente da norma mi-
nimizada e da norma de interesse . Essas medidas podem ser feitas dependentes do
vetor inicial, numa tentativa de contornar o Teorema de Faber e Manteuffel. Sao
obtidos legitimos métodos de métrica varidvel, porém com a flexibilidade de impor
a convergéncia do quociente, e com a correta interpretacao das métricas, e de suas
relacOes com a norma-£,.

A construcéo das bases é efetuada com algoritmos tradicionais em sistemas li-
neares, ou mesmo com algoritmos nao convencionais, oriundos de algoritmos para
problemas nao lineares. A resposta é descrita em subespagos de Krylov, com possi-
bilidades de inclusao de bases fora destes espacos.

No préximo capitulo descreve-se o contetdo de uma estratégia para algoritmos
iterativos que essencialmente procura tomar proveito sistemaético de cada ingrediente
com o objetivo de conseguir as melhores velocidades de convergéncia e compatibilizar

os diferentes interesses.



Capitulo 5

Estratégia Para a Convergéncia do

Quociente

5.1 Introducgao

Counsidera-se o problema (2.3) linear com solu¢do z, tnica, ou seja,

onde A € L(R™) é regular e z,b € R*. Com execessio (talvez) dos conceitos de
distincias generalizadas, todo o presente capitulo extende-se sem modificagtes a C™.

A estratégia descrita pode ser vista como um polialgoritmo. A idéia de polialgo-
ritmos nao é nova em sistemas lineares, porém a sua objetividade, a sua flexibilidade,
suas possibilidades adaptativas e alguns dos seus ingredientes sio bastante genuinos.

Um exemplo de polialgoritmo bem sucedido é descrito por Schonauer [59]. Porém,
ele limita-se a tomar decisdes entre um pequeno nimero de algoritmos, sequencial-
mente, apos constatar, pela dificuldade de convergéncia, que um algoritmo nio é o
adequado. Neste trabalho tem-se objetivos bem distintos.

O elemento basico é um algoritmo padrao, suficientemente geral e fexivel para
comportar virtualmente qualquer algoritmo, para andlise ou implementagao. Sobre
este algoritmo permite-se recursividade e e simultaneidade. A recursividade é usa-
da para gerar bases para distintos subespagos, com diferentes algoritmos, incluindo
subespacos de Krylov. A simultaneidade visa compatibilizar normas de interesse e
potencializar paralelizacoes. Permite-se a ortogonalizacio de normas convencional-
mente usadas, ou medidas generalizadas (a serem definidas adequadamente).

A motivacao principal para a flexibilidade do esquema ¢é definir numa plataforma

de estudos analiticos, muito mais do que uma para estudos de desempenho com-
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putacional. Entretanto, estas questoes estao bastante vinculadas que nao é possivel
trabalhar em uma sem ter a outra sempre presente.

Inicia-se definindo um algoritmo padriio conveniente, em seguida os seus elemen-
tos hierarquicamente inferiores, para no fim discutir os niveis superiores de recur-

sividade e simultancidade.

5.2 O Esquema Algoritmico

Com o propdsito de andlise e comparagfo, considera-se o esquema algoritmico da
forma ;.1 = A{=;):
Tip1 = 45— TiH fi (5-2)
onde H; € L(Rn) 5 fz = f(.’E,L) = Rﬂ‘, eT; e R.
A idéia ¢é deixar o esquema bastante flexivel para comportar uma classe bas-

tante geral de algoritmos em R”, enquanto se divide o algoritmo em etapas que séo

consideradas primordiais para a analise a ser desenvolvida.

Algoritmo Padrao: Dados zq, fy € R, e Hy € L(R"), dy = —Hyfo, compute as
iteragoes ¢ = 0,1, ..., na seguinte sequéncia:
1. Parametro de busca:

1.1 determine 7; = 7(¢;)

1.2 verifique a admissibilidade: 0 <eg <7y, <

ml

2. Incremento da solugho:
2.1 calcule: s, = 7yd;
2.2 estime d(z;,1,7,) e melhore a estimativa de d(z;, z,)
3. Atualize a solucéo corrente: z; = z; + 5;
4. Determine o incremento do residuo: 4; = As;
5. Residuo corrente:

5.1 atualize o residuo: fip1 = fi+ v

5.2 verifique consisténcia
6. Atualize o precondicionador: H;; = H(H;)
7. Direcio de busca:

7.1 calcule a nova direciio: d;y1 = —Hipq fina
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7.2 verifique a descendéncia

O esquema acima comporta uma grande variedade de algoritmos. De fato, ele
também admite uma grande classe de algoritmos para problemas ndo lineares e
otimizacio. O esquema é apenas formal, ndo significando que as computacgoes vao
ser feitas exatamente da forma indicada, ou mesmo que devam ser efetuadas. Sempre
existe uma grande disténcia entre um esquema formal e sua implementacao.

Qs algoritmos que fazem busca em subespacgos m-dimensionais pertencem ao
algoritmo padrdo. Existem varias possibilidades. A imediata é& 7, = 1, e atu-
alizar o precondicionador com as m bases. Em qualquer caso d; serd chamada de
diregao de busca. Outras opcoes especificas serao discutidas posteriormente. O pre-
condicionador é atualizado com a condi¢io de minimizar ¢ ou, equivalentemente,
g-ortogonalizar o erro se ¢ é definida por um produto interno. A medida ¢ assumird
um significado mais amplo no resto do texto.

Para algoritmos que n&o usam f; na construcgio da diregdo de busca (se existe
algum de interesse), considera-se que cada H; contenha a necessdria transformacio
linear. De fato, o autor argumenta que todos os algoritmos algébricos bem conheci-
dos podem ser enquadrados no algoritmo padréio. A notago H; 1y = H(H;) é usada
para indicar que o precondicionador H;,; é atualizado a partir do precondicionador
corrente H;.

As duas etapas decisivas para o sucesso de um algoritmo s&o, pela ordem, a
formacao da dire¢io de busca definida pelo precondicionador H; 1 € a determinagéo
do parametro de busca 7;. Nas seces seguintes sao discutidas essas duas etapas e
outros aspectos do algoritmo padrio relevantes para esta tese.

O algoritmo padrdo é um esquema tipo-Newton para problemas nao lineares ou
otimizacio. Pode-se preferir também considera-lo um esquema tipo-CG. Para os
propositos desta tese, o autor prefere vé-lo como um esquema de Richardson com
precondicionador varidvel. Asrazbes para isto, e a posterior amarracfo do par8metro
de busca ao precondicionador, se tornarao claras no decorrer deste capitulo. Porém,
a visao do esquema tipo-Newton permite usar profundos resultados analiticos desta
area. A visao do esquema ftipo-CG fornece as perspectivas de implementacGes
otimas. Fstas visoes complementam-sc umas as outras e serdo usadas para descrever
os elementos da estratégia.

E de se notar & distincéio feita entre inconsisténcia do algoritmo e convergéncia
(na medida ¢). Também a inclusao de verificagbes de descendéncia e admissibilidade.

Estas duas verificacoes visam garantir a convergéncia do quociente.
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5.3 Impondo Consisténcia

Durante toda a andlise efetuada nos capitulos precedentes a hipétese bésica foi de
consisténcia do algoritmo.  de vital importancia que o algoritmo seja consistente.
A consisténcia garante que, se o algoritmo possui um ponto fixo, ele é tinico, e
também a solucio do problema linear (5.1). Isto justifica o aparecimento do residuo
fi sob a forma multiplicativa em (5.2). Expe-se agora a forma mais simples, e
suficientemente geral, de garantir consisténcia.

A escolha de H; néo pode ser arbitrdria e deve obedecer a uma das duas condices

minimas seguintes, para todo 4 > (:
la. H; é regular, ou
1b. fi ¢ N(H;).

Onde N{H;) é o niicleo de H;. Evidentemente la implica em 1b. Ocorre que,
exigir regularidade de H; é excessivamente restritivo e desnecessdrio, além de elimi-
nar, entre outros algoritmos, o método dos gradientes conjugados padrac. Mesmo
no caso de o precondicionador manter-se constante ao longo de toda as iteracoes,
nao necessariamente 1b implica em la, uma vez que o algoritmo deve ser idealmente
interrompido em um niimero m << m iteragOes, e assim a dimensdo de N{H,)
precisa apenas ser igual a m. Sobre este aspecto, deve ser notado que a possibilidade
1b estaria eliminada desnecessariamente se o precondicionador fosse definido como
Ay = H.

As condigdes 1a ou 1b acima deve ser adicionada outra. Para todo i > 0
2. existe um real ¢> 0 tal que 7; >¢€ para todo i > 0.

As condigdes 1 e 2 sao suficientes para garantir a consisténcia do algoritmo. Ou

seja,
le2=x;=A(x;) se, e somente se, f(z;))=0= 2 =z, (5.3)

Descreve-se brevemernte as nogdes intuitivas que geram as condicles acima, como
evolucao das iteragoes de Richardson. A garantia de que o ponto fixo do algo-
ritmo é a solucao do problema linear é conseguida se o algoritmo for definido como
Ty = x;— f;. Porém, as diferentes dimensdes f{fsicas entre z ¢ f(x) com certeza pro-
duzirdo sérios problemas numéricos. Assim, escala-se f; produzindo: ;1 = @;—7i f;.

Uma escala uniforme. A préxima etapa ébvia é rotacionar e escalar as componentes
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individualmente produzindo: z;,, = z; — ; Hf;. E muito pouco provavel que o
analista possua conhecimento prévio suficiente para gerar a melhor matriz H. Ad-
mitindo isto, porém ndo descartando o conhecimento a priori de uma certa H,
conveniente, a melhor das quais seria, teoricamente (mas ndo para todos os algo-
ritmos), Hy = A, deixa-se para o algoritmo de solucdo a tarcfa de gerar melhores
H;, a medida em que, supde-se, compreenda melhor o problema enquanto se rela-
ciona com ele. Nio se espera que H; — A~ quando i cresce, mesmo porque A~
¢é provavelmente densa. Mas apenas que H; colabore para diminuir o nimero de
iteragBes sem acrescentar ao algoritmo, no ato de atualizar H; e gerar a direcio
de busca, um esfor¢o computacional nfio compensdvel. Para precondicionadores
perfeitamente consistentes espera-se que 7; = 1 para qualquer ¢ > 0.

Garantidas as condicdes de consisténcia, o algoritmo estagnars se, e somente se,
o residuo for nulo, e a solugdo terd sido encontrada como o ponto fixo do algoritmo.
Desta forma, a teoria dos pontos fixos pode ser aplicada, pelo menos assintotica-
mente. Para a garantia da descendéncia do algoritmo em uma norma especifica
basta impor o Lema 56, garantindo, por exemplo, a condigio (3.49) para algoritmos
gerais em espagos de Hilbert. Para projegtes ortogonais a Proposicao 59 deve ser
usada para a garantia da convergéncia do quociente.

Sera explorada uma certa classe de projectes ndo ortogonais, naturalmente decor-
rente da teoria da convergéncia do quociente desenvolvida nos capitulos precedentes
e que serd de grande valia para resolver alguns problemas ji levantados. Em parti-
cular, o problema de separacéio € o problema da computabilidade na ortogonalizacgo

da norma-~¢5 do erro.

5.4 Distancias e Projecoes Generalizadas

Existem diversas interpretagoes possiveis para a medida d(z;1,2;). Em todo o
desenvolvimento da teoria de convergéncia do quociente exposta nos capftulos ante-
riores, ela sempre estd presente, em particular nas estimativas de erros. Déd-se uma
Interpretacgao bastante construtiva de medida generalizada. Esta ihtcrpreta.géo é sig-
nificativa sobre vérios aspectos. Aspectos esses que vio desde a sua aceitaciio como
medida de convergéneia até o nivel de eficiéncia de implementactes em ambicntes
de computacio paralela.

No que se scgue, a discuss@o ficara restrita a espacos reais de dimensdes fini-

tas, onde a interpretagio gcométrica torna-se mais nitida. Deve-se observar porém,
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que medidas epigraficas sio 1iteis na caracteriza¢iio de certo tipo de convergéncia

uniforme de fungoes convexas em espagos de Banach [60].

5.4.1 Funcoes de Bregman

Seja ¢ uma funcio de R* em R, com domfio D. O epigrafo de ¢, denominado

epi(¢} é o conjunto de pontos
epi(¢p) = {(z,r) |z e R",r e R, d(z) < 7}, (5.4)

pontos esses localizados acima e sobre o grafico de ¢ em R**'. Quando ¢ é uma
fungao convexa o seu epigrafe é um conjunto convexo em R*+!.

Dada uma fun¢io ¢ : D € R® — R | estritamente convexa, finita em z,y € D
e difercncidvel em y, pode-se medir uma espécie de distancia entre z e y definindo

uma fun¢io Dy(z,y), denominada de distdncia generalizada ou funcio-D

D¢($,y) = ¢(x) - qb(y) - (v¢(y)a T — y) » (5'5)

onde V¢(y) é o gradiente de ¢ no ponto y, € (-.-) o produto interno. Da convexidade
estrita de ¢, pode-se provar que Dy(z,y) > 0, ¢ Dy(z,y) = 0 se, e somente se,
x =y. A funclo Dy(z,y) mede o quanto uma aproximacio linear para ¢ em torno
do ponto y subestima os valores de ¢ em z. Em outras palavras, Dy(z,y) mede a
diferenca ¢(x) — h(z), onde h(z) represenia o hiperplano AP, o qual é tangente ao
epigrafe de ¢ no pouto (y, ¢(y)) em R,

O vetor normal ao conjunto epi{¢) no ponto (y, ¢(y)) no grafico de ¢ é dado por
N = (¢(y), —1). O hiperplano nao vertical &P, suporte do conjunto epi($) no ponto

(y, #(y)), é dado por

hP ={(z,h(z) | h(z) = ¢(y) + (Vé(y),z — )}, (5.6)

de onde v&-se que Dy(z,y) = ¢{z) — h(z).

As fungbes-D em geral nfo se comportam como distancias Euclidianas. Geral-
mente, elas nfo sdo simétricas e nfio obedecem & desigualdade triangular. Porém,
comportam-se de uma forma crucialmente parecida com os quadrados das disténcias

Euclidianas, de acordo com o seguinte lema dos trés pontos [62, Lema 1]:

Lema 89 Dados ¢ : R® — (—o0,+00), D, definida por (5.5), e w,v,w € R" tal
que p(u), ¢(v) e dp(w)-sdo finitos e ¢ ¢ diferencidvel emu e v,

Dd’('w:u) = D¢('v,u) + D¢('LU,‘U) + (ng(?)) - VQS(U),'LU - U) ’ (57)
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Este resultado pode ser confirmado por simples substituiciio de (5.5) em (5.6).
Quando ¢(z) = 1 ||z||*, entdo (5.7) reduz-se 4 seguinte identidade, também prove-

niente da caracterizacio de um espaco Euclidiano
1 g 1 2 1 9
5 Il —ull” =5 llo —ull® + (v — v, —v) + 5 Jlw — o] (5.8)

Definigao 90 Diz-se que ¢ é wma funcdo de Bregman com zona S se as sequintes

condicées sGo satisfeitas:

Bl. Abertura da Zona: § C R™ é um conjunto aberto.

B2. Finitude/Continuidade: ¢ é finita e contfnua em S, o fecho de S.
B3. Convexidade estrita: ¢ é estritamente convexa em S.

B4. Diferenciabilidade: ¢ é continuamente diferencidvel em S.

B5. Conjuntos de niveis limitados: Dado qualquer z € § e um escalar £, o conjunto
de nivel parcial & direita L(z,e) = {y | Dy(z,y) < £} e & esquerda L{e,z) =
{y | Dy(z,y) < e} sdo limitados.

B6. Sentido de convergéncia: Se {y;} C 5 é uma sequéncia convergente com limite

Y, €ntao Dy(y,, 1) — 0.

B7. Consisténcia da convergéncia: Se {z;} C S e {3} C S sfio sequéncias tais que

Y — Y, © {x;} é limitada, e além disso Dy(z;,3;) — 0, entdo tem-se z; — v;.

A definicdo de fung¢des de Bregman néo ¢é universal. Variantes existerm que in-
troduzem modificacGes em funcdo dos objetivos e das necessidades da andlise. Para
o8 propodsitos deste texto, as condictes acima sdo suficientes.

Exemplos de funges de Bregman sfio: a fungfo negativa da entropia definida
por ¢{zx) ﬁjil zjlogx; e a fungdo ¢(z) :;i; m Existem outras [un¢des
generalizadas que nao as fun¢des de Bregman, como por exemplo a classe de funcdes
de Bregman-Legendre e as (-divergéneias de Csiszar. & de interesse presente a
funcio ¢(z) = 1 [la]”

De fato, apenas se usard a mais bem comportada das funcdes de Bregman, a
funciio quadratica ¢ = 1 lz]|?, que possui zona § — S = R™. Pode ser provado que
uma fungao de Bregman é simétrica se, e somente se, é quadrdtica ([61]). Experi-

mentos com outras funges de Bregman serao rclatados em outro trabalho.
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A familia de fungoes de Bregman com zona .S é denotada por B(S). Diz-se que
@ € B(S) se ¢ é uma fungdo de Bregman com zona S. O seguinte lema estd provado
em [28, cap. 2].

Lema 91 Para toda ¢ € B(S) tem-se que Dy(z,y) > 0, para todos z € S, e todo
y €S, e Dy(z,y) =0 se, e somente se, z =1y.

Pode-se notar uma quase identificacio entre as fungdes de Bregman e as seminor-
mas. Com a diferenca fundamental dada pelo resultado acima, pelo qual Dy (x, y) =

0 se, e somente se, x = ¥.

5.4.2 Projecoes Generalizadas

A nogao de projecao generalizada associada a nma fungio de Bregman é fundamen-
tal.

Definicao 92 Dado C CR", ¢ € B(S), ey € S, o pontoz, € CN S para o qual

min_Dy(z,y) = Dy(z1,y) , (5.9)

zeCNS

(isto é, o minimo existe e a igualdade € atingida) é denotado por Pe(y) e é chamada

de projecdo generalizada, ou simplesmente projecio, do ponto y sobre o conjunto C.

O resultado que se segue garante a existéncia e a unicidade da projecao genera-
lizada [28].

Lema 93 Se ¢ € B(S), entdo para qualquer conjunto convezo e fechado C' C R™, tal
que CNS & niio vazio, e parae qualquer y € S, existe wina dnice projecio generalizada

z1 = Po(y)-

O préximo lema, que pode ser verificado por simples substituicao, define uma
classe de funcoes de Bregman estreitamente relacionadas com a energia. De fato, a

norma da energia ¢ a cnergia possuem a mesma funcao-D.

Lema 94 Se ¢ € uma funcio de Bregman, entio ¢(z) + (z,2) + 8, para qualquer
z € R* e § € R, também satisfaz o Definicio 90 e produz exatamente a mesma

funcdo-Dy, e, portanto, é também uma funcio de Bregman.
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As aplicagtes cldssicas de projecdes generalizadas na construgao de algoritmos
para problemas lineares consistem em efetuar projecées generalizadas sobre os hiper-
planos definidos pelas linhas (ou grupos delas) do sistema de equagdes. D4 origem
a, por exemplo, o cldssico método de Cimino, que remonta ao século passado. Estas
técnicas tém ressurgido dado as suas potencialidades de paralelizacdo em computa-
dores com meméria distribuida.

Existe uma outra possibilidade que oferece muitas perspectivas. Ela segue em
uma direcio radicalmente diferente, e consiste em dar uma interpretacio diferente
& formagdo de polialgoritmos. Cada algoritmo padrao projeta a solugdo corrente
em um convexo, determinado pelos conjuntos de niveis da funcdo que ortogonali-
za. Sendo cada algoritmo g-convergente, estes conjuntos de niveis sfo retrateis. A
interseccao deles nfo é vazia, conforme estabelecido no Capitulo 3, em especial se
cada algoritmo for pelo menos g-linearmente convergente. A intersecgao também
é um conjunto convexo. Isso caracteriza um problema clssico de viabilidade con-
vexa. Ou seja, achar a intersec¢ao, nao vazia, de uma colegéo finita de convexos.
Deseja-se apenas cncontrar a intersecgao que satisfaz uma certa precisao especificada
antecipadamente para as fun¢des que cada algoritmo participante ortogonaliza. Esta
estratégia envolve a execuciio de varios algoritmos simultaneamente, potencializando
paralelizacoes. No caso de dois algoritmos, ha & classica solugéo de Von Newman,
que consiste em alternar as projecoes, ciclicamente, com prova de convergéncia pelo
menos r-linear no ciclo externo. Enquanto as projectes generalizadas em hiperplanos
880 explicitamente determinadas mesmo em R”, as projegtes em conjuntos convexos
quaisquer sao determinadas apenas iterativamente (uma inclusao néo linear), mesmo
em duas dimensdes. HEste problema é justamente o resolvido por dois algoritmos g-
lineares que minimizam fungdes distintas em um processo de hibridizacio proposto
mais adiante.

O seguinte resultado |28 é auxiliar na caracterizagio das projecdes generalizadas.
Ele mostra que certa semelhanga com a desigualdade (métrica) triangular existe.

Mas, que de fato, o termo "disténcia ” & incoveniente.

Teorema 95 Sejo ¢ € B(S) e seja D C R* um congunto convexo fechado tal que
DN S ndo seja vazio. Assuma quey € S implique em Po(y) € S. Sejaz€ DNS,

entdo, a sequinte desiqualdade é verdadeira para qualquer y € 8

D@(Pg(y),y) < D¢(Z7y) - D¢(Z, PG(y)) . (510)

A caracterizacho das projecoes generalizadas é dada pelo seguinte teorema, [28].
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Ve

Teorema 96 Sob as hipdteses do Teorema 95, para qualquerz € S, z;, € DNS é

a projecdo generalizade Pp(z) se, e somente se, para todow € DN S tem-se
(u—=z1,Vé(z) — Vo(z1)) <0 (5.11)

No caso especial de ¢ = %Hm”z, com § = R”, o Teorema 96 reduzse ao de

projecoes ortogonais, conhecido como o critério de Komolgorov:
(v — Po(z),z — Po(z)) <0, (5.12)

para todo « € D, siginificando que o &ngulo entre (u— Pz (z)) e (u— Py (z)) é obtuso,
para qualquer u € D.

5.5 Enriquecimento como Distancia Generalizada

Ao longo desta tese, foi constantemente ressaltada a dificuldade de ortogonalizacéio
do erro (na norma-f;). Uma consequéncia, em certos problemas, é uma grande se-
paracho entre diversas normas de interesse e a norma usada para ortogonalizacio. A
identificacao da medida do enriquecimento como uma medida generalizada permite
efetuar uma certa projecdo néo ortogonal, de fato uma quase ortogonalizacio, que,
em certos casos pode ser feita assintoticamente ortogonal em qualquer norma de
interesse.

Sendo ||-||, wma norma. especifica definida por um produto interno (-;-),, o in-
teresse inicial é construir um algoritmo no qual (e;,, $;)s = 0, pelo menos de forma
aproximada. Escolhendo a funcfio de Bregman ¢ = [[:1:“3, onde z € R”*, pode-se

verificar que . .
¢ = llzll2 = Dy(z,9) = 5 |z — ylI2 (5.13)
2 2

Usando a notagéo algoritmica, e com os indices do algoritmo padrio, na i-ésima
iteragio, apds atualizados a solucgdo e o residuo, deseja-se determinar d; 4, e poste-
riormente s;11, tal que ¢; 2 = ¢(e;y2) seja minimo ao longo de d;,;. Primeiro note

que

, 1 1 1
Pz =3 llestall? = Dyleira, i) = 2 lews — el = 5 [E (5.14)

Vé-se portanto que o quadrado da norma do incremento é uma funcio-D, es-

pecificamente, a disténcia epigréfica da fungio erro. O Lema 91 garante que

Dyl(esyo,€i01) =0 se, e somente se, €12 = €41 -
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Esta tdliima afirmagéo estd em perfeito acordo com a geometria dos processos ¢-
lineares discutidos na primeira parte desta tese. Estando-se apto a produzir direcdes 7
de busca suficientemente descendentes, minimizar a fungio de Bregman ¢ = 3 llell?
é assintoticamente equivalente a minimizar a sua fungio-D, porque entdo, como o
ponto fixo do algoritmo é tnico, a funcio-D sersd nula apenas quando a funcgo de

Bregman ¢ = ; llel|? for nula. A funcfio-D a ser minimizada seré:

1

1 Tz?
Dj(eiyz, €i1) = 5 llss4alls = 3 | Tirrdisa || = ;1 1 Hir fra |12 - (5.15)

O valor do parimetro de busca 7;,1 no final da iteracio, serd o 7; do inicio da
P i+1 ]

proxima iteracgo. A minimizaciio pode ser feita usando a projecio generalizada.

B importante notar que o processo de minimizacgio inclui o precondicionador
H; 1. Ouseja, ambos, 7; da préxima iteracdo e H;,, na presente iteracio devem ser
determinados com a condicfio adicional de minimizar D(e; 2, e;11). Néo hé nada a
fazer com f; 1 ji fixado na determinacéo de %41 DO inicio da iteracdo corrente.

Pode-se, evidentemente, efetuar uma projecio aproximada ao longo de d; de-
terminado na iteragdo anterior sem que a formacao de H;,; tenha participado do
processo de ortogonalizagdo. Quando isto ocorrer, serd chamado de regularizagéo.
A idéia desta projecdio aproximada é atuar sobre algoritmos existentes que mini-
mizam uma determinada norma, porém provocam oscilacdes na norma de interesse.
Tipicamente a norma-£5, ou mesmo a norma da encrgia.

O leitor deve ter observado que criou-se um problema delicado: a escolha ade-
quada de H;yy = H(H;) que seja capaz de simultaneamente: gerar bases d; suficien-
temente linearmente independentes, suficientemente descendentes para a funciio-D,
e a0 mesmo tempo seja capaz de extrair e transmitir informacoes titeis.

Na préxima secao estuda-se uma alternativa bemn natural para a formacéo do
precondicionador atualizado H;, 1 que satisfaz as trés condigdes acima. Neste ponto,
exemplifica~se algumas escothas de normas.

Para uma norma eliptica qualquer com sua matriz B € L(R") tem-se com ¢ =

3 lellyn
2 BHP
T'.'El—l 9 T’La-l 9
Dy(eir2, €ir1) = 9 ”H'i+lfz'+1”BHB=—2 ”fi+1||BHHg_1HH1B
- i"fﬂne. N CA— . (5.16)
2 7'+ _B A Hi-}-lH’:JrlAB

Quando B = I a norma-£, é obtida:

Dyleira,eiy1) = gl i1 fepally = %1 1 fovallzz o,
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2
T 2
= zgl I|ei+1||AHHgL1H,-+1A ) (5-17)

na qual pode se ver que se H;,; — A™! a norma-%, do erro é assintoticamente
minimizada. Na verdade, necessita-se apenas que A¥ HﬁlﬂiJrlA, pelo menos no
mmstante da interrupgao do algoritmo, provoque uma menor separacio do erro do que
AH A, e isto ndo é dificil de conseguir com as informagdes retiradas das iteracGes.
Conforme estabelecido anteriormente, os algoritmos de projecio tém a pro-
priedade de que 74, — 1, e isto implica que ||s;41]|, / [[eiall, — 1 (convergéncia

finita, o — 0, se g-linear). A equagéo (5.16) diz que

se Tit1— 1= ||3é+1||BHB - “ei+1”AHH{_{JBHBHi+1A7 (5-18)
que na norma-£y torna-se
se Ty > 1= [[sinlly = llellanap 4 (5.19)
Mas, a mesma (5.16) também permite
se Tipr = 1= (sepallgep — | Hiva finillprg - (5.20)

Porém, esta condicdo é satisfeita pelo algoritmo padrfio para qualquer funcio ¢
escolhida, e nao apenas a medida epigrifica. Ele pode ser usado para ortogonalizar
¢ ou a sua funcio-D.

A solugao para o parimetro de busca &

o (d'ijdi)BHB
e (H,Ad;,d;))prp

(5.21)

Uma interpretacio da minimizagéo da funcio-D) em (5.15) e (5.16) bastante
fértil, consiste em observar que a norma (a métrica) na qual o erro é minimizado
é varidvel a cada iteracfio. Esta interpretacio permite recorrer, antes de qualquer
outra alternativa, aos métodos secantes para a construgao do precondicionador Hy,;.
Iixiste uma bem consolidada teoria e uma farta experiéncia numérica com esses
métodos em anélise nfo linear e otimizagio. Porém, eles possuem uma péssima
reputacao em sistemas lineares.

Nota-se pelas 5.16 e 5.17, que os métodos de curta recorréncia com méirica
varidvel (no conceito de [46], ver também Capitulo 4) minimizam a disténcia epigréfica
da fungcéio erro, ou seja, ortogonalizam a funcio-Dy onde ¢ = 1 ||e|; para algum B

2
dependente das bases geradas, incluindo a inicial. Porém, 5.16 e 5.17 sdo mais gerais
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e significativas. Elas permitem construir bases consistentes com as outras etapas do
algoritmo.
Pode-se agora entender que o mecanismo da estratégia de minimizacdo da dis-
tancia epigrafica da fungao erro deve induzir a uma convergéncia do quociente. Uma
1

vez que se estd minizando Dy(eite, €i41) = 5 ||si+1||f, tem-se que

|8i4all, < ||8:]], , muito provavelmente.

Espera-se que isto induza a uma contragdo iterada do mapeamento composto AP
para um p nao distante de 1, se ndo mesmo com p = 1. Na pior das hipdteses,
obtém-se convergéncia pelo menos g¢-linear local (durante as iteragbes) de 47, na

norma ||-||,, que pode ser a norma-£;, ou alguma norma desejada pelo analista.

5.5.1 Uma nota sobre a convergéncia assintética

Nso por acaso, alguns resultados de cldssicos de convergéncia podem ser aproveita-
dos e reinterpretados. Segue-se Dennis e Moré [63] na interpretacdo do algoritmo
padrao como um método tipo-Newton para andlise nfo linear. O objetivo é veri-
ficar sob quais condicoes o algoritmo padrao possui convergéncia agsintética ¢-linear
ou g-superlinear. Nao se reproduzird os resuitados em detalhes, mas somente as
interpretacoes mais importantes de inferesse imediato, com as devidas adaptacoes.

Seja inicialmente f(z) nfo linear, com o Jacobiano f'(z,), e com as seguintes
hipdteses béasicas:

(@) f(x) é continuamente diferencidvel em um conjunto convexo e aberto D.

(b) Existe um z, em D tal que f(z,) =0 e f'(z,) nfo é singular.

Seja a sequéncia {Hi}ézﬂ satisfazendo a condi¢io de consisténcia la, ou segja,
cada H; é ndo singular. Entdo existe uma sequéncia de inversas {A;},., tal que
cada A; — H;'. O Teorema 3.1 de [63] diz que, dentro das hipdteses bésicas, se

para algum zp a sequéncia
— -1 -
Tt =% — H (m), i=0,1,...,

permanece em I, e x; # =z, para i > 0, e converge para z,, entdo a sequéncia
{z:};~, converge de forma assintoticamente g-superlinear na norma |-||, para z. se,

e somente se,
iy MCA: = F7 ()]sl
[I5ill

A interpretacéo conveniente desta ltima condigio é que A; nfo precisa convergir

=0.

para o Jacobiano, no caso a matriz A, mas apenas ao longo das diregdes sucessivas
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s;, assintoticamente, ou seja,

A‘is'j — AS,,; .

A prova de convergéncia quadratica exige a satisfaciio de hipdteses adicionals, e

nao é de interesse imediato.

5.6 Escolha do Precondicionador

A sequéncia {H;},., € o ator principal na estratégia montada, que a esse respeito
nio é nada nova. Coletar as propriedades essenciais do algoritmo em um Unico e-
lemento facilita a analise, a comparacio e a identificacdio de potenciais candidatos
interessantes. A idéia é incluir varias possibilidades matematicamente consistentes
que possam ser combinadas em estratégias diversas, algumas das quais serfio exem-
plificadas.

O objetivo inicial sfio as matrizes ndo Hermitianas, cheias, como as encontradas
nas discretizacacs pelo Método dos Elementos de Contorno. Dentre diversas possi-
bilidades analisadas, as atualizacoes de posto unitdrio nio simétrico (de fato, nao
Hermitiano) de Broyden (GB - Good Broyden’s Method) mostrou-se a mais consis-
tente. Na préxima subsecao analisa-se 0 GB com um pouco mais de detalhes, como
um exemplo tipico da andlise que deve ser feita, e em seguida descreve-se sumaria-
mente outras possibilidades, em particular as caracteristicas relevantes de um GB-

epigrafico.

5.6.1 O método de Broyden e variantes

Um candidato em potencial, pela sua capacidade de geracdo de bases com aproxi-
macoes consistentes ¢ flexibilidade, é o método de Broyden. As razdes torna-se-do

claras no decorrer desta subsecao.

Conceitos e resultados gerais

A equacio de atualizacio do residuo é

f’i-l—l = f‘i + AS.;, = AS,E — 1 (522)

Porém, a mairiz A ndo é a Unica que satisfaz esta equagho na 4-ésima iteracao.

Seja Qi (R™) C L(R™) o subespaco de matrizes A;41 que satisfazem (5.22) na
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i-6sima iteracdo, ou seja,

Ai—i—l 8; = Y. (523)

Esta equacio é chamada em andlise nfo linear de equagéo secante, representando
um modelo linear local para a nao linearidade. Em sistemas lineares ela nfio é uma
aproximacao, o argumento presente é que a sua satisfacio é ainda mais essencial.
Em principio, qualquer A;11 € Q;11(R™} é uma boa candidata para aproximacéo
de A na i-ésima iteraco. Broyden sugeriu que, ao se dispor de uma boa aproximagcio
A; para A, ndo existem razoes para que Ay, difira de A; no complemento ortogonal

(z, S@, 2 — O elltao 111—’- Z —‘1?,‘2 . (5-24

O que Broyden certamente supds é que a dire¢io s; é uma boa direcio. Assim, a
condi¢io acima csta sujeita & qualidade de s; como direcfio suficientemente descen-
dente. De passagem, note que se a condicio de ortogonalizagio (e;y1,8:)s = 0 for
satisfeita, entdo A; qe;1 = Aje;,q.

As equacdes (5.23) e (5.24) determinam A, univocamente, como uma atuali-

zacdo de posto unitdrio de A;:

(y; — Assi)sf

L= A
ALH i (S'épsi)Z

(5.25)
que caracteriza o famoso GB - Good Broyden ’s Method. Podese inverter (5.25)
usando a férmuls de Sherman-Morrison [63] e obter a conhecida atualizacio da

inversa
54 'rlyz')Sq; i

(S-i: Hisi)ﬂ

H.,.=H+ ( , 8e (S?;, Hisi)2 7& 0. (526)

Dennis e Moré [63] também mostram que a sequéncia 2,1 = z; — A7 f;, com
A; dada pela (5.25) para sistema lineares, possue convergéncia g-superlinear global
e assintética. Mostram também que, sob condigbes pouco restritivas, a sequéncia
Tiy1 = x; — H; ' f; para problemas néo lineares converge de forma pelo menos assin-
tolicamente g-linear.

N&o ¢ necessario impor a (5.24), obtendo-se entio uma expressio mais geral:

Sz"UiH

Hip=H;+ (1 — Hz'A)m

H;, com ofH;As;#0, (5.27)

e v; € R™. Esta iltima recorréncia é conhecida como a atualizacio geral secante de

posto unitério, ¢ é devida também a Broyden. A determinaciio de v; € R* deve ser
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feita com hipéteses adicionais. No presente contexto a escolha natural de v; se d§
com a condicdo (z, s;)s = 0, como alternativa & tradicional (z, s;) = 0.

Em todos os casos acima, mesmo que Hj seja Hermitiana, em geral os sucessivos
elementos H; nao o serfio. Porém, nfio existe qualquer razio para que o GB nfo
possa ser usado também para problemas Hermitianos, 4 parte o excesso de memdria
auxiliar em relacao ao CQG.

O GB é a solugdo do seguinte problema, chamado de condicio de mudanca
minima de B; sujeito & equagio secante:

ponobin o B = Bills (5.28)

A norma ¢é a de Frobenious, definida por

1AIG =)~ lAvsl; = tr(ATA) =337 [Aul*
i=1

j=lk=1
onde {v;}, ., é qualquer conjunto ortonormal em R". A solugéo & tinica porque
o problema ¢ convexo. Se a norma escolhida for a norma-£;, entfio existem muitas
solugbes. Normalmente, ndo se considera adequado usar a norma-£, em (5.28) ji
que algumas solugoes nao se comportam bem {19, pag. 172].

Dentro das perspectivas desta tese, de uso de distincias epigréficas, note que:

. 2 2
Dylesg,ei41) = 1;1 [ His1 fipalls < %1 | Hia |2 |1 vl < 2; NHia |5 1] fiaa |l

e, portanto, é possivel que exista uma bem comportada solucio de (5.28) com a
norma-£,, mais adequada, a ser estudada. Porém, é senso comum que o problemas,
de aproximagoes de matrizes com norma de Frobenius é mais adequado, uma vez

que sdo elementos de R™.

Implementacao

Sao possiveis diversas implementacoes, a depender da arquitetura do sistema com-
putacional, ¥m geral, a melhor implementagio é alguma variacio de uma devida
a Deuflhard, Freund e Walter [64]. Fm lugar de fazer uma atualizagio sobre Hj,

procura-se economizar um vetor auxiliar efetuando a atualizé,gao desde Hj.
Algoritmo GB: Algoritmo de atualizacio de H; dentro da iteracio #:
1. tendo no inicio das iteragbes: fy, do = —Hyfy, 09 = dfd,

2. definindo valores parciais durante a iteragao i: ¢; = Ad;, % — Hyg;
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3. para 1=0,1,...4i — 1, recupere H;

HZ
dJ. 25

31 Zjp1 =%+ ‘ﬁ(dj—z—l — (1 —7;)d;)

4. atualize H;
41 z =7
4.2 v =df
4.3 tf; = 0‘-5/’??;

4.4 1; «+— parametro de busca (ver abaixo)
5. diyg = (1 — 1+ 8)d; — 1z
6. Oir1 — d‘f—[l-ld'iJrl

O pardmetro de busca 7; é fungéo do que se vai minimizar ou ortogonalizar. Se
for a funcio-D, usa-se a (5.21) para um B Hermitiano positivo definido. No caso
da norma-f; do erro, usar B = I. Pode-se no entanto escolher qualquer funcéo
¢ adequada (em principio, convexa). Os resultados étimos serfo obtidos com a
funcao-D da norma-¢, do erro.

Bons resultados para sistermas bem comportados sao obtidos mesmo com 7; = 1
para todo 2 > 0. Este é o uso cldssico. Neste caso, prova-se que o GB possue
convergencia finita com no méximo 2n iteracdes.

Ortogonalizando a funciio-D da norma-f; do erro (ou seja, usando (5.21) com

B = I) tem-se a propriedade imediata, para todo § > 0,
Hipafirr = Hifiyr = (fiyr, 8002 = 0= dj1d; =0, (5.29)

pela qual se conclui que ndo havendo breskdoun a convergéncia finita se dard com
no méximo n iteragdes. Em flagrante constraste com o GB cldssico. £ bom relem-
brar que ao se falar de convergéncia finita exclui-se aproximacdes de aritmética
finita. Conclui-se também que H; — A7, com H, — A ' se nfo tiver havido
convergéncia antes. Certamente estes resultados traduzem a major estabilidade do
Broyden epigréfico.

O algoritmo GB pode ser trivialmente modificado de tal forma que permita a
atualizaco a partir de um H; ., qualquer, caracterizando wm método memdria

limitada, onde apenas os 1ltimos m vetores auxiliares sio retidos. Normalmente,
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a recuperacao deve incluir Hy. Outras variacdes sdo possiveis. Potenciais can-
didatos incluem a recuperacio seletiva baseada na qualidade da descendéncia de
cada iteracdo, e a remnicializacdo. Mas, a principal funcao do GB na estratégia a
ser montada é reter as melhores informacgtes possiveis, apenas a ortogonalizacio
seletiva deve ser usada por ocasido da recuperagao de H;. Pode-se considerar a
reinicializacao como opgao se o GB for usado isoladamente.

A memdria auxiliar necessaria ndo é maior do que (icoms + 3)n palavras (reais
ou complexas), onde i.,, ¢ a iteracdo de parada. A implementacio de memdria
limitada. toma (m + 3)n palavras.

Na. estratégia de polialgoritmos proposta, deve-se ter um cuidado especial com
o GB. O GB deve sempre estar no ciclo mais externo. Isto significa que no seu uso
como atualizador de precondicionadores, ele deve ser usado exclusivamente como
precondicionador & esquerda - como precondicionador & direita o GB nao é invariante
& transformacio de varidveis (nfo obedecerd mais & equagio secante). O chamado
BB - Bad Broyden’s method ¢é invariante & transformacio de variaveis. O BB resulta
da escolha v; = y; na férmula geral de atualizacio sccante de posto unitario. Mas

isto nfo faz dele o método de escolha para estratégia proposta.

5.6.2 Sequéncias {H;};,, de alguns algoritmos

Supde-se que deva ser 1itil fornecer indicacoes de sequéncias {H;} de métodos co-
nhecidos. Gibson, O’Leary e Nazareth [65] consideram uma certa forma géra.l para,

minimizacao de formas quadraticas com métodos de memdria himitada

Hipn = %P HoQit Y wmzy, (5.30)
k=1

onde Hy é simétrica e positiva definida, +; um parametro de reescalonamento, F; =

— % é um projetor ortogonal, ; € L(R"™) é um produto de projetores ortogonais
da mesma forma de F;, e wy;, zx; S80 vetores reais. Nesta forma geral enquadram-se
o steepest descent, 0 método dos gradientes conjugados, o BFGS, o IL-BFGS, o DFP,

e o L-DFP, e toda a classe de Broyden simétrico, entre eles o SR1.
Resultados preliminares analiticos e numéricos efetuados pelo autor deste tra-
balho d4 uma grande perspectiva para o SR1. O SRI tem propriedades hereditarias

em problemas Hermitianos similares ao GB em problemas nfio Hermitianos. B o

grande candidato de posto unitério para minimizar a fungio-D de ¢ = 2 |le]l5. O

SR1 ¢ invariante sob transformacao de varidveis, podendo servir de atualizador de
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precondicionadores para o CQG, que exige precondicionadores da forma T# AT onde
H=THT.

Para sistemas nao simétricos, Eirola e Nevanlina [66] fornecem um método inte-
ressante, e sua relaciio de recorréncia na forma aqui usada, bem como a do GMRES.
Ambos sio atualizagbes de posto unitério obedecendo a uma equacao do tipo secante

transposta:
AHZz' = A.i.|_1z,;. (53].)
O GMRES resulta da escolha z; = Ad;.

5.7 Recursividade e Simultaneidade

Nas sectes anteriores foram esclarecidos e exemplificados os ingredientes do algo-
ritmo padrdao. O protétipo foi o GB dada as suas caracteristicas adequadas. Em
principio, qualquer algoritmo pode ser feito epigrafico - minimizar a fung¢io-D de
uma, fungao de Bregman. O GB epigréfico, em particular com a funcéo-I) para a
norma-£5; do erro, oferece grandes perspectivas. O SR1 epigrifico tem potenciais
enormes para sistemas Hermitianos. O préprio CG pode ser feito epigrafico, porém,
0 CG ja possui a grande propriedade de ser estritamnente descendente na norma-£3 do
erro, € portanto, conforme os resultados da primeira parte desta tese, & pelo menos
g-limear em duas etapas nesta norma. Tais métodos séo, em principio, métodos de
métrica varidvel, em especial quando obedecem a equagio secante. O algoritmo
padrao também aceita qualquer funcéo ¢ tradicionalmente usada.

Nesta secio mostra~se como construir polialgoritmos adequados sob ciclos inter-
nos do algoritmo padrio. Existem varias possibilidades. De uma forma geral pode-se
dividir as possiveis estratégias em dois grandes grupos: estratégias que usam o algo-
ritmo padrao recursivamente, e aquelas que o fazem simultaneamente. Em qualquer
caso, o sucesso da estratégia certamente depende de alguma anélise antecipada que
a justifique.

Nesta seco faz-se uma analise global, e ndo muito detalhada, de algumas alter-
nativas para a recursividade e a simultaneidade da realizacio de algoritmos padrdes.

Especificamente,
1. Atualizacio de precondicionadores
2. Hibridizacao

3. Regularizacao
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Neste ponto deve-se salientar que alguns dos mecanismos mais importantes das
estratégias propostas adiante tornam-se possiveis gragas & (suposta) eficiéncia das
estimativas de erros oriundas da teoria de convergéncia do quociente desenvolvida
na primeira parte desta tese,

Todas as estratégias sugeridas sfo matematicamente consistentes, e decorrentes
das anilises efetuadas nos capitulos precedentes. As possibilidades sfo muitas, e
varias delas ou ndo foram ainda suficientemente testadas, ou os testes limitaram-se

a poucas realizacoes.

5.7.1 ~Atualizacao de precondicionadores

Quando se estd constantemente resolvendo problemas dentro de uma certa classe
éspecfﬁca, a melhor maneira de conseguir um bom precondicionador I é por anslise
das caracteristicas do problema continuo. F provavel que por experiéncis numérica
sistematica chegue-se a um precondicionador muito perto do ideal - caracterizado por
qualidade e economia de memdria. Porém, em uma realizacio especifica, certamente
existe um precondicionador de melhor qualidade, satisfazendo ainda a restricao de
economia. Faz-se um paralelo entre o fator-¢ do processo e o fator-g da realizacao,
(muito) provavelmente menor (ver Capitulo 3).

Outras situagdes existem nas quais ainda néo se dispde senfo de um precondi-
cionador razodvel, talvez minimo, digamos, o precondicionador de Jacobi caracteri-
zado por Hy =diag(A;"), ou em casos extremos, Hy = I.

A questdo que se pde € a de como melhorar, durante a realizacfo, o precondi-
cionador original. FExistem muitas possibilidades. Uma delas é usar dois algoritmos,
recursivamente, em um esquenta inner-cuter {oop, tipico da solugao de um problema,
néo linear. Os algoritmos podem ser diferentes ou, eventualmente, iguais.

Uma questao complementar é: tendo feito uma realizacdo, como aproveitar as
informacoes extraidas desta realizagfio em outras, como por exemplo, os casos de
muiltiplos carregamentos, andlise ndo linear e andlise dinfdimica.

As questdes acima expostas estéo diretamente associadas a robustez. Espera-se,
de alguma forma, que o algoritmo obtenha uma resposta aceitdvel.

Adicionalmente, se estamos usando, por exemplo, um algoritmo que minimize
a norma-fy dos residuos (impondo consisténcia), e deseja-se qualidade na norma-
4y do erro, ¢ razoavel esperar que o precondicionador atue no sentido de relaxar
a. consisténcia, se necessdrio, e melhorar a qualidade da norma-f; do erro, se ndo

ambas. Este normalmente é o caso quando o resolvedor linear é um inner-loop
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na. solugdo de um problema n&o linear usando o método de Newton, ou métodos
inexatos de Newton.

A idéia de precondicionador atualizado, matematicamente consistente, vem de
enconiro aqueles anseios. Para matrizes nfio Hermitianas, o GB possui uma série
de caracteristicas interessantes para cumprir aquelas funges. Dado um precondi-
cionader inicial Hy, regular, submete-se o precondicionador ao GB, na auséncia de
melhores alternativas.

Exemplifica-se a estratégia, na hipStese de que o método principal € um método
de Krylov que minimiza a norma-£, do resfduo, ¢(f) = 3 || fill3, e é de interesse o
controle da norma-f3 do erro, ¢(e) = + llesl|3. Algumas situagdes possiveis sdo:

1. Eriste alguma memdria ~ nM adicional disponivel. Realizar o GB(epig(f))
completando a sequéncia {H;}, <icms com m < M. O critério de interrupcdo pode
ser um percentual de [legll,. Efetuando também o controle de | fif|,, eventual-
mente, o BG resolverd o problema sozinho. Se néo, inicializa-se o método de Krylov
com a tiltima (opcional) solugdo aproximada z do GB e o novo precondicionador
{H}, <i<m- LSta sequéncia pode ser salva para uso posterior com a mesma matriz A
ou alguma aproximada. Note que a sequéncia de precondicionadores existe apenas
implicitamente, através de seus vetores auxiliares.

2. Nao existe memdria adicional disponivel. Neste caso supde-se que Hy jé é
um precondicionador mais sofisticado. Efetua-se diretamente a atualizaco de posto
unitdrio sobre o precondicionador, eventualmente, satisfazendo alguma restricio de

esparsidade explicitada por S(j, k):
(Hiv1)ie = (Hi)jn + (ujwn)s se j,k € S(4,k) (5.32)

Uma op¢ao mais consistente ¢ especificar um valor limite ¢ > 0, abaixo do qual cada
elemento de cada vetor é considerado nulo. Os vetores auxiliares serao armazenados
sob forma compactada, convencionalmente. Nao se fez andlise maior desta tiltima
opgao, e apenas alguns testes nfo conclusivos. Certamente outras opcoes existem,
a depender de como o precondicionador inicial se apresenta. Existem opcBes para

atualizacao de posto unitdrio de decomposicdes tipicas como a LU.

5.7.2 Hibridizacoes

Maior a descendéncia de uma direcdo d;, mais importante as informagdes contidas
nos vetores auxiliares da iteracdo. No esquema anterior, o precondicionador é a-

tualizado a cada iteracdo. Isto exige que o GB, ele préprio, seja suficientemente
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descendente. Em certos problemas, é possivel que a iteragio do GB n&o produza
informagcdes suficientemente relevantes, e ndo hé porque guardd-las, desperdicando
memdria auxiliar. As vezes, até mesmo prejudicando a estabilidade do GB. Um teste
de suficiéncia da descendéncia deve existir. A atualizagio do precondicionador ape-
nas serd efetuada sob essas condigbes. Esta técnicas sdo conhecidas em otimizacao.

Em casos como este, é mais conveniente alternar entre os algoritmos. No caso
da secio anterior, entre 0 GB e o método de Krylov. Seja, para exemplificar, o
GMRES(m). Inicia-se o GB com uma ou mais iteragdes, a depender de algum
critério a ser discutido. Em um certo instante leva-se a mais recente aproximacéo de
r juntamente com a sequéncia {H;} ao GMRES{m). Executado o ciclo do GMRES,
retorna-se a mais um ciclo do GB, do qual resulta uma ampliacdo da sequéncia
{H;}. Se o objetivo é minimizar o nimero de produtos matriz-vetor, pode-se efetuar
a atualizacao com os incrementos s; e y; resultantes de um ciclo do GMRES(m).

O esquema discutido é executado debaixo de dois tipos de critérios. Critérios de
descendéncia, pelos quais se verificam normas de interesse e consisténcia, e critérios
de economia, pelo qual se limita a memdria. auxiliar adicional. Em casos extremos de
pouca memoéria auxiliar disponivel pode-se reinicializar o GB, mantendo é claro, o
precondicionador original. Esquemas intermedidrios incluem a manutencao de bases

(vetores auxiliares) selecionadas por critério de descendéncia.

5.7.3 Regularizacao

Existem algoritmos que possuem uma incrivel irregularidade na convergéncia, e
mesmo assim sao usados com muita frequéncia. Normalmente esta irregularidade
é medida pela norma-f, dos residuos. O CGS é um deles. Usado com frequéncia
em problemas nédo lineares, em substituigdo ao BiCG. Quando o BiCG diverge, o
CGS também diverge. Quando o BiCG converge, o CGS converge duas vézes mais
rapidamente. Sendo um método de curta recorréncia, é frequentemente procurado
como possivel alternativa econdmica.

A literatura tem oferecido diversas técnicas para abrandar tais problemas. A
mais interessante é o smoothing do Schonauer. Em paralelo s iteraces, sao for-
madas duas sequéncias de {#} e {f;} decorrentes da minimizacio dos resfduos
originais. O TFQMR. e suas variantes sdo matematicamente equivalentes ao CGS.

A melhor solugdo que se pode oferecer para o CGS, o BiCG, e outros desta
classe, ¢ precondicioné-lo com o GB. Mas, isso exige memdéria adicional, e nfo retira

de todo a indesejavel oscilagdo da norma-£; dos residuos.
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Uma alternativa é adicionar a tais métodos um processo complementar de or-
togonalizacdo em alguma norma, que ndo a que ele minimiza (se minimiza). No
caso do CGS, por exemplo, a norma-#; dos residuos, ou a funcio-I} da norma-£,
do erro. Isto pode ser feito via minimizacdo proximal com funges-D [28], ou mais

simplesmente, com uma combinacao convexa de normas de interesse:
¢=(1— A1+ Az, 0<A<1,
ou, de forma generalizada

¢=> Mids =1  X=0

Presentemente, estuda-se uma generalizacao de tais procedimentos por meio de
viabilidade convexa [29], objetivando implementagGes em arquiteturas com proces-

sadores simétricos (SMP).



Capitulo 6
Experimentos Numéricos

Os preceitos valem mais do que 0s conceitos.

Isaac Newton

6.1 Introducao

Neste capitulo sfo coletados experimentos numéricos com o objetivo de ilustrar
alguns dos aspectos mais importantes relativos a teoria de convergéncia do quociente
desenvolvida na Parte I, e as consequentes estratégias de solucfio propostas na Parte
II. Foram muitas as questoes discutidas nos capitulos anteriores, de tal forma que
é virtualmente impossivel ilustrar todas. Na Parte I, existem circunstincias nao
consideradas da aritmética finita que podem se tornar predominantes. Em particular
na Parte II, algumas estratégias sugeridas sequer foram suficientemente testadas.
Algumas tomarao ainda muito tempo do autor para serem devidamente calibradas
mesmo em uma irea especifica. A variedade de problemas para os quais alguns
resultados deste trabalho podem eventualmente ter aplicagao € muito ampla. Optou-
se por cobrir algumas distintas, dando énfase aos principios os quais, supde-se, sao
mais permanentes e ndo serdo tdo diluidos pelo ternpo.

Em todos os experimentos, macheps = 2.22 x 10719 com o zero da méquina

igual a macheps/2, determinados numericamente.

6.2 Experimento 1 - Pértico Plano, CG, GB+CG

O pértico plano, engastado nas duas extremidades, da figura 6.1 é analisado para

cargas estaticamente aplicadas e comportamento completamente linear. B composto

132
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Figura 6.1: Pértico plano do Experimento 1 - 4/12 elementos

de apenas duas barras, uma horizontal e outra inclinada. A discretizacio é feita com
elementos convencionais (polindmios de Hermite), produzindo 3 graus de liberdade
por no, dois de flexdo e um de membrana (axial), sem deformacio por esforco cor-
tante incluida na energia de deformacao. A discretizagao com dois elementos fornece
a solucéo exata com apenas 3 equactes, com solugéo analitica simples. Os diagramas
de esforgos solicitantes internos (momento fletor, esforgo cortante e esforco normal)
e 0s deslocamentos (duas translagbes e uma rotagio) do né central sao exatos. De-
vido &s cargas externamente aplicadas aos elementos, os deslocamentos ao longo
das barras néo séo aproximados exatamente pelos polinémios usados. Porém, cada
ponto nodal acrescentado fornece os deslocamentos exatos neste ponto. Estcs sfo
fatos bem conhecidos. N&o existe sentido em discretizar mais, a nio ser o sistema
esteja em um ciclo interno de um problema néo linear ou um problema no tempo.

As propriedades escolhidas sfo reais, no sentido de que nenhum artificio foi
imposto para gerar problemas numéricos. Secao transversal retangular constante de
0.20 x 0.50 m e médulo de Young igual a 2.0 x 108 tf/m?. A barra inclinada est4
carregada com um forga horizontal de 4 {f no sen centro, e wma carga horizontal
uniformemente distribuida com —0.35 £f /m. A barra horizontal est4 com uma carga
vertical uniformemente distribuida de —0.70 £f /m.

A barra inclinada estabelece wm acoplamento entre os graus de liberdade de
flexdo e os de membrana. Este acoplamento é tipico de estruturas como pérticos,
arcos e cascas. IS a causa de grandes dificuldades para a solucao iterativa de sis-

temas lineares, quer isoladamente, quer dentro de ciclos de problemas nao lineares.
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Figura 6.3: Espectro de autovalores para n = 33
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Provém da grande diferenca entre a rigidez axial e a rigidez & flexio. Em problemas
predominantemente de flexiio, como placas medianamente espessas, poucas iteracoes
580 necessarias em cada ciclo ndo linear. Com o acoplamento membrana-flexdo, o

numero de iteragtes pode crescer em pelo menos uma ordem de grandeza.

CG - comportamento e estimativas

Sao feitas 3 discretizagbes com n = 9,21, 33 graus de liberdade, correspondentes a
5,9 e 13 nos, respectivamente, de tal forma que o tamanho de cada elemento em
cada uma das barras sejam iguais. A razdo minima entre o comprimento e a altura
da secao transversal quando n = 21 é de 1.25, e para n = 33 ¢ 0.75. Com n = 33, os
problemas de aritmética finita fazem o CG comecar a perder as suas propriedades
de convergéncia do quociente. O problema é simétrico e positivo definido, e sufi-
cientemente pequeno para que as respostas por um método de decomposicio estdvel
(LU , LDL, QR, Householder,...) possam ser consideradas exatas.

Os experimentos que se seguem sdo efetuados com as duas discretizaces ex-
tremas, n = 9,33. Nas figuras 6.2 e 6.3 estéo os seus respectivos espectros (de
autovalores). Nas figuras 6.4 e 6.5 estao os autovalores. Os autovalores predominan-
temente de flexdo situam-se na parte inferior do espectro e formam agrupamentos
(clusters). Isto é favordvel ao CG. A parte do espectro responsédvel pelos modos
predominantementes de membrana est@o mais A direita e regularmente espacados,
um caso de extrems incoveniéncia para o CG. As componentes de resposta de maior
conteiido de energia sio justamente as de flexfo.

O CG converge com i, = 0 de forma ¢-superlinear nas duas realizacbes: para
n = 9 os valores exatos sfo a = 0.888, a= 0.878 ¢ & = 0.503 na norma da energia,
e a = 0.878, & — 0.503 na norma-#; . Note que nio hd & no CG na norma-£; (cada
algoritmo pode ter apenas um &, por definiciio). No é uma contracio iterada desde
i =10, e §; atinge valores superiores a /2 nas duas normas, da energia e £,.

Por minimizar o errro na norma da energia, maximiza a norma da energia dos
deslocamentos, de tal forma que as diversas normas dos deslocamentos convergem
rapidamente, em intensidade e dire¢do. A figura 6.6 mostra isso para a norma-fs.
Confirma o demonstrado no Capitulo 3: §; (e portanto ¢;) é a medida instantinea
simultaneamente da convergéncia na norma e na diregio (dngulo de aproximacio
com a solucio exata) em métodos de projecio ortogonal {com respeito a algum

produto interno).

Outros resultados fundamentais provados nesta tese podem ser visnalizados neste
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experimento. A figura 6.7 mostra as estimativas calculadas com a sequéncia {o;}
exata usando o estimador para p enriquecimentos com p — 1. Note-se, em particular
pela figura 6.8, que nao é possivel uma cota superior melhor do que a fornecida. Esta

figura traca a razao entre a estimativa e o valor exato do erro em cada iteragio, para
n=09 A figura 6.9 corresponde & figura 6.8 usando tarmnbém o Lema fundamental
de projecoes ortogonais, Todos esses valores referem-se & norma da energia. Servem
apenas para ilustrar a qualidade dos resultados, uma vez que foram calculados com
os fatores-q exatos.

Os valores que interessam na pratica sao os determinados com estimativas das
constantes, por exemplo de {a;}, feitas durante da realizacao. Interessam os valores
relativos & solugao exata. Nao se dispbe da solucéio exata, e portanto deve-se usar
a solucao aproximada corrente. As estimativas da cota inferior pelo estimador para
p enriquecimentos ndo usa nenhum valor a ser estimado. As figuras 6.10 e 6.11
mostram duas estimativas, a primeira o estimador para p enriquecimentos, p — 1,
e a segunda usando ;. A maior razdo estimativa/exato foi de 2.156, ocorrido
no inicio da realizagdo. Usando p > 1 - quanto maior melhor - e isto sempre é
possivel, os resultados sdo bem melhores. Porém, neste exemplo, é desnecessério
{(embora ndo implique em qualquer custo ou dificuldade adicional) uma vez que
2.156 < +/10 < 10, caracterizando a mesma ordem de grandeza. E além disso, no

inicio das iteracoes, com valores altos do erro.

As figuras 6.12-6.16 correspondem as estimativas ainda para n = 9, na norma-£,.
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Figura 6.7: Estimativas da norma da energia do errro, com um enriquecimento

(fator-q exato em cada iteragdo), para n=9

Ainda ha g-superlinearidade, poréin, como nio h4 ortogononalizacio, os resultados
correspondentes fornecem estimativas menos gratificantes. Sao resultados tipicos de
estimativas em outras normas do CG, que nao a dé energia. Todos foram feitos ou
com o Lema fundamental ou o estimador para p-enriquecimentos, p = 1. Resultados
muito melhores sao obtidos usando o estimador para p-enriquecimentos com p > 1.
Idealmente, 7 = 1 e p crescente. Ou, preferencialmente usando o mapeamento AP,
p =2

O sistema com 33 equagfes estd no limear da instabilidade numérica. Na figura
6.17 percebe-se o aparecimento de patamares, quase g-sublinearidades. O CG j4 ndo
consegue produzir diregdes suficientemente descendentes, porque cada novo elemento
da base é quase uma combinacio linear dos anteriores. I importante observar que
o mimero de condi¢do ainda é muito baixo. Os autovalores também. O espectro
mostra que hd uma grande quantidade de autovalores ignalmente separados, e esta
é a causa.

A grande surpresa estd na qualidade dos esfimadores, mesmo com apenas um
enriquecimento. As figuras 6.17 e 6.18 foram feitas com a sequéncia {o;} exata. As
estimativas das cotas superiores mantém a qualidade que possuiam no sistema com
n = 9. As das cotas inferiores sdo pelo menos assitoticamente exatas. Para melhorar

a qualidade é apenas necessario usar mais enriquecimentos. Na figura 6.19 estdo os



6.2. EXPERIMENTO 1 - PORTICO PLANO, CG, GB+CG 139

10

1*:;—57a=a—-ﬂ—n—ﬂ—n—l—ﬂ .

0'11 2 3 4 5 6 7 8 9 1 11 12 13

ITERACOES
~&= (Cota superior sobre erro exato

¥~ (ota inferior sobre erro exato
1

LOG (ESTIMATIVAS/EXATO), NORMA DA ENERC

Figura 6.8: Estimativas da norma da energia do errro, com um enriquecimentos

{fator-q exato em cada iteragho), paran =9

10

LOG(ESTIMAT/EX ATO), NORMA DA ENERGIA

0.1 2 3 4 5 3 7 8 9 10 11 1z

ITERACOLS
— . Cota superior sobre erro exato

- 1

Figura 6.9: Lema fundamental e estimador para p enrigquecimento, p =1



6.2. EXPERIMENTO 1 - PORTICO PLANO, CG, GB+CG 140

o
E 3

2 B _]
é 1 il .
Q ¢ -
5 2L N

72 — —}
] 3 -
=& -4 —
5] s b ]
s 2 .
=11 . —]
8 sl K
2wl ’
g -
< 12 —
S 13
S g

2 3 q 5 6 7 3 9 1 11 12

TTERACOES
~— Enxato(relativo)
CET™T Cota superior(relativo)

Figura 6.10: Estimativa usando apenas o Lema fundamental

10

LOG, NORMA DA ENERGIA
o
] .

6.1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

ITERACOES
—#= (Cota superior de erro relativo

- 1

Figura 6.11: Estimativa usando apenas o Lema fundamental



6.2. EXPERIMENTO 1 - PORTICO PLANO, CG, GB+CG

O
q
)
g
G
S 1 \_____3__
o
3
é
=)
8 01
Q 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
ITERACOES
= Cota superior sobre erro exato

-1

Figura 6.12: Fstimativa com @ exato. Norma-f3 do erro, n = 9.

) 1
2 ot .
< -3 il _
8 S n
g 1t .
2 8 =
] - _
g -10 |~ -
B =
2z BC N
e |
[ —14 — —1
Q -15 — —1
Q 16 — . —
= g7

13 2 3 4 5 6 7 B8 9 14 11 12 13

{TERACOES
LT Cota superior
Cota inferior
- Exato

141

Higura 6.13: Estimativa com « exato e estimador com p = 1. Norma-#; do erro,

n =29,
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Figura 6.16: Corresponde a figura 6.11, agora na norma-£y,

erros na norma da energia com a sequéncia {a;} estimada por {5&1} Nas figuras
6.20 e 6.21 para a norma-£,, com a sequéncia exata, e com {&;}, respectivamente.

Os resultados oscilantes estdo registrados aqui com o objetivo de mostrar a in-
stabilidade do CG neste exemplo com 33 graus de liberdade. A técnica correta para
sua estimativa de erros consiste em usar ou um mapeamento composto, o estimador
com p-enriquecimentos, p > 1, preferencialmente sob a forma [le1,|l, p=1,2,... .

Seguem-se algumas recomendagbes priticas provenientes de numerosos testes
com sistemas provenientes de discretizacoes pelo método dos elementos finitos, inclu-
sive elementos undimensionais (barras), para o CG. A recomendacio geral é ndo es-
quecer de que a norma da energia no CG precondicionado inclui o precondicionador.

Para as estimativas na norma da energia pouco hid o que se acrescentar ja
que as estimativas sfo extremamente precisas, e pode-se, por exemplo, usar as re-
comendagdes que se seguemn para a norma-#,, substituindo &; por &;.

A melhor recomendagio pratica, sem sofisticagdes, confidvel ¢ precisa, para as
estimativas em normas que ndo a norma da energia, tem seus resultados (norma-
£5) nas figuras 6.22-6.23 para n = 9, representando sistemas sem muitos problemas
numéricos. Ja no sistema com n = 33, o CG perdeu suas propriedades tedricas,
pode-se entdo usar mapeamentos compostos com p > 2. O valor de p pode ser de-
terminado durante a realizacao, e pode ser varidvel, e decrescente. Um teste simples
de descendéncia é 3 < 1, onde k representa o indice das iteractes no mapeamento

composto. As figuras 6.22-6.23 foram feitas usando o mapeamento composto A%,
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Figura 6.17: Estimativa com a sequéncia {o;} exata, n = 33.

com p = 2. Foi demonstrado no texto desta tese que este é o valor correto. Nao
h4 necessidade de p maiores, e se escolhido p = 1, as estimativas sofrerao pequenas
oscilagbes. J4 para o sistema com n = 33, usou-se p = 4. Usar a estimativa oy cal-
culada com 9, = 1. Em seguida aplicar apenas a equagio ||eg1/l, = 1__ng+1 |5 |-

Permite-se ainda usar &, em vez de &y, produzindo valores mais conservativos.

Existem outras possibilidades, dependendo da implementagéo particular do CG.

Em nenhuma das discretizagbes o CG manteve sua propriedade teérica de con-
vergéncia finita em no maximo n iteracdes devido a aritmética finita, mesmo com
poucas equacoes. Nos dois casos, ndo atingiu valores aceitdveis em qualquer norma
de interesse para um nimero menor ou igual a n. No enfanto o problema analisado
é tipico da engenharia estrutural. Existem muitos precondicionadores interessantes
para este portico. Precondicionar sistemas com acoplamento membrana-flexao ainda
é uma questio aberta, e tem impedido o uso generalizado de algoritmos iterativos

para sistemas lineares, em particular em ciclos internos de problemas nao lineares.
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Figura 6.20: Estimativa com a sequéncia {o;} exata, n = 33.
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CG e BROYDEN

O problema em discussdo precisa um precondicionador, simétrico e positivo definido.
Dentro da estratégia proposta hé a necessidade de desenvolver um algoritmo padrio
para trabalhar com o CG nos sistemas Hermitianos. Nao foi feita esta investigacio.
Se a escolha é de um método secante, dois candidatos imediatos sdo o SR1 ¢ o
BFGS. O SR1, sendo uma atualizagho simétrica de posto um, é o candidato ideal,
se 0 objetivo é economia de memdria, porém nao ha garantias da heriditariedade da
positividade do precondicionador inicial. O BFGS é hereditariamente simétrico e
positivo definido, porém é uma atualizagio de posto dois, e requer pelo menos duas
vezes mais memoria. Fxiste uma literatura recente sobre o precondicionamento de
sistemas néo lineares com o BFGS [57][58].
Porém, o seguinte problema,

min |B—H|p , B siméirica,
Heln

tem solucio tinica dado por B = (HT + H), a parte simétrica de H. Isto justifica
usar a parte simétrica da sequéncia {I;} de Broyden para hibridizar com o CG. Nio
hé nenhum motivo, que néo o de economia de memédria, para ndo usar o Broyden em
problemas Hermitianos positivo definidos. Nao se estd recomendando esta pritica,
em geral. Porém, na auséncia de um melhor estudo sobre o SR1, ou outro mais
conveniente, investiga-se agora o comportamento do Broyden precondicionando o
CG. Mostrar-se-4 que a teoria desenvolvida é absolutamente consistente, e alguns
resultados sao bagtante além das espectativas.

Para evitar problemas de interpretagao das iteragbes do CG, usase n = 27,
garantindo um problema bem posto, e Hy = I, a matriz identidade, j4 que a idéia é
gerar ou melhorar um precondicionador, em particular para uso posterior (multiplos
carregamentos, analise dinimica, etc). O comportamento do CG na norma-£; do
erro e do residuo estd mostrado na figura 6.26. A precisfio v/macheps apenas é
conseguida com 32 iteracgoes sobre o erro e 37 sobre o residuo. Observe-se que, em
todas as figuras mostradas nesta discusséo, ||i;||, rapidamente se aproxima de seun
valor final. A norma do residuo oscila tanto para o CG quanto para o Broyden sem
pesquisa na linha.

Executa-se o Broyden tradicional, sem pesquisa na linha, durante 15 iteragdes.
Em seguida, o CG ¢ ativado no loop interno com o precondicionador Hqj simetrizado,
¢ com a solucdo reinicializada para zg = 0. Caracterizando assim wma pura cons-

trucio de precondicionador. A figura 6.27 ¢ a histéria das iteracdes do CG. Nao
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Figura 6.26: CG, norma-fs , n = 27.
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Figura 6.27: GB(15)4+CQG, norma-£; , n = 27, sem ortogonalizacio.
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Figura 6.28: GB(15)}4-CG, norma-£, , n = 27, epi(2 lell2)-

ha convergéncia em pelo menos 58 iteragdes. Como o CG sozinho convergiu, a

responsabilidade do fracasso foi do precondicionador.

Todo o processo é repetido, agora com o Broyden ortogonalizando a distdncia
epigrafica de ¢ = ||e||§, novamente por 15 iteracdes, e levando His e zyp = 0 para o
CG. A histéria do CG esté na figura 6.28, que deve ser comparada com a figura 6.26.
O GB(15)4+CG atinge v/macheps na norma-f, do erro em 16 iteraces, e macheps
em 36 iteragoes. Uma sensivel melhora em relagio ao CG puro. Mostrando o poder
da minimizacido da distancia epigrafica do erro. Observe-se que o residuo ainda
estd, bem acima, mais muito melhor do que no CG puro. Outras ortogonalizacoes
foram tentadas, 6 no total, inclusive a minimizacio do préprio residuo. Em todas
elas, ambas, a norma-£3 do erro e a do resfdud, foram sempre melhores na mini-
mizacao da disténcia epigrafica do erro na norma-f,. Deve ser observado também
0 ndo crescimento do residuo, em nenhum instante, sendo depois de atingida a pre-
cisdo da maquina. O que n&o acontece com o CG puro. A figura 6.29 mostra o
GB(25)4-CG. Uma preciso na norma-f; do erro é agora atingida, com bastante
folga, em 5 iteracgGes.

A figura 6.30 registra o espectro dos autovalores da matriz de rigidez K, do

produto Hi5K, ¢ os autovalores de H1;K. Os efcitos do Broyden epigréfico sobre
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Figura 6.29: GB(25)+CG, norma-£, , n = 27, epi(3 lell2).

a maftriz de rigidez é inesperado. Existern 14 autovalores do produto HisK - um
tinico agruparmento - com o valor 1. O médximo autovalor reduziu-se em cerca de
uma ordem de grandeza. E bem curioso que também exista um autovalor negativo
igual a —1.154 x 10*. O surpreendente é que em nada atrapalhou a convergéncia
do CG. A decomposicio L do produto I = (Hyy +el ) 86 é possivel para € >
0.59. ILevando este precondicionador H ao CG, ele apenas comega a reduzir o
erro ¢ o residuo em torno de ¢ > 25, mostrando que a manutencdo do autovalor
negativo € essencial para a convergéncia do processo. O autor nao verificou quais
autovalores possuiam parte complexa, € mostra~se bastante surpreso, nao tanto pelo
autovalor com parte real negativa, menos ainda pelo sucesso do precondicionamento,
mas por ele, o autovalor com parte real negativa, ter-se mostrado essencial para
a eficiéncia do precondicionamento do CG, implementado como real, ¢ ndo como

complexo (Hermitiano).

6.3 Experimento 2 - Matrizes Nao Normais

Matrizes ndo normais sfo aquelas para as quais AFA # AA#. Uma matriz é nor-

mal se, e somente se, é defectiva. Uma matriz triangular é normal se, e somente se,
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é diagonal. O afastamento da normalidade tem um papel importante em célculos
numéricos porque, de alguma forma ainda ndo completamente entendida, a nfo
normalidade estd estreitamente relacionada com a instabilidade espectral. Por um
longo tempo, os matematicos aplicados consideraram as consequéncias da nfo nor-
malidade uma anomalia matematica. Hoje, cada vez mais matrizes surgem que se
afastam de forma ilimitada da normalidade, provenientes de modelagens de proble-
mas fisicos no limear da instabilidade {22],[71]. Este tipo de ocorréncia tem surgido
em mechnica dos fluidos [77]). Fm mecénica das estruturas h4 esta possibilidade
quando as cargas sio dependentes da geometria, induzindo & nio simetria do Jaco-
biano. Esse problemas se constituem em um desafio para cédigos nmuméricos devido
a uma segunda consequéncia da néo normalidade: uma possivel deteriorizacio da
estabilidade dos algoritmos [74].

Segue-se um exemplo retirado da andlise de uma carga mével passando sobre uma,
viga rigida, bi-apoiada sobre molas, usando uma formulagio mista. A intencdo é
mostrar como as estimativas de erro propostas se comportam frente a tais problemas.
Em um certo instante da evolugiio no tempo o seguinte sistema triangular (aqui

normalizado para obter resposta inteira) é obtido

0.01 4.00 1] [ 401
0 0.01 1 oo [’

A solugao deste sistema pelo método de Gauss perde dois digitos significativos.
Para cada equagio acrescentada (A; = 0.01, A;; = 4.0, 7 < j), o método de Gauss
perde mais 2 digitos significativos. Como o sistema é triangular, esta perda diz
Tespeito apenas & fase de retrosubstitui¢io. Resolve-se o problema com o método de
Richardson na forma mais basica, qual seja, 2,1 = ({ —A)z;+, e tenta-se estimar a
norma-£5 do erro ao longo das interages. (Este problema pode ser resolvido em duas
iteracOes por qualquer método basico, como Jacobi, por exemplo). Teoricamente,
o método de Richardson deve convergir sem problemas, mas a nfo normalidade o
impede.

O primeiro a scr notado € a curiosa separagéo residuo-erro em torno de § = 100,
figura 6.31. O residuo decresce, o erro cresce; 0 minimo de um, o méximo do outro.
Esta separacio é tio acentuada quanto maior o nmimero de equagoes. Impede o
uso do critério de parada baseado na norma~f, do residuo. O critério (backward
error) |lelly < [|A7Y|, I f]l, ¢ de fato uma cota superior do erro em toda. a histéria
da realizacdo, e ndo se deixa enganar pela separagdo erro-residuo, figura 6.32. O

problema & que ndo se conhece ||A7!|l, (no caso geral).
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Na figura 6.33, as melhores estimativas (ponto a ponto, sem mapeamento com-
posto) de erro desta tese também sdo derrotadas na sua tentativa de previsdo de
erro em torno de ¢ = 100. Dai em diante ndo se pode desejar nada melhor, até que
predomine a precisao da maquina. Porém, a Proposicio 49,3.32, (e suas congéneres),
resolvem a questao. A cada instante controla-se os {ndices (basta um)

16 — &ll
confl;=1—{F:6} e conf2;=1- B 1E
determinados com os erros estimados. A confiabilidade das estimativas de erro
dependem do quio préximo de 1 estéo estes indices. Eles sdo uma salvaguarda da
teoria quando aplicada a algoritmos nfo g-convergentes. A figura 6.34 mostra o
confl. Nao ha necessidade de temer os estragos causados pela nfo normalidade.
Normalmenie, o autor usa o produto: conf = confl x conf2 como critério para
aferir a qualidade dos estimadores em qualquer problema, e para apenas quando ele
é crescente e com um valor alto em relacéo aos anteriores (da realizacio).

A figura 6.35 mostra os valores de z; = ((z;),, (z:),), as duas componentes da

solugio aproximada ao longo das iteracbes, bem como a sua trajetéria em R?, a

partir das quais a separagio erro-residuo pode ser melhor compreendida.

6.4 Experimento 3 - O Método de Newton

Dentro de condicbes pouco severas, o0 método de Newton converge g-superlinearmente.
Porém nao se conhece quais as suas propriedades minimizantes quando implemen-

tado sem pesquisa na linha. Este experimento mostra que, de fato, ndo ha qualquer

restricao, ou modificacdo, & teoria apresentada quando de sua aplicacio em proble-

mas néo lineares, ¢ que & possivel estimar a norma-4, (de fato, qualquer norma)

do erro em problemas nao lineares com absoluta confianca, e nio apenas a usual

verificacio da consisténcia. Em problemas de andlise estrutural, normalmente é a
norma-£; do erro a que mais interessa. O problema teste estd bem descritro em [75].

Seja £ C R um conjunto compacto, e X = C(Q,R™) o espago de funcdes

continuas em {2 com valores em R™, sem perda de generalidade, assuma que 2

possui medida unitdria. Seja u(z) € X, e considere o problema de achar a solucéo

u.(z) € X da equacdo integral da forma

F)(@) = hu(@)— [ ka,y,u(z), u(y))dy — g(z) =0,

)
onde g € X, h é uma fungio continuamente diferencidvel de R™ nele préprio, e k é

uma funcio continua de 2 X 2 x R™ x R™ para, R™. Suponha que sejam vélidas



6.4. EXPERIMENTO 3 - O METODO DE NEWTON 156

LOG (ERRO)

| ] | [
0 1 2 3 4

LOG (ITERACOES)
= norma Euclidiana do erro
© 00 norma Euclidiana do residuo
— macheps

Figura 6.31: Normas-£; do erro e do residuo na matriz ndo normal, ao longo de 4500

iteracoes, n = 2.
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Figura 6.33: Comparacio entre a estimativa desta tese e a backward analysis
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as hipéteses padrdes usuais pelas quais o Jacobiano de &, e as matrizes m X m das
derivadas de k com respeito a u(z) e u(y) sdo continuas segundo Lipischitz com
respeito aos seus dois ultimos argumentos. Sob essas hipéteses pode-se determinar

a derivada de Fréchet de f em qualquer ponto v € X, ou seja,
' @)ola) = (h'(u)— / :su@(w,y,u(m),u(y)>) o(a)dy— [ Fugy @y, u(z), uly)o(y)dy
Q Q

Onde k2 @ k() 520 as derivadas de & com respeito a u(z) e u(y), respectivamente.
Fu(z) € k() 80 matrizes (fungdes) m x m.

Com as condicdes estipuladas acima, se o Jacobiano de f{u) na solugio é um
mapeamento (aplicagdo) nfo singular sobre X, o método de Newton pode ser apli-
cado e converge g-superlinearmente perto da solugio (de fato converge com ordem-g
de convergéncia no minimo igual a 2, mas, para a teoria presente, isto é irrelevante
j& que implica em convergéncia assintdtica g-superlinear).

O critério de parada usual é com a norma-f; do residuo, ou seja, com ||fi|,
[75, pag. 1139],[5]. E possivel enconirar a constante de Lipschitz e o fator-g ana-
liticamente. Porém, isto ¢ desnecessdrio. Usar-se-4 os valores estimados durante a
realizacBo. As estimativas gerais sfo as mesmas para espagos compactos gerais e
para espacos de Hilbert com algoritmos nao ortogonais. Leva-se apenas em conta
a g-superlinearidade através do fator #; em cada iteragio, para obter melhores es-
timativas. O problema feste tem as seguintes constantes e funcoes, pelas quais é

possivel encontrar a resposta exata analiticamente:

m = n=1
Q = [0,1]
Au) = c?, c=1
k(z,y,w,u) = cos(yu)/2
g(z) = (1—sin(1))/2
u(z) = 1.

Os valores iniciais 880 ug(z) = u.(z) + 0.7 cos(9nz). S&o usados 20 pontos de
(Gauss para a integracao em £2.

Na figura 6.36 estdo os valores exatos da norma-£; do erro bem como as esti-
mativas usando a sequéncia {&;}, em dois graficos, um em valor absoluto e o outro
em valores relativos ao erro exato em cada iteracdo. Observe-se que, mesmo com
o valor ¢ = 1 - problema bem condicionado - a norma-£; do residuo superstima a

norma-fs do erro.
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Figura 6.36: Método de Newton - erros absolutos: exato, estimado e residuo. E

arros estimados relativos aos exatos.

6.5 Experimento 4 - GMRES, CGS e¢ GB

Introducao

Este experimento trata de estimativas e estratégias para a solucdo de problemas
lineares no método dos elementos de contorno - MEC. A experiéncia acumulada na
solucdo desses sistemnas é muito grande. Em Arajo[67] e Mansur, Aradjo e Malagh-
ini [76] alguns problemas foram solucionados com algoritmos e precondicionadores
diversos, pelo qual se concluiu que, dentre os diversos algoritmos testados, o cldssico
BiCG comportava-se melhor, a despeito de sua irregularidade na norma dos residuos.
Barra et al. [68], [69] usou com sucesso o GMRES e o GMRES(m), precondiciona-
dos ou nao, mostrando que eles conseguem uma mesma precisac na norma-fs dos
residuos do que o BiCG com ambos, menor tempo de cpu e menos interacdes. Com-
paracoes entrc o precondicionador de Jacobi & esquerda e & direita no GMRES,
feitas por Barra et al. [42] mostram que usando um escalonamento fisico, a muito
tempo um padrao mesmo com métodos de decomposigio [70], o precondicionador 3

esquerda comporta~se um pouco melhor.

Quando o problema ndo apresenta singularidades na solucao o GMRES, como
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muitos algoritmos, possuem uma certa independéncia da malha, o que também ¢
observado em equacdes integrais resolvidas por outros métodos que ndao o MEC,
mesmo em espagos de Banach [4]. Em problemas tri-dimensionais (elasticidade
linear com o MEC) sem singularidades [35], mesmo sem o escalonamento fisico, e
apenas com o precondicionador de Jacobi, esta independéncia existe. Pouquissimas

iteracoes sdo necessarias, nao havendo, em geral necessidade de reinicializagoes.

Se, por outro lado, as singularidades estdo presentes, a experiéncia acumulada
[68] diz que wm niimero de vetores auxiliares m ndo maior do que dez por cento
de n - o numero de equagdes - é em geral satisfatério para precisGes usuais. Barra
et al. [69] considera com sucesso métodos multi-niveis na solugho de tais sistemas.
O principal objetivo é reduzir a memdria auxiliar, e procurar manter um nvimero
aceitdvel de iteracGes e tempo de cpu. A experiéncia do autor diz que quando o
operador discreto converge para o seu ponto fixo, o niimero de iferacdes permanece

constante e independente do mimero de graus de liberdade do sistema.

A grande vantagem dos métodos de curta recorréncia como o BiCG e 0 CGS e
suas variantes (QMR, TFQMR) estd justamente em precisar de memdéria auxiliar
reduzida ¢ fixa. Para métodos como o GMRES o crescimento da memdria auxiliar
necessaria é proporcional ao mimero de iteracoes, e, a nfo ser por experiéncia em
problemas especificos, nao se pode prever com antecipacdo a memdéria necessaria,
mesmo a minima para garantir a convergeéncia do algoritmo. Isso pode ocasionar a
necessidade de reinicializacio estando o método j& muito perto da solugdo, quando
ndo a impossibilidade de solugdo. Um inconveniente enorme para o GMRES(m).
Ele é interrompido quando esta na fase g-linear ou g-superlinear, e sua reinicializacao
o leva a uma nova e duradoura fase g-sublinear, com o residuo sendo reduzido
marginalmente [34], se ndo & estagnacio. A qualidade do precondicionador tem
um papel marcante na minimizacac desses problemas. Nos exemplos que se seguemn
sao usados o escalonamento fisico e o precondicionador de Jacobi & esquerda. Os
resultados referem-sc ao sistema ja escalonado, e ainda nio precondicionado por

Jacobi,

Escolhe-se um problema plano tipico de mecénica da fratura, ji analisado vérias
vezes na literatura citada. A figura 6.37 contém os dados fisicos e geométricos. E
utilizado o recurso de simetria permitida pelo MEC. Para os elementos situados nos
cantos utiliza-se a técnica do nd duplo. Perto da regido da singularidade, a raiz da
fratura, a malha é mais refinada. Foram selecionados o GMRES(m) e o CGS para

estimativas de erros.
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Figura 6.37: Problema de Mecanica da Fratura - Geometria ¢ Propriedades.

Estimativas para o GMRES

O sistema escolhido possue 1196 equaces que correspondem a 1.43 x 10¢ palavras
de precisao dupla (real * 8) para armazenar a matriz dos coeficientes (11M B). As
comparacoes sio feitas na norma-f5 do erro. Nas figuras 6.38 e 6.39 estao os erros
relativos estimados (erro estimado/solugio corrente) e os exatos {erro exato/solucdo
exata) para o GMRES(30), com 12 ciclos (de 30 iterages) A solugio exata foi
tomada como a solucio por decomposicio de Gauss, pivoteada. As solugoes finais
entre o GMRES(30) e Gauss diferem a partir do décimo terceiro digito significativo.
Os gréficos contém também o indice conf = conf1 x conf2, definido anteriormente.
A degradacio das estimativas ocorrem para baixos valores de conf apenas no final
da realizacio, quando predominam os erros de aritmética finita, e 0 GMRES(30)
j4 nao consegue melhorar a qualidade da solugdo. A qualidade dos resultados para
os etros absolutos é completamente similar. As estimativas para o GMRES(45) e

GMRES(60) sdo ainda melhores, como esperado.

Estimativas para o CGS

O CGS é um algoritmo de métrica varidvel com recorréncia curta. Ele perfaz dois
produtos matriz-vetor por iteracdo e produz uma norma~f, do residuo bastante
irregular. A despeito desta irregularidade é bastante usado como inner-loop de

algoritmos tipo-Newton, como por exemplo o método de Newton inexato (ou trun-
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Figura 6.38: GMRES(30) - estimativas do erto relativo. Norma-¢, do erro. Usando
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Figura 6.39: GMRES(30) - estimativas do erro relativo (normalizado). Norma-£;, do

erro. Usando a sequéncia {&;}.
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Figura 6.40: Estimativas do erro relativo para o CGS de Schonauer.

cado, em otimizagi0). A razdo disso é que consegue fazer a norma-#, do erro de-
crescer consideravelmente, embora também de forma irregular, enquanto mantém
memoria auxiliar pequena e independente do mimero de iteragoes. Converge duas
vezes mais répido do que o BiCG. Schonauer [59] foi o primeiro a ter a idéia de
fazer uma minimiza¢io da norma-¢, dos residuos, a posieriori, sobre a sequéncia de
solugoes do CGS. Esta minimizacao, por nio interferir no algoritmo, nio me]hora-
a sua velocidade, mas apenas elimina as oscilagdes, produzindo longos patamares
de g-sublinearidades, tanto da norma-£; dos residuos como da norma-#, do erro.
Posteriormente, outros algoritmos foram criados, matematicamente equivalentes ao
CGS de Schonauer, e sem melhores caracteristicas de estabilidade (TFQMR. entre
eles). A estabilidade é um grande problema do CGS. Para algoritmos ¢80 irregulares
a melhor opgio é usar um mapeamento composto para estimar o erro. A figura 6.40
apresenta as estimativas da norma-£; do erro para A? com p = 30. Entre p — 5 a

p = 30 a qualidade das estimativas se equivalem. Para outras possibilidades, ver
[34).
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GMRES ¢ GB

H4 uma grande conveniéncia em fazer o GMRES(m) trabalhar em conjunto com o
GB(m). Sendo o primeiro um algoritmo de méirica fixa, com todas as vantagens de
minimizacao da norma-¢; dos residuos, possui a desvantagem de necessitar de lon-
gas recorréncias, principalmente quando hé singularidades na solugiio. O algoritmo
GB(m) é um método de métrica varidvel, porém com a possibilidade néo encontrada
em algoritmos como o BiCG, o CGS e variantes diversas os quais nao permitem uma
natural extensdo das bases para tratar aqueles problemas. Compondo as bases de
ambos 0s métodos de uma maneira consistente permite ndo apenas aumentar a
velocidade de convergéncia, como aumentar a robustez. Adicionalmente, pode-se
construir as bases do GB(m) minimizando alguma funcio epigrafica de interesse.
Entretamto, as possibilidades de compor um polialgoritmo gao muitas. No pre-
sente estagio, o autor deste trabalho procura desenvolver mecanismos consistentes
que justifiquem wma melhor estratégia, usando conceitos oriundos da solucao de pro-
blemas de viabilidade convexa, a ser relatada em outro trabalho. No que se segue

exemplifica-se uma possibilidade imediata com suas variantes.

A primeira possibilidade é, em semelhanca ao discutido no Experimento 1, usar
o GB(m) como atualizador de precondicionador para o GMRES(m). Esse tipo de
polialgoritmo serd mais eficiente quando o GM(m) servir de apoio a métodos de curta
recorréncia, em particular quando o precondicionador inicial for pobre, justificando
assim o uso de valores de m mais altos. Serd exemplificado na préxima subsecao,
guando da hibridizagao com o CGS.

Uma das mais interessantes consiste em usar o GB(m) como um método de
memdria. varidvel, recuperando as bases apenas das tltimas m iteracoes. Considere-
se o exemplo anterior de mecénica da fratura. As duas tabelas seguintes compara o
GMRES(m) com o GB(10)+GMRES(m). A primeira para 52 equagtes, e a segunda
com 1196 equacdes. Foi fixado o tamanho da base do GB a priori para facilitar com-
paracbes. A estratégia consiste em, antes de cada ciclo de 1 a ¢ do GMRES(m),
efetuar wma atualizacio do GB(10), que desta forma, completard suas bases no
inicio do décimo ciclo. No inicio do décimo primeiro ciclo, tendo-se esgotado a ca-
pacidade do GB(10), estipulada antecipadamente, despreza-se o primeiro elemento
da base, como em uma pilha, e efetua-se a décima primeira atualizacio (trocando
ponteiros), e prosseguindo desta forma. O ndmero de atualizagbes do GB(10) ao
longo da realizagéo é representado por k. O indice ¢ representa o niimero total de

iteragoes feitas pelo GMRES(m) em toda a realizagdo. A quantidade de produtos



6.5. EXPERIMENTO 4 - GMRES, CGS E GB 166

matriz-vetor serd portanto igual a i + k. Note que o GMRES(m) reinicializa (perde
todas as bases) cada vez que completa um ciclo com m iteragdes. O critério de
parada é apenas sobre o residuo, para poder comparar com 0 GMRES(m) puro. O
critério usado foi de ||fi]] < €]l foll, onde € = 10710, A solucfio inicial sempre é a
solugdo zg = 0. O tempo de cpu (computador sequencial) estd normalizado pelo

maijor. O simbolo * significa divergéncia.

Tabela 6.1 - 52 equagdes
GMRES(m) | GB(10)+GMRES(m)

m ¢ i cpu ¢ 1  k itk cpu
1 * % * X K* *  * *

2 x  x * 44 87 44 131 (.52
3 * * % 29 87 29 116 0.36
T * 18 90 18 108 (.29
10 45 450 1.00 9 84 9 93 0.26
15 12 170 038 6 71 6 77 022
205 99 024 4 65 4 69 0.17
25 3 57 017 2 49 2 51 0.14
30 2 52 012 2 48 2 50 (.14
3 1 3 012 1 34 1 35 0.12

Tabela 6.2 - 1196 equagdes
GMRES(m) | GB(10)+GMRES(m)
m ¢ i cpu ¢ i k i+k cpu
10«  * * * % *  * x
15 * = * 11 165 11 176 0.41

25 18 439 100 7 162 7 169 0.38
35 5 168 038 4 139 4 143 032
45 3 9 022 2 8 2 91 021
9 3 92 021 2 83 2 91 019
60 2 70 016 2 66 2 68 (.16
65 1 63 015 1 62 1 63 0.14

montagem do sistema: cpu = 0.08

solucdo por Gauss: cpu = 0.91
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E imediato que, com os dois algoritmos juntos, consegue-se mais robustez e uma,
economia substancial no tempo de processamento, tanto maior quantas forem as
intervencdes do GB. Torna-se vantajoso para tamanhos de base do GMRES(m)
pequenos. A medida em que se permite aumentar o valor de m no GMRES, nessa
estratégia, diminui o nimero de intervengdes do GB, e assim a eficiéncia da hibridi-

Zagao.

CGS e GB

A melhor estratégia para unir o GB ao CGS é melhorando o precondicionador origi-
nal para o CGS. Usando o mesmo exemplo anterior, com o mesmo critério de parada,

a tabela seguinte foi construida.

Tabela 6.3 - 1196 equagoes

GB(m)+CGS
m i cpu
0 106 1
10 53  0.57
20 35 046
25 32 047

Na tabela 6.3, inicialmente o CGS atua sem o auxilio do GB. Em seguida 3
realizagbes sao efetuadas com diferentes tamanhos de base para o GB(m). Como
antes, o precondicionador inicial € o de Jacobi. H4 um limite a partir do qual o
aumento de m nfo influencia sensivelmente a eficiéncia do CGS. A relacéo entre o
tempo de cpu miimo da tabela 6.3 e o da tabela 6.2 é de 1.21. Entretanto ha uma
substancial economia na memdria auxiliar (seis vezes menos). Indubitavelmente,

esta estratégia com o CGS é superior.

Algumas perspectivas

) aparente, a partir dos experimentos mostrados e de outros ndo apresentados,
que existe uma grande flexibilidade na construgio de algoritmos com a estratégia
proposta. Um fato marcante é que a hibridizacio sempre favorece o desernpenho de
alguma forma: ou tempo de cpu, ou diminuicdo da memdria auxiliar, ou ambos, ou

ainda aumentando a robustez.
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Todos os experimentos realizados constituiram-se em situacdes criticas. No ex-
perimento 1 houve a ousadia de precondicionar o CG com matrizes indefinidas,
a partir de precondicionadores nao simétricos. Os experimentos com o problema
da mecanica da fratura sao, pelo tanto que o autor tenha conhecimento, os mais
dificeis. Em experimentos cldssicos como chapas com furos circulares tracionadas,
os resultados sao bem melhores. Os precondicionadores iniciais foram sempre ma-
trizes diagonais, em detrimento de precondicionadores melhores.

H4 a necessidade de sistematizar os experimentos objetivando estratégias étimas
para diferentes objetivos: tempo de cpu, meméria, robustez.

Eistratégias mais sofisticadas estdo sendo testadas. Tanto em sistemas Hermi-
tianos como em ndo Hermitianos. Uma etapa concomitante é a implemeniacio em
SMP(s) - Symetric Multi Processors. A teoria para hibridizaces nesses sistemas
parece decorrer naturalmente a partir dos problemas de viabilidade convexa. Neste
caso, varios algoritmos, iguais ou distintos, seriam executados simultaneamente entre

os processadores simétricos, e reunidos com um algoritmo de projecdo em convexos
fechados.



Capitulo 7
Conclusoes e Futuros Trabalhos

Neste Capitulo sdo revistas as principais idéias e resultados que foram desenvolvidos

nesta tese, e sdo sugeridas algumas possiveis dire¢les para pesquisa posterior.

7.1 Conclusoes

Na Parte I foi estudada a qualidade de convergéncia de algoritmos iterativos sob
a hipétese de convergéncia do quociente da medida do erro - convergéncia-g. A
motivacdo para o estudo da convergéncia-q esteve na intuicao de que ela é a forma
de convergéncia desejada para algoritmos iterativos de qualquer espécie. Essencial-
mente, foram estudadas a geometria das realizagdes g-convergentes e a geometria
do processo g-linear. O objetivo do estudo da geometria do processo g-linear € a
compreensao dos mecanismos que levam & obtengio deste importante tipo de con-
vergéncia, na espectativa de construir algoritmos pelo menos global e localmente
g-lineares e, idealmente, localmente g-superlineares. O estudo das realizacoes g-
lineares visa a obtencao de estimativas confidveis de erro de algoritmos iterativos
em qualquer medida. O principal objeto de estudo s@o os algoritmos nos espagos de
dimensdes finitas.

No Capitulo 2 foi mostrado que existe uma propriedade de separacio entre as
diversas medidas de qualidade de convergéncia, pela qual pode-se concluir que nio
¢ suficiente estimar erros em uma determinada medida se o interesse é a quan-
tificagio da proximidade da solugiio em outra medida. Esta é uma das principais
motivagoes para a estimativa de erro em medidas arbitrarias. Procurou-se eviden-
ciar as deficiéncias de algumas quantificacées de qualidade de convergéncia quanto

aos seus potenciais para servir de ponto de partida para um estudo métrico da

169
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proximidade da resposta e da velocidade de convergéncia de algoritmos.

Foram também revistos os principais resultados da teoria méirica dos pontos
fixos, diretamente vinculados as estimativas de erro. Concluiu-se pela insuficiéncia
de resultados construtivos, e principalmente, pela enorme restricio que as atracoes
oferecem quando aplicadas aos principais algoritmos que estéo sendo usados nas

arquiteturas computacionais atuais e, potencialmente, do futuro.

No Capftulo 3, com defini¢Ges adequadas de realizacdo e de processo g-linear,
mostrou-se que a convergéncia-g comporta a geometria de um nimero bem maior de
algoritmos do que as atracoes béasicas da teoria métrica dos pontos fixos. Foi possivel
também expandir os resultados da convergéncia-q & convergéncia-r, mediante uma
nova definicdo, a convergéncia g-sublinear estrita que, semelhante & convergéncia
g-linear, garante a existéncia e a unicidade do ponto fixo sob condicoes pouco res-
tritivas. No estudo das realizacoes g-lineares e das g-superlineares de algoritmos
em espacos métricos completos e em espagos com produto interno, foi possivel es-
tabelecer cotas inferiores e superiores para o erro em qualquer medida ao longo das
iteracoes, cujas constantes podem ser convenientemente estimadas durante a reali-
zacao. Para as estimativas das medidas ortogonalizadas em algoritmos de projecio,
mosirou-se evidéncias numéricas de que as cotas superiores (exatas) fornecidas nio
podem ser melhoradas para nenhuma fase do algoritmo iterativo, e que as cotas

inferiores sao pelo menos assintoticamente exatas.

Uma das vantagens das estimativas oferecidas nesta tese, é que elas indepen-
dem de avaliacoes de propriedades dos operadores discretos, tais como ntimero de
condicdo e norma. Também, sfo validas igualmente em algoritmos para problemas

lineares e nao lineares.

Na Parte IT foi desenvolvida uma estratégia polialgoritmica para a solucio ite-
rativa de problemas lineares, como caso limite de estratégias para.sistemas 040
lineares, cujo objetivo principal é impor a convergéncia do quociente, a partir de
evidéncias do estudo prévio da sua geometria.

Nela, procura-se aprender e guardar informagées sobre o operador durante o
decorrer das iteragtes, dando ao precondicionador mais fungbes do que normal-
mente lhe é atribuida. Numa tentativa de contornar o Teorema de Faber e Man-
teuffel, cu seja, usar recorréncias mais curtas, tranforma-se o precondicionador em
um algoritimo de métrica varidvel. A métrica varidvel permite recolher bases fora

do subespacgo de Krylov.

A introdugao de medidas epigraficas permitiu uma solucao inica para o problema
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de separacio e computabilidade das normas de interesse geral. A estratégia foi
sistematicamente desenvolvida com o auxilio de wn algoritmo padrio que permite
a formagao de polialgoritmos convenientes.

Foram feitas aplicacbes em sistemas lineares siméftricos e néo simétricos com
resultados satisfatérios, usando a medida epigrafica do erro na norma-#;. Os algo-

ritmos bésicos usados na formagao de polialgoritmos exemplificados foram o (Good)
Broyden, o CG, o CGS ¢ o GMRES({m).

7.2 TFuturos Trabalhos

Durante o desenvolvimento das duas partes desia tese, muitas questoes cruciais sur-
giram, e vérias delas ficaram sem resposta. Ficaram também evidenciadas algumas
necessidades imediatas.

Do ponto de vista de estimativa de erros, a principal questao a ser respondida é:
pode-se estabelecer uma cota superior para os fatores-g da realiza¢io (ou pelo menos
do processo) de uma forma tdo geral quanto foram estabelecidas as cotas inferiores
? Parece ao autor perfeitamente possivel estabelecer estas cotas para algoritmos
especificos. De fato, essa iltima tarefa esta sendo desenvolvida para fatores-g do
processo para alguns dos algoritmos mais bem estabelecidos atualmente.

As estimativas para algoritmos com g-sublinearidades locais - nfio estritas - (em
uma medida especifica) ndo sfo t80 gratificantes. Embora o indice de confiabili-
dade funcione muito bem, ha a necessidade de melhorar a técnica de mapeamentos
compostos. Um valor baixo do indice de confiabilidade sempre corresponde a sub-
linearidades locais. O autor trabalha atualmente com técnicas de remetrizagoes
vislumbradas pela Proposicdo 16. Entretanto, a principal dificuldade esta no custo
computacional de remetrizar e retornar 4 medida de inferesse. Uma possibilidade
abre-se com a expressio (3.108) que relaciona o fator-g com a taxa p. Esta taxa,
normalmente, nao é dificil de ser obtida para algoritmos especificos. Talvez possa
ser estimada durante a realizacao, pelo menos por extrapolacio. A técnica de ex-
trapolacdo é usada com algum sucesso na estimativa de erros em estratégias adapta-
tivas em Elementos Finitos. Resultados nessa dire¢io serdo de grande importancia
pritica, ja gque a maioria dos algoritmos atualmente em uso para sistemas lincares
nao Hermitianos possuem sublinearidades locais.

Certamente, melhores estimativas de erros devem ser obtidas para cada algoritmo

em particular por andlise de suas propriedades e aplicagio dos resultados do Capitulo
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3. Este é um trabalho que estd sendo efetuado pelo autor, j4 com bons resultados
em vérios algoritmos de interesse, e que serd relatado posteriormente.

Dentro da formulacio de estratégias para sistemas lineares existem também
muitas questtes abertas e, principalmente, hd a necessidade de experimentos nu-
méricos sistematicos.

Para sistemas Hermitianos h4 a grande necessidade de encontrar uma atualizacio
de posto unitdario para trabalhar junto com o CG. O SR1 possui muitas das pro-
priedades adequadas para trabalhar como precondicionador no esquema algorftmico
proposto, como um precondicionador global. Entretanto, por motivos que o au-
tor ainda néo conhece perfeitamente, frequentemente colapsa na geragdo das bases
(breakdown). J4 o BFGS, uma atualizacéio de posto duplo, é o adequado para tra-
balhar em implementagdes elemento-por-elemento (EBE) - mantém a deficiéncia de
posto das matrizes - complementado com um precondicionador global (por exem-
plo, Jacobi). Testes preliminares com o BFGS o revelam promissor. Em ambos os
algoritmos é necessario projetar em uma distincia epigréfica adequada.

Para a estratégia proposta, hé ainda a necessidade de sistematizar os experi-
mentos maméricos com os trés algoritmos sugeridos: GB, CGS e GMRES(m), para
tentar estabelecer uma ou algumas combinagoes mais adequadas para problemas
com singularidades. Os testes conclusivos feitos até agora pelo autor resultaram
nas sugestoes do Capitulo 6. O autor enfatiza que os experimentos devem ser feitos
dentro de regras de controle (ciclico, remoto, randémico, ...} usadas na 4rea de
viabilidade convexa. Isso facilita a exploracio das potencialidades de paralelizacio,

para as quais aqueles controles foram desenvolvidos.
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