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NUMERICAL AND EXPERIMENTAL STUDY ON
THE STRENGTH CRITERION OF REINFORCED CONCRETE SLABS.

Marta de Souza Lima Velasco
AUGUST, 1994

Thesis Supervisors: Prof. Yosiaki Nagato and Prof. Luiz Eloy Vaz
Department: Civil Engineering

Ultimate strength design of reinforced concrete slabs is usually based on the
so-called normal moment yield criterion developed by Johansen. According to recent
research, the surface obtained from Johansen's yield criterion overestimates the strength
of slabs subjected to pure torsional moments. There are experimental results published in

the researched literature only of slabs subjected to pure torsion.

The objective of this study is the numerical and experimental investigation of
orthogonally reinforced concrete slabs yield surfaces.

The experimental research comprises a series of eight orthogonally reinforced
concrete slabs loaded to failure and subjected to pure torsional moments. Five of them
simulated combinations of flexural and torsional moments using the equivalent slab
concept introduced in this work. The slabs dimensions are 1,6 m x 1,6 m x 0,13 m and
the geometrical reinforcement ratios range from 0,38% to 0,73%. |

In the numerical study, a methodology and a computacional program were
developed in order to obtain points of reinforced concrete slabs yield surface. The

computacional program results were validated by comparision with experimental results.

The numerical and experimental results were compared with the predictions



obtained from Johansen's yield line theory. The yield surface proposed by Johansen
overestimates the ultimate torsional resistance of slabs with moderate or high

reinforcement ratios and subjected to significant torsional moments.

The Johansen yield surface in the region where there are only ultimate flexural
moments acting in two orthogonal directions was also studied with the computacional
program developed.

A new yield surface is proposed based on the numerical and experimental
results. The equations of this surface are presented.

An analysis is made on how the proposed yield surface will affect the design of
reinforced concrete slabs, usually based on the Johansen's yield surface.
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Usualmente, a resisténcia dltima para projeto de lajes de concreto armado €
baseada no critério de escoamento desenvolvido por Johansen. Segundo pesquisas
recentes, a cldssica superficie obtida a partir do critério de colapso de Johansen
superestima a resisténcia a torgdo pura dos elementos de laje. Na literatura pesquisada
s6 ha resultados experimentais na regido de torgdo pura.

O objetivo deste rabalho € a verificagdo experimental e numérica da superficie
de colapso de lajes de concreto armado com armaduras ortogonais.

No trabalho experimental, oito lajes de concreto armado com armaduras
ortogonais € dimensdes de 1,6 mx 1,6 m x 0,13 m e taxas de armadura variando entre
0,38% e 0,73% foram ensaiadas até a ruptura solicitadas a tor¢do pura. Cinco delas
simularam solicitagdo de flexo-tor¢io através do conceito de laje equivalente,
introduzido neste trabalho.

No estudo numérico, foram desenvolvidos uma formulagdo ¢ um programa
computacional que permite obter pontos da superficie de colapso de lajes de concreto
armado. Os resultados obtidos utilizando o programa foram validados através de uma
comparagdo com resultados experimentais. Foi possivel estudar um grande nimero de
combinagdes de esforgos.



Os resultados numéricos e experimentais foram comparados com os resultados
obtidos utilizando o critério de Johansen. A superficie de colapso proposta por Johansen
conduz a resultados contra a seguranga, principalmente na regido onde o momento
torsor atuante possui valores significativos em relagdo aos momentos fletores e quando a
taxa de armadura € alta ou média.

Com o programa computacional desenvolvido foi pesquisada também a regido
da superficie de Johansen correspondente a momento torsor nulo e momentos fletores de
plastificagio atuando em duas dire¢des ortogonais.

As andlises experimental € numérica realizadas permitem visualizar as
corregdes necessdrias na superficie de Johansen de modo a melhor representar a
superficie de colapso em lajes nas diversas regides ( tor¢do pura, flexo-torgdo e flexdo
pura ). Uma nova superficie de colapso € proposta. A dedugdo das equagdes desta
superficie € apresentada.

A superficie de colapso de Johansen ¢ utilizada correntemente no
dimensionamento de lajes. Com base neste fato, analisa-se as modificaces que a nova
superficie produz no dimensionamento e como tratar matematicamente o problema.
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CAPITULO 1
INTRODUCAO

A verificagdo € o dimensionamento de lajes de concreto armado s3o problemas
que ocorrem normalmente no célculo estrutural. Uma estrutura € projetada €
dimensionada com os objetivos de afastar a possibilidade de colapso e de atender as
condi¢des de utilizagfo para cargas em servigo.

O dimensionamento ¢ a verificagio a solicitagdes normais de elementos
estruturais lineares de concreto armado ( vigas, pilares, ... ) parte dos esforgos seccionais
fornecidos por modelos jd consagrados de andlise, e se apoia em recomendagbes bem
definidas nas normas. No caso de lajes de concreto armado ainda hd controvérsias no
que concerne ao dimensionamento das armaduras ortogonais, uma vez que existem
indmeros modelos disponiveis para a andlise e o dimensionamento deve ser consistente

com o modelo adotado.

O dimensionamento de lajes geralmente € baseado no teorema do limite inferior,
sendo necessdrio encontrar uma distribuicdo de momentos tal que as condigdes de
equilibrio sejam satisfeitas e a resisténcia ndo seja excedida em nenhum ponto da laje. Se
estas condigdes sdo satisfeitas e a ductilidade € garantida, a carga de colapso da laje €

maior ou pelo menos igual & carga de projeto, € a seguranga estd garantida.

Com base no teorema do limite inferior, virios modelos simplificados sdo
utilizados para calcular os esforgos nas lajes ¢, a partir dos mesmos, dimensiona-las.
Por exemplo, processos baseados no método das faixas de Hillerborg, como o de
Marcus, nfo fornecem momentos torsores nas lajes e os momentos fletores t€m valores
maiores que aqueles obtidos por uma andlise mais exata. O dimensionamento, a favor da
seguranga, recai num problema de flexdo simples nas dire¢des ortogonais, podendo ser
muito antiecondmico.

H4 uma tendéncia crescente para a utilizagio de programas de elementos finitos
na andlise dos esforgos internos em lajes, principalmente quando sio utilizadas lajes lisas.
Estes programas fornecem em cada ponto os momentos fletores e os torsores que devem
ser levados em conta no dimensionamento, sob pena de comprometer a seguranga. O
dimensionamento de lajes com consideragido de momentos torsores estd pouco difundido
no meio profissional e € questionado no meio académico ¢ cientifico. Falta, inclusive,
literatura sobre o assunto,



O objetivo deste trabalho € o estudo experimental e numérico das superficies de
colapso, no espaco dos esfor¢os seccionais, de lajes de concreto armado com armaduras
ortogonais. Estas superficies sio utilizadas para dimensionamento, verificagdo da
seguranga ponto a ponto, andlise elasto-pldstica e andlise limite de placas e cascas de
concreto armado. O dimensionamento étimo consiste em determinar qual a superficie
que possui volume minimo ¢ envolve todos 0s pontos correspondentes s tensdes ou
resultante de tensdes solicitantes.

Superficie de colapso ou superficie de escoamento € definida como o lugar
geométrico das combinagdes independentes das componentes do tensor das tensdes ou
das resultantes das tensdes que provocam a plastificagado do material. Matematicamente,
a superficie de escoamento € definida por uma relagao funcional entre as componentes
do estado de tensbGes num ponto. A resisténcia do concreto submetido a um estado
multiaxial de tensdes € uma fungdo do estado de tensdes € deve ser determinada levando
em conta a interagio de todas as componentes do estado de tensdes. De acordo com os
postulados da plasticidade, a superficie de escoamento deve ser continua e convexa,
podendo ser regunlar ou ndo-regular,

Para materiais heterogéneos, como o concreto armado, a determinagdo dessas
superficies € complexa, apesar delas existirem em uma grande variedade para os

materiais homogéneos.

Nos métodos de andlise limite, pelo teorema do limite inferior, as superficies de
colapso representam as restrigdes de um problema de programagio matematica
[MENES0].

Uma superficie de colapso a nivel de esfor¢os seccionais é também a informagdo
bésica da andlise elasto-plastica de um material pldstico em elementos estruturais onde o
conceito de resultante de tenses € mais 1til do que o de tensdes como em vigas, lajes,
cascas eic...

Um critério de escoamento define a resisténcia de um dado elemento de laje
submetido a um campo geral de momentos. Usualmente, a resisténcia tilima para
projetos de lajes de concreto armado € baseada no critério de escoamento introduzido
por Johansen [JOHA43] e posteriormente desenvolvido por Nielsen [NIEL63],
Massonet ¢ Save [MASS63], Wolfensberger [WOLF64], Kemp [KEMP65], Morley
[MORLG66], Lenschow e Sozen [LENS67], [MASS72], [Park80] e [NIEL82]. Johansen
desenvolveu uma metodologia para obtengdo de superficies de colapso para lajes de
concreto armado. A teoria das chameiras pldsticas utiliza esta superficie, ndo



diretamente, mas usando todos 0s conceitos que levam a obtengdo da mesma. O método
de Wood, que € o método mais conhecido para o dimensionamento de placas solicitadas
por esfor¢os de flexdo e torgdo, € baseado no critério de escoamento de Johansen.

Segundo pesquisas recentes { MART87a,b ], [ AFONS89 ], a classica superficie
obtida através do critério de Johansen superestima a resisténcia A tor¢do pura dos
elementos de laje. Na literatura pesquisada sé hé resultados experimentais na regido de
torgao pura. Portanto, o método de Wood que € baseado nesta superficie, pode conduzir

a resultados contra a seguranga.

O twrabalho estd organizado em oito capitulos, sendo esta introdugdo o primeiro
deles.

No capitulo II estio resumidos os conceitos fundamentais da teoria de
Johansen, a superficie obtida através deste critério e o desenvolvimento analitico desta
superficie.

No capitulo III, o trabalho experimental € descrito. Inicialmente coloca-se o
conceito de laje equivalente ¢ a escolha dos modelos. Os materiais utilizados, a
fabricacdo dos modelos, a montagem, a instrumentagio dos ensaios e os resultados
obtides sdo apresentados.

O capitulo IV aborda o trabalho numérico. Apresenta-se a metodologia
proposta, cuja primeira versdo foi desenvolvida em [AFON89], o modelo implementado
¢ a solugdo das equagbes nao-lineares utilizando o método de Newton-Raphson
convencional.

No capitulo V, os resultados numéricos e experimentais sdo comparados e
analisados. Estes resultados sio comparados também com os resultados obtidos

utilizando a teoria de Johansen. Uma nova superficie de colapso € proposta.
No capitulo VI, as equagdes da superficie de colapso proposta sio deduzidas.

No capitulo VII, o método de Wood, para dimensionamento de lajes solicitadas
por flexo-tor¢ao, que utiliza de forma indireta a superficie de Johansen € discutido.
Analisa-se como a nova superficie de colapso influencia no dimensionamento € como
implementd-la quando a ferramenta utilizada € a programagio matemdtica.



No capitulo VIII sic apresentadas as conclusdes deste trabalho e algumas
sugestdes para pesquisas posteriores.



~ CAPITULO I
CONCEITOS FUNDAMENTAIS

2.1. A Superficie de Colapso de Johansen
2.1.1. O Critério de Johansen

Um critério de escoamento define a resisténcia de um dado elemento de laje, no
caso, submetide a um campo geral de momentos. Usualmente, a resisténcia dltima para
projetos de lajes de concreto armado € basecada no critério de escoamento desenvolvido
por Johansen [ JOHA43] e posteriormente por [ NIEL63 ], [ MASS63 ], [ WOLF64 ],
[KEMP65 ], [ MORL66 ], [ LENS67 ], [ MASS72 ], [ PARK80 ] ¢ [ NIELS82].

A condigfo de escoamento de Johansen € baseada no seguinte critério fisico: "O
escoamento ocorre quando o momento fletor atuante em uma se¢do transversal de
inclinagdo 8 em relagdo ao eixo x (fig.2.1 ) atinge um certo valor que depende apenas do
dngulo 6 € dos momentos resistentes nas diregBes das armaduras" [ MASS72 ]. Isto
significa que, na condigio de escoamento da laje, este critério considera que a resisténcia
de uma segio depende apenas do momento normal de flexdo, sendo por esta razio
também conhecido como o critério de escoamento do momento normal [ NIELS?2 ].

Com relagio ao comportamento pldstico do material, o critério de Johansen

assume as seguintes hipéteses basicas :

1. A taxa de armadura existente ¢ suficientemente baixa para impedir que a laje entre
em colapso pelo esmagamento do concreto comprimido antes do mecanismo de
colapso ter sido formado.

2. As forgas cisalhantes nfo possuem efeito aprecidvel na ruptura da laje.

3. Os esforgos de membrana t€m influéncia negligencidvel no colapso da laje.



801

Figura 2.1 - Pardmetros bdsicos do critério de Johansen
Descricao do Critério

No critério de Johansen, a linha de escoamento real, ou a linha de plastificacdo,
¢ definida como a linha no plano da laje onde as rotagdes pldsticas ocorrem e através da

qual as barras estdo escoando.

O momento resistente ultimo, por unidade de comprimento, que atua numa
linha de ruptura que faz um 4ngulo qualquer com uma das dire¢Ses das armaduras €
obtido a partir dos momentos resistentes ltimos nas dire¢des das armaduras. A figura
2.2 mostra uma linha de ruptura real que, por simplificagdo, pode ser substituida por uma
linha ficticia "escalonada" correspondente a uma série de pequenos degraus ortogonais a
cada uma das dire¢Oes da armadura.

O momento dltimo que atua numa linha de ruptura genérica € obtido por

consideragdes de equilibrio em um ¢lemento infinitesimal, de acordo com a figura 2.3.
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Figura 2.2 - Linhas de plastificago real ¢ ficticia numa laje de concreto armado.
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Figura 2.3 - Diagrama de momentos resistentes num elemento de laje.

Fazendo-se o equilibrio nas diregdes "n" e "t", chega-se a:

Mg, =Mpz COS* O+ m, sen’0 (2.1)

My = (M, —M,y) SenOcos 6 (2.2)



Apesar do critério de Johansen ser estabelecido apenas para momentos normais
a linha de escoamento, o tnico caso em que 0 momento torsor resistente € nulo € quando

m,, =m,, . Neste caso, a laje € dita estar armada isotropicamente.

A determinagio do momento solicitante na dire¢io normal & linha de ruptura
( m, ) para um campo de momentos atuantes generalizado ( m_, m,, m, ), se da também

por consideragles de equilibrio para um elemento infinitesimal, como mostra a figura
2.4.

Figura 2.4 - Diagrama de momentos solicitantes em um elemento de laje.

Fazendo-se as consideragdes de equilibrio no elemento indicado na figura 2.4,
chega-se a:

m, = m, cos’ 6+ m,sen’0 +mysen 20 (2.3)

A condic¢io de escoamento fica, entdo, estabelecida quando o momento normal

solicitante ( m, ), torna-se ignal ao momento normal resistente dltimo ( /,, ), ou seja:

m=m (2.4)

nu

Para lajes armadas em ambas as faces, superior e inferior, consideram-se 0s
_ momentos normais resistentes dltimos de forma independente um do outro, ou seja :



m,, - momento normal resistente 1iltimo obtido a partir dos momentos resistentes Gltimos
nas diregBes das armaduras inferiores ( m,, e m,, ). A linha de ruptura correspondente &

chamada de charneira positiva.

my, =my, cos’ 0+m;, sen’d (2.5)

m._ -

nu

momento normal resistente ltimo obtido a partir dos mormentos resistentes ultimos
nas dire¢Ses das armaduras superiores ( »2,, e m,, ). A linha de ruptura correspondente é

chamada de charneira negativa.
- - ) - 2
m, =m, cos 8+m, sen 0 (2.6)

Segundo o critério de Johansen, a condi¢do de escoamento fica estabelecida

quando o momento normal solicitante ( m, ) torna-se igual ao momento normal

resistente ultimo ( m,, ), ou seja, o critério de resisténcia na sua forma geral € dado por :
m. <m <m’ 2.7

2.1.2. Superficie de Colapso Obtida Através do Critério de Escoamento de
Johansen

De acordo com o critério de escoamento de Johansen, o lugar geométrico dos
pontos de ruptura € dado por m,, =m,. Considerando o seguinte caso:

mho=m (2.8)

a utilizagio das equagdes (2.3) e (2.5) em (2.8) resulta em:

+ 2 + 2 2 2 -
m, €0s” 0 +m,, sen’ 6 —m, cos” 0—m, sen” B —rm,, sen20 =0 (2.9
onde:
y, my, myy, = MOMENtos solicitantes
My, ,m,, = momentos resistentes iiltimos positivos nas dire¢des x e y, respectivamente

6 = diregdo de formagao da charneira pldstica com relagio ao eixo x.
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Esta condigdo de igualdade representa, para um dado 0, um plano no espago
dos momentos my, my, my, [MASS 72].

Dividindo-se a equagio (2.9) por cos?0

m}, +my an® §—m_ —m, tan’ 6 —2m,, tanf =0 (2.10)
ou ainda:
m—m, m,,—-m
2”’;3 e’+ p’2 L tan§ —m,, =0 (2.11)
n

A expressao (2.11) estabelece o critério de resisténcia como fungéo do dngulo 9
ou seja:

£(8)=0 (2.12)

#

A condigio de minimizacio do excesso de resisténcia ¢ obtida da seguinte

forma:
) _, (2.13)
4o
Derivando-se a expressio (2.11) com relagfio a 6, chega-se a:
+ +
mp,, -m, mp}, - m).
- =0 2.14
i: sen’ O ]+|: cos? @ jl - ( )
ou ainda:
2 + _
S«E‘:I‘l e _ mpx mx (2-15)

2 4
cos“ 6 My, —m,

Portanto, o valor de 9 que minimiza o excesso de resisténcia e pode conduzir a
formagio da charneira pldstica € dado por:

tang = 2z (2.16)
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Considerando-se agora que a direcdo © de minimizagdio do excesso de
resisténcia corresponde & condigfio de escoamento ou de formacgio da charneira pléstica,
a substitui¢do da expressdo (2.16) na expressdo (2.11) conduz a:

+ + _ + _ +
My, —My mpy my, My, -m, My, —m, _ - 217
2 + + 2 + mx)' =0 ( N )
mpx m, mpy_my

Multplicando-se ambos os lados da expressdo por

+ +
Jmpx m, ‘/mpy m),

obtem-se:

ly + + +

E(mpz —my )(m;y —my ) +";_(mpy _my)(mpx My ) = mxy\jm;x —my Jmpy —my

(2.18)

ou ainda:

(m;x —mx)(m;y—my)=m,me;, -m, Jm;y—my (2.19)

Elevando-se ao quadrado ambos os membros da expressio (2.19):
(mt —m, )ty —my ) = m2, (2.20)

Procedendo-se de forma andloga para as charneiras pldsticas negativas,
chega-se a:

(m:,;Jr +m, )(m;y +my)= mfy (2.21)

onde m, € m, s3o os momentos resistentes ultimos negativos nas diregdes x € y,

respectivamente.

As expressoes (2.20) e (2.21) representam duas superficies cOnicas. A unido
dessas duas superficies d4 origem & Superficie de Escoamento de Johansen, que ¢ uma
superficie de ruptura biconica, representada pelas equagdes (2.20) e (2.21), ilustrada na
figura 2.5.
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Figura 2.5 - Superficie de ruptura obtida a partir do critério de escoamento de Johansen

2.1.3. Desenvolvimento Analitico da Superficie de Johansen

As equacdes (2.20) e (2.21) representam a superficie de Johansen:
(b, —m, Nty —m, ) = m, (2.20)

(m;, +m,)(m;y +m,)=mfy (2.21)

Desenvolvendo-se a expressao (2.20):

+ + 2 _ o+t
Mg M, + Mg i, — MMy, + ey = My My (2.22)

a equacdo (2.22) pode ser escrita matricialmente da seguinte forma:

. 0 ~-05 0f|lm, m,
(mxmymxy> -05 0 Ofim, +(m;ym;, O) m, »=mpm,, (2.23)
0 0 1]|my Mgy

ou ainda: M'AM+b'M=c (2.24)
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0 05 0 m,
A=|-05 0 0 b=1{m,
0 0 I 0

Para se determinar a expressio da superficie conica numa forma reduzida, na

qual os termos cruzados m,m, desaparecam, € necessario encontrar um novo sistema de

eix0s mx.mymz , de tal forma que a matriz A seja diagonal. Isto serd possivel a partir do

cdlculo dos autovalores e autovetores da matriz A.

Equagio caracteristica de A:

det(A-AT)=0
logo:

-A 05 0

0,5 - 0 [=0

0 0 (1-3)
ou ainda:

A2 (1-1)-0,25(1-1)=0

(1-2)(32 -0,25)=0

Portanto, os autovalores da matriz 4 sdo:

Cilculo dos autovetores de A:

Ay =—0,5 — AM =\ M
¢ 0,5 0]|m, m;
05 0 0 m, =—0,5¢ m,
0 0 1||m m

}\'1 - 0,5
?L2=0,5

(2.25)

(2.26)
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- 05my = - 05my
- 05m, = - O,Smy
Myy = — 0,5mx),

Portanto, o primeiro autovetor normalizado €:

_ t
(M,J =(0.707; 0,707; 0)

Ay =05 — AM =\,M
0 0,5 0]|m, m,
05 0 0|ym, =05 m,
0 0 1 My My
- 05 my = 05 m,
-05m, =05 my,
Myy = 05 Myy

Portanto o segundo autovetor normalizado €:

_ t
[M,) ={-0,707; 0,707; 0)

Ay =1 — AM =AM
0 05 0]im, my
0,5 0 0 my =1 m,
0 0] 1 My, My
- 05 my =y
- 05my = my

(2.27)

(2.28)
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Portanto, o terceiro autovetor normalizado é:

(n},,J' ~{0:0:1) 2.29)

O novo sistema de coordenadas (m.,my,msy) apresenta o0 €ixo ms paralelo ao

€iX0 myy € 0s demais eixos m: € m, , fazendo um dngulo de 45° no sentido anti-horério
em relagdo aos €ixos m, ¢ my, respectivamente, tal como indicado na figura 2.6.

, Mxy = I'l_'\xy

/7
//

.// My
45
My
45

mx

mx

Figura 2.6 - Sistema de €ixos mx, my € my em relagdo ao sistema m, m em,,

A base de autovetores B fica, entdo, definida por:

 [0,707 -0,707 0
B=|0,707 0,707 0 (2.30)
0 0 1
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A relagdo entre os sistemas de eixos m € m, expressos respectivamente na base

candnica e na base de autovetores, é dada por:

M=BM (2.31)
Substituindo-se a expressdo (2.31) na expressdo (2.24), chega-se a:
M'BABM+b)BM=c¢ (2.32)
Desenvolvendo-se a expressdo (2.32):
0,5 0 0]([m=x
(m:mymgy)| 0 05 0|4m, b+
0 0 1|{m
7 (2.33)
0,707 0,707 0| mx
{mt,m?,0%0,707 0,707 0|{my | =mf, m?,
0 0 1||mx
ou:
(2.34)

s - 0,707 (st + ]+[?n'y+o,7o7(m;,—m;y)]2+2(E,,)2:0

A expressdo (2.34) representa a equagdo geral de um cone eliptico, como se
pode observar fazendo-se mx = constante, 0 que fornece a equagio de uma elipse no
plano mymyy .

O vértice V desse cone € dado por:

v=(0,707(my, +m}, ) —0,70%ms,—m},); o) (2.35)

A figura 2.7 ilustra o grifico do cone representado pela expressio (2.34), no

sistema de eixos mx, my € my.
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V = VERYICE

Figura 2.7 - Representagfo da superficie conica a partir das charneiras positivas
(equagdo 2.34)

Analogamente, partindo-se da equagdo (2.21) deduzida aplicando-se a condigdo
de escoamento nas charneiras negativas, chega-se A expressdo de uma superficie cdnica
no sistema mx, my € mxy, dada por:

[7x +0,707 (1, +m, )]2 +[y —0,707 iy, — i, )]2 +2(mn ) =0 (2.36)

A expressio (2.36) representa a equagdo geral de um cone eliptico cujo vértice
V € dado por:

V=‘(-0,707(m;,+m;y); +0,707(m5, ~mj, ), 0) 2.37)
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A figura 2.8 ilustra o grdfico do cone representado pela expressdo (2.36), no
sisterna de eixos mx, my € mxy.

V'« VERTICE

Figura 2.8 - Representagdo da superficie conica a partir das charneiras negativas
(equacido 2.36)

Intersegdo com o plano mx m,
Considerando-se my =0 nas equagdes (2.34) e (2.36), obtém-se:

[ ~0,707 (e}, + 3, ) = [y +0,707(m i, )| (2.38)

[7s +0,707 (i, + | =[m-0.707(ms - ms, i (2.39)
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Desenvolvendo-se as expressdes (2.38) e (2.39), chega-se a:

_Mx = ni_r +1,414 m;: (240)
mx =—my+1,414m,,

my=my~1,414m 2.41)
mx=—my—1,414m,, '

As equagdes (2.40) e (2.41) representam quatro planos que delimitam a regido
de intersegdo das duas superficies conicas, descritas pelas equagdes (2.34) e (2.36), com
oplano m.m, , tal como ilustrado na figura 2.9.

2

Mpy

My

N -
A,B,C,D s PONTOS DA CURVA

\N DE INTERSEGAO ENTRE

\ N 0S DOIS CONES
N

3
>

3
=

)

Figura 2.9 - Projecdo da superficie de Johansen com o plano mxm, , admitindo-se

+ - + -
mpz :tmpx #mpy ;tmm,
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Estudo de um caso particular

Seja, por exemplo, um caso particular em que as armaduras positivas da laje
sejam iguais nas duas diregdes (x € y) e as armaduras negativas também sejam iguais nas
duas direcdes (x e y). Admitindo-se, ainda, que as armaduras positivas e negativas sejam
diferentes, tem-se a seguinte relagdo entre os momentos resistentes dltimos:

Para este caso particular, a intersegdo da superficie de Johansen com o plano
mxmy € ilustrada na figura 2.10.

A,B.C.D ~PONTOS DA CURVA OE
INTERSECAO ENTRE 0S
DOIS CONES

Figura 2.10 - Projecio da superficie de Johansen com o plano mxmy , admitindo-se

o+ -
(mpx = mpr)i (mpx = mpy)
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Substituindo-se a expressio (2.42) nas expressdes (2.34) e (2.36),

respectivamente, chega-se a:
(s —1,414m, ) +(m, ) + 27 ) =0 (2.43)
(7 +1,414m5, ) +(my ) +2(min) =0 (2.44)

A intersegdo das duas superficies € obtida igualando-se as expressdes (2.43) e
(2.44), ou seja:

s, 4142, ) = +1,418m3, ) (2.45)

Desenvolvendo-se a expressdo (2.45), chega-se a:
e =0,707(m}, -, ) (2.46)

que representa a equagdo de um plano paralelo ao eixo myy Passando pelo ponto C
indicado na figura 2.10.

Substituindo-se a expressdo (2.46) em qualquer das duas expressdes (2.43) ou
(2.44), obtem-se:

(my ) +2(mn ) =[0,707(m2, - 2, ) -1, 4142, (2.47)
P f2

PX

ou ainda:

-1 (2.48)
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A expressio (2.48) representa uma elipse cujos eixos sdo dados por:

a= 0,70';'(1»1;I +m;x)

b= 0,500(17:;,"z +my, )

(2.49)

A figura 2.11 ilustra a curva de intersegdo entre as duas superficies cOnicas

representadas pelas expressoes (2.43) e (2.44).

Figura 2.11 - Curva de intersegdo entre as superficies conicas representadas pelas
. expressoes (2.43) e (2.44)
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De acordo com as expressdes (2.46) e (2.48) e com a figura 2.11, conclui-se
que:

A intersegdo entre as duas superficics cdnicas (expressdes 2.43 e 2.44) se d4 segundo
uma elipse situada num plano paralelo ao plano definido pelos eixos my € mxy.

O ponto D (figuras 2.10 e 2.11) representa a interseg@o da elipse (figura 2.11) com o
eixo my

¢ As coordenadas dos pontos A, B, C, D, E e F (figuras 2.10 e 2.11) no sistema
mamyms Sd0 dadas por:

A={0,707(mz = mz )i —0,707(mix+mz);  0)
B= (0,707(m;; —my )i 0,707(m, +m); 0)
¢ =(0,707(mp, —nry,): 0; )

D =(o,707(m;, —riy): 0,707(m?, - ni, ); 0)

E= (0,707(»:;, —m;,); 0; M My )
F=(0,707(m, - ); 0; 0,5(rm, +my,))

Intersegdo da superficie com o plano my, myy

O trago do plano de intersegdo dos dois cones (equagdes 2.20 e 2.21), que € a
reta BD, € representado analiticamente por:

m, = —my, - [M][m, — m, ] (2.50)
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A interse¢do da superficie de Johansen com o plano my, my, constitui a regido
delimitada pelas pardbolas de equagao:

m;,[m;y m),] = m, (2.51)
m;x(m;y + m),) =m}, (2.52)

A reta DB é, neste caso, degenerada no ponto H que determina o ponto de
transi¢do das equagdes acima, como mostra a figura 2.12.

§ Mxy

Mxyy

Moy

Figura 2.12 - Interse¢do da superficie com 0 plano my my,,

No caso geral, o ponto H se encontra fora da origem. Para o plano em questdo
{my = 0), o ponto H ¢ obtido utilizando esta particularizagdo em (2.50).

m,, + —— m (2.53)

¢ o correspondentg valor de myy, obtido a partir de (2.51) ou (2.52):

* e
Mgy = \lm;,m;, {—m”—m”:i (2.54)
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A equagdo (2.54), para o caso particular m,, = m,. € m,, =m,,, €

m‘ym) = 'Jm;xm;y = Jm;xm;)' (255)

que € o resultado obtido nas equagdes (2.20) e (2.21) para o caso em que my=m,=0. Ja

nocasec m'. =m’, e m__ =m;

ox = My o = My, , & equagdo (2.54) resulta em:

Moy, = Jmpxmpx Jmpy Moy (2.56)

Para o estudo da interse¢do da superficie com o plano mym,, procede-se
analogamente ao realizado para o plano My

2.2. Os Ensaios Apresentados no Trabalho de Marti, Leesti e Khalifa

O trabalho apresentado em 1987 por Peter Marti, Peter Leesti e Waseen U.
Khalifa [MARTS87a] descreve os ensaios, realizados por Leesti (1985) e Khalifa (1985),
de nove lajes de concreto armado com armaduras ortogonais, submetidas a tor¢do pura.
Os resultados sdio comparados com métodos propostos por vdrios pesquisadores € com
as recomendagdes dos codigos Americano (1983) e Canadense (1984) para estruturas de
concreto armado. Leesti realizou seis ensaios, sendo que em cinco deles houve ruptura
local no canto das lajes. As lajes tém dimensdes de 1,7m x 1,7m x 0,2m ¢ taxas geométricas
de armadura variando entre 0,25% e 1,0%. Em cada modelo, as armaduras positiva €
negativa na mesma diregdo sdo iguais. As taxas geométricas de armadura nas duas
diregdes (py e py) sdo as seguintes: p, = p, =0,25%; py=p,=0.5%; py=py=1.0%;
Px = 2Py = 0.5%; p, = 4p, = 1.0%; p, = 2p, = 1,0%. Khalifa repetiu trés destes
ensaios, utilizando sempre uma armadura vertical suplementar ao longe dos bordos das
lajes para evitar a ruptura nos cantos. Foram ensaiadas as lajes com as taxas de
armadura: p, = py=0.25%; py=py=10% ¢ p,=4p,=1,0%.

O uso da mesma armadura para se obter lajes com o mesmo momento de
plastificag@o nas duas diregOes € criticavel porque a armadura nestas dire¢des néo
poderia ser a mesma, uma vez que elas estio necessariamente em camadas diferentes;
conseqgilentemente, os bragos de alavanca para o cdlculo dos momentos nfo sdo iguais.
O mesmo raciocinio € vélido quande se pretende outras relagdes entre os momentos: néo
€ correto simplesmente multiplicar a armadura pelo fator desejado.

A comparagfo entre a carga ultima experimental e a obtida utilizando a teoria

de Johansen para as lajes ensaiadas mostrou que os valores obtidos nos ensaios sdo
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menores, entre 5% ¢ 46%. As recomendagdes apresentadas pelos cédigos Americano
(1983) e¢ Canadense (1984) sdo a favor da seguranga quando comparadas com os
ensaios, sendo os valores das resisténcias ultimas experimentais entre 3% e 41% maiores
que os previstos pelo cédigo Canadense (1984) e entre 8% e 117% maiores que oS
previstos pelo primeiro. No entanto, os dois codigos permitem que o projetista utilize o
critério de Johansen, que € comprovadamente contra a seguranga no caso de torg¢do pura

¢ significativa taxa geométrica de armadura.

A determinagdo do momento torsor ultimo, utilizando a andlise limite pelo
limite inferior, deduzida por Nielsen (1963) ¢ apresentada em Marti et al. [MARTI 87b],
tem boa aproximagio quando comparada com os resultados experimentais. E utilizada
uma tesisténcia & compressio reduzida para o concreto, ignal a 0,45 da resisténcia obtida
no €nsaio a compressdo, para levar em conta o efeito da trag@o transversal.

O trabalho experimental descrito mostra claramente que a teoria de Johansen
conduz a resultados contra a seguranga para lajes com armaduras positivas € negativas
iguais e taxa de armadura alta, submetidas 2 tor¢fo pura. H4 necessidade de se pesquisar
o comportamento de lajes submetidas & flexo-tor¢do € de se propor uma corre¢io para a
superficie de colapso.



CAPITULO I
ESTUDO EXPERIMENTAL

3.1. O Conceito de Laje Equivalente

O comportamento de lajes submetidas 3 tor¢do pura ou A flexdo pura €
relativamente bem conhecido. H4 verificages experimentais mostrando que as hipSteses
de Johansen superestimam a resisténcia da laje sujeita a tor¢do pura [MART87a). Na
literatura pesquisada ndo foram encontrados resultados experimentais levando em conta o
efeito flexdo x tor¢do. Com base neste fato, surgiu o interesse em determinar
experimentalmente alguns pontos da superficie de colapso na regifio de interagfo flexdo x
tor¢do. Um estude da superficie de colapso de Johansen mostrou que, para estudar um
ponto de uma laje submetido a flexo-torgio, € possivel realizar uma translagfo desta
superficie, determinando uma laje auxiliar que foi denominada de laje equivalente. O ponto
de tor¢do pura da superficie de colapso da laje equivalente reproduz o ponto de flexo-
torgdo da superficie de colapso da laje original. Portanto, € possivel realizar um ensaio
com a laje equivalente submetida & torgdo pura, em vez de realizar um ensaio com a laje

original submetida a flexo-torg¢do, para a verificagdo da superficie de colapso.
3.2, Modelos Ensaiados
3.2.1. Dimensionamento dos Modelos

Para o dimensionamento dos modelos foi utilizado um programa que dimensiona
¢ verifica estruturas de concreto armado segundo os critérios de estado limite da
NBR6118. Foram utilizados conceitos bdsicos sobre a configuragdo deformada de uma
se¢do de concreto armado em geral e no estado limite de ruptura, de acordo com a norma
brasileira. Os esforgos resistentes correspondem a uma dada configuragiio deformada da
secdo, € podem ser obtidos quando sdo conhecidas as caracteristicas mecinicas do
concreto € do ago da armadura. Foram estabelecidas relagdes momento fletor versus
curvatura e esfor¢o normal versus deformagio normal de uma se¢ido. Com a utilizagio
destes conceitos foram estabelecidos algoritmos, respectivamente, de dimensionamento e
verificacgdo.

3.2.2, Denominacao ¢ Dimensdes das Lajes
Apés a revisdo bibliogrdfica, levando em conta as condicbes de ensaio do

Laboratério de Estruturas do CT/UFRJ, utilizando o programa de dimensionamento e
verificagd@o e o conceito de laje equivalente acima citados, foram definidas oito lajes, todas
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com 1,60 mx 1,60 m x 0,13 m ¢ taxas de armadura variando de 0,38% a 0,73%. As lajes
foram ensaiadas a torgio pura, divididas em trés grupos. Grupo 1: Laje L1, com
momentos de plastificagdo positivos e negativos iguais entre si e iguais nas duas direges,
e trés lajes equivalentes, L1A, L1A2 ¢ L1B, simulando solicitagdes de flexo-torgdo.
Grupo 2: Laje L2, com momentos de plastificagio positivos e negativos iguais entre si,
sendo o momento numa dire¢do o dobro do momento na outra dire¢do, e duas lajes
equivalentes, L2A e L2B, simulando situagbes de flexo-tor¢do. Grupo 3: Laje L3, com

caracteristicas semelhantes as da laje L.1, apenas com uma taxa de armadura menor.
3.2.2.1. Definicao das Lajes Equivalentes do Grupo 1

A laje L1 possui momentos de plastificagio positivos e negativos iguais entre si e
iguais nas duas diregdes, ou seja:

Serdo analisados a seguir alguns pontos da superficie de colapso de Johansen,
representada pelas equagdes ( 2.20 ) e ( 2.21 ), para a laje L1.

Ponto O na laje L1, referente a figura 3.1, solicitagdo de torgdo pura, m, =m, =0

(m-0)}m-0)= mfy

Ponto A; na laje L1, referente & figura 3.1, solicitagio de flexo-torgdo,

A laje equivalente deve ter uma superficie de colapso tal que ao ponto A da
superficie de colapso da laje original L1 ( flexo-torgdo ) corresponda o ponto O da
superficie de colapso da laje equivalente L1A ( tor¢io pura ), conforme mostra a figura
3.1. Os momentos de plastificagdo da laje equivalente L1A dependem dos momentos de
plastificacio da laje original L1, e valem:
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'+ _mpx m
e )
- _ px m_3
me—mpx'f' 2 —m+'5'"‘§m
+

v My m
M=ty

- _ Py _ _3
mpy—mpy+ m+2—5m

Amy
ot
B PY A
Laje L1
Al /
B1 o
- -
m + m
px mpx x
C D
-
Py
Ci / D1
Laje L1A

Figura 3.1 - Proje¢do da superficie de colapso de Johansen no plano m, my, para a laje

L1 e laje equivalente L1A
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Ponto O na laje equivalente L1A, solicitagdo de tor¢do pura, m, = m, =0

Entdo, ao ponto Al, submetido a flexo-tor¢do (m, =m, =m, =-’g—), pertencente a

laje L1 com  m, =m,, =m?, =m>, =m, corresponde o ponto O {mx=m, =0 my =2)

pertencente a laje equivalente L1A com:

m+ _m+ m
px =Wt py =0T

2
- - 3m
mpx:m;:)=7

A laje equivalente L1B que simula em um ensaio de tor¢do pura a situacfio de
flexo-tor¢do representada pelo ponto Do referente a laje L1, tem os seguintes momentos
de plastificagio:
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+
+ mpz m
mpx:' =—
2 2
- I
mp1=m + == = m

mL—mQﬁ% %m;),-“——m
- m,
(R T
Laje L1B
Am
' Y
B2 A2
+
B myyi A
Laje L1
/
0
-
m- +
px m m,
for) D2 px
C m D
Py

Figura 3.2 - Projecio da superficie de colapso de Johansen no plano m, my , para a laje
L1 e laje equivalente L1B
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Ponto O na laje equivalente L1B, solicitagdo de tor¢do pura, m, =m,=0

R

B
mxy ——-2—m

Entdo, ao ponto D, submetido & flexo-torgdo (m,=—m =

m il
y=2 € my _Tm)'
pertencente a laje L1 com m,,=m, =m, =m, =m, comresponde o ponto O
(m, =m,=0 € my= %m) pertencente a laje equivalente L1B com

+ . m
mpx:—
2

mpx =—m
2

mpy =+m

Mpy =

3.2.2.2. Definicao das Lajes Equivalentes do Grupo 2

A laje L2 possui momentos de plastificago positivos e negativos iguais, sendo
que o momento em uma dire¢io € o dobro do momento na outra diregao.

Serdo analisados a seguir alguns pontos da superficie de colapso de Johansen,
representada pelas equagdes ( 2.20 ) ¢ ( 2.21 ), para a laje L2.

Ponto O na laje L2, referente a figura 3.3, solicitagdo de torgdo pura, m, =m, =0
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(O ponto M € a intersegdo das retas BD e AM)

[Zm—zm][m +lm] =m?
3 3 -

A laje equivalente deve ter uma superficie de colapso tal que ao ponto M da
superficie de colapso da laje original L2 ( flexo-torgdo ) corresponda ¢ ponto O da
superficie de colapso da laje equivalente L2A ( torgdo pura ), conforme mostra a figura
3.3. Os momentos de plastificacdo da laje equivalente L2A dependem dos momentos de
plastifica¢fo da laje original L2, e valem:

o+ 2 4
" pa =2m—§m=w3—m
- 2 8
Mpx=2m+—m=—m
3 3
mh =mitm=
PY 3 3

mpy :m_§m=§m



34

‘ n

Laje12A y
B1 * Al

B A

o 4509
4 —-

C1 M m mx

C f D

Laje L2

Figura 3.3 - Projegdo da superficie de colapso de Johansen no plano m, m,, para a laje
L2 e laje equivalente L2A

Ponto O na laje equivalente L2A, solicitagdo de torgdo pura m, = my =0

(im—OJ(im—0J= ms,
3 3

Entdo, ao ponto M (m.=%2m  my=-im  ms =%m) pertencente 2 laje L2,
I

+ _ - + - _ — _ 4
com my, =mp, =2m € m, =m, =m, corresponde o ponto O (m, =m, =0 e My =%m)

pertencente a laje L2A com:
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m'+ —4m
px =
3
Mpx=—"Mm
+ 4
mpy -—;m
Mpy=Tm

A laje equivalente L2B que simula em um ensaio de torgdo pura a Situagao de

flexo-torgdo representada pelo ponto P referente a laje L2, tem os seguintes momentos de

plastificagdo:
+ 4 2
Mmp =2m——m=—m
3 3
my —2m+im—Em
# 37 3

+ 1 2
mpy =m_§m:§m

- 1
Mpy=m+-—m=—m
oy 3M=3
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‘ m
y
Laje L2
B = AA
B2 450
L 4]
\ A .
m
b 4
C D
C2 '/ D2
Laje L2B

Figura 3.4 - Projecio da superficie de colapso de Johansen no plano m, my , para a laje
L2 e laje equivalente L2B

Ponto O na laje equivalente L2B, solicitagio de torgio pura, m,=m,=0

Gro)3m-o)-r

mxy -—-Em
Entdo, ao ponto P (m, =4m m,=3m » =%m) pertencente 2 laje L2 com
- —2
(mp,=my, =2m ¢ My =My, =m m), corresponde o ponto O (m, e my,=%m)

pertencente a laje L2B com:
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m-+ 2
px =M
3
— 10
M
-+
Mpy ="M

A partir destes resultados, todos os ensaios foram realizados com as lajes
submetidas a tor¢do pura. As lajes L1A, L1A2, L1B, L2A e L2B reproduziram o
comportamento flex&o x tor¢io e as lajes L1, L2 e L3, tor¢ao pura.

3.2.3. Armadura das Lajes

A armadura das lajes ¢ constituida por barras de ago horizontais retas que se
estendem ao longo de toda laje, sendo a ancoragem feita com ganchos, de acordo com as

recomendacdes da norma brasileira.

Para evitar a ruptura das lajes nos cantos, onde hd cargas concentradas, foi
colocada uma armadura vertical de reforco, constituida por barras retas de ago de
didmetro de 6,3 mm com ganchos nas duas extremidades, com a forma de um [ ou de um
S dependendo da situagdo.

Nas lajes L1 e L3 como se deseja momentos de plastificagdo iguais nas duas
dire¢des, a armadura interna € um pouco maior, porque o brago de alavanca é menor.

As figuras 3.5 a 3.12 mostram detalhes da armagio das lajes.

As figuras 3.13 e 3.14 mostram detalhes da montagem da armagio, do reforgo e
a armagao colocada na forma.

As taxas de armagao das lajes L1, L2 e L3 foram escolhidas e das lajes L1A,
L1A2, L1B, L2A, L2B, foram determinadas em fun¢fio da equivaléncia desejada. A tabela
1 resume as armaduras das lajes e suas caracteristicas geométricas, sendo:
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p = taxa de armadura
A, = drea da armadura positiva ou negativa na diregio x ou na diregio y
b = largura da segdo transversal = 1,60 m

h = altura da secfo transversal = 0,13 m
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Figura 3.5 - Armadura da Laje L1
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Figura 3.7 - Armadura da Laje L1A2
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Figura 3.8 - Armadura da Laje L1B
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Figura 3.9 - Armadura da Laje L2
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Figura 3.12 - Ammadura da Laje L3
3.3. Materiais Utilizados

3.3.1. Concreto

O trago em peso do concreto utilizado foi 1: 1,8: 2,6 e a relagio dgua/cimento de
0,54. Em sua confecgdio foi utilizada areia lavada e peneirada, pedra britada ndmero 1
( dmax = 19 mm ), de gnaisse, e cimento Portland, CPE32, da marca Maud para todas as
lajes, exceto para as lajes L1A, para a qual foi utilizado cimento Portland da marca Nassau
¢ L1A2, para a qual foi utilizado cimento Portland, CPIIF32, da marca Maud, que estd
substitnindo o CPE32.

Em cada sessdo de concretagem foi moldada uma laje. Para cada laje foram
moldados dezesseis corpos de prova cilindricos com didmetro de 150,0 mm e altura de
300,0 mm para controle da resisténcia & compresséo, & tragao e do médulo de elasticidade
do concreto. Os corpos de prova foram mantidos durante sete dias imersos em dgua e
depois expostos ac meio ambiente do laboratdrio até a data do ensaio.

O valor da resisténcia 4 compressdo de cada laje, f, , € o resultado médio de trés
ensaios por compressio simples e o da resisténcia 4 tragio por fendilhamento, f, € o valor
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médio dos resultados de trés ensaios de tragdo por compressio diametral, realizados no
mesmo dia em que a laje foi testada. Na tabela 3.2 estfo apresentados estes resultados.

3.3.2 Acgo

A armadura principal das lajes foi constituida por barras de ago nervuradas, com
didmetros nominais de 8 mm, 10 mm e 12,5 mm dependendo do modelo. Para o reforgo
dos cantos foram utilizadas barras de ago com didmetro nominal de 6,3 mm. O
recobrimento utilizado foi de 0,5 cm.

Foram retiradas amostras das barras para determinagio das curvas tensdo x
deformagdo do ago. As deformacgdes nas amostras foram medidas com os extensdmetros
desenvolvidos na COPPE/UFRIJ e também com extensdmetros elétricos de resisténcia.

Foi encomendado aco CAS50A, no entanto, 0s ensaios mostraram que o ago da
primeira partida, para as barras com didmetro de 12,5 mm era A, e para os demais
didmetros 0 ago era B, ¢ o ago da segunda partida tinha um comportamento intermedidrio
entre A e B.

A armadura foi preparada a partir dos dois lotes distintos de barras com
didmetros reais e resisténcias diferentes, mas com caracteristicas uniformes em cada lote.
A armadura de cada laje foi constituida por barras do mesmo lote.

A tabela 3.3 apresenta as caracteristicas geométricas e mecanicas médias dos agos
utilizados. As figuras 3.15 e 3.16 mostram alguns exemplos de curvas tensio x deformagio
obtidas.

3.4. Fabricacio dos Modelos

As lajes foram moldadas em formas de madeira, na posi¢do horizontal, e vibradas
com um vibrador de imersdo de agulha fina. Antes de cada concretagem foi passado dleo
na forma para facilitar a desmoldagem da laje.

Para conseguir o cobrimento desejado do concreto foram usadas "pastilhas" pré-

fabricadas de argamassa de cimento e areia, com um arame para amarragio.

As lajes foram curadas com a utiliza¢@o de sacos molhados sobre a drea exposta,
durante sete dias, quando foram desmoldadas e expostas ao meio ambiente do laboratdrio

até a data do ensaio.
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Antes da realizacdo dos ensaios, as pegas foram pintadas de branco, com cal, para
facilitar a observagao do desenvolvimento das fissuras.
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Figura 3.14 - Armagdo da laje colocada na forma
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3.5. Descricao dos Ensaios

3.5.1. Instrumentagao

A instrumentagio constou de extensdmetros elétricos de resisténcia, deformetro,

que € um extensdmetro mecinico, defletdmetros e catetdmetro.

3.5.1.1. Deslocamentos Verticais

Foram medidos os deslocamentos verticais de vinte e cinco pontos da laje que
formaram a malha indicada na figura 3.17. Nos quatro cantos da laje, a leitura foi realizada
com defletdmetros elétricos da marca KYOWA. Nos outros pontos foi utilizado o
catetbmetro porque, como permite a leitura a distancia, possibilitou o acesso as faces
superior e inferior das lajes para medir as deformagdes e acompanhar a fissuragdo. Foi
fabricada uma mira, dotada de um péndulo, que foi colocada em cada ponto da malha para
permitir a leitura.

3.5.1.2. Deformacgoes Especificas na Armadura

As deformagdes especificas nas barras de ago foram medidas com extensdémetros
elétricos de resisténcia ( EER ), da marca KYOWA que foram colados nas barras da
armadura. Foram utilizados EER tipo KFC-5-C1-11.

A cola usada foi do tipo cianoacrildtica, e a protego foi feita com uma resina
epoxica flexivel.

Em cada laje foram colados dez extensdmetros na armadura negativa e dez na
armadura positiva, segundo o esquema geral apresentado na figura 3.18. As pequenas
variagbes foram fungio da armadura de cada modelo, tendo sido instrumentado sempre o
mesmo trecho da laje.

3.5.1.3. Deformacoes Especificas no Concreto
As deformagdes especificas superficiais no concreto foram medidas com
extensOmetros mecanicos tipo DEFORMETRO, com menor divisio de escala igual a

0,001 mm.

As medigoes foram feitas sobre pastilhas de cobre coladas na superficie do concreto, na
face superior € na face inferior das lajes, com base de medigao de 250,0 mm. As pastilhas
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foram coladas formando rosetas, com o objetivo de realizar leituras nas quatro diregdes
das mesmas. A partir dessas deformagdes € possivel conhecer as deformagdes, as tensdes
e as dire¢Oes principais. Em todas as lajes foi instrumentado um quadrante, conforme o
esquema da figura 3.19.

I 5 6 7 4
8 9 10 1 2
13 14 ) 16 17
18 19 20 2! |22
2 23 24 25 3

Figura 3.17 - Pontos de medigdo dos deslocamentos verticais
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Figura 3.18 - Esquema geral da posi¢do dos EER
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Figura 3.19 - Pontos de leitura das deformagdes especificas no concreto
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3.5.2. Montagem dos Ensaios

Os ensaios foram realizados na placa de reagfio do Laboratério de estruturas do
Centro de Tecnologia da UFRJ.

Cada laje foi colocada sob o quadro, centrada e nivelada, com dois cantos
opostos apoiados em rétulas metélicas que foram colocadas sobre dois blocos de concreto
armado, nivelados com camadas de areia.

As cargas foram aplicadas através do Sistema de Ensaio de Estraturas MTS,
utilizando o sistema de deformagfio controlada.

Nos dois primeiros ensaios foi aplicada uma carga concentrada em um dos cantos
através do Sistema de Ensaio de Estruturas MTS e no canto oposto uma escora ajustavel
transmitia a carga, como mostra a figura 3.20. A flecha sob a carga concentrada foi
excessiva, causando preocupagdo e trabalho adicional na execugdo do ensaio. A
montagem foi modificada para os demais ensaios. Foram aplicadas duas cargas
concentradas iguais ¢ aplicadas nos cantos opostos das lajes, através do Sistema de Ensaio
de Estruturas MTS, de acordo com a figura 3.21. O ensaio da laje L1A foi repetido com a
nova montagem, a laje foi denominada LL1A2, e os resultados foram iguais aos obtidos
com a primeira montagem.

Durante os testes, a carga foi aplicada progressivamente utilizando o sistema de
deformagdo controlada. As leituras dos extensometros elétricos e dos defletdmetros foram
feitas a cada incremento de carga de 5 kN. As leituras do deformetro, do catetdmetro, a
verificagdo do surgimento € do desenvolvimento das fissuras, e a abertura das mesmas
foram realizadas a cada 10 kN ou 15 kN dependendo da carga (ltima e da carga de
ﬁssuragﬁo de cada laje. Os incrementos de carga eram menores quando a carga aplicada se
aproximava da carga prevista para o aparecimento das primeiras fissuras ¢ da carga de
colapso, para a determinagao mais precisa dos valores destas cargas e, também, para
possibilitar uma melhor observagio do comportamento da laje.

3.5.3. Fissuracio

Nas duas faces das lajes, as fissuras foram marcadas com ldpis cera e as aberturas
foram medidas com uma lente especial associada a uma escala com menor divisdo igual a
0,1mm, ou com uma régua de fissuras da marca LNEC. A diregdo e a distribuigdo das

fissuras podem ser observadas nas figuras 3.22 e 3.23.
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Figura 3.20 - Primeira montagem

Figura 3.21 - Segunda montagem
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face superior

face inferior

Figura 3.22 - Fissuracdo da laje L1B
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face superior

face inferior

Figura 3.23 - Fissuragio da laje L2
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Figura 3.24 - Esquema do carregamento das lajes ensaiadas

3.6. Resultados Obtidos
3.6.1. Resultados Experimentais

Para andlise da superficie de colapso s6 interessa a carga de ruptura da laje, que

nos permite determinar o momento torsor tltimo.

A resultante do momento torsor ( T ) em qualquer segfo paralela aos lados do
modelo ( ver figura 3.24 )

T=(P+W/4)l

onde:

P = carga aplicada

W = peso préprio da laje = 8,3 kN

1 = brago de alavanca das forgas aplicadas = V2 metros
Considerando o fluxo cisalhante ( S )

S=T/2ab
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O momento torsor médio por unidade de comprimento:
m=aS=(P/2+W/8)1/b
a = altura da se¢@o onde atua o fluxo
b = largura da segfio onde atua o fluxo
A tabela 3.4 fornece as cargas de ruptura de cada laje, obtidas nos ensaios. A

partir destas cargas e dos dados acima sdo calculados os momentos torsores ltimos, que
estdo resumidos na tabela 3.4.
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3.6.2. Resultados Obtidos Utilizando a Superficie de Colapso Proposta por
Johansen

A suoperficie de colapso proposta por Johansen é uma superficie biconica
representada pelas equagdes:

Para as chameiras pldsticas positivas:
(g = m, Yty —m, ) = m?, (2.20)

onde :

", 1 i, mn

m,. em, sdo os momentos resistentes wltimos positivos nas direcdes "x" e "y",

Tespectivamente

n__i n_.n

m, e m, s30 0s momentos fletores solicitantes nas dire¢Ses "x" e "y", respectivamente

m,, € 0 momento torsor solicitante

Para as charneiras pldsticas negativas :
(e +m.)(mpy +my )=, (2.21)

onde :

L1, n_n

m, em, $30 0s momentos resistentes dltimos negativos nas dire¢des "x" e 'y",

respectivamente

", mn n_.mn

m, e m, sdo os momentos fletores solicitantes nas diregdes "x" e "y", respectivamente

m,, € 0 momento torsor solicitante

Para todas as lajes foram calculados os momentos resistentes dltimos positivos e
negativos, nas diregdes "x" e "y", utilizando wm programa, como ji foi mostrado
anteriormente. Os ensaios realizados foram de torgo pura, alguns eguivalentes a flexo-
tor¢do, portanto, os momentos fletores sdo nulos e podemos calcular 0 momento torsor

ulimo de acordo com a teoria de Johansen.
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LAJE | A= A Ay Ay P P P P
(%) (%) (%) (%)
L1 17610 | 17610 [ 19910 | 19910 | o066 | 066 | 073 | 073
LIA | 1368 |170125 | 138 | 20125 | 031 | 105 | 031 | 123
L1A2 | 1508 | 200125 | 1568 | 230125 | 036 | 120 | 036 | 1738
LIB | 1308 | 200125 | 220125 | 148 031 | 123 | 135 | 034
L2 {1910 |19¢10 |10610 [10810 | 073 | 073 | 039 | 039
L2a | 12010 | 200125 | 13010 | 1048 046 | 123 | o050 | 024
L2B | 1068 | 266125 | 108 | 14610 | 024 | 1,60 | 024 | 054
L3 |10010 |10010 {11010 {11610 | 038 | 038 | 042 | 042

Tabela 3.1 - Armadura principal das lajes e suas taxas geométricas

LAJE fe fer
(MPa) (MPa)

Ll 36,2 3,5
L1A 42,0 3,0
L1A2 35,1 3.9
LIB 39,1 3,7
L2 39,0 3,7
L2A 34,4 3,1
128 37,1 34
L3 36,5 3,2

Tabela 3.2 - Resisténcias médias dos corpos de prova & compressio e & tragdo
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¢ Partida ¢ Real | As Real Ey 34 fsu Es Tipo
{mm) (mm) (mm?) (%0) (MPa) | (MPa) (MPa) de Aco
6.3 12 6,4 32,0 5,2 673,5 890,6 | 2,07 x 108 B
8 12 8 50,0 5.1 654,0 8533 | 2,09x 1P B
8 2¢ 8 499 4,9 602,0 8459 | 2,09x 10° B
10 12 10,1 80.4 48 655,0 8732 | 2,1x 108 B
10 28 10,1 80,2 5.1 631,5 | 8388 | 2,05x10° B
12,5 1? 12,9 128,0 2,6 5389 830,0 | 2,02x 10° A
12,5 22 12,5 124,0 4.3 558.3 8204 | 2,15x 10 B
Tabela 3.3 - Caracterfsticas do ago
LAJE m;x 5y m;y m,, Pug My, Pu, Mgy, My,
KNm/m | kNmm | kNm/m | kNmn kN kNmym kN KNmm | o
L1 64,5 64.5 64,5 64,5 81,0 37,9 139,3 64,5 0,59
L1A 32,6 83,5 33,6 855 71,0 33,3 70,3 33,0 1,01
L1A2 33,2 96,5 33,8 96,5 72,3 33,9 71,4 33,5 1,01
LIB 31,6 96,5 96,5 31,6 74,0 347 118,9 55,2 0,63
L2 72,5 72,5 36,2 36,2 73,0 34,2 110,2 51,2 0,67
L2A 46,5 96,5 45,5 22,8 66,2 31,1 100,7 46,9 0,66
L2B 242 122,5 24,2 47,5 57,0 26,9 51,0 24,2 1,11
L3 36,8 36,8 37,9 379 60,1 28,4 79,7 37.3 0,76

Tabela 3.4 - Valores da carga de ruptura e do momento torsor 1iltimo, obtidos

experimentalmente ¢ usando a teoria de Johansen




CAPITULO IV
ESTUDO NUMERICO

4.1. Conceitos Gerais

O objetivo da formulagdo apresentada € do programa computacional
desenvolvido € determinar pontos da superficie de colapso, no espago dos esforgos
seccionais, de lajes de concreto armado, uma vez definidas as caracteristicas geométricas
e mecénicas dos materiais utilizados em um dado ponto da laje.

O colapso € caracterizado quando a estrutura atinge o estado limite Gltimo. Este
¢ alcangado se houver esmagamento do concreto, ou seja, quando ¢ encurtamento na
fibra mais comprimida do concreto atingir o0 valor estabelecido como deformacfo tltima,
ou se houver deformagao pldstica excessiva da armadura, isto €, quando o alongamento
das barras da armadura for igual ao valor dltimo convencional de 10%c. Para ser
alcangado o estado limite dltimo, necessariamente deverd estar satisfeita pelo menos uma
das duas condicdes ultimas.

Uma superficie de colapso, a nivel de esfor¢os seccionais, é desejdvel para se
analisar e se dimensionar lajes de concreto armado. A determinagio de pontos da
superficie de colapso pode ser feita aumentando, proporcionalmente, um conjunto de
valores iniciais para os esfor¢os até que uma configuragdo de colapso seja obtida. Neste
instante, o vetor dos esfor¢os estd sobre a superficie de colapso. £ possivel obter tantos
pontos desta superficie quantos forem desejados, variando a direcdo do vetor dos
esforgos. Como o colapso € caracterizado quando as deformacdes atingem valores
estabelecidos como deformagtes iltimas, € necessario que as deformagdes possam ser

obtidas a partir de esforgos seccionais conhecidos.

O modelo utilizado na implementagdo computacional leva em consideragdo os
efeitos de fissuragdo e esmagamento do concreto, além do efeito secunddrio do
engrenamento do agregado apds a fissuragdo. Apenas as ndo linearidades independentes
do tempo sao consideradas. O ago € tratado como material linear eldstico perfeitamente
pléstico e suposto em aderéncia perfeita com o concreto.

Na modelagem do concreto armado sio utilizadas as relagdes constitutivas
apropriadas para cada material isoladamente: concreto ¢ ago.
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As lajes de concreto armado sio supostas delgadas. Para representar o
comportamento do concreto segundo a espessura ¢ para modelar a armadura € realizada
uma discretizagdo por camadas ao longo da altura.

O comportamento do concreto € caracterizado a partir das relactes constitutivas
bidimensionais propostas por Liu [LIU 72 a,b].

Na solugédo das equagdes ndo lineares utiliza-se 0 método de Newton-Raphson

convencional, a partir de uma relagdo incremental estabelecida entre esforgos aplicados e
deformagdes no plano médio da laje.

4.2. Metodologia Proposta
A formulagiio € restrita aos casos de cascas e lajes ortétropas de concreto
armado com armaduras ortogonais, cujas dire¢des coincidam com as dire¢Bes de
ortotropia.
As hipéteses bésicas sdo as seguintes: ~
1. O estudo da estrutura laminar € feito pela teoria de Kirchoff, ou seja, as se¢Bes planas
permanecem planas apds a deformacdo (hipdtese de Bernoulli) e sdo desprezadas as
deformagBes por esforgo cortante. A formulagéo é, portanto, mais apropriada para o

caso de cascas e lajes delgadas.

2. A deformagdo das armaduras € igual & deformagio do concreto numa mesma diregdo.
Nao sdo verificados deslizamentos relativos entre o concreto e a armadura.

3. O concreto possui resisténcia a trago.
4. Considera-se o efeito secunddrio de engrenamento dos agregados entre as fissuras.

5. As dreas de concreto ocupadas pelas armaduras nio sio descontadas.
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Para representar o comportamento do concreto ao longo da altura, o elemento
laminar € dividido em um mimero finito de camadas ou lamelas de concreto (figura 4.1).

As camadas que constituem as armaduras s3o consideradas discretas ao longo da
altura, podendo inclusive nfio existir. As posigOes das armaduras nas diregbes x € y ndo

s40 necessariamente as mesmas,

As deformagdes das lamelas estdo ligadas entre si através da hipdtese de
Bemoulli e satisfazem as condi¢des de compatibilidade:

u= u,t @z

V= v,- 9,2 4.1)
onde u, e v, sdo os deslocamentos na elevagio zero da laje, @, e @, sdo as rotagdes em
torno dos €ixos x € y, respectivamente, € z € a posi¢io do centro da lamela em relagdo ac

plano médio da laje (figuras 4.1 € 4.2).

As deformacdes sdo dadas por:

e, =04
>
3
ey :a_; (4.2)

du  ov
Exyz ‘g'y"l"g
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LAMELAS DIAGRAMA DE TENSOES
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Figura 4.1 - Modelo da discretizagio da laje ao longo da altura com a respectiva
distribuig@o das tensoes
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Figura 4.2 - Esfor¢os seccionais num elemento de casca



Substituindo-se (4.1) em (4.2):

du, 9Py
Ex = ox * ox
dv, 0
Yy Ty @3

E:xy— e

(3, %0y O 0,
dy oy ox  dx

as deformagdes no plano médio podem ser definidas por:

_ du,
%" o
3
£y, = —a‘i)g- (4.4)
_ iy | 9y,
%= Y

€ as curvaturas associadas aos momentos m,, m, € m, , respectivamente, como:

0 3y
?
X, :—5?;"— (4.5)
_9%y 39,
oo By ox

As equagdes (4.3) podem ser expressas como:

Sx - EXU _kx°z

€y =€y —kypz (4.6)
€y =Exyo +hupZ
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Como foi adotada a hipétese de que a deformagdo das armaduras ¢ igual a
deformagao do concreto numa mesma diregio, sdo vélidas as equagdes:

* 4.7

sendo €, e &) asdeformagdes nas armaduras para as dire¢des x e y respectivamente.
Os esforgos seccionais que atuam por metro linear em uma casca de concreto

armado estdo indicados na figura (4.2), atuando no sentido positivo. Para satisfazer o

equilibrio global, as integrais das tensdes no concreto e na armadura, ao longo da altura,
sdo iguais aos esforgos aplicados no elemento:

hm t - H I

P =J' oidz+ Y, alol,
_A2 _—
=

Af2

k2 £ . 5 o
n_y = J_ U,dz + Z G,,O',}
J=l

k2
" o 4,
o= [ ods “.9)

’l’,z [ . ¥ I
My Z_[I—m o,zdz+2} a:,Cx,Z;

i

/2 =
— c I .4
my = _{‘["m oyzdz+ ,-2-1 a,,o,,zjj

i2
My = rm COy2dz

Os indices ¢ e s dizem respeito, respectivamente, ao concreto € ao ago e o indice
Jj designa as camadas de armadura.
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Idealizando o elemento subdividido em lamelas, ao longo da altura, a integral
pode ser representada por um somatdrio € as equagoes (4.8) podem ser representadas
matricialmente por:

N=3 Trotds +3 Tiff 4.9)
i=l Jj=1
onde:
[ nx
Ry
N={"™| (4.10)
M
nty
[y
1 0 07
0 1 0
. [0 0 1
TP = 2 0 0 (4.11)
0 -z 0
hO 0 z |
o
o ={o" (4.12)
o5,
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(1 0
0 1
0 0
TS = o (4.13)
0 —:
= 0 O L
a; 0 Ui;
ﬁ=[0 f} ) (4.14)
Y Gy

sendo m o nimero de lamelas de concreto e # 0 nimero de camadas de armadura.

A relag@o esforgo seccional versus deformagdes generalizadas no plano médio
da casca pode ser obtida. Por equilibrio, os esforgos estdo relacionados s tensdes,
existindo uma relagio constitutiva entre tensdes e deformagdes e uma relagio de
compatibilidade entre as deformagdes na lamela i e as deformagdes no plano médio da
placa (equagdes 4.6).

A partir das equagdes de equilibrio (4.8), € possivel dizer que sendo

N =N(of,0%) (4.15)

J

os esforgos seccionais N estdo relacionados as tensdes nas lamelas de concreto o e as

tensGes nas camadas de armadura ©;. Levando em consideragdo que hd uma lei
constitutiva que relaciona tensdes e deformagdes,

(4.16)

as tensbes no concreto e no ago estdo ligadas, respectivamente, as deformagdes das

lamelas de concreto €] e as deformagdes das camadas da armadura €. As equagdes de
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compatibilidade (4.6) € (4.7) que relacionam as deformagdes das lamelas de concreto e
das camadas da armadura com as deformagdes no plano médio da laje conduzem a:

ef =T ¢
° (4.17)
g = Tj £y
sendo:
sto
E)’u
£
£0=< a -3 (4.18)
Kz
KJ"u
~K’% ]

Portanto, € possivel escrever, em ltima andlise, o vetor dos esforgos em fungéo
do vetor das deformagdes no plano médio da laje.

N =N(eo) (4.19)

Como o objetivo deste trabalho € determinar pontos da superficie de colapso, é
necessario obter €, a partir do vetor N para caracterizar que o estado limite dltimo foi

atingido. Para determinar o vetor de deformacfes no plano médio da casca, €,,

correspondente aos esforgos solicitantes, N, utiliza-se 0 método de Newton-Raphson
convencional para resolver a relagio incremental que pode ser estabelecida entre esforgos

seccionais ¢ deformagoes generalizadas.

dN
dN = [E‘]dﬁo (4.20)

Se:



deg = K:l (Eo)dN

usando a regra da cadeia:

N _g N dof

+
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oN 20 %]

dey o 00f oef dgy ;3 9o de) ok

Por sua vez:
N
aacc = chdzl'
ai\i T
00
do’

] =EC
oes i
oo
35: = E:i

}
9ef _ T
dgy
de’ .
—L—T*
de,

ou methor:

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)
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.l

t

m n
==—=3 TET d;+}, T/aE] T/ (4.27)
0o =l j=1

E necessdrio, entdo, determinar a matriz E, =i—°, para o concreto € para o ago,
£

que representa uma matriz de elasticidade tangente.

CONCRETO
O concreto estd submetido a um estado biaxial de tensdes.

A relagdo tensio-deformacdo para um material eldstico, homogéneo e isétropo
pode ser expressa como:

o=—tE (4.28)

na qual:
O = tensdo na diregdo considerada
€ = deformagio na dire¢iio considerada

0. = razdo entre a tensdo principal na diregdo ortogonal ¢ a tensdo principal na diregio
considerada

E

mddulo de elasticidade tangente inicial no carregamento uniaxial

<
I

coeficiente de Poisson no carregamento uniaxial.

Liu [LIU 72 a,b] propds uma relagdo para o concreto sob compressdo biaxial
semelhante a equag@o (4.28), modificada para levar em conta o comportamento nio
linear
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A+ BeE
= 4.29
° (1-vo)(1+Ce + De?) (4.29)

na qual os pardmetros A,B,(,D devem ser determinados. A equagdo (4.29) deve
obedecer as seguintes condigdes de contorno:

e=10 =0
g=0 do__E (4.30)
de l1—-va
E=€p G=0p
_ ds _
E=€p -

onde O € €, sd0, respectivamente, a tensdo de plastificagdo na compresséo biaxial ¢ a
correspondente deformagio.

Utilizando as condigbes de contorno, sdo determinados os parimetros:

A=0

£ 2 (4.31)

Substituindo na equagio (4.29) e levando em conta que E = o, /g,



onde:

0'P=

72

o= eE . (4.32)
(l_m){H( 1 z-zj[i}[iﬂ
l-va E; €, €,

Derivando-se a equagdo (4.32) em relagdo a €:

g =% (433)

mddulo de elasticidade do concreto sob carregamento uniaxial, que pode ser obtido
em ensaios de laboratério, havendo propostas para a determinagio de seu valor nas
diversas normas (NBR 6118, CEB, ACI);

coeficiente de Poisson, que para o concreto tem um valor préximo a 0,20,
verificado em ensaios;

tensdo de plastificagdo para o concreto submetido a um estado biaxial de tensdes.

Nos estados multiaxiais de tensdo, a resisténcia € limitada a uma envoliéria de

falha do concreto, que € fungdo do estado de tensdes. Vdrios pesquisadores [KUPF 69,
MILL 70, LIU 72, KUPF 73, CHEN 75], com base em resultados experimentais,
propuseram curvas de resisténcia (figura 4.3). Neste trabalho € utilizada a envoltdria de
resisténcia biaxial representada na figura (4.4), obtida a partir da proposta de Liu et al
[LIU 72 a,b], levando em conta a queda de resisténcia & compressdo na presenga de
esforgos de tragdo.
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g, = deformagdo de plastificagio para o concreto sob estado biaxial de compressdo,
correspondente 2 tensdo de plastificagdo.

Os ensaios realizados por Liu [LIU 72a] mostraram que sob compressdo biaxial:
o<l €p= 0,0025

A relagfo entre a deformagio na menor diregdo principal e a tensdo ultima na
maior dire¢ao principal pode ser aproximada por:

o> 1 apz(-500+0,55 Op) X 106

Para materiais isétropos, € conhecida a relagdio constitutiva apresentada na
equagio (4.34):

dc, E 1 v 0 |fdg
d0'2 = 1 2 Vv 1 1 0 dEZ (4.34)
doy, Vo o %" de,y

O concreto com carregamento biaxial pode ser considerado como material
ortdtropo, com propriedades diferentes nas duas dire¢des principais, mas com simetria
em relagdo as duas diregdes principais.

Para materiais eldsticos ortétropos submetidos a um estado biaxial de tensdes,
Liu [LIU 72a) demonstra que a matriz constitutiva a nivel tangente é:

£

do, 5 vy 0 de,
dﬁz = }Lvl l 0 dEz (4.35)
do,, 0 0 &k dgqs

E +E, +2E,v,

na qual:

E,, E, = médulos uniaxiais tangentes nas dire¢des 1 € 2, respectivamente, sendo 1 e 2 as
diregGes principais relativas ao estado de deformagao

v = coeficiente de Poisson
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3 =—br (4.36)

A equagio (4.35) € deduzida na suposi¢do de que o aumento da rigidez efetiva
em qualquer direc@o, na presenca de tensdes normais de compresséo, € devido apenas ao
efeito de Poisson. Entretanto, os resultados experimentais mostram que o aumento da
rigidez € muito maior que o aumento explicdvel pelo efeito de Poisson. O confinamento
de microfissuras em potencial na presenga de tensdes biaxiais parece ser a principal causa
deste aumento da rigidez.

Para levar em conta o confinamento das microfissuras, assim como ¢ efeito de
Poisson, a relagio constitutiva pode ser escrita em uma forma desacoplada, como:

do, E, 0 0]dg
do, p=| 0 E, 0 de, (4.37)
do; 0 0 G,|ldey

na qual E; e E, sio os modulos de elasticidade tangente efetivos nas diregbes 1 e 2 ¢
podem ser obtidos pela equagio (4.33) para o concreto submetido A compressio biaxial.

Ha4, ainda, a dificuldade de se determinar o modulo cisalhante G,. O mddulo

cisalhante utilizado na equagdo (4.35) ndo estd correto, uma vez que s6 leva em conta o
efeito de Poisson e esquece o enrijecimento adicional provocado pelo confinamento das

microfissuras. Por outro lado, ndo € possivel substituir £, e E, por E, e E, no termo do

mddulo de cisalhamento da equagdo (4.35), pois E, e E, jd incluem o efeito de Poisson

e do confinamento das microfissuras. Uma solugdo € separar os efeitos de Poisson € do
confinamento das microfissuras na equagdo (4.33):

E, = (4.38)
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A equagdo (4.33) pode ser escrita:

E, = (4.39)

A equacgdo (4.37) pode agora ser escrita na forma acoplada da equagio (4.35),
pois o efeito de Poisson foi retirado do médulo de elasticidade tangente efetivo em cada
diregdo. O médulo de cisalhamento pode, assim, ser escrito em fungdo do coeficiente de
Poisson e dos médulos de elasticidade efetivos E'lb € E‘,h:

A== A \Z] 0
do, Ey, de;
d0'2 — 1 x V] x 0 dﬂz (4.40)
dO'u 0 0 Elb Ezb delZ
E\, +E) +2Ey v

onde:

fu{s]]

B, = = (4.41)
1+ ! £—2 Bl B
l-va, E; £, g,

para a compressao biaxial e € igual a E para tragdo biaxial e tragio x compressdo. Para o
concreto em tragdo, pode ser suposto o comportamento linear até a ruptura, sem perda
significativa de precisdo.
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E, = = (4.42)
+ 1 £ -2 8_7- + E_z
1-va, E, €, €,

para compressdo biaxial e € igual a E para tracfio biaxial € a E, para tragio x compressdo.

E.
1 (4.43)
g - Vl
£,

A equagdo (4.40) € proposta como a relagdo constitutiva do concreto em
carregamento biaxial. Para tensdes e deformagdes uniaxiais, a equagdo (4.40) conduz aos
mesmos resultados que a equagio (4.34).

A=

Uma limitagdo desta formulag3o, aceitdvel para cargas monotdnicas [CHEN 82],
consiste no fato de os eixos principais de tensfo coincidirem com os eixos principais de
deformagdo, o que ndo acontece para os casos gerais de carga.

Para solicitagdes de tragcdo, a ruptura € caracterizada pela formacdo e
crescimento gradual das fissuras. Uma fissura ocorre quando a tensdo ou a deformagio
principal excede seu valor limite. Neste trabalho utiliza-se o critério da tensdo mdxima,
com valores obtidos da envoltdria de resisténcia para o concreto. Apds a inicializa¢do do
processo de fissuragdo, o concreto s6 € capaz de absorver tensdes atuantes na diregdo da
fissura, deixando de apresentar caracteristicas isotrdpicas. A queda brusca da resisténcia
na diregdo perpendicular desencadeia um processo de fissuragdo para as camadas
sucessivas e uma solicitagdo mais intensa nas armaduras para conter o desequilibrio
gerado. Um mecanismo mais complexo de resisténcia estd presente quando barras de ago
ligam elementos fissurados [CHEN 82, HITO 84, FIGU 87]. Na maioria dos casos ¢
desprezado o efeito das armaduras que atravessam a fissura [MOUR 80, FIGU 87].

A consideragdo da capacidade de resisténcia do elemento fissurado a tensdes
cisalhantes € um efeito importante no tratamento pds-fissuragio. Nos trabalhos
experimentais [HAND 73], € possivel observar uma transferéncia de tensées cisalhantes
devido ao movimento relativo de deslizamento provocado pelas irregularidades das faces
das fissuras. Para representar este fendmeno, chamado de engrenamento de agregado, €
introduzido um fator de retengao de cisalhamento B, que, multiplicado pelo mddulo de
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cisalhamento G, permite a transferéncia de tensdo cisalhante no concreto fissurado.
Muitos pesquisadores [CHEN 82, BUMA 84, FIGU 87] atribuem valores constantes para
B (0<B<1) durante todo o processo de carregamento, devido principalmente 2 falta de
sustentagdo experimental. Neste trabalho, em toda a andlise, é adotado para B o valor
fixo de 0,5 [MOUR 80].

Ap6s a formacfio das fissuras, as relagbes constitutivas devem sofrer as
seguintes modificacdes: o coeficiente de Poisson € anulado, bem como o mdédulo de
elasticidade na diregio perpendicular ao plano fissurado. E utilizado um médulo
cisalhante reduzido.

a) Modificacio devida a presenga de uma inica diregio fissurada:

0 0 0
D:=|0 E 0 (4.44)
0 0 BG
b) Modificagdo devido a presenga de duas diregdes fissuradas:
00 0
D=0 0 0 (4.45)
0 0 BG

O termo PG, médulo cisalhante reduzido, € utilizado para computar o efeito do
"engrenamento de agregado” atuante no plano fissurado.

Modelos mais complexos para o tratamento pos-fissuragdo sdo mostrados em
[FIGU 87, BAZA 80, WILL 87} e nos trabalhos referenciados em [BUMA 84].

Como nos casos de solicitago a tragfo, devem ser realizadas modifica¢des na lei
constitutiva para compatibilizar a modelagem com o inicio do esmagamento no concreto.
A plastifica¢io tem inicio quando a maior deformagio de compressdo atinge o valor g,
Uma vez atingido este limite, 0 material assume sua resisténcia maxima. O concreto
ainda apresenta capacidade de se deformar sem uma queda brusca de resisténcia até
atingir a deformagao limite (€,). Sendo € a deformagdo médxima e €, a deformagio de
plastifica¢do associada, hd dois casos a considerar:

1) Plastificagdo: a deformag@o de plastificagio € atingida e a capacidade de deformagio
ndo € esgotada.
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ey < lel < ley|

A matriz constitutiva a nivel tangente € modificada. Para solicitagdes em
compressido X compressao, ela € anulada e para solicitagdes em tragdo x compressdo
(fissurada), € considerado apenas o efeito do engrenamento do agregado.

2) Esmagamento total da se¢o onde a deformagdo € atinge €. A matriz constitutiva a
nivel tangente € anulada para solicitagbes em compressdo x compressdo. Para
solicitagdes em tragdo x compressdo, € mantida a consideragio do efeito de

engrenamento de agregados.

E necessério definir a condi¢do de esmagamento do concreto para um estado
biaxial de tensdes. Ha falta de resultados experimentais em relagdo a capacidade de
deformagio dltima do concreto nos estados multiaxiais de tensdes. Uma possibilidade é
simplesmente converter o critério de escoamento a nivel de tensio para nivel de
deformagdo. Um critério de escoamento em termos de estado multiaxial de tensdes é
obtido em [HINT 84], como uma generalizagdo da Lei de Escoamento Huber Mises,
citada em [HINT 84], o qual conduzido a nivel das deformagoes fica:

B (34, )+ 0,1, =€ (4.46)

onde I, e J, sdo, respectivamente, o primeiro € o segundo invariantes de deformagio ¢ &,
€ adeformagdo iltima para o estado uniaxial. Os parimetros a, € B estdo definidos em
[KUPF 73] e [OWER 83].

Usando os parimetros materiais &, € 3 determinados nos resultados de Kupfer, a
condi¢do de esmagamento € expressa em termos das componentes de deformagio total
como [HINT 84]:

1,355(¢2 +el-¢ele, )+O,75(y§y +¥% 4 )+0,355¢, (¢, +e, )=¢2 (4.47)

Quando a deformagio atinge o valor especificado como deformagio dltima, é
assumido que o elemento perde todas as suas caracteristicas de resisténcia e rigidez.

Com o critério de esmagamento definido para solicitagio biaxial e designando
por g, &}, g e &, as deformagBes principais 1 e 2 nas lamelas extremas I e 11, € possivel
definir os dominios para caracteriza¢do do estado limite dltimo. Este estado limite Gltimo
€ alcangado quando na fibra mais comprimida do concreto o encurtamento € igual ao
valor estabelecido anteriormente como deformagfo iltima, ou quando na armadura
tracionada a barra' de ago tem o alongamento igual ao valor dltimo convencional de
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10%o0. Para ser alcangado o estado limite dltimo, necessariamente deverd estar satisfeita
pelo menos uma das duas condigdes tiltimas.

ACO

Neste trabalho, o ago € considerado como material linear eldstico, perfeitamente -
pldstico, com diagrama tensio x deformagdo representado na figura (4.5).

s

Toy -

¥

-]
K'

5y

Figura 4.5 - Relagdo tensdo x deformacio adotada para o ago
Na modelagem ¢ feita a consideragdo de trés fases distintas:
1 |es| <€, (fase eldstica)

Sao utilizadas relagGes eldstico-lineares a nivel tangente.

do* = E,de* (4.48)
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2) g, < |z-:=| <g,,

As deformagdes estdo na fase pldstica. A relagfo tangente € anulada.

3) EJ >€,

Nesta fase € caracterizada a mptura da barra ¢ a relagfo tangente € anulada.

As relagdes constitutivas sio definidas para as diregdes principais. E necessdrio
fazer a rotagfio a partir dos eixos globais x e y para os eixos principais, utilizar as relagdes
estabelecidas € voltar aos eixos x € y. As rotagdes sdo realizadas através das matrizes de
rotagdo R; ¢ R,.

do =R do (4.49)
de =R,de (4.50)
do, cos? @ sen’®  2cos@send |{do,

do, p=| sen’® cos®@  —2cosBsend [ do, (4.51)
do,,| |cosBsend cosBsend cos?O—sen? O {|do,,

de'x cos’ @ sen” 0 cosBsenB || de,

de, t=| sen’d cos’®  —cosBsend |{ de, (4.52)
delx, —2cosBsend 2cosBsen® cos’Osen® O ds,y

onde cos 8 ¢ sen O sdo os cossenos e senos do dngulo O de rotagdo de um sistema de
€ixos para o outro sistema.
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As equagoes (4.49) e (4.50) podem ser reescritas como:

do®, =Rgdo* (4.53)

de,, = R.de’ (4.54)
A aplicag@do do Principio dos Trabalhos Virtuais conduz a:
de’, 66, = deo° (4.55)
Substituindo (4.54) em (4.55):
o° =R;o%, (4.56)
sendo D;, a matriz constitutiva na diregio principal:
do, =D, de, (4.57)

e estabelecendo a transformagio apresentada na equagio (4.56), a nivel incremental:

do® = Rido”, + a;z; deto”, (4.58)
o . oR!
Substituindo (4.57) em (4.58) e considerando a—; =0:
do® =R D}, de’, (4.59)
Substituindo (4.53) em (4.59):
do® =R, D, R, de° _ (4.60)
do® =DF¢ de’ (4.61)

onde;
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dot

dot = do’, (4.62)
dos,

D =R, D{ R, (4.63)

Implementagio Computacional dos Modelos
Para cada ponto pesquisado, € necessdrio:

1) identificar o tipo de solicitacio existente;

2) a cada incremento de carga, caracterizar o comportamento do concreto,
identificando se estd na fase eldstica, pldstica, se hd esmagamento, se hd fissuragdo.
Verificar, também, o comportamento caracteristico do ago. Para cada caso € preciso
fazer as modificagdes necessdrias nas matrizes constitutivas do concreto e do ago.

Para a implementagdo computacional, sdo criados indicadores de estado que
estdo associados s leis constitutivas do concreto e do ago. Estes indicadores fornecem

os estados de tensdo possiveis na andlise da segio. Um tratamento especifico na
concepgdo da modelagem € realizado em associagio aos indicadores.

4.3.  Solugao Numérica
O algoritmo de Newton-Raphson convencional € utilizado para a resolucio das
equagdes estabelecidas. No problema em questio, para uma iteragdo genérica de

carregamento, X, 0 processo iterativo estd resumido a seguir:

1. Ascargas aplicadas N° sdo conhecidas.

2. Osincrementos de carga dN_ sido determinados na etapa K por:

N, =N*—NE(e, ) (4.64)
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onde N%, esforcos resistentes, sio fungiio, em dltima andlise, das deformagdes no

plano médio da laje g,_, calculadas na iiltima iteragao.
A matriz de rigidez K, ¢ adaptada as condigdes atuais da etapa K.
As deformagodes incrementais sdo dadas por:
de, =K 'dN, (4.65)
onde o vetor dN, foi determinado conforme definido no item 2.
As deformagdes totais sdo atualizadas:
€, = Ep, +4Eq (4.66)

A convergéncia do processo € verificada: se for atingida, procede-se ao novo
incremento de carga; se o critério de convergéncia ndo for alcangado, volia-se ao
ciclo iterativo., '

Para um dado incremento de carga, calcula-se a diferenga relativa entre os
esforgos aplicados N e os esforgos resistentes N® em relagio aos esforgos aplicados.

M= 2~} (4.67)
Ivl= (¥ (4.68)

_(INg=]v A
S T (4.69)

Admite-se que hd convergéncia quando &£<€, , sendo &, uma tolerncia pré-fixada.
Esta condi¢io deve ser atingida apés um determinado niimero de iteragbes, caso
contrdrio o processo € considerado nfio convergente. A ndo convergéncia pode
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ocorrer por duas razfes: ou o nuimero de iteragdes € insuficiente ou o colapso foi
caracterizado durante o processo iterativo.

7. Procede-se a sucessivos incrementos de carga, utilizando-se o algoritmo descrito até
a caracterizagio do colapso, que € feita verificando se o estdgio de deformagio em
questdo pode ser enquadrado em um dos dominios que compdem o estado limite
ultimo generalizado.

Os incrementos de carga sdo mantidos constantes durante o processo iterativo
até regides préximas do colapso. Nesta fase os incrementos sdo menores, para que seja
possivel ao processo numérico acompanhar o comportamento tipico do carregamento em
questdo até a caracterizacdo final do colapso. Este procedimento também ¢ adotado no
rabalho experimental para possibilitar a observagdo do comportamento préximo ao

colapso e determinar a carga de ruptura com maior precisio.

O algoritmo da bissecdo € acoplado ao método de Newton-Raphson para
detectar o ponto de colapso dentro de uma precisdo escolhida.

Para o problema de lajes de concreto armado, os esforgos no plano
médio (N,.N,,N_) sdo sempre nulos; todavia, as deformagdes correspondentes

(Eo,-ﬁo,,ﬁo,,) podem ser nfo nulas e, por isso, a formulagio deve incluir os seis

componentes de deformacao.

4.4. Procedimento Adotado na Anilise Numérica

O programa computacional desenvolvido foi utilizado inicialmente para a
determinagio dos mesmos pontos da superficie de colapso de lajes de concreto armado
obtidos experimentalmente. O objetivo da comparagfo entre resultados experimentais €
numéricos € validar o programa. Uma vez feita sua validagio, foram pesquisados
diversos pontos da superficie de colapso para um melhor conhecimento da mesma, tendo
em vista que a proposta de Johansen superestima a resisténcia em algumas situacdes.

As caracteristicas geométricas e mecénicas das lajes ensaiadas sdo descritas no
Capitulo III. Apesar de o concreto ter sido dosado com o mesmo trago para todas as
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lajes, hd uma variagdo nas resisténcias & compressio e a tragdo, verificadas
experimentalmente. O ago também apresenta uma variagdo na resisténcia, dependendo
da partida do ago e do didmetro da barra.

Para pesquisar a superficie de colapso real, no espaco dos esforgos seccionais,
foram estudados diversos pontos nas geratrizes € na intersegdo das duas superficies
conicas de Johansen, estando o procedimento adotado descrito a seguir. Para cada ponto
¢ fixada a dire¢@io do vetor dos esforgos, a partir da origem, que deveria encontrar a
superficie tedrica num determinado ponto denominado de ponto-alvo. Como a superficie
real ndo corresponde exatamente a tedrica, ¢ ponto determinado numericamente define
um vetor que possui a mesma diregdo, mas uma amplitude diferente, do vetor definido
pelo ponto-alvo. Utilizando os valores das componentes de momento fletor do vetor
relacionado aos resultados numéricos, € calculado o valor do momento torsor
correspondente, fornecido pela teoria de Johansen, possibilitando, assim, a avaliagido da
diferenga no momento torsor entre o resultado numérico e o encontrado pela teoria de
Johansen (correspondentes ao mesmo par de momentos fletores), como mostra a figura
4.6.

O ponto-alvo pesquisado recebe uma denominagdo e o ponto fornecido pelo
programa € um ponto proximo, que recebe a mesma denominagio acompanhada de um
apostrofo nas figuras e tabelas apresentadas no Capitulo 5.

O programa desenvolvido também foi utilizado para estudar o comportamento
das lajes de concreto armado sob solicitagdo biaxial: momentos fletores atuando em duas
diregdes ortogonais e momento torsor nulo. Como ponto de partida foram utilizadas as
caracteristicas geométricas e mecéanicas das lajes L1 ¢ L2, que foram ensaiadas para
solicitagOes de tor¢do pura e flexo-torgdo. A resisténcia & compressdo do concreto de
cada uma das lajes fol mantida constante, enquanto as taxas de armadura sofreram
diversas alteragoes.
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Figura 4.6 - Estudo numérico de um ponto



CAPITULO V
ANALISE DOS RESULTADOS

5.1. Comparacao de Resultados Numéricos e Experimentais
Séo estudados diversos pontos das lajes ensaiadas, 1.1, 1.2 e L3.

A laje L1 possui momentos de plastificag@o positivos € negativos iguais entre si
e iguais nas duas diregdes. Foram estudados experimentalmente trés pontos da laje L1:
ponto O, submetido & tor¢do pura, ¢ pontos A, e D,, submetidos & flexo-torgio,
indicados na figura 5.1. Para o ponto A, foram ensaiadas as lajes equivalentes L1A e
L1A2, em duas montagens diferentes, e para o ponto D,, a laje equivalente L1B.

A laje L2 possui momentos de plastificagio positivos e negativos iguais, sendo
que o momento em uma das diregdes € o dobro do momento na outra dire¢do. Foram
estudados experimentalmente trés pontos da laje L2: ponto O, submetido a tor¢do pura,
¢ pontos M e P, submetidos a flexo-tor¢ao, nas lajes equivalentes L2A e L2B, indicados
na figura 5.2.

O programa foi utilizado, para as lajes L1 e L2, para pesquisar os trés pontos
ensaiados € mais outros oito pontos de interesse, indicados nas figuras 5.1 e 5.2.

Na utilizagdo do programa computacional as caracteristicas das lajes L1 e L2
sdo dados de entrada para o estudo de todos os pontos. Para os pontos A, e D, da laje
L1 e pontos M ¢ P da laje L2, o programa ¢ utilizado também com as caracteristicas das
lajes equivalentes L1A, L1A2, L1B, L2A e L2B, para uma melhor comparagdo com os
€nsaios.

A laje L3, como a laje L1, possui momentos de plastificagio positivos e
negativos iguais entre si e iguais nas duas diregdes, sé que a taxa de armadura € bem
menor que a da laje L1. Foi estudado experimentalmente apenas o ponto O da laje L3,
submetido & tor¢do pura. O programa foi utilizado para estudar este ponto e mais outros
seis pontos de interesse, indicados na figura 5.3.

O momento torsor ltimo de cada ponto estudado experimentalmente também
foi determinado utilizando-se a proposta de Nielsen [NIELSEN 63] apresentada no
trabalho de Peter Marti ¢ Kong [MARTI 87b).
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A tabela 5.1 apresenta os valores dos momentos torsores tltimos experimentais,
numeéricos, utilizando-se a teoria proposta por Johansen ¢ a proposta por Nielsen para os
pontos ensaiados. O valor da resisténcia a compressao do concreto utilizado também €

apresentado.

Os valores dos momentos torsores ultimos, obtidos pelo programa
desenvolvido, para diversos pontos das lajes L1, L2 e L3, que nio foram determinados
experimentalmente, encontram-se, respectivamente, nas tabelas 5.2, 5.3 e 5.4, ao lado
dos momentos obtidos pela teoria de Johansen.

oy
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Figura 5.1 - Pontos da laje L1 estudados com o programa computacional desenvolvido
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Figura 5.2 - Pontos da laje L2 estudados com o programa computacional desenvolvido
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Figura 5.3 - Pontos da laje L3 estudados com o programa computacional desenvolvido
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LAJE | PONTO | EXPERIMENTAL | NUMERICO | JOUANSEN NIELSEN EXP/JOH fc
(kNm/m) (kNm/m) (KNm/m) (kNm/m) MPa

L1 0 37,9 35,2 64,5 34,3 0,59 36,2
LI1A 0 33,3 32,2 331 28,1 1,01 42,0
L1A2 0 33,9 31,0 335 274 1,01 35,1
L1B 0 34,7 37.6 55,2 32,6 0,63 39.1
L1 A, 31,0 335 36,2
L1 D, 39,1 60,4 36,2
L2 0 34,2 36,7 51,2 34,6 0,99 39,0
L2A 0 31,1 32,2 46,9 27,5 0,66 34,4
M)

L2B 0 26,9 25,2 24,2 22,0 1,11 371
)

L2 M 36,2 49,6 39,0
L2 P 25,1 23.1 39,0
L3 0 28,4 32,0 37,3 30,1 0.94 36.5

Tabela 5.1 - Momentos torsores ltimos
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RESULTADO

LAJE PONTO NUMERICO JOHANSEN JOHANSEN
(kNm/m}) (&Nm/m)
L1 ¢ 35,2 64,5 0,55
L1 ' 31,0 33,5 0,93
L1 D' 391 60,4 0,65
L1 I 38,3 514 0,76
L1 T 16,6 14,6 1,14
L1 r 39,0 63,7 0,61
L1 v 34,1 51,6 0,66
L1 v 248 232 1,07
L1 VT 83 6.5 1,28
L1 vIr 33,9 44,1 0,77
L1A 0 32,2 330 0,98
L1A2 0 31,0 335 093
L1B 0 376 55.2 0,68
L1 vir 36,9 59,2 0,62
L1 X 27,1 41,8 0,65

Tabela 5.2. - Momentos torsores iltimos para pontos da laje L1

RESULTADO
LAJE PONTO NUMERICO JOHANSEN JOHANSEN
(kNm/m) (kNm/m}

L2 0 36,7 51,2 0,72
L2 P 251 23,1 1,09
L2 M 36,2 49,6 0,73
L2 R 39,2 431 0,91
L2 G 3.7 358 0,95
L2 I 343 372 0,92
L2 S 30,3 30,1 1,01
L2 28,1 26,2 1,07
L2 19,1 16,1 1,19
L2 Ir 12,7 99 1,28
L2 w 344 41,0 0,84
L2 K 26,1 32,8 0,80
L2A (M) 0 322 46,9 0,69
L2B (P) 0 252 24,2 1,04
L2 F 385 46,6 0,83
L2 K 26,1 32,8 0,80

Tabela 5.3 - Momentos torsores iiltimos para pontos da laje L2
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LAJE PONTO ];%Sﬁgg?gg JOHANSEN %MHENRé%P?
(kNm/m) __(Nm/m)
L3 0 32,0 313 0,86
L3 I 27.0 283 0,95
L3 A 18,8 18,5 1,02
L3 Ir 9,5 8,7 1,09
L3 mr 30,6 364 0,84
L3 D 213 33.6 0.81
L3 v 21,4 27,9 0,77

Tabela 5.4 - Momentos torsores dltimos para pontos da laje 1.3

5.2. Interpretacio dos Resultados

Analisando os valores apresentados na tabela 5.1, observa-se, para as lajes L1 e
L2, que a diferenga entre os resultados experimentais e os resultados obtidos utilizando-
se o programa desenvolvido varia entre 3% e 9% (média de 6%), 0 que mostra que o
modelo numérico desenvolvido fornece bons resultados neste caso. Para a laje L3, esta
diferenca € de 12,7%, maior que a apreseniada para L1 ¢ L2. No entanto, as
deformagdes apresentadas pelo concreto e pelas barras de ago, durante o ensaio da laje
L3, mostraram que ela rompeu, provavelmente por um problema local, um pouco antes
de ser esgotada a sua capacidade de carga.

Observando as figuras 5.1-e¢ 5.2, constata-se que o ponto estudado nas lajes
L1A e L1AZ2 tem posigao equivalente, em relagao a superficie de colapso, ao ponto da
laje L2B, que deveria ter sido denominada L2A. Da mesma forma, hd equivaléncia entre
a posigdo do ponto estudado na laje L1B ¢ o ponto na laje L2A, que deveria ter sido
denominada L2B.

Como houve concordincia entre os resultados obtidos com o modelo numérico
¢ 0s resultados experimentais, o programa foi, entdo, utilizado para outros pontos das
lajes L1, L2 e L3, mostrados nas figuras 5.1, 5.2 € 5.3, ¢ os resultados obtidos aparecem
nas tabelas 5.2, 5.3 ¢ 5.4.

Comparando os resultados experimentais com os resultados obtidos pela teoria

de Johansen, verifica-se que a iltima, em alguns pontos, superestima os momentos
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torsores ultimos, estando, portanto, contra a seguranca. A proposta de Nielsen [MARTI
87b] que determina o momento torsor Ultimo, quando a solicitagio € torgdo pura,
utilizando a andlise limite pelo limite inferior conduz a valores, em média, 15% abaixo
dos momentos obtidos experimentalmente, estando, portanto, a favor da seguranga. A
tinica excegio € a laje L3 que rompeu com carga mais baixa que a obtida pela proposta
de Nielsen, mas, como jd foi esclarecido anteriormente, a andlise dos resultados indica

que ela rompeu antes de esgotar a sua capacidade de carga.

Analisando os resultados apresentados nas tabelas 5.2, 5.3 e 5.4, verifica-se
que:

1. O ponto da superficie de colapso, onde hd tor¢do pura, nas trés lajes, é o que
apresenta maior abaixamento em relagio i superficie de Johansen, sendo este
abaixamento menos acentuado no caso da laje L3 que possui menor taxa de
armadura. Um abaixamento da mesma ordem de grandeza € verificado nos pontos
ensaiados, respectivamente, nas lajes L1B e L2A e em todos os pontos determinados
numericamente, pertencentes a elipse que € a intersegdo das duas superficies conicas

que constituem a superficie de colapso de Johansen.

2. Os pontos ensaiados das lajes L1A, L1A2 e L2B sdo os pontos médios das geratrizes
da superficie de colapso de Johansen, geratrizes estas que t€m projegdo no plano

My

houve abaixamento e para os pontos das lajes L1A e L1A2, o abaixamento foi

= (), fazendo dngulo de 45° com os eixos x ¢ y. Para o ponto da laje L2B, ndo

minimo. Estudando os pontos desta geratriz utilizando-se 0 programa desenvolvido,
¢ possivel verificar que, a partir de um ponto proéximo ao meio da geratriz até o
vértice da superficie de Johansen, hd pouca diferenga entre os resultados teérico ¢
numérico €, a partir do mesmo ponto até a elipse, a superficie tedrica superestima os

valores.

Segundo o trabalho de Peter Marti et al. [MARTI 87a], que analisou apenas
pontos submetidos & torgdo pura, poder-se-ia imaginar que hi um abaixamento da
superficie de colapso de Johansen na regido de momentos torsores significativos, o que

se confirma com a andlise dos resultados numéricos.

Os pontos A, e D, da laje L1 e os pontos M e P da laje L2, todos submetidos a
flexo-torgio, foram ensaiados nas lajes equivalentes L1A, L1B, L2B e L2A, submetidos
a torgdo pura, como foi exposto no Capitulo 3. Para a validagdo do programa, 0 mesmo
foi usado duas vezes para cada um destes quatro pontos. O programa foi utilizado com
as caracteristicas de cada laje equivalente, como dados de entrada e solicitagdo de torgdo
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pura, € novamente com as caracteristicas das lajes L1 ¢ L2 para os pontos A}, D,, M e P,
submetidos & flexo-torgdo. As tabelas 5.2 e 5.3 mostram a concordincia dos resultados.
As pequenas diferencas observadas sdo devidas a dificuldade de se conseguir a mesma
resisténcia & compressido para o concreto de todas as lajes e, também, porque na
execucido da laje equivalente é dificil conseguir-se exatamente a armadura tedrica
calculada, uma vez que as barras de ago sdo fabricadas em algumas bitolas com dreas
determinadas. Por exemplo, a laje equivalente L1A2 € mais exata que a laje equivalente
L1A porque a resisténcia & compressio do concreto utilizado € mais préxima a da laje
L1 ¢ os momentos de plastificagao, exigidos pela equivaléncia de lajes, sio mais exatos
porque as armaduras tedricas e reais sio mais préximas, conduzindo, assim, a0 mesmo
valor para 0 momento torsor dltimo determinado pelo programa no caso das lajes L1A2
e L1 ponto A,. Comparando os resultados numéricos para as lajes L1A € L1 ponto A, 0
momento torsor Gltimo da primeira € mais alto e a resisténcia a compressao do concreto
também.

As figuras 5.4, 5.5 ¢ 5.6 mostram a variagiio dos momentos torsores ultimos ao
longo da geratriz e ao longo da elipse de intersegdo das duas superficies conicas para as
lajes L1, L2 e L3. As lajes L1 e L3 se diferenciam apenas pela taxa de armadura. As
figuras 5.4 e 5.6, com os resultados destas duas lajes, evidenciam que a superficie cdnica
de Johansen prevalece em maior extensio no caso da laje com menor taxa de armadura.
A andlise dos resultados obtidos permite concluir que a superficie de Johansen diverge da
superficie definida pelos resultados numéricos e € contra a seguranga, principalmente
quando a taxa de armadura € alta ¢ quando o momento torsor atuante possui valores
significativos em relagio aos momentos fletores. Esta observagdo sugere, para a
correcdo da superficie biconica, uma superficie que acompanhe os cones, porém com
altura constante, ou seja, o0 momento torsor ultimo € fixo na geratriz a 45° dos eixos x e
y € encontra as superficies conicas de Johansen em um determinado ponto, a partir do
qual prevalece esta superficie conica. Esta superficie corretora deve ser fungao da taxa
de armadura e sua equagio € deduzida no Capitulo 6.
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Figura 5.4 - Momentos torsores 1ltimos ao longo da geratriz ¢ ao longo da
elipse que é a intersegdo das superficies conicas de Johansen para laje L1, segundo o
modelo numérico e segundo a teoria de Johansen
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Figura 5.5 - Momentos torsores ultimos ao longo da geratriz ¢ ao longo da
elipse que € a intersegdo das superficies conicas de Johansen para laje L2, segundo o
modelo numérico e segundo a teoria de Johansen
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Figura 5.6 - Momentos torsores ultimos ao longo da geratriz ¢ ao longo da
elipse que € a intersegdo das superficies conicas de Johansen para laje L3, segundo o
modelo numérico e segundo a teoria de Johansen
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Com o programa desenvolvido € pesquisada também, a regido da superficie de
Johansen correspondente a momento torsor nulo € momentos fletores de plastificagdo
atuando em duas dire¢des ortogonais.

Inicialmente € estudada a laje L1, ensaiada para solicitagiio de torgéio pura. A
resisténcia a compressdo do concreto € mantida € as taxas de armadura da laje inicial L1
sdo modificadas. O procedimento € repetido a partir da laje L2 e os resultados estdo nas
tabelas 5.5 € 5.6. Para cada laje sdo verificados os quatro quadrantes, de modo a
possibilitar o estudo do comportamento quando ocorrem 0§ casos: compressio X
compressdo, tragido X compressao ¢ tragao x tragio.

Em cada quadrante estuda-se o comportamento da laje quando atua o par de
momentos de plastificagio, ou seja, 0s pontos corespondentes aos vértices A, B, Ce D
(figuras 5.1, 5.2 € 5.3 ) do retdngulo que € a interse¢io da superficie com o plano Miytthy,
O programa € utilizado e, como resultado, obtemos um par de momentos resistentes. A
coluna onde estd indicado % significa o valor da diferenga relativa entre o par de
momentos iniciais e o par de momentos resistentes fornecidos pele programa em relagio
ao par inicial. Quando a resisténcia encontrada € menor, € colocado o sinal — e, em caso
contrdrio, € colocado o sinal +. Nas tabelas 5.5 e 5.6 estdo resumidos todos os
resultados encontrados: momentos de plastificagfo, diferenca relativa em cada
quadrante, taxas geométricas de armadura p, e Py € taxas de armadura relativa wy e wy,

sendo:
&
Px 7
a
Py = *}f’
o P55
fe
W, = Py fy
fe
onde:

ay,a, = drea das armaduras respectivamente nas dire¢des x € y
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fy = tenso de escoamento da barra de ago utilizada
f: = 0,451, = resisténcia & compressdo reduzida do concreto
f. = resisténcia a compressio do concreto obtida experimentalmente.

Analisando os resultados € possivel constatar que quando a solicitagio biaxial €
de tragio x compressido ( 2° e 4° quadrantes ) hd uma queda nos valores dos momentos
resistentes em relagdo aos valores iniciais dos momentos de plastificacdo, devido a tragdo
existente. Esta queda € mais acentuada quando o par de momentos solicitantes possui
valores muito diferentes ( altas taxas de ortogonalidade ), conduzindo a um ponto na
curva de resisténcia (Capitulo 4, figura 4.1) onde hd redugio de resisténcia.
Contrariamente ao esperado, n3o houve mudanga significativa quando os momentos de
plastificagdo t8m o mesmo sinal ( 1° e 3° quadrantes ). Apesar de as lamelas externas
sofrerem esmagamento, o acréscimo de compressdo devido 3 compressdo biaxial ndo
chega a ser mobilizado no restante da regido comprimida.

Na figura 5.7 estd indicada, em porcentagem, a queda dos momentos resistentes
em fungdo da relagio entre os momentos de plastificagdo. Foi obtida uma série de
pontos e foi tragada a reta aproximadora 6tima, que conduz ac menor erro, utilizando o
programa GRAPHER.

Esta reta € utilizada para obten¢do dos coeficientes que aparecem na corregdo
da intersegio da superficie de colapso com o plano nmyms,.
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Figura 5.7 - Queda dos momentos de plastificagdo x taxas de ortogonalidade
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CAPITULO VI
PROPOSTA PARA CORRECAO DA SUPERFICIE
DE COLAPSO DE JOHANSEN

De acordo com a andlise dos resultados experimentais ¢ numéricos, a superficie
de Johansen superestima a resisténcia das lajes de forma mais acentuada quando hi
predominéncia da solicitagio de torgdo e quando a taxa de armadura é alta. Portanto,
qualquer proposta de corregio deve incluir a influéncia desta taxa e levar em conta que,
quando hd predominincia da solicitagdo de flexdo, a teoria de Johansen € vilida. Além
disto, quando hd solicitagdo biaxial de flexdo, h4 uma redugiio de resisténcia no caso
trag@o x compressio, ou seja, no segundo e quarto quadrantes. E necessério corrigir a
superficie de Johansen para levar em conta também este efeito.

A seguir € deduzida a equagdo para a superficie corretora sugerida no Capitulo ‘
5, que € uma superficie com altura constante, igual ao valor do momento torsor 1iltimo
de Johansen reduzido pelo coeficiente ,,, ao longo da geratriz da superficie bicdnica de
Johansen e acompanha os cones, como mostra a figura 6.1. H4 interse¢io das duas
superficies €, em cada trecho, prevalece a que fornece momentos torsores iltimos
menores, para evitar o colapso.

.

V mpx - mpy
Kxy 45¢
4xo mi

Figura 6.1 - Superficie corretora
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Para facilitar a dedugao, faz-se inicialmente uma translagdo dos eixos x € y para
o vértice do cone e, em seguida, uma rotagio a 45°, de modo que um dos eixos coincida

com a geratriz da superficie conica de Johansen (figura 6.2).

4 M
i my Y
my mx
45°
+*
Mpy . 45°¢
miy=fxy |V (mpx , mpy) mx
"px m xyr mMpx myx
v mpy
Figura 6.2 - Translagio e rotagio de eixos
De acordo com Johansen, a equagio da superficie é:
(1 =y (=, ) =2, (6.1)
que conduz no caso de torgdo pura, m, = m, = 0, a:
My, = fmy m, (6.2)

Como hd uma reducdo neste torsor, fungdo da taxa de armadura, é possivel
propor:
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2 (6.3)

sendo preciso determinar o valor do coeficiente redutor Key-

O valor do momento torsor Ultimo deduzido por Nielsen, para o caso de torgdo
pura, utilizando a andlise limite pelo limite inferior, € fornecido pela expressao:

My, = o B Juwy (1=, —w, ) (6.4)

Joo howe e wy, ja foram definidos no Capitulo 5. A comparagio feita com os resultados
experimentais mostrou que a equagdo (6.4) conduz a resultados satisfatérios. No
trabalho de Peter Marti e Kong [MARTI 87b] € feita uma comparagio entre os
resultados obtidos utilizando a teoria de Johansen e utilizando a equagdo (6.4), que foi
colocada na forma das curvas da figura 6.3. Analisando estas curvas, é deduzida uma
equagdo para a determinacio do coeficiente redutor Ky-

Ky 1e Wy 20,26
/

s
) Vs
; Vo
Ak
L ,//

- _%

o] 0.05 QIO O0.U5 0.20 Q.25

wy

Figura 6.3 - Coeficiente &y,



108

Se o coeficiente kxy fosse influenciado apenas pela taxa de armadura w,, poderia
S€ pensar na curva comeo uma parabola

_ 2
ky =atbw, +ow;

(6.5)
com as condigdes de contorno:
. w=0 - k=1 snoa=1
2. w=0 = ky=0 o b+2w,=0 b=0 (6.6)
3. w=025 > kyy = 1,25 140,25%c = 1,25 c=4
by = (1 +4w? )
como o valor de ky,, € influencidvel de maneira semelhante por Wy
by =(1+4w2) (1+4w2) (6.7)
A superficie corretora (figura 6.3) pode ser representada pela equagio (6.8):
2 2

ou:

2
Plpx M py l‘my .’
k2 22 [T Py
Xy My

E preciso fazer a rotagdo ¢ a translagdo do sistema de eixos local para voltar ao
sisterna global.

(6.9)

Rotagao:

= 2 -2

m, = Mx 2+myT 610
B (6.10)
m),=—mx—§—+m,.T
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Substitui-se (6.10) em (6.9).

Translagao:

my =my —mp),

{’"‘ ~ T s (6.11)
Substitui-se (6.11) em (6.9), depois de substituir (6.10) em (6.9).

A equagdo (6.9) pode ser escrita:

S 61
xy

Utilizando (6.10):

2 1= = —~ 1.
mx =—Mx+Mmyx my +—my
2 2 (6.13)
2 1 -_— — — 1 —3 .
my =—Mx—Mx my +—= my
Substituindo (6.13) em (6.12) e como
B 10 D =[%ai 7 Ty %aﬁj m?, (6.15)
Xy
ou:
ni?, (2 +m3) = s [4 ’"P;z’"” —ngy} (6.16)
¥

Considerando a translagdo indicada em (6.11), chega-se a:

mfy {(m, —my, )2 + (m), -m,, )2}= (m, —mp,)(m, —mpy)[d’m’u ey —ZmEyJ
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ou:
mfy (mi —2m, m,, +mﬁx +my2 —2my m,, +mf,y)=
- Aps My 22 (6.18)
=My My = My Mgy — 1y My, + M, My, 2 My
xy
ou:
2
m?,y (mi +2m, m, +my)+mfy (mp, +mpy) =
4dm, m (6.19)
2
=2my, (mz +m),)(mp, +mp),)+(mx —mpx)(my —mpy)—m—';z litd
xy
ou:

dm,, (6.20)
=(mx _mpx) (my _mpy)—pkzmﬂ
xy
(e )~ (4 ) = =) oy =y ) 2222 (6.21)

Finalmente;

Equagao dos Pontos da Superficie:

Aex My _ g (6.22)

m:‘; {(mw"'mpr)_(mz +my)}2 —(mpx —m. ) (mpy —my ) e

Condigdo de Admissibilidade Pléstica:

4m,, m

Zgo (623)
xy

my, {(mpx +mp),)—(m, +m, )}2 _(mpx —m,)(mp, _my)

A corregio necessdria da superficie de Johansen para solicitagio biaxial, quando
hd predominéncia dos momentos fletores em relagio aos torsores, estd representada na

figura 6.4.
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Figura 6.4 - Trago da

Aproximando a corregdo da reta m

EIX0S m'ym’y:
. 2 .
my=amx+bm;+c

y

Condigdes de contorno:

2

o+ . _ .
2. m=m" :m =0 ~ am,

3. m = —|m;,

superficie de colapso no plano mym,

Resolvendo o sistema de equagdes (6.26), € possivel determinar a e b:

2
+ + _
am,, +bm, =0

_2 - +
am,, ——b[mp, =—km
]
—k m;,
a= -
lmpz (mpx +mpx)

Y

, =my, por uma pardbola referente aos

(6.24)

+bhm?, =0 (6.25)
.2 - +
amy, —blmpx =—kmp,

(6.26)

(6.27)

Klmbxl

b ;
Mpy — _
'm$¥ j: © m
mpx 0 8 [mpx My,

l K| mpy}
Mpy
Kl‘l'lEx
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+

+
kmpy |mp,

T

+m;,) My,

Substituindo (6.27) e (6.28) em (6.24):

+
k mP)‘ +

my = ~ ( = +) m, (mp,—mz)
lme My, |+ myy

Fazendo uma translag#o para voltar aos eixos originais m, €

I +
my = m, +m,,

Levando (6.29) em (6.30):
_ k"_lpy 7 M (m;; —m,)-*-m;yfmy:O
’mP ( mPI + mpz )

Aproximando, também, a comregio da reta m, =m]

Eal

referente aos eixos m, my.

) Az

A
m;::amy +bm)r +c

Condig¢bes de contorno:

L) B
l. my=0 m.=0 . ¢=0
A A 2
+ — + +
2. my=my, m.=0 am, " +bm,, =0
A Fa

2
- _ + R -2_ _ +
- mz =—km,, . amg, b|m km

3. my =-v|m "

;3" =

Analogamente ao caso da curva corretora para m, =my, :

f229

(6.28)

(6.29)

(6.30)

(6.31)

por uma pardbola

(6.32)

(6.33)
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L N r’h,(m;,—;;y) (6.34)
|mpy| (]mpy Ty,

Voltando aos eixos globais m, e m,:

A

my = e (6.35)

Substituindo (6.34) em (6.35):

+
k My,

- - +
Impyl (|mpy| My,

7 (m}, —m,)+mt, —m, =0 (6.36)

Pela teoria de Johansen, a equagdo da superficie de colapso €:
(e —me ) (g —my,) = m2, (6.37)

Apos a corregdo, a equagdo da superficie de colapso €:

LMy [ +— ( lf +j m, (m:,—my)+1 —m, b
lmP)' lmP}’| + mPJ"
- ’ (6.38)
k
Sy, | T— ( - +)mx(m;x—mx)+l —my»=miy
Imp, My |+ My
Sem, = my = 0, caso de tor¢fio pura, pela teoria de Johansen:
mly =, (6.39)
Utilizando a corregio:
m?, =mt_ m (6.40)

H4 concordancia de (6.39) e (6.40), pois se trata de um caso em que o
momento torsor ¢ significativo € ndo os momentos fletores.



CAPITULO VII
DIMENSIONAMENTO DE LAJES

7.1. Método de Wood

O dimensionamento de lajes de concreto armado € um problema muito
fregiiente no célculo de estruturas, ou seja, é necessdrio determinar a espessura de
concreto € a armadura necessirias para que os esforgos resistentes superem os esforgos
solicitantes. A existéncia do momento torsor, constatada com a utilizagio de modelos
mais exatos de andlise, dificulta o dimensionamento, que deve ser compativel com o
modelo de andlise utilizado. Portanto, ndo € possivel desprezar o momento torsor, sob
pena de prejudicar a seguranga. Modelos de andlise de esfor¢os mais aproximados,
como o método das faixas de Hillerborg, desprezam o momento torsor e, em
compensagdao, fornecem valores mais elevados para os momentos fletores, se
comparados com métodos que nio desprezam o momento torsor.

Dentre os métodos de dimensionamento de lajes de concreto armado que levam
em conta momentos de flexdo e de tor¢io, o método mais conhecido € o de Wood, que
considera apenas um caso de carga e adota armadura em malha ortogonal.
Posteriormente, Armer generalizou o método de Wood para o caso de armadura

€sconsa.

O método de Wood apresenta uma férmula para se obter os momentos
resistentes positivos € negativos nas duas diregSes ortogonais x e y, necessdrios para que
a laje resista aos momentos fletores m, € m, ¢ 0 momento torsor My, atuantes num
determinado ponto.

A idéia bdsica do método de Wood consiste em determinar a quantidade de
armadura minima necessdria a laje, para que, em uma se¢do qualquer da mesma, com
dire¢do arbitrdria, a componente normal do momento iltimo desenvolvido pela laje

resulte sempre maior ou igual & componente normal do momento solicitante nesta segio.

As equagOes deste método sdo obtidas em dois passos. Inicialmente,
minimiza-se a diferenga entre a componente normal do momento resistente tltimo e a
componente normal do momento solicitante. As equagdes assim obtidas apresentam
como indeterminagdo a direcdo da linha de plastificagdo (rétula pldstica). Esta
indeterminagdo €, entdo, resolvida minimizando-se a quantidade de armadura. Estas
equagoes fornecem, explicitamente, momentos resistentes Gltimos nas dire¢des das barras
de armadura e, para os quais, estas podem ser dimensionadas como em um caso de
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flexfio simples. Estas equagdes ndo consideram a atuacdo de esforgos de membrana e
também ndo levam em conta a interacdo existente entre as forgas que atuam nas
armaduras situadas em faces opostas da laje: a armadura de cada face da laje €, entio,
dimensionada como se a armadura da face oposta ndo existisse.

Sendo momento resistente Gltimo m,, € momentos solicitantes m,;:
, S, (7.1)

Para a resolugdo da equagdo (7.1), Wood e Armer utilizaram as equagdes do
critério de escoamento de Johansen (2.1) e (2.3).

My, =M, COS” 0-+m,, sen” 0 (1.2)
m, =m, cos” 8 +m, sen’ 0—m,, sen26 (7.3)

A seguir, os casos de armaduras positiva e negativa sdo analisados
separadamente.

1. Momentos de dimensionamento da armadura positiva:
m,, —m, 20 (7.4)
Substituindo-se (7.2) € (7.3) em (7.4):
my, cos? 9+my, sen? B —m_ cos? 8—m, sen’ 0+m,, sen20>0 (7.5)

Como sen?0 = 2senBcosO e dividindo-se a equagdo (7.5) por cos?0:

my, +m, k?‘—mx-my k% +2k My, 20 (7.6)
P L (7.7)
cos 8

ALY ) (7.8)
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2% flk)

=0
a*e

De (7.8) obtém-se:

Qf) _ o 3fU) 3k _3F(K) oy
30 dk 96 dk

Como o termo sec?® € sempre diferente de zero, tem-se:

3 Fk)_3F)_,
d0 dk

Aplicando-se, entdo, a equagdo (7.11) em (7.6):
2k my, —2km,+2m,, =0

Portanto, o momento para o dimensionamento na diregio y é:

Substituindo-se (7.13) em (7.6):

+
Moy 2 M, —k my,

como o minimo € desejado:
+
My, =m,—km

xy

¢ aplicando-se (7.9) em (7.6):

(7.9)

(7.10)

(7.11)

(1.12)

(7.13)

(7.14)

(7.15)

(7.16)

(7.17)
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ou seja, Myy € & possuem sinais contrdrios. Assim, considerando-se a equagdo (7.17), as
equagoes (7.15) e (7.13) podem ser reescritas como:

Mg =my 4K | | (7.18)
ity =my || (7.19)
K =|k|=]rg8| (7.20)

Admitindo-se que a diferenga entre os bragos de alavanca para as armaduras nas
diregdes x e y seja desprezivel, a armadura total poderd ser aproximadamente
proporcional 4 soma de m;, e m;,. Desprezar esta diferenca corresponde a adotar uma

hipotese simplificadora de que o momento seja igual a armadura. Assim,

i+ ity =y 4 K |+, 4| (7.21)

Como o objetivo € encontrar uma armadura mais econdmica, temos que
minimizar a expressdo da armadura total (7.21), que equivale a obter um valor para
K = [k/, tal que torne minima a expressdo (7.21).

d + +
2 (my, +m,)=0 (7.22)
ou:
9 K+ - 7.23
a_K m, +my +( +E)|m,y| =0 ( . )
logo:
1
o) (125 )0 (7.24)
resultando: K =1 (7.25)
e por (7.20):

8, =45° (7.26)
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Fisicamente, 8,, corresponde & posi¢do da linha de escoamento (ou chamneira

plastica), em relag@o as diregdes das armaduras, que conduz ao dimensionamento mais

econdmico.

Portanto, os momentos resistentes para o dimensionamento das armaduras

positivas, considerando-se K = 1.

+

My

=m, +|m

o

mi, =m, +[m,,|

2. Momentos de dimensionamento da armadura negativa

Procedendo-se de maneira andloga ao item 1, chega-se a:

My, =m, _Klmn’|

Moy

1
=y _}’lmvl

onde também K = 1.

Assim, para o dimensionamento da armadura negativa;

My =My — m,,y|

Myy =1y _lmxy|

(1.27)

(7.28)

(7.29)

(7.30)

(7.31)

(7.32)

3. Momentos de dimensionamento das armaduras positivas ou negativas de sinais

contraditérios

Quando se utiliza as equagdes (7.27), (7.28), (7.31) e (7.32), espera-se que os

momentos de dimensionamento sejam positivos ¢ negativos,

respectivamente.

Entretanto, em alguns casos, estas equagoes conduzem a momentos de dimensionamento
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com sinais contraditérios, ou seja, pode-se encontrar para a armadura positiva momentos
negativos e vice-versa. Isto se deve ao fato de o critério de escoamento de Johansen
(7.2) ndo considerar a possibilidade de os momentos resistentes dltimos terem sinais
contrarios.

Para contornar este problema, Wood sugere a utilizagdo de um valor de £ que
anule o momento com sinal conflitante. Este novo valor de & €, entdo, utilizado para a
determinagdo do momento resistente na outra dire¢do. Este procedimento é vilido, uma
vez que & € uma constante arbitrdria. Se apds as corre¢des ainda houver discrepancia de
sinais, uma nova corregio deve ser realizada até que os sinais fiquem coerentes. Anular
um momento de dimensionamento significa que € dispensdvel o uso de armaduras na
direcdo deste momento para o bordo em anilise.

Corregdo para o bordo inferior da laje, associado A armadura positiva e
momentos positivos:

Se m, {0, adota-se:

my, =0 (7.33)

k= : K

s ‘ (7.34)

Hlxy

m, = m, + My (7.35)
mz
Se por (7.35) m,, (0, nova corregdo:
my, =0 (7.36)

na equagio (7.13), logo:
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k=22 : K =|Z (7.37)
my my,
Substituindo-se (7.37) em (7.18):
2
=, + (7.38)
my

Se por (7.38) m;, (0, entdo nova corregio.

Corregio para o bordo superior da laje, associado 3 armadura negativa e
momentos negativos. |

Analogamente, se m,, )0, faz-se:

Moy =0 (7.39)
logo:
m2
m;y =m, - mxy (7‘40)
Se em (7.40) m,, )0, entdo nova corregao:
m,, =0 (7.41)
portanto:
2
=, - %1 (7.42)
¥

Se por (7.42) my, )0, entdo nova corregdo:

my, =0 (7.43)

Para o caso de armadura esconsa, Armer utilizou a generalizagdo da superficie
de escoamento de Johansen e procedeu de maneira andloga ao caso da armadura
ortogonal.
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7.2. Dimensionamento via Programacao Matematica

As técnicas de Programaciao Matematica (PM) sdo utilizadas para resolver os
problemas de otimizagdo, que sao aqueles que procuram maximizar ou minimizar uma
fungdo numérica de determinado nimero de varidveis (ou fungdes), as quais estdo
sujeitas a certas restrigoes. Se todas as relagoes sdo lineares, tanto nas restrigdes como
na fungdo a ser otimizada, o problema de Programa¢do Matemadtica € classificado como
problema de Programacgio Linear (PL). Os programas de PL sfo freqiientemente
utilizados na programacgio nido-linear, quando esta € resolvida de forma recursiva, ou

seja, como uma seqiiéncia de problemas de PL.

Matematicamente, o problema de PM consiste em se determinar os valores de #

varidveis x,, x,, ..., X, , que tornam méximo ou mfnimo o valor de uma fungdo:

Flx, %0 oy x,) (7.44)
dadas m restri¢des ou condigdes:

g (X Xg s Xy) {<,= 2}, (i=1,2,...m) (7.45)

e podendo ainda estas varidveis estarem sujeitas a condi¢des do tipo:

L<x <y (i=12,...n) (7.46)
onde:
f(x;, x,,, ..., x,) €chamada de fungio objetivo
Xy, Xy, ..., X, €0 vetor das n vandveis
8:(x;, X5, ..., x,) TEpresenta o vetor das m restrigdes
b, I, u; sdo constantes.

Nio existe diferenga essencial entre um problema de maximizagdo ou
minimizagdo, pois os valores de x que maximizam f{x) também minimizam -f{x). Assim,
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todo problema de maximizagio pode ser formulado como um problema de minimizagio
€ vice-versa.

Dimensionar € quantificar valores para que a resisténcia supere a solicitaggo.
Dimensionamento 6timo €, portanto, a determinagio de valores minimos para as

arraduras, suficientes para que a resisténcia supere a solicitagio.

No caso de dimensionamento de se¢des sujeitas a flexdo composta reta, existem
dbacos de interagao que facilitam o dimensionamento. Estes dbacos representam a
superficie de esforgos resistentes, ou superficie de colapso, que no caso bidimensional
(N, M) se degenera em uma curva. Estes dbacos de interacdo permitem obter a
armadura necessdria para resistir aos esforgos atuantes em uma dada se¢do. Sédo
construidos para uma dada disposigdo de armadura e tipo de ago. Analogamente,
existem as superficies de colapso utilizadas para a flex8o composta obliqua. Johansen
desenvolveu uma metodologia para obteng@o de tais superficies para lajes de concreto
armado (Capitulo 2). Como o critério de Johansen € definido separadamente para os

momentos positivos e negativos, a formulagao € feita da mesma maneira.
1. Momentos positivos
a) O dimensionamento de lajes de concreto armado pode ser feito utilizando-se a

superficie de Johansen, de modo a garantir que, em cada caso de carga, o ponto que

representa o conjunto de esforgos solicitantes m,, n, e m,, esteja sobre ou no interior

da superficie de escoamento de Johansen.

A partir das equagdes (7.1) e das equagdes da superficie de escoamento de Johansen

(7.47)
(mpz —mx)(mm—m),)—m‘.%Ji >0 (7.48)

b) Como ji foi dito no item 7.1, em algumas situa¢des, os momentos de
dimensionamento obtidos possuem sinais contraditérios. Para que a solugdo
encontrada nfio seja contraditdria, impde-se que os momentos resistentes positivos
sejam realmente positivos.

mt, 20 (7.49)
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mt, 20 (7.50)

¢) Os momentos resistentes devem englobar os momentos solicitantes sem sair do cone
real, pois a superficie de Johansen € composta por cones reais € imagindrios, positivos
e negativos.

Mgy 2 m, (7.51)

my, >m, (7.52)

d) Para fazer um dimensionamento ¢timo, ou seja, assegurar que a resisténcia supere a
solicitagio com um minimo de armadura, ¢ admitida a hip6tese simplificadora de

proporcionalidade entre os momentos de dimensionamento e as armaduras, €
necessario minimizar

f(x)=m, +m), (7.53)

que € a funcdo objetivo do problema proposto a ser resolvido pela programagio
matemdtica.

2. Para os momentos negativos procede-se de maneira andloga.

7.3. Influéncia do Critério Proposto no Dimensionamento

Com a proposta da nova superficie de colapso, é preciso modificar a restricio
que visa garantir que em cada caso de carga, o ponto que representa o conjunto de
esforgos solicitantes m,, m, ¢ m,, esteja sobre ou no interior da superficie de colapso.



CAPITULO VIII
CONCLUSOES E SUGESTOES

Este trabalho consiste no estudo experimental ¢ numérico das superficies de
colapso, no espago dos esforgos seccionais, de lajes de concreto armado com armaduras
ortogonais. Estas superficies sdo a base para a andlise do comportamento de lajes fora do

regime linear-eldstico e também para o dimensionamento de lajes.

As principais conclusdes desta pesquisa estdo resumidas a seguir.

+ A introdugio do conceito de laje equivalente simplifica, com eficiéncia, a realizagio

dos ensaios.

s A concordincia observada na comparagio entre resultados experimentais e

numéricos permite validar o programa computacional desenvolvido.

o A andlise dos resultados experimentais ¢ numéricos permite constatar que a
superficie de colapso proposta por Johansen conduz a resultados contra a seguranga,
principalmente na regido onde o momento torsor possui valores significativos em
relagdo aos momentos fletores e quando a taxa de armadura € alta ou moderada.
Com base nestes resultados € possivel determinar a regidio de momento torsor
significativo onde ocorre o abatimento da superficie de Johansen, sendo que a regifo
e o abatimento sdo fungdo da taxa de armadura.

» Um estudo da superficie de colapso de Johansen na regifo de momento torsor nulo e
momentos fletores de plastificagdo permite concluir que também € necessdrio fazer
uma corre¢io nesta regido. Quando os momentos fletores de plastificagdo tém altas
taxas de ortogonalidade ( relagdo m,./m,, ) e sinais contrdrios ( 2° e 4° quadrantes )
hi uma queda nos valores destes momentos, devido & tragdo existente.
Contrariamente ao esperado, ndo houve mudanga significativa quando os momentos
de plastificagdo t€m o mesmo sinal ( 1° e 3° quadrantes ). Apesar de as lamelas
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externas sofrerem esmagamento, o acréscimo de compressio devido a compressao
biaxial ndo chega a ser mobilizado no restante da regido comprimida.

Tendo como base as conclusbes acima referidas, sdo propostas corregdes para a
superficie de Johansen. A nova superficie de colapso € na verdade composta de duas
superficies, prevalecendo a que fornecer menores resisténcias na regido estudada.
Uma das superficies € a de Johansen, com a corregdo proposta para a regido de
torsor nulo, que se encontra com a nova superficie. Esta nova superficie possui altura
constante, ao longo das geratrizes das superficies cOnicas, resultante do abatimento
da superficie biconica de Johansen na regifio de tor¢do pura, e, acompanha as

superficies conicas. Na verdade, a geratriz de cada superficie conica néo € reta.

Uma vez que o dimensionamento de lajes depende do critério de resisténcia e que
este critério ( superficie de Johansen ) foi modificado tornando-se mais rigoroso, os
métodos de dimensionamento terdo que ser revistos. O método de Wood utiliza o
critfric de Johansen. Propde-se entio uma nova metodologia para o
dimensionamento, baseada na nova superficie de colapso proposta, que utiliza a
programagio matemndtica para a obtengio da solugio.

A seguir sfo apresentadas algumas sugestdes para © prosseguimento da

pesquisa.

Verificar se hé influéncia de outros parimetros, como por exemplo, a resisténcia a
compressdo do concreto, na determinagdo da superficie corretora.

Implementar um programa para o dimensionamento com o objetivo de verificar a
influéncia desta meiodologia na determinagdo dos momentos de plastificagdo
necessarios.
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Estender o estudo da superficie de colapso as lajes com armaduras esconsas. O
método de Armer, para dimensionamento de lajes com armaduras esconsas, €
baseado na generalizagdo da superficie de colapso de Johansen.

Verificar experimentalmente a regido de momento torsor nulo da superficie de
colapso de Johansen.

Estudar a influéncia na reducao do torsor da existéncia de armaduras positivas €
negativas diferentes, iguais ou diferentes nas duas dire¢des. A férmula de Nielsen foi
deduzida para armaduras positivas e negativas iguais, podendo ser diferentes nas
duas dire¢des. Usar o programa para tentar obter uma férmula empirica.
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