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Nesta tese analisamos formulagdes de elementos finitos mistos, baseadas no
método de Petrov-Galerkin para problemas sem restricao , como no caso do prob-
lema de Poisson e da elasticidade compressivel, e para problemas com restrigio

rd
interna como o da elasticidade incompressivel.

Discutimos as dificuldades de construgao de aproximacoes de elementos fini-
tos para esses problemas de valor de contorno examinando detalhadamente a con-

strucdo de elementos estaveis e suas taxas de convergéncia.

Essas novas formulagdes de Petrov-Galerkin além de melhorarem as taxas de
convergéncia das formulagdes classicas, transformam o problema original de ponto
de sela em um problema de minimo. Varias técnicas de pds-processamento para o

calculo dos fluxos/tensdes sdo tambem apresentadas e discutidas.

Exemplos numéricos sfio apresentados confirmando o bom desempenho das for-
mulagdes aqui propostas que recuperam a estabilidade e a convergéncia de aprox-

imagdes que sao instdveis com o método de Galerkin.
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- NEW MIXED FINITE ELEMENT FORMULATIONS
WITH POST-PROCESSING SCHEMES

Elson Magalhies Toledo

June, 1990

Thesis Supervisor : Abimael Fernando Dourado Loula
Department : Civil Engineering
In this thesis we present a new mixed finite element formulation based on the

Petrov-Galerkin method for unconstrained problems like Poisson’s problem and

compressible elasticity and for constrained problems like incompressible ela..éticity.

We discuss the main difficulties in the construction of finite element approx-
imations to these boundary value problems examining in detail the construction

of stable elements and their convergence.

These new formulations, besides enhancing the convergence rates of the clas-
sical formulations transform the original saddle point problem into a minimization
one.\ Several post-processing techniques for the fluxes/stresses are also proposed
and discussed. Numerical_ examples are shown which confirm the good perfor-
mance of this new approach that recovers the stability and convergence of some

unstable Galerkin approximations.
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CAPITULO I

INTRODUCAO

O presente trabalho insere-se no contexto do uso de modelos mistos na con-
strucio de aproximacgdes de elementos finitos para a solugho de uma grande classe
de problemas da mecanica. Assim é que na literatura recente frequentemente en-
contramos modelos mistos aplicados a problemas de escoamento incompressiveis
(Equacgio de Navier Stokes), ao problema de flexfio de placas, elasticidade incom-

pressivel, cascas etc.

O aspecto comum que une esta categoria de problemas reside principalmente
no fato de que as aproximacdes de elementos finitos para esses problemas com
o emprego das formulagdes em um sé campo, como as formulagdes cinematica
e de equilibrio, padecem de dificuldades incontorniveis que tornam seu uso im-

praticavel.

A solugio natural que dai advem tem sido a utilizacao de formulagées mistas,
cuja analise para assegurar a existéncia e unicidade de solugio nio pode ser feita
com o Lema de Lax. A existéncia e unicidade para esta categoria de problemas
é feita com a utilizagio dos teoremas de BABUSKA(1974) e de BREZZI(1974),
que além das exigéncias usuais de continuidade e elipticidade das formas bilineares
envolvidas exigem a satisfagdo de condigoes de compatibilidade entre os espagos a

serem adotados para cada uma das varidveis nas quais o problema é formulado.

Além disso outro aspecto que deve ser examinado cuidadosamente refere-se ao

fato de que as propriedades do problema continuo, tais como existéncia e unicidade
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de solugéo , nem sempre sao transferidas para a aproximacao discreta do mesmo.
Isto implica em que uma certa formula¢io mista pode ter solugdo tinica para o
problema continuo e sua versdo discreta apresentar fenoémenos indesejaveis, tais

como nao unicidade, trancamento ¢ oscilagtes espirias.

Apresentamos aqui, a partir de um método proposto por LOULA, HUGHES,
FRANCA e MIRANDA(1987) novas formulagdes mistas para o estudo do problema
de Poisson, da elasticidade compressivel e da elasticidade incompressivel usando

interpolagoes continuas e descontinuas.

Derivamos, para tanto, novas formulagées de Petrov-Galerkin em que o prob-
lema. original de ponto de sela das formulagdes mistas usuais, € transformado em
um problema de minimo. Dessa forma eliminam-se as restri¢des impostas pela
necessidade da compatibilizagéio entre os espagos de aproximagio para as varidveis
do problema, restando satisfazer unicamente aos requisitos de conformidade usuais

na construgio de aproximagdes com o método dos elementos finitos.

Essas novas formulacdes sdo de facil implementacio em cddigos ja existentes
e tém como principal ganho, além desta facilidade, a melhoria sensivel nas ordens

de convergéncia para as variaveis envolvidas.

No capitulo II tratamos inicialmente de problemas onde nfo hd nenhuma re-
strigio interna limitando qualquer um dos campos em que a formulacéo € posta.
Dentro desse contexto inserem-se o problema de transferencia de calor descrito

pela equagido de Poisson e o problema da elasticidade compressivel.

No capitulo Il procedemos de forma andloga para o problema da elasticidade
incompressivel, apresentando inclusive uma extensdo aplicivel ao caso de fluéncia

estacionaria.

Em seguida, no Capitulo IV, apresentamos outras formulagtes denominadas

de formulagdes com pés-processamento e finalmente, no Capitulo V elaboramos
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algumas conclusoes e apresentamos sugestdes para futuros avangos nesta area.
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CAPITULO II

PROBLEMAS SEM RESTRIGCAOQ

IL.1 - Introdugao

Varios fenémenos fisicos, de grande interesse para a engenharia, podem ser
descritos por um sistema de equagdes diferenciais parciais de primeira ordem num
dominio . Por simplicidade consideremos © C R? um dominio limitado com

contorno regular I' = 082, e a seguinte classe de problemas:

Para um dado campo f achar os campos o e u, satisfazendo a
dive + =0 em O (I1.1)

Ag =Bu em £, (I1.2)

com condiges de contorno u(x) = 0 em I' (condigdes de contorno mais gerais
serdo consideradas nas aplicacbes numéricas). Esta classe de problemas inclue,
como casos particulares, o problema de transferéncia de calor em regime esta-
cionario, denominado daqui por diante, como usualmente, problema de Poisson, e

o problema da elasticidade, ambos restritos a dominios bidimensionais.

No caso do problema de Poisson, f é um escalar, u é um potencial (temperatura
por exemplo), ¢ é o fluxo derivado do potencial, A é um tensor de segunda ordem -
(representando a condutividade), ¢ B = V é o operador gradiente. No caso do
T

problema da elasticidade, f é o campo vetorial de forgas de volume, o = o* €

o tensor de tensdes de Cauchy, u é o vetor de deslocamentos, A € um tensor de
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quarta ordem (inverso do tensor de elasticidade), e B é o operador que, no caso

da elasticidade linear, define o tensor de deformacgéo ou seja:

Bu= %(Vu + vu®) (II1.3)

II.2 - Formulagao CinemaAtica

Seja L%(£2) o espago de Hilbert contendo fungdes quadrado integraveis em (2,

com produto interno

(f,9) = / fg a2, (I1.4)

e norma associada

Illo = 111 = (£, /2. ({1.5)

Seja H™ (L) o espago de Hilbert de ordem m,
H™Q) = {f € L*(Q); Ya,|a| <m, 8°F € L*(Q)}, (I1.6)
com o produto interno usual

(holn= 3 [of0gan, (IL7)

lol<m §
norma associada
I Fllm = (s 2t (I1.8)
e seminorma
flm = (87 f,8™ ). (I1.9)

A notacio 0°f indica a derivada de f no sentido das distribuigées , isto &,

@f, @)= (-1)l(f,0%0) VpeD



onde
6'0"'(’0

= (e} g ?
0z, ' 0z,

0%p peD (I1.10)

com «; inteiro natural, |a| = a; + az, € D o espago das funcdes testes. Seja ainda

o subespago de H(2) de fungdes que se anulam no contorno I' i.e.:

H()={fecH(Q), f=0 em T} (IT.11)

I . . .
Quando A é inversivel, como no caso do problema de Poisson ou da elasticidade
[ -~
compressivel, uma formulagdo natural para o problema proposto envolvendo o
campo u apenas, normalmente referida como modelo cinematico, € facilmente

obtida eliminando-se o campo o, pela substituigio de (I1.2) em (IL.1}), resultando
—div(A™'Bu)=f em £, (11.12)

com condigBes de contorno homogéneas, cuja forma variacional €

Problema PU: Achar u € U tal que
a(n,v)=f(v) vweU (I1.13)

com U = H}(), no caso do problema de Poisson, ou U = Hj () x H§(2), no

caso do problema da elasticidade compressivel, e

a(u,v) = /A_lBu-Bde Yu,v € U, (I1.14)
)

F(v) = / f-vdQ VYvel. (I1.15)
Q

Que o Problema PU tem solugiio tinica podemos facilmente verificar pelo lema
4 ays H
de Lax, uma vez que f{-) é continuo e a(-,-) é uma forma bilinear, continua e

U —elfptica, isto &, existem constantes M < oo e v > 0 tais que,

la(u, v)| < Muljp]vly ¥Yu,vel, (11.16)
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a(v,v) > |vlZ Vvel. (I1.17)

AproximacGes de elementos finitos para o Problema PU sdo classicamente
obtidas introduzindo-se o espago de elementos finitos UF C U, onde k é o grau do

polindémio de interpolagéo e h é o pardmetro da malha. Temos assim

Problema PUy;: Achar uy € U,ff tal que
a(up,vy) = f(vy) Vv € UL, (I1.18)

Como U} C U, as propriedades (I1.16) e (I1.17) sfio imediatamente transferidas
para o Problema PUyj;, o que nos assegura a existéncia e a unicidade de solugao

para este problema. Pelo lema de Céa, e considerando (I1.16) e (I1.17), resulta

f M
]|u — uh||U < 7”11— Vh”U Vv, € U, (II.lg)

que combinada com resultados cldssicos da teoria de interpolacio (CIAR-

LET,1978) conduz &s seguintes taxas de convergéncia para uy, e Vuy,
la—usllo £ CA* ufgyy (11.20)
[Vu— Ve < ChFufiyy. (I1.21)

Além de nao ser imediatamente aplicdvel ao caso da elasticidade incom-
pressivel, como se verd mais adiante, esta formulagio apresenta o inconveniente de
que a aproximagio para o é obtida por meio de derivadas do campo uy, resultando

assim

o — orlle < Ch*|ulpts. (I1.22)

O que significa que neste caso as aproximagoes obtidas para o fluxo, ou para as
tensdes, sio sempre menos precisas que as das varidveis primitivas (temperatura

ou deslocamentos). Outro inconveniente desta formulagio é que ela conduz a uma,
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aproximacido oy que satisfaz a equagio de equilibrio de forma extremamente fraca.
Como na maioria das aplicagbes priticas obter uma boa aproximagéo para as
tensoes e fluxos é mais importante do que para os deslocamentos e temperatura,
respectivamente, varias formulactes tém sido desenvolvidas com esta finalidade,
como por exemplo, formulagtes baseadas em modelos de equili’brio onde a variavel
primitiva é a tensdo (fluxo). A dificuldade com os modelos de equil{brio é que eles
exigem a construgao de espagos de aproximagao satisfazendo “a priori” a equagio
de equilibrio. Uma alternativa para se evitar os inconvenientes das formulagoes
em um nico campo sdo as formulagdes mistas envolvendo os campos ¢ e u, que
consideramos a seguir, inicialmente para o problema de Poisson e posteriormente

para o problema da elasticidade compressivel (sem restrigio ).

I1.3 Problema de Poisson

A construgio de aproximacdes de elementos finitos para o problema da equagao
de calor ndo apresenta, em geral, nenhuma dificuldade conforme visto no item an-
terior. Na formulac¢io entéo apresentada este problema pode ser posto como um
problema de minimizacgio no qual toda e qualquer aproximagio conforme de el-
ementos finitos é normalmente convergente com taxas otimas para o campo de
temperaturas, sendo que o fluxo de calor neste caso s6 pode ser calculado como
derivada do campo de temperatura, o que acarreta perda de precisio na sua aprox-
imagao .

Com o intuito de melhorar a aproximacgio do fluxo um outro tratamento para
este problema tem sido classicamente proposto onde se consideram os dois campos,
temperatura e fluxo, como varidveis independentes, o que dé origem a um problema.
de ponto de sela. Neste caso duas formulagoes tém sido usualmente apresentadas:

uma formulagfio mista denominada primal, com temperatura em H} e fluxo em
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(L*)?, e mais recentemente, uma outra, que tem sido denominada de formulagio
dual, com temperatura em L? e fluxo em H(div), como proposto inicialmente por

RAVIART e THOMAS(1975).

Essas formulagdes podem ser analisadas pela utilizagio do teorema de
BABUSKA(1973a) ou pelo teorema de BREZZI(1974), de onde concluimos que
as escolhas dos espa¢os de aproximacao para as variaveis consideradas sao lim-
itadas por uma condi¢do de “compatibilidade” entre eles que é conhecida como
a condi¢io de Ladyszhenskaya - Babuska - Brezzi (LBB) (BABUSKA, 1973a €

BREZZI, 1974).

11.3.1. - Formulacio Mista Primal

Além das defini¢des ja apresentadas, consideremos o espago produto U =

(Lz(Q))2 comm norma

lallv = (g, @)'/?, (I1.23)
e o subespago
H(div) = {q € U, divq € L*(Q)} (II1.24)
COIIl norma
lall iy = {(a, ) + (diva, divg)}*/2. (11.25)

O problema. de transferéncia de calor em regime estaciondrio aqui considerado

consiste em;

Para uma dada fonte de calor f achar o fluxo de calor p : & — RZ e a

temperatura 8 : {} — R, satisfazendo
divp+f=0 em £ (I1.26)

Ap=-V8 em Q, (I1.27)
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com condigBes de contorno tipo Dirichlet, §(x) = 0 em I', e A, inverso do tensor

de condutividade térmica simétrico e positivo definido i.e. existe a > 0 tal que
Aq-q>aq-q Yge R?, q#0. (I1.28)

Naturalmente, condigdes de contorno mais gerais podem ser consideradas

(ROBERT e THOMAS, 1987).

Admitindo f € H™Y(Q), p € U e 8 € V, a forma variacional para este prob-
lema é obtida pela utilizagéo do Principio de Hellinger-Reissner bastante conhecido
por suas aplicagbes a problemas da elasticidade. Nesta formulacio variacional a
equagio (I1.26), vista como uma restri¢ao , é relaxada com o uso da técnica dos

multiplicadores de Lagrange, resultando

Problema M: Achar {p,0} € U x V, tal que
(Ap, )+ (@, V) =0 VaeU, (17.29)

(P, V) —f(n)=0 VpeV. (11.30)

4

E importante notar que o Problema M é equivalente a determinar o ponto de

sela {p,8} € U x V do seguinte lagrangiano

L{q,7) = -;-(Aq, a)+(q, V) — f(n) YaelU WpeV. (I1.31)

Isto pode ser facilmente provado pela constatagiio de que as equagdes (I1.26) e

(I1.27) séio as equacdes de Euler-Lagrange do funcional L, que séo equivaientes a
L{p,n) < L{p,0) < L(q,0) Vn € V, Vq € U. (11.32)

Com relagiio a questiio da existéncia e unicidade de solugao para a classe de prob-
lernas mistos a qual pertence o Problema M, nio podemos aplicar neste caso

o Lema de Lax-Milgram. Entretanto, tal como apresentado nas equagdes (11.29)
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e (I1.30), o Problema M se enquadra dentro da forma abstrata dos problemas
tratados pelo teorema de Brezzi, ou seja, o Problema M é um caso particular do

seguinte problema abstrato:

Achar {p,0} ¢ U x V, tal que
a(p,q) + b(q,8) = g(a) VaqeU, (11.33)

bp,n)=f(n) VpeV, (I1.34)

com a, b, f e ¢ dados por

a(p,q) = (4p,q), Vp,q € U = (L}(Q))* (11.35)
ba,m) = (q,Vn) Va e U, Vn e V = Hy(Q), (11.36)
9(q) =0, Vqe U (11.37)

f=(fn) YneHy(Q), fe HT(Q) (11.38)

A andlise desta classe de métodos pelo teorema de Brezzi exige inicialmente a

defini¢io do seguinte problema reduzido:

Problema MR: Dados f € V! e g € U’, sendo V' € U’ espagos duais de U e

V, determinar p € K{(f), tal que

a(p,q) = g(q), Va€K, (I1.39)

onde
K(f)={qa€U:b(q,n )= f(n), ¥neV} (11.40)
K=K@O)={qeU:baq,n)=0, VpeV}. (I1.41)

Notar que, como -, ) é continuo, K é um subespago fechado de U. Notar
ainda que se {p,#} € U x V é uma solugio do Problema M entdo p € K(f) é

solucio de MR (GIRAULT e RAVIART, 1986).
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Com relacdo a existéncia e unicidade de solugao do Problema M temos o
seguinte resultado:
Teorema II.1 (BREZZI, 1974) :
Se f(-) : V — R é continuo e as formas bilineares a(-,:) : U xU — Re

b(:,*) : U x V — R satisfazem as seguintes hipdteses:

(HO0) — Continuidade de a(p, q) e b(q, ) : Existem constantes, M; > 0 e My > 0,
tais que

la(p, q)| < Ma|lpllvllallv, Yp,a€U, (I1.42)

156, @)l < Mléllvlallo, Vae U6V (11.43)
(H1) — K-Elipticidade de a(p, q) : Existe uma constante e > 0, tal que

la(q, q)| > allq|l};, Vaq€ K; (I1.44)

(H2) - LBB : Existe § > 0, tal que

b(q,
sup 1b(a, )| > Blullv, Vpev, (I1.45)
qely ”q”U

entiio o Problema M tem uma tinica solugio {p,f} € U x V.

Demonstragio : Ver BREZZI (1974) ou GIRAULT e RAVIART (1986).

A condi¢iio (H2) é chamada frequentemente de condigdo de inf-sup e alguns
autores tém se referido a ela como condi¢io de Brezzi, outros preferem chama-la de
condicio de Babuska-Brezzi. A tendéncia maior, no entanto, e que se adota aqui,

é chama-la simplesmente LBB referindo-se a Ladyszhenskaya, Babuska e Brezzi.

Para o Problema M aqui considerado as hipéteses (HO) - (H2) sdo verificadas
pelas formas bilineares a(-,) e b(+,-). Desse modo tem-se garantida a existéncia e

unicidade da solugio para este Problema M em U x V.
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A hipétese (H1) é satisfeita mais fortemente: a forma bilinear af-,-), como
definida anteriormente, é nio sé K-eliptica mas também U-eliptica, i.e., existe

uma constante a > 0, tal que
a(q,q) > allqlly VaeU. (I1.46)

Tal fato decorre diretamente das hipdteses adotadas sobre A, que foi suposta pos-
itiva definida - equaciio (11.28). Esta elipticidade no espago U, e néo sémente em
K, tem um efeito benéfico na construgo de aproximacdes estédveis de elementos

finitos para o Problema M, como sera mostrado em seguida.

A hipétese (H2) pode ser facilmente verificada para esta formulaciio ja que,
em funcio dos espagos em que estamos trabalhando, é sempre possivel escolher

para todo 7 € V um g € U tal que
q=Vpg (11.47)

Temos entdo

; _ _
sup (a,7) > b(g,n) > (q,_Vn) > (Vn, V) > 1910
act ldllo lallo lIdllo V7]l

e a LBB segue imediatamente da desigualdade de Poincaré:

I8>0:  [[Valle = BolTylly Vn € V = HA:(Q). (I1.48)

Analisamos a seguir as implicagoes decorrentes da satisfagao dessas hipdteses
sobre a construgao de aproximagtes de elementos finitos para o Problema M.
Para tanto admitimos, por simplicidade, que £ é um dominio poligonal discretizado

por uma malha uniforme de N, elementos tal que

Q=] com 0=01(Q, i#j, (I1.49)
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onde Q¢ denota o interior do e-ésimo elemento, e ¢ seu fechamento. Denota-
mos por b = max h., o parametro da malha, sendo A, o didmetro do elemento
e. Seja Q4 (Q) o espago das fungdes de interpolagio de elementos finitos de classe
C~1, polinomiais por partes de gran [, e S,}f(Q) o espaco das funcgdes de inter-
polacio de elementos finitos de classe C?, polinomiais por partes, de grau & em
cada varidvel para elementos quadrildteros ou em ambas varidveis para elementos
triangulares. Em outras palavras @} e S¥(Q) sfo os espagos de elementos finitos
isoparamétricos usuais de graus [ e k, respectivamente, sendo Q;L composto por

fungdes descontinuas e SF por fungdes continuas na interface dos elementos.

Para elementos quadrilateros

QL) = {dn € (), 4§ € Pu(Q°)} (I11.50)

Si() = {nn € H'(Q), nf, € Pes(2%)} (11.51)

onde ¢§ e nf sio as restrigdes de ¢y, e 7y ao elemento e, e P; ;(Q°) é o conjunto
dos polindmios definidos em ¢, com grau menor ou igual a % e § em z; ¢ z3,

respectivamente.

Para os elementos triangulares

Q) = {41 € L*(), 4} € (")} (11.52)

Si(Q) = {mx € H'(Q), nf € P(Q°)} (11.53)

onde P;(§2°) é o conjunto dos polinémios definidos em §2°, com grau menor ou
igual a j em z,z9. SHo validas as seguintes propriedades de interpolagdo para os
espagos de elementos finitos SF(2) e QL (), cujas provas podem ser encontradas

em CIARLET (1978).
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Teorema IL.2 (Interpolagfio em H'(Q2)):

Para qualquer ¥ € H™V1(Q) e ¢ € H*"T{Q) existem constantes C; ¢ C; ¢

projecdes Py, € SE(Q) e = Q! tais que
i — Pallo + IV — Vidullo < CLA™ [l mi1, 1 < m < K, (11.54)

¢ = dullo + B|Vé - Véallo < Coh™ Y lpg1, 0 <n <L (I1.55)

A aproximagido de Galerkin para o Problema M mno espago produto U I x Vi,
com Ul = (Q})? e ViF = S¥, é dada por

Problema M),: Achar (p;,8,) € U,’L X Vh’“, tal que
a(Pr,an) + b(qn,6k) =0 Vau € U}, (I1.56)

b(pamu) = F(m) Vi € Vi (I1.57)

De acordo com o Teorema II.1, existéncia e unicidade de solu¢éo para o Prob-
lema M passa pela verificagio das versdes discretas de (HO), (H1) ¢ (H2). A
hipétese (HO0), continuidade de a(-,+) € b(,), é automaticamente verificada por

aproximagoes conformes. Neste caso devem ser verificadas:

(H1) — (K}, - Elipticidade de a : U} x Ul — R): Existe a; > 0 tal que

a(qn,qn) > onllanlly Vaw € Ki, (I1.58)

(H2), — ( LBB discreta): Existe uma constante §, > 0 tal que

b(dn, Nn
sup dn, 1) > Bullmellv, Von € V. (I1.59)
arevt Nanllu

Neste caso (H1), ¢ automaticamente satisfeita devido a desigualdade (I1.46} e
ao fato de termos adotado espacos de elementos finitos conformes, 1. e. U} C U. A

versao discreta de (H2) no entanto impée uma condigéio de compatibilidade entre
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Ul e Vi¥: nem toda escolha U} e V¥ satisfaz (H2);,. Entretanto para o Problema
Mj, é facil obtermos combinacoes de U ,i e V,f capazes de satisfazer esta condigho .
Por exemplo para ! > k, a hipdtese (H2)y, € trivialmente verificada, j4 que nestes
casos sempre se pode escolher q; = q, = Vi, € U}, para qualquer 5, € V¥, tal

que

b(qp, ZGTR
sup DQuatth) o M) o gy e vk (11.60)
qn€U} llanllo a0 [l

e (H2);, segue imediatamente da desigualdade de Poincaré, como no caso continuo.

Sendo satisfeitas as hipdteses (HO0)p, (H1)s e (H2)r podemos aplicar o teo-
rema de Brezzi ao problema aproximado e derivar a seguinte estimativa para

(Pr,0s) - BREZZI(1974)

lp = pally + 116 — 6llv < C(lp — aully + 116 — mellv) Var € Up V€ V¥,
(I1.61)

que no caso especifico aqui considerado se traduz em:
Ip—pullo+18—6ulli < C(lp—aullo+16—nells) Van €Uy V€ Vi, (I1.62)

evidenciando, como é usual neste tipo de formulagio, que o erro no fluxo ||p—px|lo
e o erro na temperatura ||# — 6,]|1 s@o acoplados. Dessa forma, com relagio as
taxas de convergéncia, de nada adianta aumentar a ordem da intérpolagiio para o
fluxo independentemente da ordem da interpolagaoc utilizada para a temperatura,
e vice versa. Por exemplo, se se adota ! = k, que é uma boa escolha do ponto de
vista computacional, de (I.61) e com o uso dos resultados cldssicos da teoria de

interpolagio obtém-se as seguintes estimativas de erro:

16 = Bullo -+ B[V6 — V8, o < CHEH, (I1.63)

P — pallo < ChE. (I1.64)
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Essas taxas de convergéncia sfio exatamente as mesmas obtidas com a formulagéo
cinemética para este problema (I1.20) e (IL.21). Além disso devemos ressaltar que

nesse caso, mesmo com [ > k estas estimativas sdo preservadas.

Para ! < k a dificuldade surge na satisfacio da condicdo LBB discreta com f
independente de h (exceto quando adotamos ! = & — 1 e elementos triangulares).
Da andlise acima apresentada concluimos que este método funciona, em termos de

taxas de convergéncia, da mesma forma que seu correspondente modelo cinematico.
I1.3.2 - Formulacio Mista Dual ou de Raviart-Thomas

Supondo f € L}(Q), p € H(div) e § € L?(Q2), o problema de calor pode ser

também formulado como:

Problema M*: Achar {p,8} € H(div) x L2(Q) tal que
a(p,q) +b%(q,0) =0 Vqe& H(div), (11.65)

b (p,n) = fln) Vo€ LX), (11.66)

com a(+,+) e f(-) como definido anteriormente, mas em H(div) e L*(2), respecti-
vamente, e

¥*(q,7) = —(divq,n) Vqe€ H(div) VpeLl*Q). (I1.67)

Nesta formulagiio a continuidade de a(-, ), #*(-,-) e f(-) sdo preservadas em H{(div)
e L*(2). A LBB para 5 é também verificada. Entretanto a elipticidade de a(-,-)
na norma de H(div) estd restrita ao subespago dos fluxos aunto-equilibrados K =

K(0), i.e.,

(H1)* — (K-Elipticidade de a : U x U — R): Existe uma constante o > 0 tal que
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(H2)* — ( LBB ): Existe uma constante # > 0 tal que

b*
sup b1 Blnlle, Vn € L3(Q). (I1.69)
g€ H(div) llal #caiv)

A satisfagio da hipdtese (H1)* é imediata j& que por definigao
K = {q € H(div), divq =0}. (I1.70)

A LBB, hipétese (H2)*, pode ser provada empregando-se o seguinte resultado
auxiliar (ROBERT e THOMAS, 1987): Para cada n € L%(£)) existe q € H(div)
tal que

divgq=7% e [[qllziv) < Cllnllo

Deste modo temos

b* d - 2
sup (Q:"?) > (_WCI:??) > (77:"?) > ”7?”0 213”"‘?”07 (II.71)
qer@iv) lallz@y ~ [@lla@y — Clinlle — Clinllo

o que demonstra a (I1.69) com § = 'c17

Analisemos agora o aproximacio discreta do Problema M™*. Inicialmente é
importante ressaltar que para construir esta aproximacéo é necessario a construgao
de subespacos de dimenséo finita dos espagos H(div) e L? onde esta formulagao
foi estabelecida. Esses espacos devem possuir boa capacidade de aproximacao
e satisfazer as condi¢bes de compatibilidade exigidas para satisfagio das versbes
discretas de (H1)* e (H2)*. Para tanto sdo frequentemente empregados, neste
caso, os espagos propostos por RAVIART e THOMAS (1978). Os espagos de
Raviart-Thomas de ordem k, WF x MF, sio tais que M} C L%() é idéntico a

k—1
B »©

Wi = {qs € H(div), qf, € Prg—1(9°) x Px_3x(2°)} (I1.72)

para elementos retangulares, ou

WF = {qs € H(div),q} € Px_1(9°) x P11 (Q°) + xP—1(Q9)}  (I1.73)
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para elementos triangulares. Esses espagos W}f‘ e M ,‘f de elementos finitos possuem
as seguintes propriedades de interpolagio, cujas provas podem ser encontradas em

RAVIART-THOMAS (1980) ou em ROBERT e THOMAS(1987).

Teorema II.3 (Interpolagéio em H(div):

Existe uma constante C' e uma projegio §; € W} tal que
la—axllo < Ch™|alm VYqe (H™Q))?, 1<m <k, (11.74)

div(q — @)llo < Ch™|divalw Yo € (H(Q))’, (I1.75)

com

divqe H™(RQ), 0 < m <k

A aproximacio de Galerkin para o Problema M™ nesses espagos consiste em:

Problema M}: Achar (py,8) € WF x MF tal que
a(pha qh) + b*(Qh, 91&) =( th c W;’: y (II?G)

b (Promn) = f(m) Vo € My (I1.77)
As versdes discretas das hipdteses (H1) e (H2) a serem verificadas neste caso
540
(H1); - (Kp*-Elipticidade de a : WF x W§ — R): Existe a; > 0 tal que

a(dn, ds) > anlldallfravy  Yas € Kj, (I1.78)

COoITl

I{;: = {Qh € Wif » 5*(51!»:%) =0Vn € le} (II79)
(H2)} - ( LBB discreta ): Existe uma constante 2, > 0 tal que

b (qu,
sup CLWTE) o g s € ME (I1.80)
qarEW} HQh"H(div)
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Os espacgos de Raviart-Thomas sfo construidos de tal forma que para todo
ny € M ,’f existe qp € W,f com divqy = 7y, e vice versa. Assim, da definigio de

K} temos que os elementos q; € K[ satisfazem a
b*(an,m) =0 Vi € My (11.81)

ou

(divqh, nh) =0. (.[182)
Com a escolha acima citada obtemos:
|divan||? = 0 <= divgy =0, (I1.83)

de onde concluimos que, neste caso, K C K, as hipdteses discretas (H1)} e (H2);,
sdao verificadas e podemos aplicar o teorema de Brezzi para provar existéncia e

unicidade da solugéo para o Problema Mj e derivar a seguinte estimativa:

P — Pallraiv) + 118 — Balle < CUIP — arllmraivy + 116 — 7mlo) (I1.84)
Yqn € WF Vi, € MY, (I1.85)

que combinada com (I1.74) a (IL.75) conduz a:
16 —6nllo < C(8,p)R*, (I1.86)

[P — PrllE(iv) < C(8,p)A* (I1.87)

-

véilidas para solugdes (p,8) suficientemente regulares, isto é p € (H*(2))? com
divp € H¥(Q2) e 6 € H¥(Q).

Podemos observar das taxas de convergéncia acima apresentadas que esta for-
mulagdo melhora a taxa de convergéncia para aproximacio do fluxo se comparada
com aquela obtida com a formulacao anterior - formulagio primal. Entretanto

o oposto acontece com a aproximacg@o para a temperatura, jA que esta é agora
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expressa na norma de L2, Para sanar tais inconvenientes apresentamos a seguir

novas formulagoes de Petrov-Galerkin onde esses problemas séo evitados.

I1.3.3 - Formulagoes de Petrov-Galerkin

Seguindo a metodologia introduzida em LOULA, HUGHES, FRANCA e MI-
RANDA (1987), apresentamos aqui novas formulagbes mistas de elementos finitos
para o problema estacionario de transferéncia de calor em temperatura e fluxo
com menos e até mesmo sem qualquer limitagio na escolha dos espagos de aprox-
imacho dessas varidveis. Inicialmente apresentamos formulagdes mistas classicas,
suas analises, taxas de convergéncias possiveis e dificuldades que surgem nas suas
aplicagbes. Em seguida apresentamos e analisamos novas formulagdes mistas para
o caso em questao, obtidas com a adi¢do consistente de formas residuais de minimos
quadrados das equagdes originais do problema. Dessa forma, como serd mostrado,
transforma-se o problema de ponto de sela das formulagbes mistas classicas em
um novo problema de minimizagio. Como as aproximagoes de elementos finitos
em subespagos de U = H(div) e V = H(Q) baseadas no método de Galerkin,
nao sao necessariamente estaveis propomos a seguir uma formulacao de Petrov-
Galerkin para o modelo dual do Problema M em espacos de elementos finitos
H] ¢ H(div) e V¥ c HYQ), obtida adicionando-se & forma variacional dual
termos do tipo minimos quadrados dos residuos das equagbes que governam o

problema, resultando entao:

(Aph: Qh) - (ddi}n Gh) - (dinIn ﬂh) - f(nh)‘l‘

+61 (d‘.‘leh + f! divqh) + 52(Aph + vaha qn + A_l V??h) = 07
Yo, € H, VY, € Vi (I1.88)

que pode ser apresentada na forma
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Problema PGs: Achar (py,8r) € H} x V¥, tal que

As({Pr, On}, {an,mu}) — Fs({an,mu}) =0  V{an,m} € HL x V§, (I1.89)
onde
As({Pr, 6}, {dr,mn}) = (APn, ar) — (divgp, ) — (divps, )
+61(divps, divas) + 62(Apn + Vi, an + A7 Vi), (I1.90)

F‘S({qh! Uh}) = .f(nh) - al(f) diVQh)- (IIQ].)

, :
E importante notar que, como serd mostrado a seguir, o Problema PGj é equiva-

lente ao seguinte problema de minimizagdo :

Problema PJ - Achar (pg,8s) € H} x Vi tal que

Ts(Pr,6) < Ts(an,ma) V(an,ma) € Hy x Vi, (I1.92)

COo1m

Ts(om) = 5 As({au, e, {anm)) — FoClansm).  (71.93)

Os termos em &§; e §, tem por objetivo dar estabilidade ao problema. Se con-
sideramos &; = 63 = 0, recaimos na formulagio de Raviart-Thomas apresentada

anteriormente.

T1.3.4 - Andalise Numérica

Demonstramos a seguir que a formula¢io proposta satisfaz os requisitos
necessarios para a estabilidade e convergéncia das aproximagbes numéricas do
problema de Poisson. Para tanto definimos inicialmente como norma do espago

produto aqui considerado:

lHa, 2} | mraivyxv = llall zgaivy + |l7llv - Va € H(div) ¥YpeV, (I1.94)
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e verificamos que a formulagio proposta tem as seguintes propriedades:

1. Consisténcia

A solucio exata {p,8} € H(div) x H}(Q) do Problema M original satisfaz a

expressio da forma variacional discreta PG5 ou seja:

As({p, 8}, {ar,m}) — Fs({an,m}) =0 Y{aqn,m} € H{ x Vi (I1.95)

Esta consisténcia decorre de que os espagos de aproximagao aqui considerados para
{Pr,04) sio tais que H} C H(div)e V¥ C HL(Q) e, do fato de que o problema dis-
creto PG foi construfdo a partir de residuos das equages do problema, utilizando

sobre a equagio de balanco - divp + f = 0 - a fungdo peso

wi = —np + 61 divyy , (11.96)
e sobre a equagdo constitutiva - Ap = —V# - a fungao peso
ri = qu + Sa(qn + A7 V). (I1.97)

Temos entao

(dinh + f, -7 + Sldlvqh)—l-
+(Apn + A7 Vb, g + b2(qr + A7 Vi)) = 0
Yai € H},8, € V§ (I1.98)

Integrando por partes o termo (g, V83 ), e separando os termos pesados por qp e

75, obtemos imediatamente:
(AP, 0r) — (divan, &) — (divpn,m) — (f.m)+

+61(divpy + 1, divan) + &2(Apn + Vo, aqn + A7 Vi) = 0 (11.99)

que ¢ idéntica a equagao variacional (I1.89) que caracteriza o Problema PGj.
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2. Continuidade

A forma bilinear As(-,-) : (H(div) x V) x (H(div) x V) — R é continua, isto é:

Existe uma constante M < oo, tal que

As({p, 9}, {a,7}) £ M|{p, O} m(aiv)xv [{% 7} maivyxv

¥{p,8}, {a,n} € H(div) x V, (11.100)

Da. definicio de Aj

Aﬁ({pha Hh}s {qh: "?h}) = (Aph) qh) - (divpha Wh) - (divqh:\ Hh)_i_

+6;(divpy, divgy) + 62(Apy + Vb, gn + A7 ' Vi), (11.101)

e usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos:
As({pn, 0} {an,m}) < LA]| lpall lanll + lidivenll lzn ]l + [|divaw || 16n ]|+

+61||divpy || [divan || + S lAll lleull lanll +&0A7 1 [VE] [Vom]+
+62(Pn, Vr} + b2(qn, VOr). (I1.102)

Integrando por partes os dois tltimos termos de (I11.102) chegamos a:
As({pa, 0n}, {an, m}) < [|AlI(1 + 62)([pall larll) + éolldiven|l [|divan|[+

(L ) divagn | )+ L+ 8)livpa | flma 1+
| AT Vawll [VE] (I1.103)

Podemos entdo reescrever (I1.103) como

As({ps,0n} {aw,m}) < Cillpallaivy ldellz@vy + (1 + 8)|lprlla@ivy 7ell+

+(L+8) 00l el ey + Sl A 118l vl (I1.104)
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onde

Cy = 2max {JA[|(1 + &) , 61). (I1.105)

Definindo M como

M =max {Cy, 1+ 68, & A7} (I11.106)
Obtemos imediatamente:
As({pr, 0}, {an,mn}) < M {||pall sasv) llaallzzcaivy + |Pall @iy llnn i+

Hllarl meivy 10els + 101z l17all1} - (I1.107)

De onde concluimos que

As({pr, 8}, {ar,me}) < M(||pallsaivy + 182 ll)lae || zeaivy + felln)  (11.108)

ou

As({pr, Or ), {an, mr}) < M [P, On | siaivy v [, 7ol maivy xv (11.109)

o que demonstra a continuidade Ag.

2. Ul x V¥ - Elipticidade de - A}
Existe uma constante «y > 0, independente de &, tal que

Aﬁ({qhunh}v {qhv ﬂh}) 2 ah”qh!nh”%(div)xv thﬂ?h € H(div){l X Vlli (II]']'O)

Da expressao de A;

Aq({qh,?}n}, {an,me}) = (Adn,qn) — (divgy,7n) — (divgn, 7m) -+

+6; (divqh, divqh) + 52(Aqh + Vi, qn + A_IVT]h) R (II.I]_I)

e considerando (I1.17) e (I1.28) temos

As({ar, ), {an,me}) = allaul® + 61 ||divay ||* — 2(divan, 7n)+
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+&zellanl|® + Savllnall? + 262(an, Viu) . (I1.112)

Integrando por partes o tultimo termo e utilizando a desigualdade de Poincaré

(I1.48), resulta

b2y
Aa({qhanh}a {qha TNL}) 2 0!(1 + 62) “qh”2 + _22'_”7777»”%-'_

. : bayC
—|—51|]d1vqh|[2 — 2(1 + 52)(dlvqh, ‘T}h) + %”%HZ . (11113)

Usando a desigualdade
—2ab > —«||b||* — %||a||2 Ve > 0, (I1.114)
temos que
21+ 83)(divap,m) >~ 22 divan | — w1+ S)Iml? Ve >0 (I7.115)
que substituida em (II.113) nos permite obter

As({an,m}, {arm}) = en(llanll® + ldivan|® + [l + [Vvall®)  (11.116)

Ou seja

As({Pns 6n} > 2an|l{an, m H Eraivy v » (11.117)

o que demonstra. a elipticidade de A5 com

ey, = min {a(l +6), 6 — :52, %7, 052” — w1 + 52)} (I1.118)

Onde a constante ap > 0 desde que

6207
— Ir.119
< 2(1 + 62) ( )
(=
2
5 > 2Lt 8) (I1.120)

52 C’)’
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4. Existéncia, Unicidade e Erro de Aproximagao

A existéncia e unicidade de solugio para o Problema PG; seguem imediata-
mente da continuidade e elipticidade através do lema de Lax. Da consisténcia da
formulagio obtemos facilmente a propriedade da ortogonalidade do erro ao espago
U,i X Vh’c , e tendo em vista a simetria da forma bilinear associada ac Problema

PG, temos

M
I{p — P2, 0 — On} H(ivyxv < v/ a—h”{P - Qh, 6 — m Hl m(divyxv

V{an,m} € Hj, x V{, (I1.121)
que é precisamente a expressio do lema de Céa no espago produto H} x ViF.
5. Equivaléncia com o Problema de Minimo

A equivaléncia entre o problema de minimo - Problema PJ - e a formulagdo aqui

proposta - Problema PGs— decorre das seguintes constatagdes :
i - Diferenciabilidade de J5 -

O funcional Jg é diferenciavel no sentido de Gateaux, sendo

As({pn,0n}, {dr.mn}) — Fs({an,m}) (11.122)

sua derivada no ponto {ps, 8.} na direcio {qs,ns}. Pelas defini¢bes dos espagos
e regularidades aqui assumidas é sempre possivel calcular este diferencial ¢ pela

condigiio de estacionaridade de .J5 recuperar as equa¢des originais do problema

(11.88).
i1 - Convexidade de J;5 -

O funcional Js € estritamente convexo ou seja, para todo 0 < ( < 1,

Js(C{Pn,0n} + (1 —OHan, e }) < {Ts({pa,m}) + (1 — O Js({an, nr}) . (11.123)
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i1 - Coercividade de J;5 -

Js € coercivo isto é

lim Jg(qh, Tl'h) — OO (II124)

{ar nn }Hl—eo

6. Estimativas de erro e Comentarios

Levando em conta a expressio do Lema de Céa (IL.121) e as propriedades de
interpolagfio nos espagos H(div) (I1.74) e (IL.75) e H' (IL.54) e (IL55) , para

k=1, -temos as seguintes estimativas:
16 = 81 llo + B[ VE — V84]lo < CR* (I1.125)
Ip = Pl araivy < CRF, (11.126)
admitindo que as solugbes exatas {p,#} sejam suficientemente regulares.

Dessa forma concluimos que com esta nova formulagiio melhoramos a taxa de
convergéncia para a aproximagao do fluxo sem, no entanto, comprometer a taxa

de convergéncia para a temperatura.

I1.3.5 - Resultados Numéricos

Para confirmar as taxas de convergéncias estabelecidas na andlise consider-
amos um exemplo simples, com solugiio exata conhecida, consistindo na solugao

de um problema de condugio de calor num dominio quadrado £ = [0,1] x [0,1],

sujeito a uma fonte

f = senwx senwy , ‘ (I1.127)
cuja solugéo exata é:
1
6 = —senmx senny, (I1.128)
27?2
1
PL = — COS T sen7y, (11.129)
2n
1
Pz = —SENAX COSTY. (11.130)

T o
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Na andlise de elementos finitos adotamos malhas uniformes coﬁl 1,4,16 e 64
elementos bilineares com interpolagbes de igual ordem k = [ = 1, associada com
uma formulacgio primal com interpolagdes descontinuas para o fluxo, e a formulagao
mista de Petrov-Galerkin com interpolac¢des continuas para o fluxo — Problema

PG,.

Na Figura II.1 apresentamos o grafico relacionando o logaritmo do niimero de
elementos com o logaritmo da norma L? do erro das aproximacoes de elementos
finitos: pg, divpn, Vpn, 6 e V8, obtidas com a formulagio classica de Galerkin.
O estudo feito confirmou as taxas de convergéncias previstas para 0, V8, e pr
(nesse caso pp = VO). Como se pode observar, nio se obtem convergéncia na

norma L? para divp, ou Vpg.

Na Figura I, 2 apresentamos o mesmo tipo de comparacgio para a formulacio
mista dual de Petrov-Galerkin com interpolacdes continuas para os fuxos onde
adotamos &; = 0.1 e 6, = 1.0, Note-se a acentuada melhora para as aproximagcoes

dos fluxos: além da convergéncia de pp também divpy € Vpy, convergem na norma

L2

11.4 - Problema da Elasticidade Compressivel

I1.4.1 - Introdugao

Do mesmo modo que no problema de Poisson, a construgao de aproximagoes
de elementos finitos para o problema da elasticidade Compressi’vel, baseadas em
modelos cinematicos, em geral ndo apresenta qualquer dificuldade, j4 que este
problema equivale a minimizar um funcional quadratico em um espaco de Hilbert.
Neste caso, como no anterior, aproximagoes de elementos finitos conformes con-

vergem normalmente com taxas 4timas sendo o campo de tensdes calculado via
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gradiente do campo de deslocamentos o que acarreta aproximagoes menos precisas

para as tensoes.

Seguindo entdo o roteiro do item II.3 apresentamos inicialmente as formulacoes
classicas para este problema efetuando sua analise para a seguir propor novas
formulagtes que eliminam as desvantagens apresentadas por essas formulagGes

classicas

11.4.2 - Formulagoes Mistas Classicas

11.4.2.1 - Formulagao Mista Primal

Sejam os espagos U e V' definidos por

U= {T= [Tz'j], Tij = Tji € Lz(ﬂ); 1,7 = 1,2}

V = HY{(Q) x H:(Q).

A formulagio mista primal para o problema proposto, em tensao e deslocamento,

consiste em

Problema ME : Dado f € V', espaco dual de V, achar o par (o,u) ¢ U x V

tal que
(Ao, 7)=b(t,u) Vrel, (I1.131)
Wo,v)=f(v) Wvevy, (11.132)
onde
(Ao, 7) = /AJ:TdQ Yo,r €U, (11.133)
@
or,v) = /T:Bvdﬂ Vrel VYvev, (I1.134)

Q
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f(v):/f-vdﬂ YweV, feV’, (I1.135)
Q

que é equivalente a achar o ponto de sela do funcional lagrangiano
L(r,v) = %(AT,T) +b(r,v)+ f(v) VrelU WeV.

Para a aproximacio de elementos finitos para o Problema M consideremos
V¥ CV e U] C U espagos gerados pelos polinomios de graus k e [, respectivamente,
com V¥ de classe C° (funcbes de interpolagdo contfnua,s) e Ul de classe C1
(funcgdes de interpolagéo descontinuas nas interfaces dos elementos). A formulagio

de Galerkin para esse problema pode ser escrita como:

Problema ME,: Achar (op,us) € Ufl X th, tal que
(AO'h,'Th) = b(Th,uh) Y, € U}ll, (II.136)
b(on,va) = f(vi) Yvi € Vi (I1.137)

A analise numérica do Problema ME; pode ser feita através do teorema de
BREZZI (1974) - Teorema II.1, que requer a continuidade das formas lineares e
bilineares envolvidas. Assim temos que assegurar a satisfagio das hipdteses (H1)

e (H2) deste teorema, ou seja:

(H1)p : (K-elipticidade de A). Existe uma constante «y, independente de A tal
que

(Arn,m) 2 anllmal® Vm € Ky, (I1.138)

onde

Ky={meUl, bm,vi)=0 VYv,eVF}. (I1.139)

(H2);, : (I.BB Discreta para o campo de deslocamento ) - Existe uma constante
Br > 0, independente de A, tal que

b
sup LBYR) S g Vv, € VE (I1.140)

mevl  |Imellu
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Neste caso, como no problema de Poisson visto anteriormente, as hipoteses
(H1), e (H2), sao facilmente verificadas adotando-se ! > k, para elementos quadri-

laterais, ou ! > k — 1, para elementos triangulares.

Satisfeitas as hipdteses do teorema de Brezzi temos imediatamente que

llo = aullu +lu—apflv S Cllo = mlly + lu~vallv) V€U, Vv €V,
(I1.141)
com C independente de h, que combinada com resultados da teoria de interpolagao

nos fornece
”0’ — O'h”U + ”ll — llh”V < Chl+1|0'|1+1 + C’hk|u|k+1 . (II.14:2)

Donde concluimos que estimativas dtimas para ambos os campos sio obtidas
quando ! = k — 1, o que podemos conseguir com elementos triangulares. En-
tretanto, é necessdrio notar que a convergéncia das tensdes € na norma de U que
envolve apenas produtos em L? das componentes de tenséo, enquanto que a con-
vergéncia dos deslocamentos é obtida em uma norma mais rigorosa envolvendo
produtos em L? do gradiente dos deslocamentos. Esta é a razéio pela qual esta
formulagio mista tende a se comportar, em termos de taxas de convergéncia, de

modo idéntico a formulagdo cinematica.

11.4.2.2 - Formulagao Mista Dual
Seja W = L*(Q) x L*(Q) e

U(div) = {0 € U, divo € W} (I1.143)

COII I1OrIIa

lo oy = {(o,0) + (diva, dive)}' /2. (I1.144)

A formula¢io mista dual para o problema em foco consiste em
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Problema ME* : Dado f € W, determinar o par {o,u} € U(div, Q) x W tal

que
(Ao, 7) =b*(r,u) Vr e U(div), (I11.145)
b*(o,v) = f(v) VveW, (I1.146)
b*(T,V)ZfB*T-VdQZ—[diVT-VdQ , (I1.147)
Q Q

que equivale a achar o ponto de sela {¢,u} em U(div) x V do lagrangiano

L(r,v) = %(AT, P+ b (r,v) + f(v) V7€ U(div) YweW.

Nesta formulagfio dual a continuidade de af-, ), b*(:,-) e f(-) séio preservadas
em U(div) e W. A LBB para v é também verificada, mas a elipticidade de a(-, )
na norma U(div) é restrita ao subespago das tensdes auto equilibradas.

Em princfpio, poder-se-ia pensar numa formulagao do tipo proposto por
RAVIART e THOMAS,(1980) para o problema de Poisson com as tensbes em
U(div) e os deslocamentos em (L%(2))?. Entretanto esta formulagio nao se
aplica imediatamente ao problema da elasticidade devido a simetria do tensor
de tensoes. Algumas formulagdes recentes relaxam a simetria do tensor de tensao
reintroduzindo-a através de multiplicadores de Lagrange, permitindo assim a uti-

lizacio das interpola¢des propostas por Raviart e Thomas .

I1.4.3 - Fomulacgoes Mistas de Petrov-Galerkin

Apresentamos aqui uma formula¢iio mista para o problema da elasticidade
bidimensional compressivel baseada no principio de Hellinger-Reissner, sem qual-
quer restrigio na escolha dos espagos de elementos finitos, além da necessaria con-
formidade. Como no caso anterior, adicionamos consistentemente a formulagio

classica de Galerkin formas residuais das equacgdes constitutiva e de equilibrio, e
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transformamos o problema original de ponto de sela em um problema de min-
imizagao nos dois campos. Desta forma, no modelo aproximado, eliminamos a
exigéncia de satisfagdo das condigdes de Babuska-Brezzi e o requisito para estabil-
idade e convergéncia é de novo, unicamente a conformidade das aproximagoes dos
dois campos. Temos apenas que construir aproximagdes conformes para os espagos
onde estio definidas as tensdes e os deslocamentos o que é possivel quando uti-
lizamos, por exemplo, interpolagdes continuas de quaisquer ordens para os dois

CaInpos.

Seja, X,’a um subespaco de elementos finitos de U(div). Em particular Xfa
pode ser um subespago de (H!(£))3, isto é, podemos adotar as interpolagdes
lagrangianas usuais. Tendo em vista que para f € W e {1 regular, a solugio
{o,u} do Problema M estd em U(div) X V e que as aproximagoes de Galerkin
para este problema em subespagos de U(div) x V podem ser instéveis, propomos a

seguinte aproximacao mista de Petrov-Galerkin para o Problema M nos espacos

em X} cU(div)e VF CV:
Problema PGj: Achar {o},u;} € X} x VF, tal que

AsHon, wi )l {m, v ) + Fs({m, vi}) =0 V{m, v} € X} x Vf_
onde
As({or,ur ), {h, v }) = (Aow, mp) + (divoy, vi) + (divry, up)
+6:(divoy, divr ) + 62(Aoy, — Buy, m — A_leh)
Fs({n, va}) = f(va) + 6:1(f, divry).

Do mesmo modo que no problema de Poisson, o Problema PG} é equivalente

20 seguinte problema de minimizacéo:
Achar {oh,us} € X} x Vi tal que

Tt{on i} < Ti({mmva}) Y{rm,va} € XL x V¥,
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COII

Js({mn,va}) = %AE({Th:Vh}a{Tth}) + Fs({7n,Vr}) -

I1.4.4 - Anilise Numérica

A andlise do Problema PG} é imediata uma vez que temos:

1. Consisténcia:

A solugio exata, {o,u} € U(div) x V, do Problema M também verifica

Problema PGj, isto é,

s({oyul, {mn, va}) + Fs({ma, va}) =0 V{m,va} € X} x V}

(I1.148)

jé que o Problema PG} é baseado em formas residuais das equagdes do problema.

2. Continuidade de Aj(:,-}: (U(div) x V) x (U(div) x V) — R:
Existe uma constante M < oo, tal que
s({ou}, {7, v}) < Mil{o,u}v(aivyxv {7 v}lv@ivyxv
V{o,u},{r,v} € U(div) x V

COorn

{7, vHlv@vyxv = Itllo@y + vlv.

Esta propriedade ¢é facilmente provada com M tal que:

Mzma:v{af(1+62)—|-51, 1-|—62}

3. X} x V}-Elipticidade de A}:

Existe uma constante ay, > 0, independente de h, tal que

As({mn,vrt {mn, vi}) > ah”{Th:Vh}”%J(div)xV V{ra, va} € Xj x Vi

(I1.149)

(I1.150)

(I1.151)

(11.152)
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que é valida com e escolhido tal que:

5 146 5
S0 = min {a(1+52), 277 by — 4’; 2 —k(1+682)+ 257} (II.153)

onde & > 0 é a constante da desigualdade (I1.114) e § a constante da desigualdade

de Poincaré (11.48) . Além disso neste caso devemos ainda ter

_2(146)

i (I1.154)

4. Existéncia, Unicidade e Erro de Aproximagao

Como consequéncia das Eqs.(I1.148)-(I1.152) temos pelo Lema de Lax ex-
isténcia e unicidade de solugido e pelo Lema de Céa as as seguintes estimativas

de erro :

M
l{e — on,u — wa}|v@ivxv <4 a—h”{ff — Tiy W — Vi Hlu(div)xv
V{m,va} € X} x V. (I1.155)

Admitindo-se k = I, e considerando a solugio exata, {o, u}, suficientemente regu-

lar, de (I1.155) temos:
lu — uplo + R||Vu — Vuyllg < CRFL,

llo — onllu@vy < ChE.

Dessa forma melhores convergéncias sao obtidas para ¢, sem comprometer as taxas
de convergéncia de u, como ocorre, por exemplo, com a formulacio de Raviart-

Thomas para o problema potencial .

Alternativamente podemos considerar a seguinte aproximacio mista de

Petrov-Galerkin para o Problema M em espagos de elementos finitos U} e V.

Problema PG;: Achar {o4,u,} € X! x V/F, tal que

As({on, un}, {, Vi) + Fs({mn,va}) =0 V{m,va} € X} x V¥ (11.156)
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co1mn

As({on,un}, {rn,vn}) = (Aow, ™) — (On, VVi) — (12, Vuy)
+61(divay, divry,) + d2(op — A7'Buy, An, — Bvy).
Fg({Th, Vh}) = f(Vh) + 51(f, leTh) .

Que tambem é equivalente ao seguinte problema de minimizag8o: Achar

{on,ur} € X} x V¥ tal que
Js{on, un} < Js({7h,ve}) V{ra,vr} € X} x Vi,

com

Ts(ras vi) = 3 As({rnsvicky {7 Vi) + Fa({rn, vid).
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CAPITULO III

PROBLEMAS COM RESTRICAO INTERNA

IT1.1 - Introducao

E bem sabido que restrigbes volumétricas impdem sérias limitagGes na con-
strugao de aproximagoes de elementos finitos para a resolugéo de problemas incom-
pressfveis, frequentemente encontrados em mecénica dos sélidos (elasticidade in-
compressivel, fluéncia, plasticidade) e mecénica dos fluidos (escoamentos de Stokes,
escoamentos ndo-newtonianos, etc.). Formulagtes em deslocamentos, baseadas no
método de Galerkin, sdo quase sempre instdveis e ndo convergentes podendo exibir
oscilagbes espurias dos campos de tensdes e trancamento dos campos de desloca-
mentos. A principal dificuldade com os modelos de deslocamento para a analise
desta categoria de problemas € o fato deles estarem definidos apenas em um sube-
spaco daquele no qual o problema é posto. A construgio de aproximacdes nesse
subespago € uma tarefa néo trivial, e o que encontramos na literatura sfo, em
geral, métodos de penalizagio obtidos através da introdugio de um termo de reg-
ularizacio em que a incompressibilidade é substituida por uma “quase incompress-
bilidade”. Esta técnica tem sido utilizada, por exemplo, no caso ‘do problema de
Stokes em deslocamento e pressio (que é semelhante ao problema da elasticidade
incompressivel). Entretanto, nem sempre é possivel mostrar que a solugao do prob-
lema discreto regularizado converge para a solugdo do problema original. Em geral
a simples discretizagio do problema continuo penalizado nio é convergente, Torna-
se entdo necessdrio a construgio de “penaltis” discretos. BERCOVIER(1978) es-

tudou e determinou condicbes para que isto se dé. MALKUS ¢ HUGHES(1978)
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e ODEN e KIKUCHI(1982) obtém aproximagdes convergentes com o emprego de

integracdes reduzidas ou seletivas para o termo de penalidade.

Modelos de equilibrio podem tamb'ém ser utilizados. Aqui, no entanto, nos
defrontamos com dificuldades na construgfo das aproximagdes conformes, satis-
fazendo a priori a equagio de equilibrio. A alternativa nesse caso tem sido, nova-
mente, o uso de métodos de penalizacio que exigem uma regulaﬁda.de adicional
para o campo de tensdes dificil de ser satisfeita. Além disso nestes modelos é bas-
tante complicado o calculo dos deslocamentos que sio entdo obtidos via integracio

das equagbes constitutivas.

Uma outra opg¢io para a resolugio deste tipo de problema é a utilizagio de mo-
delos mistos onde a restrigiio de incompressibilidade é incorporada a fori’nula,gﬁ,o
através da técnica de multiplicadores de Lagrange. Dessa forma uma das for-
mulagoes usadas tem sido o modelo misto em deslocamento e pressio, onde a
restricao de incompressibilidade é introduzida na formulacio sendo a pressao o
multiplicador. Contudo néo temos de imediato garantia de existéncia, unicidade
e estabilidade dessas aproximagdes . Finalmente podemos empregar formulagdes
mistas de Galerkin em deslocamentos e tensées. Novamente nos deparamos com
os problemas descritos no capitulo anterior: poucas combinacoes de interpolacoes
para os campos de tensdes e deslocamentos séo capazes de satisfazer aos critérios de
convergéncia (condigtes de Babuska-Brezzi) requeridos por esses métodos mistos.
Emn particular, interpolagdes de igual ordem com tensdes descontinuas e desloca-
mentos continuos, que sdo muito convenientes do ponto de vista computacional,

séo instavels e néo convergentes ou convergentes com taxas sub-étimas.

Admitindo a existéncia de um potencial de tensdes e adotando interpolagdes
continuas para as tensbes e para os deslocamentos, utilizando a mesma metodolo-

gia empregada para os problemas sem restri¢io interna (Problema de Poisson
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e Elasticidade Compressivel), propomos e analisamos aqui novas formulacdes de
Petrov-Galerkin para o problema da elasticidade incompressivel. Como no capitulo
anterior transformamos o problema de ponto de sela da formulacio mista classica
em um problema de minimizagfio, eliminando a necessidade da satisfacio das
condicbes de compatibilidade entre os espagos de aproximacio para as tensoes
e os deslocamentos (LBB). Dessa forma torna-se possivel, no caso do problema
de fluéncia, como no caso do problema da elasticidade, a escolha de aproximacoes
cujo tnico requisito é serem aproximacdes conformes para os espacos U(div) (onde
estio definidas as tensSes) e Hy (onde estdo definidos os deslocamentos) o que é
possivel utilizando-se interpolagbes continuas, de quaisquer ordens, para os dois

campos, por exemplo.

ITL. 2 - Elasticidade Linear Incompressivel

O problema aqui tratado consiste em:

Para uma dada for¢a de volume f achar o tensor de tensdes de Cauchy o =

ol :Q — R? x R? ¢ o campo de deslocamentos u :  — R2, satisfazendo
dive+f=0 em £

Ac=Bu em Q,

com condigbes de contorno tipo Dirichlet u(x) = 0 em T' (de modo similar ao
problema de Poisson, condi¢des de contorno mais gerais também podem ser con-
sideradas), onde Ao neste caso ¢ uma fungio linear da componente desviadora do

tensor de tensio

Szam%tralza—pl (II1.1)

sendo p a pressio hidrostitica e Bu = (Vu+ VuT)/2, o tensor de deformagses.
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7
No caso de materiais isotrépicos incompressiveis Ao é dado por
Ao =248,

e o operador A4 estd syjeito a restrigio interna trA = A:1 = 0 resultante do fato

de estarmos considerando o problema da elasticidade incompressivel onde
divu=0 em £, (I11.2)

que € responsavel pelas principais dificuldades na construcio de aproximagoes de
elementos finitos para este tipo de problema. Apresentamos e discutimos ini-
cialmente as diferentes formulag¢bes variacionais que tém sido propostas para este
problema. Para tanto definimos adequadamente espagos para os campos de tenséo

e deslocamentos.

IIT.2.1 Formulagoes Mistas Classicas

Seja U conforme definido em 11.4.2.1. Definimos ainda
Uy={reU; (tr7,1) =0}, (IT1.3)
espago das tensdes com trago médio nulo, e
Ur={TelU; rT=0}, . (I11.4)
espaco das tensbes desviadoras (com trago nulo). Seja ainda, como anteriormente

Hy(Q)={feH'(Q), f=0 em T}

V = H{(Q) x H{(Q), (II1.5)

espago dos deslocamentos.
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1 - Formulagao Primal

A formulacao mista primal para o problema proposto, em tensio e desloca-

mento, consiste em

Problema MI : Dado f € V', espago dual de V, achar o par (e,u) € Up x V
tal que

—(Ao, 7))+ (7, Vu®) =0 Vr e U, (I111.6)
(o0, VVv®) = f(v) Vv e, (II1.7)

onde Vu® denota a parte simétrica do gradiente dos delsocamentos e

(AU,T):/AO':TdQ Yo, € Uy, (I11.8)
Q
f(v):ff-vdﬂ VWweV, feV'. (IT1.9)
&

A defini¢io do Problema MI em Uy x V, e nfio em U X V como no caso do
Problema ME, visa garantir unicidade para a pressao. Sendo o campo de tensoes
derivado de um potencial podemos assegurar que o Problema MI é equivalente

a achar o ponto de sela do seguinte lagrangiano
L(r,v) = / $(r) A+ B(r,v) + f(v) VreUo WWEV,
Q

onde ¢(r) é o potencial das tensdes. A andlise do Problema MI no caso geral,
pode ser feita pelo Teorema de Brezzi que estabelece as condigbes necessdrias e
suficientes para a existéncia e unicidade de solugio . A andlise de existéncia e
unicidade para as formulagoes acima apresentadas é feita de modo similar ao caso
dos problemas sem restri¢éo, verificando-se as hipéteses discretas (H0) a (H2) do
Teorema de Brezzi. Com relagdo a hipdtese (H0), se empregamos aproximacoes
conformes as continuidades de of-, -.), b(-,-) e f(-) sdo preservadas. Ressaltamos

que nestes casos a elipticidade néo é vilida em todo espago onde estao definidas as
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tensdes, como acontece com o problemas de Poisson e da elasticidade compressivel.

Isto se deve a que nos problemas incompressiveis o tensor A verifica apenas
(AT,T) 2 4|T|* VT € Ur, (I11.10)

com v > 0. Como consequéncia deste fato a elipticidade da forma bilinear a(-,-)
ndo é estabelecida téo facilmente como apresentado anteriormente para os proble-
mas sem restricio. Torna-se entdo necessario o exame da K-Elipticidade exigida

pelo teorema de Brezzi onde, para esta formulacao primal, K esta definido por:
K ={{T,q}|(T,Vv’) + (q,divv) =0 Vv eV} (I17.11)

Com o emprego de um resultado de Ladyszhenkaya é possivel assegurar que esta
formulagio satisfaz a hipotese da K -elipticidade, ficando este resultado dependente

de uma nova condi¢ao LBB para o campo de pressoes:
(H3) LBDB para a pressio:

Existe 8, > 0 tal que

, divv

sup LUY) 5 51 e Qo (I11.12)
vev  [Ivllv

sendo
Qo = {qg € L*(R), (g,1)=0}. (I11.13)

A primeira vista poderiamos pensar em construir aproximagoes de elementos fini-
tos para o Problema ME, correspondente a elasticidade compressivel, isto é:

Problema MI:

Achar (op,u;) € Ul x VF, tal que
(Aon, ) = (T, up) Vr € Uj, (II1.14)

bop,vi) = f(vp) Vvi € VE. (111.15)
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Entretanto o Problema M I é sempre instdvel uma vez que para [ > k a hipitese
(H2) é verificada mas ndo (H3), e consequentemente (H1);,. Para ! < k podemos
verificar a hipdtese (H3), e (H1), mas ndo a hipétese (H2); que governa a esta-
bilidade do multiplicador de Lagrange que neste caso é o campo de deslocé,mento.
A construgio de aproximagoes estdveis de Galerkin para este tipo de problema
com restricéo é feita segregando-se o cammpo de pressao da componente desviadora
do tensor de tensdo, e interpolando-se a presséio, as tensoes desviadoras e o campo
de deslocamentos independentemente de modo a satisfazer as hipéteses (H0), a
(H3)s. Isto, naturalmente, impGe severas limitacdes nas aproximagoes para este

tipo de problemas com utilizagio da formulagio classica de Galerkin.

A violagio de qualquer uma das hipéteses (H0), a (H3), pode resultar na
nao unicidade da solugdo para o Problema MI,. Uma das causas mais comuns
de perda de unicidade deve-se a vioclagio da condicao LBB discreta para o campo
de presséio, ou hipétese (H3),. Podemos ver que se {o},u;} é uma solugio do
Problema M}, entdo qualquer outro par {oj + ppI,u;}, com py € Qy, satis-
fazendo

(P, divvy) =0 Vv € Vy, (IT1.16)

também é solugio do Problema MI;. Campos de pressao nao nulos py, que
satisfazem (II1.16) sdo usnalmente referidos como modos espiirios de presséio . Para
interpolagdes de igual ordem com pressso descontinua e deslocamento continuo a
equagdo (III.16) tem muitas solucdes nio nulas especialmente com interpolacoes
de baixa ordem. Esses modos espiirios sfio os responsaveis pela instabilidade das

aproximacdes de Galerkin.

2 - Formulagao Dual

Consideremos os espagos W = L%(£2) x L%(£}) e U(div) com norma || - | rcaivy

conforme definidos em 11.4.2.2. A formulacio mista dual para o problema em foco
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consiste em

Problema MI* : Dado f € W, determinar o par (o, u) € U(div,Q) x W tal
que

(Ao,7) + (divr,u) =0 V7 € U(div), (II1.17)
(dive,v) = f(v) WvEW, (II1.18)

‘que ¢ equivalente a achar o ponto de sela o,u em U(div) x W do seguinte la-

grangiano

L(r,v) = / $(r)d + B*(r,v) + f(v) Vre U(div) WveW.
Q

Corm relagiio a formulagio dual é importante ressaltar a exigéncia adicional de
regularidade para o campo de tensdes, j& que neste caso ¢ € U(div). Desde que
satisfizessemos as versoes discretas das hipdteses do teorema de Brezzi para este
caso, teriamos convergéncia para as tensdes nesta norma, que é mais rigorosa que
a norma de L?(Q), utilizada no modelo primal. No entanto é dificil a construciio
de aproximacoes neste espago. Os espagos de aproximagio H(div) construidos por
Raviart-Thomas, para o problema de calor, nfo sfo aplicaveis a esta formulacgio
devido a simetria do tensor de tensdes. Algumas tentativas tém sido feitas -
ARNOLD e FALK(1988) e STENBERG(1988) - onde esta simetria é relaxada

com a introdugao de um outro multiplicador de Lagrange & formulagso .

Para evitarmos as limitagGes apresentadas propomos aqui uma nova for-

mulagdo do tipo Petrov-Galerkin para a elasticidade linear incompressivel.

II1.2.2 Formulagao de Petrov-Galerkin

Segjar=T+qgl € Uy, com T € Ur e

qc L(Z)(Q) = {q € LZ(Q)'} (17 Q) = 0}.
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Seja
Utdiv)={r =T+ ql € Uy, T € U,divr € W}
com norma

[lF *(div) = {T,T) + (divr, divr).

Seja X! um subespago conforme de elementos finitos de U*(div). Em particular
X} pode ser um subespago de (H!(R)). Tendo em vista que para f € (L2())?
e § regular, a solugdo {o,u} do Problema M* estd em U*(div) x (H}(2))* e
que as aproximacdes de Galerkin para este problema em subespacos de U*(div) e
V = (Hj(2))? podem ser instiveis propomos a seguinte aproximagio de Petrov-

Galerkin para o Problema M* nos espagos X} C U(div) e ViF C (H(Q))%:
Problema PGy ;: Achar {or,ur} = {Si,ps,ur} € X} x VF, tal que para
todo {op,ur} = {Th,qn, vV} € X,’l X V,f
Az ({onsunk, {7, va}) + Foy ({mn, va}) = 0 (I11.19)
onde
Azf ({on, ur}, {7a, vr}) = (AS4, Th) + (divSy + Vpn, vi )+
+{(divTy + Van, un) + 61(div8y + Vpn, divTh + Vain )+
+682(ASy, — Vuy, Tp —~ A™'Vv}) (I11.20)
For ({on,vi}) = f(va) + 61(f,divTy). (II11.21)
O Problema PG, ¢é equivalente ao seguinte problema de minimizagao:

Achar {o},up} € X} x V¥, tal que
Tor{o,un}) S T2 ({rn,val) Y{m,va} € Xi x V¥,

CoIm

Jor({Tn,vi}) = %A:-f({'rh}vh} AT, Ve ) + For({mh, va}).
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A analise do Problema PG ; € imediata uma vez que temos:

1. Consisténcia:

A solugao exata, {o,u} € U*(div) x (H}(£2))?, do Problema M I* também verifica

o Problema PG:f, isto é para todo {Ta,vr} € X,’l X th

Az s({o,u}, {m, va}) + Fos({Tr,va}) =0 (I11.22)

j4 que o Problema PG ¢ baseado em formas residuais das equagBes do prob-

lema.
2. Continuidade de Ay g, ) 1 U(div) x V x U*(div) x V — R:

Existe uma constante M < oo, tal que para todo {o,u},{r,v} € H(div) x V

A::rf({o'i l.l}, {T1 V}) S M” {0’, ll}| U*(div)xV “{T7 v}”U*(div) 'V (III23)
com
“T:V”U*(div)xv = ”T“U*(div) + ||v|lx (I11.24)
sendo, como definido anteriormente,
1718+ @ivy = I7]1* + [|divT + Vp||. (IT1.25)

3.—Elipticidade de AL g
Existe uma constante a; > 0, independente de h, tal que para todo {r,vs} €

X} x V¥

Agr({ma, v {rh, va 1) = an{7a, VaHIgs (aivyxv- (111.26)

4. Estimativa de erro

Como consequéncia das Eqs.(I111.22)-(I11.26) temos o seguinte resultado sobre

a existéncia e unicidade e estimativas de erro para o Problema PG:f:
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O Problema PGy ; tem solugiio tnica {op, up} € X} x ViF tal que para todo

{mn,va} € X! x VF

' M
(e~ on, u = wn) g (aivyxv < 4 a—hll(rf — T, 0= Va)llur@ivyxv  (I11.27)

Admitindo-se k = I, VF = ($F)2 e XF = (§F)® n U*(div) e considerando a
solucdo exata, (o, u), suficientemente regular, pelos Teoremas I1.2 e IL.3 temos

as estimativas:

|lu—upllo + A||Vu — Vuy|o < ChF+ | (I11.28)
o — onllus @ivy < Ch*. (II1.29)
Considerando a defini¢do de || - [+ (giv)xv podemos expressar (II1.27) como

IS = Sullv + |div(S = Su) + V(p — pu)li + lu —unflx <

SC{||S — Tty + |div(S — Th) + V(p — an)|| + [[u — vull1}

YT, +qn € X} Vvi € VY, (I11.30)
donde concluimos que:
IS — Skllu < Ch¥, (I11.31)
|div(e — ay)|} < bk, (I11.32)
ldiv(S — 8})|| < Chkt, (II171.33)
IV(p —pa)ll < OR*, (I11.34)

e, por dualidade,

llp — pa|| < Ch* . (111.35)
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I11.3 - Fluéncia Estaciondria

Analisamos a seguir um problema nfo linear incompressivel pertencente a
classe de problemas usualmente denominados de “creeping flow”. Nesta catego-
ria se enquadram os problemas de fluéncia, plasticidade incluindo problemas de

escoamentos nio Newtonianos, etc.

O problema aqui tratado inclui uma néo linearidade fisica que corresponde
ao chamado problema de fluéncia estacionaria governado pela lei constitutiva de

Odvquist-Norton,

A(o) = BIS|*™*S

onde § é uma constante positiva, e 1 < u < oo. O operador A estd sujeito a
restrigdo interna, como no caso anterior da elasticidade incompressivel linear, ou
seja trA = A:I = 0, resultante do fato de estarmos considerando um problema

onde:

divu =10 em £}

que respbnde pelas principais dificuldades na construgdo de aproximacoes de ele-

mentos finitos.

Percorremos aqui o mesmo roteiro dos casos anteriores, buscando definir ad-
equadamente os espacos utilizados na andlise de formulacgdes ji existentes para
o caso em questao. Discutimos alguns resultados obtidos por LOULA e GUER-
REIRO(1990), onde uma formulagio de Petrov-Galerkin com aproximagdes de-

scontinuas para as tensdes é proposta e analisada detalhadamente.

Para este problema em que A é um operador néo linear do tipo mondtonico
torna-se necessario trabalhar em espagos de Banach. A anilise deste problema
no caso geral pode ser feita usando os resultados de SCHEURER(1977) que se

aplicam ao caso de equagfes variacionais néo lineares em espacos de Banach. O
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resultado apresentado a seguir, sobre existencia e unicidade de solugio para este

problema em espacos de Hilbert é demonstrado em LOULA e GUERREIRO(1990)
Teorema II1.1:

Sejam U e V espagos de Hilbert, e 4 : U — U* um operador néo linear,
fortemente eliptico em Uy e Lipschitz continuo em conjuntos limitados de U, i.e.,

existem constantes & > 0 e M(r) tais que para todo Ty, Ts € Ur,

(A(T;) — A(T1), Tz — Ty) 2 af|T2 - T4%, (I11.36)

e para todo 7,72 €Y(r) ,eparatodors €U
(A(m2) = A(m1),m3) < M(r)ll72 — miljullmsllo (II1.37)

onde Y(r) = {r € U; ||7||lv < r} é uma bola aberta de raio finito r. Entao o

Problema M tem solugéo tnica (o,u) € Uy x V.

A prova deste teorema requer a satisfaciio das condi¢des (H0) a (H2) acrescida
da condic¢io (H3), apresentada em II1.2.1. A existéncia e unicidade para o prob-
lema continuo é entfio demonstrada com o uso das hipéteses acima citadas. A
analise do problema discreto é feita de modo similar a do problema continuo,
acrescendo-se as versdes discretas das hipdteses (H0) a (H3), que sdo demon-

stradas com o uso de estimativas inversas.

Com relagio as aproximagoes de elementos finitos esses autores utilizam uma
formulagio de Petrov-Galerkin com interpolagdes descontinuas para os campos de
tensdo e pressdo, junto com um algoritmo tipo Uzawa nas varidvels pp e uy e
com o calculo das tensdes a nivel de elemento, por esquemas do tipo Newton-
Raphson e variantes deste. As estimativas obtidas para estas aproximacoes sfio

entao apresentadas numa norma dependente da malha.

Admitindo aqui tambem a existéncia de um potencial de tensdes e utilizando

interpolag¢bes continuas para as duas varidveis apresentamos a mesma metodolo-
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gia para transformarmos o problema de ponto de sela, associado ao problema de
fluéncia, erh um problema de minimizagao .

Dessa forma torna-se possivel, no caso do problema de fluéncia, a escolha
de aproximagOes cujo unico requisito é serem aproximacdes conformes para os
espacos U(div, 2) (onde estéo definidas as tensdes) e Hj(2) (onde estdo definidos
os deslocamentos) o que é possivel utilizando-se interpolagdes continuas, de quais-

quer ordens, para os dois campos.

I11.3.1 Formulagao de Petrov-Galerkin

Consideramos aqui a seguinte aproximacio mista de Petrov-Galerkin para o
Problema M em espacos de elementos finitos X} e V¥ tais que X} C U*(div) e

VE = (Skn HI Q)

Problema PG,s: Achar {o},u,} € X} x th, tal que para todo {m, vy} €
X, x Vi

Agr({on, wn)({7r, va})) + Fop({7h, va}) = 0 (I11.38)

onde

Asi({o,un}, {ra, va}) = (A(Sn), T1) + (div8n + Vpn, vi) + (divTh + Van, un)+

+61(divSy + Vpy, divTh + Vag ) + 82(A(Sy) — Vu§, Ty — A™1(VVS)), (J11.39)

Fop({mh,vi}) = f(v1) + 61(f, divTy). (II1.40)

Assim como nos casos anteriores, o Problema PG, é equivalente a um problema

de minimizag8o em 7 e vy, e é vdlido o seguinte resultado:

Teorema IIL.2: Para 6; > 0 e é; > 0, o Problema PG,y tem solu¢io tnica

{on,ur} € X} x V¥ ¢ vale a seguinte estimativa:
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o — onllus(@iv) + Ju —wrlly < C {llo — mllue(aiv) + lu —vallv}

V7, € X]l“ Yvy € th.

Neste caso, entretanto a prova deste teorema nao depende da satisfacao das
hipéteses (H1) a (H3). Assim estamos novamente inseridos no contexto da

aplicagdo de um Lema de Lax generalizado para problemas nao lineares.

Resta finalmente mencionar que os algoritmos iterativos propostos por GUER-
REIRO ndo se aplicam a este caso, e outras opgoes devem ser examinadas para a

obtencdo de solugbes nurnéricas para este problema.

I11.4. Exemplos Numéricos

Analisamos aqui os resultados obtidos para o problema de um cilindro in-
compressive] de comprimento infinito com ralo interno igual a 1.0 e raio externo
igual a 2.0, submetido a uma pressdo interna unitaria. Este exemplo pode ser

tratado com um modelo unidimensional e tem solugdo exata como apresentada

por GUERREIRO(1988).

Nos grificos da Fig. IIL.3 comparamos diversas taxas de convergencia para
o elemento com interpolagdes lineares para deslocamentos e tensdes - elemento
2 x 2. Observamos nos graficos dessa figura comportamentos semelhantes para
as ordens de convergéncia para ambas componentes de tensdo, seja na norma L2
ou na norma H1. Até mesmo a aproximagio de Galerkin 2 x 2 com interpolagdes

y
continuas, neste caso particular, apresenta resultados convergentes. Ja as aprox-
imagdes obtidas com um esquema de Galerkin com esta ordem e descontinuo nfo
apresenta resultados convergentes quer para o deslocamento radial quer para o ten-

sor de tensdes, conforme o esperado e mostrado nos graficos da Fig. 1I1.4. Ainda



o4

com relagio a esta interpolagio , 2 x 2, observamos na Fig. IIL5 a instabilidade
da solugdo da aproximacgao de Galerkin para a tensdo radial. O que é importante
ressaltar nessas comparagdes é o comportamento sempre estdvel das formulagoes

aqui propostas com interpolac¢des continuas ou descontinuas.

Em seguida analisamos as taxas obtidas para o elemento 3 x 2, i.e. inter-
polando gquadraticamente os deslocamentos e linearmente as tensdes. Neste caso,
a aproximacio de Galerkin continua apresenta resultados instdveis como podemos
ver nos graficos da Fig. IIL.6, tanto para o deslocamento quanto para a tensio
radiais.

Por tltimo apresentamos nas figuras 111.7 e II1.8 as ordens de convergencia
obtidas quando empregamos na discretizagiio elementos 3 X 3 - quadratico para
ambos os campos. Mais uma vez os resultados demonstram a convergéncia da
formulacio proposta com interpolagoes continuas ou descontinuas. Devemos notar
nessas figuras que a solugdo obtida com o esquema de Galerkin com aproximacotes
descontinuas tende a se estabilizar a medida que refinamos a malha, provavelmente
devido ao aumento da relagéio e/h, em que € é o pardmetro de regularizacio adotado
para possibilitar a condensagiio das tensdes a nivel dos elementos. Neste caso

adotamos ¢ = 1078,
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CAPITULO IV

FORMULAGOES COM POS-PROCESSAMENTO

IV.1. Introdugao

Neste capitulo propomos, discutimos e analisamos formula¢bes alternativas
para o calculo dos fluxos ou tensGes a partir de uma aproximacdo obtida para
o campo de temperatura ou deslocamentos. Empregamos, para tal, a técnica
desenvolvida nos capitulos anteriores para elaboragio das formulagoes de Petrov-
Galerkin, aplicadas aos problemas de Poisson ¢ de clasticidade compressivel ou in-
compressivel, bem como ao problema de fluéncia. Dessa forma a partir da adigio de
termos residuais das equagoes de balango ou equilibrio do problema, a uma forma
variacional da equacio constitutiva montamos um esquema de pds-processamento
que nos permite obter melhoras, em termos de taxas de convergéncia para essas
variaveis.

A vantagem de um procedimento desse tipo reside no fato de podermos utilizar
qualquer uma das formulagdes apresentadas nos capitulos anteriores, a que for
mais conveniente, para o calculo dos campos de temperatura ou deslocamentos
para entdo proceder ao calculo das varidveis de maior interesse i)aIa a engenharia

- fluxos e tensdes - de uma forma tdo precisa quanto possivel.
IV.2 - Formulagao de Pds-Processamento - Problema de Calor

Seja O € V¥ uma aproximaciio de elementos finitos para o campo §. Por

exemplo, no caso em que o operador constitutivo A é inversivel, 8, pode ser a



62

solugiio do Problema PUj - formulagao cinemdtica - que como vimos apresenta

taxas de convergéncia de ordem k + 1, ou seja

16 — 8xllo < CA**18lags - (Iv.1)

Em lugar de calcular p; via equagfo constitutiva, como é usual na formulaggo
. sy ’ - {
cinemdtica, propomos recuperar pj através de um pos-processamento em X; C
U(div), envolvendo simultaneamente os residuos das equagdes constitutivas e de

balanco, ou seja,
(Aps + Vi, qz) + 8(divpy +f,divgn) =0 Vqu € Xj, . (IV.2)

Integrando por partes o termo envolvendo V8, resulta o seguinte método para

determinacio de pp,
Problema Pp;: Dado 8 € V,f‘ achar py € X}, tal que

Ay(pr,an) = Folar) Yan € X} (IV.3)

onde

Aa’(pha qh) = (Aph) qh) + 5(divph1 divqh) Vpha dn € th:

Fa(qh) = _5(fa dlvqh) - (8117 le(]h) th € Xi

IV.2.1 - Analise Numérica

1- “Consistencia”

A consisténcia neste caso representa a satisfagdo da seguinte igualdade

Ao (p,qr) = —(f, divay) — (6, divqy) Vaqu € X} (IV.4)
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ii - Elipticidade

A forma bilinear A,(-,-) é eliptica em H(div), isto é, para § > 0, existe uma

constante « > 0 tal que
As(dn, ar) 2 anllanlliyavy VYa € X; € H(div). - (IV5)

Da defini¢io de A,(pp,qs) temos que:

As(dn,ar) = (Aqe, qn) + 6(divay, divay )

Como A é positivo definido

Ao(dn, ar) > alan|l® + 8| divgn ||

Obtemos entfo:

As(an,qn) > ah”qhqu(div)

Ficando demonstrada a elipticidade com

ap = min{a,¥§). (IV.6)

i1 - Continuidade

A forma bilinear 4, (-, ) é continua em H(div), isto é, existe uma constante M < oo
tal que

Ac(pr,an) < Mpalla@vllanlz@yy  YPr,an € X4, (IV.7)

Pela defini¢o de A,{(pr,qp) temos que:
As(pu,an) = (Apn, an) + 6(divpn,divan)  Vpn,dn € Xj,.
Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz obtemos

Ae(Pr,an) < My|lpell llasll + 6} divpy || || divay ||
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Adicionando-se termos positivos no segundo membro, ficamos com:

As(Pa>an) < Mylaw[l(pell + lIdivpall) + élldivan (| pull + [|divesl])

Podemos escrever entdo que

As(Pr,qn) < max{M, 6} ([lpnl| + ||divps ) (llan + [|divan |} - (Iv.8)

obtemos

Az (d, q) < M|\ gl zeaiv) |l all z¢aivy

com

M = max{M,é}

iv - Erro de Aproximacao

Da “consistencia”, como descrito no item (1) e da equagéio variacional do problema

obtemos:

(pr — P,qx) + 6(divpy — divp, divgy ) = (6 — &, qn)

Por outro lado temos, por definigdo , que:

s —anll® + l|div(pn — au > = (Ph — an, Pr — an) + 6(div(pn — qn ), div(pn —an))

De onde obtemos imediatamente a seguinte estimativa:
M 1 ;
e — palla@y <0+ E)”P — dullH(aivy + EHG —Onllo Var € X3 (IV.9)
- L
Usando resultados classicos da teoria de interpolacgéo obtemos

IPr — Prlla@ivy < CAPirr + CRF 0] 541 (IV.10)

IV.3 - Formulacao de Pdés-Processamento - Problema da Elasticidade
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Seja u € th uma aproximacao de elementos finitos para o campo u. Por
exemplo, no caso em que o operador constitutivo A é inversivel, u; pode ser a

solugio do Problema PUj, que como vimos é tal que

[u = upllo < CR*uliyy .

Propomos agora uma formulaciio semelhante a aquela do problema de calor
para o caso da elasticidade. Nesse caso o campo de tensdes op serd obtido
através de um pés-processamento em X} C U(div), envolvendo simultaneamente

os residuos das equacdes constitutivas e de equilibrio, ou seja,
(Aoy, — Vug, 1) + 6(divey, + £,dive,) =0 V¥V, € Xil . (IV.11)

Integrando por partes o termo envolvendo Vuy, resulta o seguinte método para

determinacgio de oy,

Problema Poy,: Dado uy € V¥ achar o), € X} tal que
Ac(gh;"-h) = Fa’(Th) V7 € X]l, (IV].Z)

onde

Ay(on, ) = (Aop, ) + §(divoy,divry,) Yoy, m € th,

Fo(r) = —6(f, divry) + (up, divr,)  Vry € Xj,.

IV.3.1 - AnAalise Numérica

i- “Consistencia”
Séo vdlidas aqui as mesmas consideragoes para o caso do problema anterior.

it - Elipticidade
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A forma A, é eliptica em H(div), isto ¢, para § > 0, existe uma constante

ap > 0 tal que

Aa(Th,Th) > ah“Th”?](div) V1 € X;z C U(le) . (IV13)

iii - Continnidade

A forma A, é continua isto é, existe uma constante M tal que:

Az(on,m) £ Mllonllv@nllmellu@ivy  You, 7 € X4 € U(div), (IV.14)

iv- Erro de Aproximacgdio

Podemos entdo demonstrar a seguinte estimativa para oy,
M 1 !
lo = onllu@ivy < 1+ Slo = mallu@ivy + —llu—walle Vr € Xj.  (IV.15)

Este resultado é também valido para elasticidade incompressivel e para fluéncia

na norma || - ||y« (aiv), definida no Capitulo III.

Usando resultados classicos da teoria de interpolagéio obtemos
lo = onlluaivy < Chlolips + CA* ulgy. (IV.16)

Donde concluimos que, com este pés-processamento, estimativas dtimas para o
campo o3 podem ser obtidas com [ = k 4+ 1, o que acarreta uma grande melhora

na precisio desta aproximacio.

IV.4 - Exemplos Numeéricos
Exemplo 1 - Problema de Calor Estaciondrio

Aplicamos o esquema de pds-processamento ao mesmo problema de trans-
feréncia de calor descrito no Capitulo II, Para as curvas de convergencia empreg-

~ amos inicialmente malhas regulares de 4, 16, 64 e 256 elementos quadrilateros
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lineares. Na Fig. IV.1 mostramos as taxas obtidas com § = 0. e § = 0.1, para a
temperatura e para os fluxos resultantes de um pés-processamento onde os fluxos
foram interpolados também linearmente (opgao I = k ). As curvas de convergéncia
para a temperatura em L2 e para seu gradiente sdo repetidas nos dois graficos
dessa figura com o objetivo de facilitar as comparacdes. Podemos constatar uma
pequena sensibilidade na precisfo das curvas de convergéncia para o divergente
do fluxo quando passamos de § = 0. para § = 0.1. E unportante ressaltar que o
esquemna com & = (. apresenta taxas melhores para o fluxo em L2, o que é uma
peculiaridade do exemplo analisado. Na figura seguinte (Fig. IV.2) apresentamos
os resultados obtidos fazendo § = 1.0 e § = h. Para § = 1.0 conseguimos uma. pe-
quena melhoria para as taxas do divergente do fluxo contrabalancada pela piora do
comportamento para o fluxo e seu gradiente. Para § = h constatamos uma melhor
convergéncia tanto para o fluxo quanto para seu gradiente. De modo a evidenciar
a influencia da regularidade das malhas nos resultados obtidos anteriormente de-
terminamos as taxas de convergéncia obtidas com as malhas distorcidas de 16, 64,
e 256 elementos cujos quadrantes apresentamos na Fig. IV.3., Para § = 0. o que
constatamos do gréfico superior da Fig. IV.4 é uma perda de preciséo e de ordem
de convergéncia para o fluxo, seu divergente ¢ seu gradiente. Para § = 0.1 o que
observamos ¢ a manutencio das taxas obtidas anteriormente com a sequencia de
malhas regulares, o que mostra claramente que esses resultados nfo sfo afetados
pela regularidade das malhas utilizadas nas discretizagdes. Finalmente na Fig.
IV.5 s@o apresentados os resultados obtidos para essas malhas distorcidas quando
adotamos § = h e § = h%. Neste caso ressaltamos as taxas identicas obtidas para

o fluxo e temperatura e a melhora da convergéncia para o gradiente do fluxo.
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Exemplo 2 - Cilindro Incompressivel

Em seguida analisamos o problema do cilindro infinito incompressivel deserito
no Capitulo II. Nas figuras IV.6 e IV.7 apresentamos comparagdes das aprox-
imagdes obtidas para as distribui¢Ses das tensdes radial e circunferencial na parede
do cilindro. Neste caso utilizamos uma malha uniforme de 4 elementos. As cur-
vas indicadas como PP23 representam as aproximacgoes obtidas com um esquema,
de pds-processamento com § = 1.0 e interpolagdes quadrédticas (3 nds) para as
tensoes. O campo de deslocamentos utilizado no pés-processamento foi obtido
com a formula¢do de Petrov-Galerkin (6; = 1.0 e §; = 1.0), com aproximagdes
lineares descontinuas para as tensdes e lineares para os deslocamentos, cujos resul-
tados sdo designados nestes graficos como PGD22. A outra solugiio apresentada
nessas comparagoes - GD21 - designa a aproximagio de Galerkin com tensées
constantes por elemento e deslocamentos lineares. As comparagdes ilustram as
melhoras conseguidas para ambas as tensoes obtidas pelo presente esquema de pds-
processamento, quando interpolamos essas com um grau acima. das interpolagdes

para os deslocamentos (caso [ = k + 1).

Na Fig. IV.8 comparamos as convergéncias para o tensor de tensfo em IH(div)
obtidas com os esquemas de Galerkin com aproximagoes continuas quadriticas
para as tenses e deslocamentos (GC33) ¢ lineares (GC22), com as taxas encon-
tradas utilizando um pés-processamento com tensdes quadraticas a partir dos re-
sultados determinados com aproximagées lineares para os deslocamentos - PP23.
Devemos notar & acentuada melhora para a taxa de convergencia em H(div) para

o tensor de tensdo com relagdo ao obtido empregando-se a opgio GC22.

Em seguida na Fig. IV.9 apresentamos as taxas para o campo de deslocamento
radial que sdo utilizadas no esquema de pds-processamento. Esse campo foi obtido

com uma aproximagcéo de Petrov-Galerkin com é; = 1.0 e
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b2 = 1.0 e aproximacOes lineares para os deslocamentos e constantes por ele-
mento para as tensdes. Na parte superior dessa figura indicamos as taxas obtidas

para a tensao circunferencial.

Finalmente sio apresentadas na Fig. IV.10 as taxas de convergéncia obtidas
para o tensor de tensdes e para a tensio radial quando empregamos o esquema
PP33, isto é processamento com uma formulagao de Perov-Galerkin quadratica
para os deslocamentos e tensbes (estas descontinuas), combinado com um pés-
processamento com interpolagdes quadraticas para as tensdes. E importante notar

que neste caso o tensor de tensdes converge com a mesma taxa em L2 e em H(div).

Exemplo 3 - Cilindro Compressivel

O 1ltimo exemplo analisado foi o cilindro infinito eldstico compressivel com
coeficiente de Poisson v = 0.3 e médulo de elasticidade £ = 1.0. Na Fig.
IV.11 comparamos em graficos log(V)x log(erro), onde N é o nimero de nés da
malha menos 1 os resultados de convergéncia do esquema de pds-processamento de
Petrov-Galerkin com as aproximagdes classicas de Galerkin descontinuas. Neste

estudo foram adotadas malhas uniformes com N igual a 2, 4, 8§, 16, 32 e 64.

Para o elemento linear em tensao e deslocamento é importante notar que o
campo de tensdes obtido pela formulagio cldssica (GD22) ndo converge em H(div),
o que nio acontece com o campo obtido pelo pds-processamento, que aproxima
melhor a equac@o de equilibrio. Para o elemento de 3 noés - gréafico inferior da
Fig. IV.11 - confirmamos as taxas de convergéncia previstas na analise, isto €,
llo —onllo = o(h?), para o modelo misto classico (GD33), ¢ ||l — o&| sz(aiv) = o(h?),
para o modelo com pés-processamento com [ = k (PP33). Notar que neste caso o
campo de tensdes obtido com o modelo misto classico é também convergente em
H(div), porém com uma taxa de ordem % apenas frente a uma taxa de ordem h?

do modelo com pos-processamento.
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CAPITULO V

CONCLUSOES

A adicdo & formulacio mista cldssica de Galerkin de residuos das equagdes que
governam os problemas aqui tratados transformam problemas originais de ponto

de sela em problemas de minimizacéo sem restrigdo , como foi mostrado.

A importancia e as vantagens desse fato, que foram explicitadas ao longo
do trabalho, residem principalmente em eliminarmos as restrigoes naturais decor-
rentes das aplicagdes de formulagdes mistas derivadas do método de Galerkin, que
limitam a. escolha dos campos de aproximagio para as variaveis envolvidas, que

necessitam satisfazer a condicio de Babuska-Brezzi.

Dessa forma as formulagoes de Petrov-Galerkin aqui propostas permitem o
uso de combinagoes de aproximacdes que sio instiveis quando se usam modelos

mistos

Séo analisadas detalhadamente duas classes de problemas - problemas sem
resiricio interna - exemplificados aqui pelos problemas de Poisson e pelo prob-
lema da elasticidade compressivel e problemas com restrigio interna para a qual

tomamos os problemas da elasticidade incompressivel linear e nfo linear.

A divisdo adotada é motivada pela diferente natureza do comportamento das
aproximagoes mistas quando empregada em cada caso. Assim é que para a primeira
classe de problemas - sem restri¢io - o problema maior, quando se utilizam mod-
eclos mistos é com a satisfacdo da LBB, que é responsivel pelas principais dificul-

dades numeéricas encontradas. J4 nos problemas da elasticidade incompressivel o
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obstaculo maior € com a satisfagio da elipticidade no espaco em que o problema

é posto.

A potencialidade das formulacdes aqui propostas é claramente demonstrada
pelas suas aplicagdes a essas duas classes de problemas sem nenhuma restrigio

para as combinagtes das aproximagoes das varidveis envolvidas.

QOutro aspecto a ressaltar é a facilidade de implementacio computacional
dessas formulagoes em codigos ja existentes que utilizem modelos mistos, ja que
para isso basta acrescentarmos aos termos das matrizes ja existentes parcelas adi-

cionais correspondentes aos residuos acrescentados a formula¢o mista original.

Os resultados obtidos, em termos de taxas de convergéncia, demonstram clara-
mente a methora que se consegue na estabilidade e na precisao das tensdes ou
fluxos. Os resultados numéricos ilustram a validade das taxas obtidas na analise

feita para as formulagoes apresentadas.

Vale lembrar novamente, que essas varidveis sfio, em geral, as de maior inter-
esse fisico para os problemas da engenharia: fluxos de calor - no caso do problema
de Poisson - e as tensdes - no caso da elasticidade. Existem diversas areas em que as
formulagoes aqui desenvolvidas, poderiam ser utilizadas, tais como em problemas
de flexao de placas onde temos problemas semelhantes ao da viga de Timoshenko

j& analisada satisfatoriamente por metodos de Petrov-Galerkin dessa natureza.

A técnica de pds-processamento parece ser mais indicada para se acoplar a um
esquema comn modelo de deslocamento. Neste caso entendemos ser este esquema
como particularmente 0til na determinagio do campo de tensdes em porg¢des do
dominio com concentragio de tensdes. Assim procedendo teriamos nessas regides
resultados mais precisos do que os calculados pela equagio constitutiva, por ex-

emplo.
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