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O presente trabalho apresenta um procedimento para a obten¢do dos campos
estacionarios de deslocamentos e de tensGes em um semi-espago visco-elastico
estratificado, gerados por uma carga que se move, na superficie ou no interior
do melo, com velocidade constante ao longo de uma diregdo horizontal retilinea.
O método é fundamentado na representagdo integral da resposta em termos
de ndmeros de onda. Os efeitos da consideragio de muiltiplas camadas sio
incluidos por meio da utilizagao de um esquema exato de fatoragio dos campos de
deformacgoes e de tensodes, na forma de coeficientes generalizados de reflexao e de
transmissao. Os resultados no dominio do tempo sdo obtidos através da sintese de
Fourier da resposta em freqliéncia, que por sua vez é determinada por integragio
analitica ou numeérica, sobre o dominio de um tnico niimero de onda horizontal.
E apresentado um estudo paramétrico detalhado da resposta, incluindo os efeitos
do amortecimento do material, da estratificagio, e da posigao da carga e do ponto
de observacdo, para velocidades da carga nos regimes subsénico, transénico e

Supersonico.
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A procedure to obtain the steady-state displacements and stresses within a multi-
layered visco-elastic half-space generated by a buried or surface load moving with
constant speed parallel to the surface of a half-space is presented. Both line and
point loads are included in the approach which is based on an integral repesentation
of the complete response in terms of wavenumbers. The effects of layering are
included by use of an exact factorization of the displacement and stress fields in
terms of generalized transmission and reflection coefficients. The results in the
time domain are obtained by Fourier synthesis of the frequency response which in
turn is obtained by analytical (two-dimensional problems) and numerical (three-
dimensional problems) integration over one horizontal wavenumber. Numerical
results for the displacement and stress fields on the surface and within the half-
space are presented for surface and buried loads moving with various subsonic,

transonic and supersonic speeds.
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CAPITULO 1

INTRODUGAO

1.1. Motivacao

O problema da determinagio da resposta dinAmica de um meio sélido sob a acéo de
cargas moveis tem recebido atengfio por muitos anos. Os trabalhos nesta area tém
sido motivados, em parte, pela necessidade pratica de se determinar o movimento
vibratério do solo, na superficie ou a uma certa profundidade do subsolo, produzido
pela agdo das ondas de choque provenientes de explosées ou por veiculos em
movimento. Necessidades préticas a parte, a solucio deste problema, onde estéo
envolvidos aspectos tedricos atraentes do fendmeno dindmico fundamental bem
como um desafio matemdtico intrinsico, exerce uma certa fascinagio natural. O
problema fundamental da determinaciio da resposta de um semi-espaco visco-
elastico estratificado com miiltiplas camadas sob a agiio de uma carga concentrada,
que se move com velocidade constante em uma dada direcio, i.e., o problema
da determinacio das fungoes de Green méveis, também abre as portas para um
mimero de aplicacbes interessantes. Estas fungdes, acopladas com uma formulagiio
de equagdes integrais de contorno, podem ser usadas na solucio de uma variedade
de problemas de radiacéo, espalhamento e de interagéo associados a perturbacdes
méveis. Por exemplo, o estudo dos efeitos decorrentes da acfio de cargas méveis no
interior de um thnel (problema de radiagfio) e da resposta sismica de um canyon,
de um tinel ou de tubulagGes enterradas (problemas de espalhamento e interagio)

pode ser realizado por meio da utilizagio das funcdes de Green associadas a



cargas moveis. Este trabalho é motivado fundamentalmente pela necessidade de
se desenvolver um método geral e eficiente para o calculo das funcdes dindmicas de

Green associadas a cargas méveis em wm semi-espaco visco-eldstico estratificado.

Com o objetivo de se obter uma solugio para os problemas associados a cargas
moéveis, a configuragfio real necessita ser, de alguma forma, idealizada. Devido as
complexidades envolvidas, a literatura técnica representativa concernente a este
problema. tem-se limitado somente & analise do semi-espago eldstico, isotrépico e
uniforme. O movimento da carga é também simplificado. No caso geral, a analise
do problema de cargas modveis pode envolver o movimento de ondas transientes
induzidas pelas condigdes iniciais de aplicagio da carga, bem como os efeitos do
movimento da carga em alguma direcio arbitréria com uma velocidade dependente
do tempo. O problema é tipicamente simplificado pela consideracio do movimento
de ondas transientes devido a uma carga que comeca atuar em certo instante e
entao se move com velocidade constante em um modelo definido de propagacao, ou
pela consideragdo do movimento de ondas estacionérias devido a uma carga que se
move com velocidade constante para todo o tempo. Este trabalho é dirigido para o
estudo da resposta estacionaria de um semi-espaco visco-eldstico estratificado sob a
acio de uma carga, que se move na superficie ou no interior do meio, segundo uma
direio horizontal retilinea com velocidade constante. O problema bidimensional
correspondente a uma linha de carga mével ¢ o tridimensional associado a uma

carga concentrada mdvel séo analisados separadamente.

A andlise da resposta dindmica de um semi-espaco visco-eldstico estratificado
sob a aciio de um carga concentrada que se move com velocidade constante,
se apresenta dificil, mesmo para o caso simplificado de um semi-espaco eldstico
uniforme, pelo fato de que em um semi-espago uniforme existem trés velocidades
de onda fundamentais: velocidade da onda de compressio (longitudinal), de

cisalhamento (transversal) e de superficie (Rayleigh). As solucSes tedricas
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3

c, - '\.‘
tomam formas diferentes dependendo éﬁii'_'velocidade da carga relativa a estas trés
- \ ;

velocidades de ondas. Neste trabalho, ‘a.velocidade da carga é referida como
subsodnica, supersénica ou transdmnica, dependendo se a mesma é menor do

que a velocidade da onda de cisalhamento, maior do que a velocidade da onda de

compressdo ou intermediaria entre estas duas velocidades.

1.2. Revisao da Literatura

O problema bidimensional correspondente a uma linha de carga que se move
com velocidade uniforme subsonica sobre a superficie de um semi-espaco eldstico
uniforme foi considerado primeiro por Sneddon (1951,1952). Cole ¢ Huth (1958)
consideraram o mesmo problema para uma linha de carga vertical e obtiveram
solugbes para os casos de cargas com velocidades nos regimes subsénico, transénico
e supersonico. Um enfoque alternativo para este problema foi apresentado por
Craggs (1960). A andlise para uma carga bidimensional, com uma distribuicéo
arbitriria, que se move na superficie de um semi-espago eldstico uniforme, foi
apresentada por Niwa e Kobayashi (1966), e a solugdo para uma linha de carga
obliqua que se move na superficie foi dada por Eringen e Suhubi (1975). Fulton e
Sneddon (1958) e Morley (1962) estudaram a resposta de uma placa com grande
espessura sob a agfo de uma linha de carga mével. O problema transiente
correspondente a uma linha de carga que aparece repentinamente na superficie
de um semi-espaco eldstico, e, entfio, se move com velocidade constante foi

considerado por Ang (1960) e por Payton (1967).

O problema tridimensional relativo a uma carga concentrada em movimento
uniforme em um sdélido ilimitado foi considerado por Fason, Fulton e Sneddon
(1956). Mandel e Avramesco (1961) investigaram o campo dos deslocamentos em
um semi-espago uniforme produzido por uma carga concentrada que se move com

velocidade constante sobre sua superficie. Papadopoulos (1963a,b), Eason (1965)



e Lansing (1966) estudaram também o problema tridimensional estacionirio para
cargas concentradas mdveis na superficie de um semi-espaco eléstico uniforme. A
resposta estacionaria de um sdlido semi-infinito sobreposto por um fluido semi-
infinito, produzida por uma carga concentrada que se move no plano de interface
dos meios sélido e fluido, foi apresentada por Kennedy e Herrman (1973a,b). Os
movimentos que resultam no interior de um corpo eldstico infinito associados a
uma forga concentrada que atua na direcio da linha de seu movimento, bem
como o movimento na superficie de um semi-espago eldstico uniforme causado
por uma carga concentrada que se move na superficie, foram considerados por
Payton (1964) para o caso no qual a carga ¢ aplicada repentinamente e, ent3o, se
move com velocidade constante. Gakenheimer and Miklowitz(1969) obtiveram os
deslocamentos transientes no interior de um semi-espago eldstico produzidos por
uma carga normal concentrada que é aplicada subitamente em um ponto e em
seguida, se move com velocidade constante na superficie livre.

A classe de problemas de semi-espagos eldsticos, que envolve a acio de
cargas com simetria radial, aplicadas verticalmente na sua superficie e que séo
supostas emanarem repentinamente de um ponto na superficie e se expandirem
radialmente, foi considerada por Miles (1960), Baron e Lecht (1961), Ablow
(1962), Baron e Check (1963), Graggs (1963), Aggarwal e Ablow (1965), Go
(1965), Atkinson (1968), Tong (1968), Blowers (1969) e Gakenheimer (1969,1971).
Problemas associados & agéio de prensas méveis foram estudados por Galin(1961)

e Suhubi(1973).



1.3. Organizagao do Trabalho

Neste trabalho, é apresentado um método para calcular a resposta dindmica de
um semi-espago visco-eldstico estratificado sob a aciio de uma carga, que se move
na superficie ou no interior do meio, segundo um dada direcéio horizontal retilinea
com velocidade constante. O procedimento proposto se alicerga na representacéo
integral da resposta completa em termos de nimeros de onda. Os efeitos
decorrentes da estratifica¢io do meio sdo considerados por meio da utilizagio de um
esquema exato de fatoracio desenvolvido em termos de coeficientes generalizados
de reflexfio e de transmissfio, com base na técnica apresentada por Apsel (1979)
e Luco e Apsel(1983). Os resultados numéricos no dominio da freqiiéncia sio
obtidos a partir da determinacfo de integrais semi-infinitas com relacéo ao nimero
de onda horizontal. A resposta final no dominio do tempo é determinada pela
sintese de Fourier da resposta em freqiiéncia, realizada por meio de um algoritmo
de Transformadas Discretas Répidas de Fourier. Neste estudo, os problemas
bidimensionais e tridimensionais sfo tratados separadamente. O método proposto
e os programas de computador associados, forarn testados exaustivamente e
validados através de compara¢des dos resultados obtidos com solucdes analiticas
e resultados numéricos publicados, os quais sfio disponiveis para casos limites
simples (cargas méveis sobre a superficie de um semi-espaco eldstico uniforme).
E apresentado um estudo paramétrico detalhado da resposta, incluindo os efeitos
do amortecimento do material, da estratificacio do meio, e da posigio da carga
e do ponto de observacio, para velocidades da carga nos regimes subsénico,
transbnico e supersénico. As respostas de alguns modelos de semi-espagos visco-
elasticos estratificados, constituidos por miltiplas camadas, sfo apresentadas para.
ilustrar as caracteristicas bastante complexas da resposta desses sistemas. Estes
resultados servem também para demonstrar a capacidade e a generalidade do

método proposto.



No Capitulo 2, sdo desenvolvidas as formulagbes gerais para os problemas
bidimensionais e tridimensionais, que se caracterizam por um semi-espago Visco-
elastico estratificado sob a ag¢do de uma distribui¢io arbitraria de forgas de corpo.
Tais formula¢des resultam na representagao integral da solugdo completa, incluindo
deslocamentos e tensoes, em termos da distribuicdo prescrita de forgas de corpo. Os
integrandos sido determinados por meio de um processo de fatoragio, que envolve
coeficientes generalizados de reflexao e de transmissio, que por sua vez sdo obtidos
por meio de um esquema iterativo, nos moldes do procedimento proposto por Apsel
(1979) e Luco e Apsel (1983). De acordo com que jd havia sido discutido nestes
trabalhos, identificou-se também que a representacao dos integrandos necessita
ser ajustada, de tal forma que os termos dominantes se aproximem dos valores
estéticos correspondentes, 4 medida que o nimero de onda tende para infinito.
Esta transformacio dos integrandos é necesééria para se evitarem problemas
numéricos que surgem quando os integrandos sdo calculados para grandes valores
do nitmero de onda. Tal fato é particularmente importante, quando os cilculos
sao executados em computadores pessoais com niimero real de 32-bits em precisiao
simples. Foi constatado que a representagio modificada dos integrandos se aplica

igualmente bem para todos os valores do niimero de onda.

A determinacdo numérica das integrais sobre o nitmero de onda requer
a aplicagdo de procedimentos especiais para levar em conta as caracteristicas
oscilatérias dos integrandos. No Capitulo 2, com este propésito, sio discutidos
dois esquemas de integragio numérica das integrais sobre o dominio do ntmero
de onda: o método da integragio discreta sobre o niimero de onda proposto por
Bouchon e Aki (1977) e um procedimento adaptativo da quadratura de Filon.
A eficiéncia e validagiio de ambos os algoritmos de integragio sfo investigadas
com base na comparacio de resultados analiticos e numéricos, publicados para

as fun¢bes de Green bidimensionais, dentro das hipéteses do estado planc de



deformagses, correspondentes a linhas de cargas harmdnicas fixas no interior de um

semi-espago. As fungoes bidimensionais de Green para linhas de cargas harmonicas

fixas sdo usadas nas comparagdes, porque em sua determinagio sio envolvidas as

mesmas dificuldades no que diz respeito a integracdo sobre o numero de onda
~ - - ’, . ~ . - - .

e porque ndo existem resultados disponiveis para as fungdes tridimensionais de

Green modveis.

No Capitulo 3, com base nas hipéteses do estado plano de deformagdes é
estudada a resposta dinamica de um semi-espaco visco-eldstico estratificado sob
a acdo de uma linha de carga em movimento estacionario. A representagao
integral para a solucio bidimensional geral correspondente a um semi-espago visco-
elastico estratificado com forgcas de corpo arbitririas, estabelecida no Capitulo
2, ¢ apropriada para o caso de uma linha de carga movel. Tal formulagio leva
a expressoes para a resposta no dominio da frequéncia em termos de integrais
sobre o numero de onda, que podem ser resolvidas analiticarnente. Finalmente, a
resposta no dominio do tempo ¢ obtida através da sintese de Fourier da resposta
no dominio da freqiiéncia, realizada por meio de um algoritmo de Transformadas
Répidas de Fourier. A metodologia e os programas de computador associados séo
testados e validados por comparagdes com soluges analiticas correspondentes ao
caso particular de um semi-espaco eldstico uniforme. Neste capitulo, é apresentado
um amplo estudo paramétrico da resposta de modelos de subsolo correspondentes a
semi-espacos visco-eldsticos uniformes e estratificados com uma camada sobreposta,
ao semi-espaco, sob a acdio de uma faixa de carga, que se move na superficie ou
no interior do meio, com velocidade constante nos regimes subsénico, transénico e
supersénico. Em particular, sdo investigados os efeitos da velocidade da carga,
do amortecimento do material, das profundidades das fontes e dos pontos de
observagdo, da estratificacio e as relagdes de reciprocidade. Como ilustracio

da generalidade do método proposto para célculo da solugio completa de um



semi-espaco estratificado com multiplas camadas, é apresentada a resposta de um
modelo de subsolo que consiste de cinco camadas sobrepostas ao semi-espago. Para
efeito de comparaciic é apresentada também a resposta de um modelo equivalente

com uma camada sobre o semi-espago.

No Capitulo 4, é estudada a resposta tridimensional de um semi-espago
estratificado sob a acdo de uma carga concentrada, que se move na superficie ou
no interior do meio, ao longo de uma diregdo horizontal retilinea com velocidade
constante. A representa¢io integral para a solugfio tridimensional completa
da resposta, apresentada no Capitulo 2, é adequada para representar cargas
concentradas em movimento uniforme. Neste enfoque, os campos de deslocamento
e de tensdes no dominio da freqiiéncia sfo descritos por meio de integrais duplas
semi-infinitas com relagio aos dois ntimeros de onda horizontais. A integracio
sobre um dos mimeros de onda pode ser determinada analiticamente, enquanto
que a outra tem de ser calculada numericamente. Como resultado da andlise
apresentada no Capitulo 2, o algoritmo adaptativo da quadratura de Filon
desenvolvido é aplicado na determinagio nimerica das integrais sobre o nitmero
de onda. A resposta no dominio do tempo é determinada pela sintese de Fourier
das componentes no dominio da freqiiéncia. A presente formulaciio e os programas
associados de computador séo testados e validados com base na comparagéo com as
poucas solucdes publicadas, disponiveis unicamente para alguns casos limites. As
caracteristicas bastante complexas da resposta tridimensional sob vérias condi¢des

sao ilustradas por meio de um estudo paramétrico.

No Capitulo 5 sfio descritas as conclusdes gerais do estudo apresentado. Um
resumo das solugdes bidimensionais analiticas no plano, para uma linha de carga
vertical e horizontal, que se move com velocidade constante na superficie de um
semi-espaco elastico uniforme é apresentado no Apéndice A. O caso particular da

analise bidimensional fora do plano para linha de carga de cisalhamento, que se



move na superficie de um semi-espago eldstico uniforme, nfio pode ser encontrado
na literatura disponivel. Com o propdsito de se ter um estudo completo, a
solucio analitica associada ao cisalhamento antiplano produzido por uma linha
de carga que se move com velocidade constante na superficie de um semi-espago
elastico uniforme, foi desenvolvida no Apéndice B. Finalmente, no Apéndice C
é obtida uma representacéo integral para as funcdes bidimensionais de Green
correspondentes a linhas de cargas harmonicas fixas em um semi-espago visco-

eldstico estratificado.
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CAPITULO 2

FORMULAGCAO GERAL

2.1. Equagoes Fundamentais

O sistema de equagbes, que governa o movimento de um corpo homogéneo,
isotropico e linearmente eldstico, inclui, respectivamente, as equacdes de equilibrio,

a Lei de Hooke e as relactes entre as deformacoes e os deslocamentos:

Tijg + Xi = Pl (2-1a)

055 = )—\Bkkgij + Zﬁ.eij (2~1b)
1

eij = 5(uij +uj,) (2-1¢)

onde o;; representa o tensor das tensbes, e;; o tensor das deformag@es lineares, u;
o vetor dos deslocamentos, x; a forga de corpo por unidade de volume, §; ; o delta
de Kronecker, p a densidade de massa, A e i as constantes de Lamé e os pontos
sobre as variaveis, as derivadas em relagéo ao tempo (%; = Ju;/9t). A convencio
de somatério para indices repetidos é adotada a menos que seja indicada sua no
adogio. Eliminando-se as tenses e deformagdes das equagdes (2-1a),(2-1b) e (2-

1c), obtém-se as equacdes de movimento de Navier:
Pu i+ A+ Bluggi +xi = pits (2-2)

As equagdes (2-la,b,c) e (2-2) devem ser satisfeitas em cada um dos pontos

interiores de um corpo indeformado B, que ocupa uma regizio regular no €spaco,
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com interior V e contorno 5 com normal 7. Na superficie § do corpo indeformado
devem ser prescritas condigdes de contorno. Tais condigdes sio normalmente
deslocamentos, for¢as ou condi¢des de contorno mistas. Nas condigoes de contorno
em deslocamentos, as trés componentes u; sdo prescritas no contorno § enquanto
que nas condi¢des de contorno em forgas, sdo prescritas as trés componentes das
forcas de superficie ¢;. As componentes das forgas de superficie estdo relacionadas

com as componentes do tensor das tensdes através da férmula de Cauchy:
ti = o;iny . (2-3)
Nos problemas com condi¢bes mistas de contorno, u; sio prescritos em 5 e ¢;
em Sz, onde S; US; = S e 51 e S2 sfio conjuntos disjuntos, 7.e, S5 NS, =@, o
conjunto vazio. Para completar a formulagio do problema, devem-se ainda definir

as condi¢des iniciais em V, ou seja, para t = 0:

ui(Z,0) = ud (&) (2-4a)
(2,00 =00(@) . (2-4b)
Para analises no dominio da frequéncia, o principio da correspondéncia
(Bland, 1960) estabelece que o problema andlogo de valores de contorno, para
um corpo visco-eldstico, é descrito pelas mesmas equagdes (2-1a,b,c) e (2-3), nas
quais as duas constantes de Lamé i e A devem ser substituidas por constantes
complexas correspondentes, que podem ser dependentes da frequéncia. Vérias
relagbes tensfo-deformacio tém sido propostas com o objetive de procurar levar
em conta as diferengas existentes entre o comportamento real dos materiais e o
dos materiais idealizados como perfeitamente elésticos. Os modelos de idealizacio

mais comumente empregados séo os s6lidos de Kelvin-Voigt ¢ Maxwell, nos quais o

moédulo de cisalhamento visco-eldstico complexo pode ser escrito aproximadamente

7 (1 + é) (2-5)

COoImo:

=
If
=
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onde i ¢ o médulo de cisalhamento eldstico (valor real) e ) é uma medida
adimensional de dissipagio de energia no meio. O fator de atenuaghio @
¢ inversamente proporcional & frequéncia para os sdlidos de Kelvin-Voigt e
proporcional & frequéncia para os sélidos de Maxwell (Knopoff, 1964). Todavia,
testes no campo e em laboratdrios, tém comprovado que ¢} é substancialmente
independente da frequéncia de vibragio (Knopoff, 1964). Para os meios visco-
elasticos serdo usadas constantes de Lamé complexas independentes da frequéncia,

definidas por:

p=i(1+2%pi) (2-60)

At 2u = (A+2a) (14 2647) (2-6b)

onde A e i sio constantes de Lamé (valores reais), estabelecidas para os
solidos perfeitamente eldsticos, e £, e {g sfo, respectivamente, os coeficientes de
amortecimento do material associados &s ondas de compressao e de cisalhamento.
Estes coeficientes séo considerados independentes da frequéncia (sélidos com
histerese constante). Para o caso em que £, # g, o coeficiente de Poisson
v correspondente é complexo. Deve-se ressaltar que, no dominio do tempo,
a consideracio de coeficientes de amortecimento do material independentes da
frequéncia € inconsistente com o principio da causalidade (Futtermore, 1962).

No desenvolvimento deste trabalho, o meio é idealizado como homogéneo,
isotropico e visco-elastico. O amortecimento do material é considerado diretamente
nas equagoes do movimento, ji& transformadas no dominio da freqiiéncia,
por meio da substituigdo das constantes de Lamé do caso perfeitamente
eldstico por constantes complexas correspondentes, de acordo com principio da
correspondéncia. Desta forma pode-se considerar na formulacio do problema, no
dominio transformado, indiferentemente, tanto o caso de um meio visco-eldstico

com amortecimento do material dependente da freqgiiéncia quanto o de um sélido
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com histerese constante , equagbes (2-6a,b). A incluso de amortecimento do
material na formulagio do problema, além de resultar em um modelo de anélise
mais realistico, implica também na simplificagéo da solugdo numérica do mesmo.

Em alguns problemas as forgas de corpo e os componentes do tensor
das tensdes sio independentes de uma das varidveis espaciais, por exemplo,
z3. Fazendo-se igual a zero as derivadas parciais com relagio & varidvel za,
nas equagdes expressas por (2-la), obtém-se, imediatamente, as equagdes de
movimento para os problemas bidimensionais. Os dois sistemas de equacdes

resultantes sio desacoplados:

T3a,a + X3 = piig (2-7a)

Opo,a T Xp = plig (2-b)

A convengéo de somatério permanece vélida com os indices Gregos tomando-
se, somente, os valores 1 e 2 . Os movimentos descritos pelos deslocamentos
uz(z1,22,%) e uq(21,22,t) sio chamados, respectivamente, movimentos fora do
plano e movimentos no plano.

As componentes das tensdes e as equagdes de Navier, para os movimentos fora

do plano, sdo escritas como:

T3y — ﬁug,a (2—8)

U3, oo + X3 = pls : (2-9)

Pode-se observar na equagéo (2-9) que u3(z1,z2,t) é governado por uma equagio
de onda escalar. Este movimento é comumente chamado de ondas de cisalhamento
polarizadas horizontalmente {ondas-SH).

Para o caso de movimentos no plano, com as hipdteses de estado plano de

deformacdes, i.e., todas as varidveis séo independentes de z3 e os deslocamentos na
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direcéo de x3 sdo identicamente nulos, as componentes de tensdes correspondentes
880 expressas por:
Tap = MiySap + Ftia,s + tg,a) (2-10)

O3z = /ﬁ\u.,ﬂ (2—11)

e as equagoes Navier por;
Bug,aa + (A + Bua,as +xp = piig (2-12)

Ao se analisar as equacdes (2-7a) até (2-12) pode-se identificar que os movimentos
das ondas em duas dimensdes correspondem & superposicio dos movimentos fora
do plano com os movimentos no plano, os quais sfo descritos por equacdes

completamente desacopladas.

2.2. Equagoes do Campo Transformado Formuladas para Forcas de

Corpo Arbitrarias

Os métodos das transformadas integrais sio ferramentas poderosas na solucio de
problemas do ambito da elastodindmica. Para se obter a solucio de problemas
de valores de contorno bidimensionais e tridimensionais é conveniente considerar,
respectivamente, as Transformadas duplas e triplas de Fourier. Tal método se
aplica &s classes de problemas, nos quais as condicdes iniciais do movimento se
localizam num passado suficientemente distante de maneira que sua influéncia no
estado atual pode ser considerada completamente desprezivel. As Transformadas

dupla e tripla de Fourier sfo expressas por:

Flk,2a,w) = / / Flay, g, 1) B2 =9D do gt (2-13)

f(kla k2: z,w) = / f f f(:cs Y2, t) 6i(k1$+k2y—Wt) dz dy dt (2'14)

e as formulas correspondentes das transformadas inversas, por:

1
(2m)’

f(.'ﬂl, Ty, t) = / / _?(k, Iﬂg,w) 6i(Wt_kz1) dw dk (2—15)
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favmt) = [ [ R by, s o) du i, ah,
(27T) —oo J—o0 J—0o0
(2-16)
nas quais a barra superior e o sinal gréfico til (") denotam, respectivamente, as

Transformadas de Fourier com relagéo tempo e 4s coordenadas espaciais.

2.2.1. Problemas Bidimensionais

Seja o sistema Cartesiano de coordenadas retangulares com eixos z1, 22 € z3 ¢
origem no ponto O de um corpo homogéneo, isotrépico, eldstico, com interior V
e contorno § (Figura 2.2-1a). Supde-se que todas as quantidades de campo, &
densidade de forgas de corpo e as condicdes iniciais e de contorno sfio unicamente
fung¢bes das variaveis espaciais 21 and z,.

As equagGes de movimento, neste sistema Cartesiano de coordenadas, podem

ser escritas a partir das equagdes (2-9) e (2-12), como:

Pur o 2 2 720,99
— a2 . gry— 4 AL -1
5 =BV + (@ - ) + (2-17a)
sz =B Vi t(a —ﬁ)a—mz-F? (2-17b)
FPusg 29 X3
52 = B°V*=uz + " (2-17¢c)
e, analogamente, o campo de tensdes, como:
N 8u1
= A0+ 25— 2-1
711 + 'u@:cl (2-18a)
oa2 = MG + 2,(5% (2-18b)
8322
- 3u1 Buz
Oo1 = 4 (3532 -+ 33;1) (2—180)
o33 = AO (2-18d)
o
751 = gt (2-18¢)
O3a = ﬁ,% (2—18f)
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onde V? e @ siio, respectivamente, o operador Laplaciano e a dilatagio. Para os

problemas bidimensionais estas entidades s&o definidas por:

& &?
2 - - -
v dz? + Oz2 (2-19)
_ Ouy | Oug i
e = 92, | B (2-20)

Os simbolos & e f representam as velocidades das ondas de compressio e de

cisallhamento (valores reais), definidas por:

1
2

a = [(A+27)/p] (2-21)

B=(/nt . (2-22)

Na solugio das equagdes do movimento é utilizado o método das
transformagdes integrais que tem por base a transformada dupla de Fourier
expressa pela equagdo (2-13). Multiplicando-se cada uma das equagdes (2-17a,b,c)
por exp[i(kz; —wt)] e integrando-se as equagdes resultantes por todo o espago 11,
obtém-se as equagdes do movimento transformadas para o dominio da freqiiéncia
e do niimero de onda. A formulagio correspondente para um corpo visco-elagtico
pode ser obtida diretamente, pelo principio da correspondéncia, a partir das
equagbes do movimento do caso eldstico transformadas no dominio da freqiiéncia,
substituindo-se as constantes de Lamé por constantes complexas correspondentes.
Em conseqiiéncia, as equagdes do movimento no dominio transformado para um

meio visco-clastico sdo descritas pelas seguintes equacgdes diferenciais ordindrias:

92 2 2z dzﬁl o2 N )?1
—wuy = | ~k*uy + —5 | —i(e® - )0 + 22 (2-23a)
dry P
. . &% o %
_w, = 82 [ —k2 2 2 %Y Xo 9.9
wiiy = B ( g + o +(a* - B )d.:ng e p (2-23b)

. . & %
—wtiy = B2 (—k2a3 + US) + X (2-23¢)
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nas quais o = afl + 2i.]7 e § = B[l + 2?:{;3]'% sdo as velocidades complexas
correspondentes das ondas de compresséo e de cisalhamento, para o meio visco-
elastico, e

0= ki, . (2-23d)

Substituindo-se transformagoes:

iy =il (2-24a)
iy = Uy (2-24b)
iy = 1Us (2-24c)

nas equagdes (2-23a,b,c), chega-se a:

d? dUu F:
2 272 2 2 2 2 1
— —_— —_ J— [ES— —_— 2_
(w o’k + B dm%)Ul (a® — B )kdacg + P 0 (2-25a)
d? di; F.
2 _ p272 2 2 _ g%\ 1,72 _ ~
(w Bk + a dm%>U2+(a: £%) dm2+ p 0 (2-25b)
d? F:
w? — A2k + ﬁz—) Us + = =0 2-25¢
( 3/ " p (2-25¢)
onde
Fy = —iy, (2-26a)
Fy = —ix, . (2-26¢)

Os termos U; e U, sdo acoplados através das equagtes (2-25a,b) que sio
independentes de Us. O termo U; deve satisfazer a equagiio (2-25¢). Uy e U,
sao associados com as ondas P e SV polarizadas no plano vertical {movimentos
no plano), enquanto que Uy é associado com as ondas SH que sio polarizadas
horizontalmente (movimentos fora do plano).

A representaciio integral do campo de tensdes correspondente pode ser

obtida de maneira aniloga , i.e., aplicando-se a transformada dupla de Fourier
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descrita pela equagiio (2-13). Multiplicando-se as equagdes (2-18a) até (2-18f)
por expli(kxy — wt)], integrando-se o resultado assim obtido por todo o espago
z1t, e substituindo-se as constantes de Lamé do caso elastico pelas constantes
complexas correspondentes do meio visco-elastico, e em seguida, introduzindo as

transformacdes dadas pelas equagdes (2-24a,b,c), chega-se a:

F11 =S (2-27a)
oy = Do (2-27b)
For =iy (2-27¢)
G3s = Taa (2-27d)
Fa1 = Ty (2-27¢)
Faa =i (2-27f)

onde

dU, dU;
Ny = @Oz _ 45, %Y2 ]
i1 ()\ -+ 2}1,) (kUl + dmg) 2u dzs (2 28&)
dl, :
Yoo =(A+2u) | kUL + ol 2ukUy (2°28b)
2
Wz
221 = U (d:{:z — kUg) (2-28(3)
d
Tgs = A(KU; + d—Uz | (2-284)
)
231 = ﬂ.kUg (2-286)
dUs
232 = ,U,'CE (2—28f)

A solugio completa no domifio transformado é entio obtida resolvendo-se o
sistema de equagbes diferenciais (2-25a,b,c) em conjunto com as condigdes de
conforno expressas no mesmo espago transformado. Uma vez obtida a solugio

completa no espago transformado, o campo real de tensdes e de deformagdes
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Figura 2.2-1 Sistema Coordenado e notagdes para as componentes do deslocamento.
(2) Problemas bidimensionais; (b) Problemas tridimensionais.
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pode ser determinado usando-se a transformada inversa de Fourier, descrita pela

equacao (2-15).

2.2,2, Problemas Tridimensionais

Seja o sistema Cartesiano de coordenadas retangulares com eixos , y e z e origem
no ponto O de um corpo homogéneo, isotrépico, eldstico, com interior V e contorno
S (Figura 2.2-1b).

A partir das equagbes de movimento de Navier, expressas por (2-2), pode-

se escrever as equagbes do movimento, neste sistema Cartesiano de coordenadas,

como:
Pu o =200 X
W—ﬁVU-{*(a _ﬂ)5+? (2-29a)
v oy 2 29,00 Y
=z =PVt (a “ﬁ)a_ﬂ? (2-29b)
Pw g 29,00 Z
W-»-ﬁ?’uw[-(a —ﬁ)gz——{—; (2—290)
e a partir das equagdes (2-1b) e (2-1c), o campo de tensdes como:
Ose = AO + 2ﬁ% (2-30a)
- _Ov
Oyy = A0 + 2;5-@ (2-30b)
Ty = AO + Eﬁ% (2-30c)
_[(Ou v
Ty = [ ("a—y + E) (2-30d)
_{O0u  Ow
Tog = [i (a + 5;) (2-30e)
[ Ov  Bw _

onde X, Y, ¢ Z sao as componentes do vetor das forgas de corpo por unidade

de volume. Os simbolos V? e @ sio, respectivamente, o operador Laplaciano e a
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dilatagho. Para os problemas tridimensionais estas entidades sfio definidas por:

lig 9% o

V2 — .
922 + Oy? + Oz* (2-31)
ou v  Dw
AR (82)

A velocidade da onda de compressdo (&) e da onda de cisaltlhamento (B) so
definidas, respectivamente, pelas equagdes (2-21) ¢ (2-22).

Na solugio das equagdes do movimento é utilizado o método das
transformacdes integrais que tem por base a transformada tripla de Fourier
expressa pela equagfio (2-14). Se as equagdes (2-29a,b,c) sfio multiplicadas por
expli(kyz + kay — wt)] e, em seguida, as equagdes resultantes sio integradas sobre
todo o espago zyt, obtém-se as equacdes do movimento transformadas para o
dominio da freqiiéncia e do nimero de onda. Como no caso anterior, a formulagio
correspondente para um corpo visco-elastico pode ser obtida diretamente, pelo
principio da correspondéncia, a partir das equacées do movimento do caso eldstico
transformadas no dominio da freqiiénecia, substituindo-se as constantes de Lamé
por constantes complexas correspondentes. Em conseqiiéncia, as equagdes do
movimento no dominio transformado para um meio visco-eléstico sio descritas

pelas seguintes equacdes diferenciais ordinirias:

. &2 X
2> ~
—w?y = §* (—k2 + E) —tki(a® — 1O + r (2-33a)
—w?h = 2 (—kgz + é_;’) —iky(a® — f1)O -+ Y (2-33b)
z p
) . 0  Z
P - N T 2_gn8Y 2 N
ww ﬂ(kw+dz2)-|—( ﬁ)dz—]— (2-33c)
onde @ = @[l -+ 2i£,]7 e B = B[l + 2i€s]% sho as velocidades complexas

correspondentes das ondas de compressdo e de cisalhamento para o meio visco-

elastico,
div

ezdz

i (kg + ko) (2-33d)
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1
z

k= [k} + k3] (2-34)

Neste ponto, torna-se conveniente introduzir nas equagdes (2-33a,b,c),

transformagdes apresentadas por Luco e Anderson(1983), descritas a seguir:

i = % (k1 Uy + kyUs) (2-35a)
= % (kaUy — k1 Us) (2-35b)
& = U, (2-35¢)

obtendo-se o sistema de equacdes diferenciais:

(2 2k2+ﬁ22)U1—(a -~ T =0 (2360

(w — Pk +a dd ) Uy + (o — %) k s % =0 (2-36b)
d b2}
21.2 . 28 _
( ﬁk+ﬁd) +p 0 (2-36¢)
onde
F=— (klfz' +k¥) (2-37a)
R=1Z (2-37b)
) = =
By=— (kzX . le) . (2-37c)

Os termos U; e U, sdo acoplados através das equagoes (2-36a,b) que sio
independentes de Uz. O termo U; deve satisfazer a equacio (2-36c). As
quantidades Uy, U; e Us podem ser interpretadas, neste espaco transformado, de
maneira analoga & que foi dada para os problemas bidimensionais, i.e., Uy e Us séo
associados com as ondas P e SV polarizadas em um plano vertical (movimentos no
plano), enquanto que Us é associado com as ondas SH polarizadas horizontalmente

(movimentos fora do plano).
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A representacfio integral para o campo de tensdes correspondente pode ser

obtida, de maneira similar, com a utilizagio das transformadas triplas de Fourier

descritas pela equacdo (2-14). Multiplicando-se as equagdes (2-30a) até (2-30f)

por ezp[i(kiz + koy — wit)], integrando-se as equacbes resultantes sobre todo o

espago ryt, substituindo-se as constantes de Lamé do caso eléstico pelas constantes

complexas correspondentes do meio visco-eléstico, introduzindo-se em seguida as

transformagbes dadas pelas equacdes (2-35a,b,c) e reagrupando-se os termos de

maneira conveniente, chega-se a:
Oz = Dz — 2ipk it
Oyy = D11 + 2ipkiu
Cz’zz = Y
Ouy = D31 — 2ipkyv
Fes = + (b1 % + kT

- 1
O oy = = (k2Xg1 — k1Yiz2)

onde

dU,

Ynu=(A+2 k — | —2u—=
11 (-I-u)(Url-dz) 2p

dU.
Soz = (A4 2p) (wl + d—;) — 2ukU,

d

dU.

Yz = (kU1 + d—g)

2z
Y31 = pkUs
dUs
T — S
2= H dz

(2-38a)
(2-38b)
(2-38¢)
(2-38d)
(2-38¢)

(2-381)

(2-39a)

(2-39b)

(2-39c¢)

(2-39d)
(2-39)

(2-39f)
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A solugdo completa no dominio transformado é obtida resolvendo-se o sistema
de equagdes diferenciais (2-36a,b,c) em conjunto com as condigdes de contorno
expressas no mesmo espago transformado. Uma vez obtida a solugio completa
no espaco transformado, os campos reais de tensées e de deformacgdes podem ser
determinados usando-se a transformada inversa de Fourier descrita pela equacio

(2-16).

2.2.3. Comparagoes entre as Formulagbes para os Problemas

Bidimensionais e Tridimensionais

Comparando-se as equagbes de movimento no espago transformado para
problemas bidimensionais (2-25a,b,c) com as equacdes obtidas para os problemas
tridimensionais (2-36a,b,c), pode-se observar que ambos os sistemas de equacgdes
diferenciais sdo formalmente andlogos. O mesmo ocorre com as equagdes
que descrevem os campos de tensdes para as formulacSes correspondentes aos
problemas bidimensionais [(2-28a) a (2-28f)] ¢ tridimensionais [(2-39a) a (2-39f)].
Deve-se ressaltar, entretanto, as diferencas existentes na deﬁnigéb do pardmetro
k para cada uma das formulages. Na formulacfio apresentada para os problemas
bidimensionais k¥ é um nimero real que pode assumir qualquer valor (positivo ou
negativo) no domitio dos nitmeros reais ®. Este mesmo parametro k na formulacao
tridimensional ¢ definido a partir da equagiio (2-34).

A similitude entre as equagBes que governam a solugio dos problemas
bidimensionais e tridimensionais, no dominio transformado, obtidas com base nas
formulaces apresentadas nas Segles 2.2.1 e 2.2.2, implica que possa ser usada
uma mesma solugfo geral para ambos os casos, resguardando-se, obviamente, as
diferencas existentes entre os mesmos. Tal procedimendo unificado serd seguido
na préxima se¢io. A formulacfio tridimensional serd tomada como paradigma

no desenvolvimento e obtengio da solucio geral no espago transformado, para
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um sistema com uma distribui¢do arbitraria de forgas de corpo, constituido por
multiplas camadas horizontais visco-eldsticas sobre um semi-espacgo visco-eldstico.
2.3. Solugao Geral no Dominio Transformado para um Semi-espago

Visco-elastico Estratificado

Seja o semi-espago visco-eldstico estratificado formado por N camadas horizontais
constituidas por sdlidos homogéneos, isotrépicos e visco-elésticos sobrepostas a
um semi-espago uniforme visco-elastico, conforme mostra a Figura 2.3-1. O meio
j-ésimo ¢ caracterizado pela velocidade complexa da onda de compressfo o, pela
velocidade complexa da onda de cisallhamento §;, pela densidade de massa p; e
pela espessura da camada d;. Pode-se supor, com o intuito de simplificacio, sem
perda de generalidade, que o carregamento estd aplicado somente no meio I-ésimo.

Seguindo-se o procedimento apresentado por Luco and Apsel(1983), no meio
j-ésimo, o campo dos deslocamentos transformados (Uf , Uéj , Ug) deve satisfazer o
sistema de equagdes diferenciais ordindrias de segunda ordem, homogéneas (j # /)
ou nao homogéneas (j = I), definido pelas equagoes (2-36a,b,c). Além disso, os
campos de deslocamentos e o de tensdes devem satisfazer as condi¢des de contorno
na superficie (z = 0), as condigdes de continuidade nas interfaces entre as camadas
e a condi¢do de radiacio no infinito (# — co).

A solugio geral do sistema de equagdes (2-36a,b,c), para o meio jésimo,

quando j # ! corresponde & solugfio homogénea que pode ser escrita como:

Ui = —kAje™ % + vl Aje ™" — kAje"® + v Ale (2-40a)
Uj = —vjAle "% 4 kALe ™% 4 v, Ale"* — kAT ® (2-40D)
Ui = kAle % 4 kAle® (2-40c)

onde Af, A} e A} sfo constantes que caracterizam as amplitudes, respectivamente,

das ondas P, SV e SH, que se propagam para baixo no meio j-ésimo. Os termos
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Ag, Ai e Ag sdo constantes que caracterizam as amplitudes, respectivamente, das
ondas P, SV e SH, que se propagam para cima no meio j-ésimo. Estas constantes
sdo determinadas pela condi¢io de contorno correspondente a forcas de superficie
nulas em z = 0, pelas condi¢Ges de continuidade nas interfaces das camadas e pela

condigio de radiagéo no infinito. Os termos v; e v/} sfo definidos por:

1
]
b=

2
R - 2-41
Vi _ a? - ( )
_ -1
2 2
vi= |k - % (2-42)
L 7

Do ponto de vista da computagio nmumérica, é conveniente normalizar as
fungbes exponenciais que aparecem nas equagdes (2-40a,b,c) de maneira que tais
quantidades diminuam a medida que a coordenada z aumenta. Para os termos
associados comn as ondas que se propagam para cima no interior da camada
4, a interface (z;_y) correspondente ao limite superior desta camada é usada
para definir o fator de normalizagfio. Para os termos associados com as ondas
que se propagam para baixo ¢ usada a interface (z;) correspondente ao limite
inferior desta camada. A inversa destes fatores é absorvida pelas constantes
Al (m = 1,...,6). Em consequéncia, a solucio geral para os meios, que nio

contém carregamento, é dada por:

Ul = —gAfevi(e=2-1) 4 V;Age_'{;(z_zi—l) — kALeritra) 4 V;Aie”; (z—2)

(2-43a)

Ui = —vjAle G50 4 pAfe=Gmmion) 4y afeniGmm) _ Al el (=5)

(2-43b)

Uj = kAfe "G50 4 pASeviea) (2-43c)
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Figura 2.3-1 Geometria do modelo, sistema coordenado ¢ notacdes para a andlise

tridimensional no semi-espaco visco-elastico estratificada.
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A solugdo geral para o meio que contém o carregamento (j = [) pode ser
obtida pelo método da variagio de pardmetros. Este metddo importé. na troca das
constantes A%,(m = 1,...,6) da solugiio homogénea pelas funcées S (z). Tais
funcdes sdo determinadas a partir da substitui¢io das equagdes (2-43a,b,c) nas
equagdes (2-36a,b,c) apds terem sido substituidas as constantes A7, pelas funcSes
Si.(2). B necessério ainda impor-se trés condigdes adicionais para obtencio da
solugdo. Estas condigbes devem ser selecionadas de maneira que simplifiquem os

calculos envolvidos. Foram selecionadas as seguintes condigdes adicionais sobre

SI.(2):
Y (2)e 5 4 8 (e )
kS3 (2)e” G5 15T (2)ei55) =0 (2-44a)
S (2)e ) kS (e -0 4
;S (2)e ) k] ()= =0 (2-44b)
kST (2)e™ (=50 4 kST (2)e" G=5) = 0 (2-44c)
onde
, dsSi ()
-7’ = —m j— ..
si) =L o1 g

Substituindo-se as equagdes (2-43a,b,c) nas equagdes (2-36a,b,c) e usando-se as
condi¢des adicionais expressas pelas equagdes (2-44a,b,c), chega -se a um sistema
de equagdes diferenciais de primeira ordem. Uma vez resolvido tal sistema, pode-se
escrever imediatamente a solugio particular S (z)(m = 1,...,6), correspondente

aos termos de carga para a camada que contém o carregamento aplicado (j = ),
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2 z
1 _ ﬁz I Iy (E—z121) 32
Sil2) = 2pp0? /z;_1(_kF1 e ds

Sh(z) = =—L— / (—fF} o+ kF})enG=5-1) gz

2,u.gu iw?

ﬁ2 # —v{i—=x =
Sé(Z) = 2#1—;1&)2 ’ —(ka + V{le)e '( 1) dZ

ﬁz zr (s .
Si@):W i ~(vF} + kF})e =) g3

Sé( ) / Fl Vz(szl 1) ds

2,(1,1111

1 # ‘s
Si(z) = 2 / FlenG-2) gz

(2-452)

(2-45b)

(2-45¢)

(2-45d)

(2-45¢)

(2-45f)

A solucéo geral para os componentes Uy e Uy do campo de deslocamentos

associados com as ondas polarizadas no plano vertical ( ondas P, SV e de Rayleigh)

pode ser escrita como:

onde

Ui, Ul =

(k= {0} = Ui i)
ten = (o ={ o)
=2, ]
EA I

(LB Hni(2)} + LB i ()}

(2-46)

(2-47a)

(2-47b)

(2-48a)

(2-48b)
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As matrizes diagonais [Ei(z)] e [Ei(2)] tém dimenséo 2 x 2 e séo definidas por:
[E;}(z)] = diag (e_”i (e=zj-1) 6‘V§(z—2j—1)) (2-49a)
[B(2)] = diag (e"s(z—z:'), e"}(z—%’)) . (2-49b)

Os vetores {73} ¢ {n}} tém dimensfio 2 x 1. Os componentes dos vetor {7’}
sdo relacionados, respectivamente, com as ondas P e com as ondas SV que se
propagam para baixo, enquanto que os componentes correspondentes do vetor
{n2} s#o relacionados, respectivamente, com as ondas P e com as ondas SV que
se propagam para cima. As constantes AJ (m =1,... ,4) sio determinadas pelas
condigdes de contorno ou por outras condigdes. As fungdes S, (m =1,...,4) sio
associadas com o campo de forgas e determinadas pelas equagdes (2-45a,b,c,d).

A solugéio geral para a componente Uz do campo de deslocamentos associados
com as ondas polarizadas em um plano horizontal { ondas SH e de Love) pode se

escrita como:

Uj = Hye7 Cm=Dni(z) 4 Hyei =5l ) (2-50)
onde
ni(z) = AL + 8;5(2) (2-51a)
na(z) = AL + 6,53 (2) (2-51b)
[]
==t . (2-52)

Os escalares ng(z) e ng(z) da equaciio (2-50) sdo relacionados com as ondas
SH que se propagam, respectivamente, para baixo e para cima. As constantes
Al (m = 5,6) sdo determinadas pelas condiges de contorno ou outras condigbes,
enquanto que as fungdes S/, (m = 5,6) sdo associadas com o campo de forcas e

determinadas pelas equagdes (2-45¢,f).
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A representacio integral correspondente do campo de tensdes para o meio
J-ésimo pode ser obtida substituindo-se as equagbes (2-46) e (2-50) nas equagdes
(2-39a) até (2-39f), observando-se as condicdes dadas pelas equagdes (2-44a,b,c).
Para os termos associados com as ondas P, SV e de Rayleigh, chega-se a:

[12,] [1521] [[E.i(z)] [0] ] {{nf,;(z)}

. ) i ) 2-53
om0 Ee) {nf..(z)}} (2:53)

(Eglv Egm Egan 2{1),11 = [

onde
) 2kv; —(2k* —wz/ﬁ?)
(1] = ps [ (287 _ o257 ok ] (2-54a)
: —2kv, (2k% —w?/63)
[£32] = m; [ OF - 2k } (2-54b)
F1 11— . (27? - l)wz/ﬂ‘? 0
[131] = [£35] = p; ((2712_ B 1)w2/ﬂ§ _ 2k2) Zku}} (2-54c)

As matrizes [Efi(z)] e [E](z)] so definidas pelas equagGes (2-49a,b), os vetores

{n3(2)} e {ni(2)} pelas equagdes (2-47a,b), e v; = f;/a;.

Para os termos associados com as ondas SH e de Love, chega-se a:

P vl (2—z_1) 0 ity
U2.1 3.2 e J , | 7?5( ) ( 2-55)
L, L, 0 e”i (#=%) 18(2)

onde as funcoes escalares ng e né sdo definidas pelas equagdes (2-5la,b) e os

(D3, %51)7 =

coefficientes qu (p,qg = 1,2) sfo dados por:

Iugl = —p;k V:f

By = pjkv (2-55b)
= = g

A representacéo integral do campo de deslocamentos e do campo de tensdes

apresentada, para uma distribuigio arbitréria de forcas de corpo, envolve a
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determinagio de seis fung¢des incdgnitas por camada. Tais funcdes devem ser
determinadas com base nas condigdes de contorno prescritas na superficie ( forcas
de superficie nulas), nas condi¢des de continuidade através das interfaces entre as

camadas e nas condi¢des radiacgio para infinito.

2.3.1. Modificagcdo da Representagio Integral da Solugio para
os Campos de Tensoes e de Deslocamentos Associados &s Ondas

Polarizadas Verticalmente

Os campos reais de deslocamentos e o de tensdes sfo obtidos pela inversio das
solucbes determinadas no dominio transformado. Tais inversdes sio obtidas pela
equagdo (2-15) ou (2-16) que exprimem as férmulas de transformacio inversa,
respectivamente, para a formulagfio bidimensional e tridimensional.

Durante o processo de integragio numérica torna-se necessirio calcular
os integrandos para grandes valores do pardmetro k, especialmente quando
a fonte e o ponto de observagio estio situados aproximadamente na mesma
profundidade. Tdentificoun-se que os integrandos correspondentes & solugiio no
dominio transformado, obtidos a partir das equagdes (2-46) e (2-53) apresentam
perda de preciséo para grandes valores de k, quando os célculos séo efetuados com
precisio simples em computadores com ntimero real de 32-bits. Este problema
j& havia sido também comentado por Luco e Apsel(1983) que propuseram uma
transformacéio da representagiio integral dos integrandos, de forma que os termos
dominantes tendam para os valores estaticos correspondentes & medida que k tenda
para infinito. O mesmo procedimento serd aqui também seguido.

A representaciio integral geral da solugéo estitica é obtida fazendo-se w = 0
na equagdo (2-36a,b), determinando-se a solugéio homogénea e aplicando-se, em
seguida, o método da variagio de parAmetros para a determinaciio da solucio

particular. O sfmbolo ¢ usado como superescrito é utilizado para denotar as
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quantidades estiticas. A solu¢do geral no dominio transformado do campo de

deslocamentos estéticos assim obtida pode ser escrita como:

(U, U3 = [ILIIBY ()l{ng ()} + (GBS (2){n% ()} (2-56)
onde
ei=| ! ' 2-57
5= e 1) (2572
(1] = [ ! 2-57h
D=y 1) (2:57)
of O = e Hz—zi-1) 1 0 -58a
(B (2)] = e7* [—k(z—zj_l) 1] (2-58a)
ety | 10 i
prE = | ] (2-55))
ois vy | AT +61S(2)
{ng(2)} = { AZF 1 50t (Z)} (2-59a)
; AF + 6155(2)
{m'(2)} = { A% 15, ng(z)} (2-59b)
no qual
(1+7) (2-59¢)

SN RE))
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Os termos de carga S8 (z) (m =1,...,4) sdo determinados por:
ol ek(E—z1_1)
F Pl dz

(2-60a)

S3H(=) = m] {Fle;~ (Fl — FH[1 = k(3 — z1_1)]} eFE—5-1) g3

(2-60b)

534(z) = (F{ 4 F}) e *E-2) gz (2-60c)

2#:’“(1 + 1) /
1 #t s

ol — . I i s —k{2—2) g2

SPC) = sy ). (Pl = F o (14 4G — ]} 20 g2

(2-60d)

A representagfo integral correspondente do campo de tensbes estaticas, para
o meio j-ésimo, pode ser obtida substituindo-se a equagio (2-56) nas equagdes (2-
39a,b,c,d), observando-se as condi¢oes adicionais usadas na aplicaciio do método da
variagdo de parametros para a determinagio do campo de deslocamentos estaticos.

O resultado assim obtido pode ser escrito na seguinte forma:

(55, 755,51, 52" - [”53 3 [z o)t

(59 [133 0] (B ()]] | {ne J(Z)}} (2-61)

onde
of1 _ (Ej_g) —2
[131] = kpy {(Kj _1) _2} (2-62a)
(18] = by [‘(i’fﬁ_—li) _22' (2-62b)
R R B I (2:6%)

No caso dindmico, a representacio integral modificada pode ser obtida usando-

se a matrix de transformacio [B?] que é determinada com base na comparaciio
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entre os resultados correspondentes da solugio dindmica original e os obtidos para a
solugdo estatica. A representa¢do integral modificada do campo de deslocamentos

e do campo de tensdes pode ser escrita como:

(U], U)" = (B =HTA)} + [Fl B (=) (2-63)

o [T,] ()] [(B=)]  [0] {m(=)}
221,252,25,3,2{1 T= = = =, -
( ) ![Iél] [1%2]] { 0]  [BEi(2)] {{m(z)}} (269
onde
(L) =BT (p=1,2,3¢=1,2) (2-65)
[E%(2)] = [BI|[Ej(=)][B] (2-66)
[Ei(2)] = [BI|[ES(=)][B] (2-67)
{T(2)} = [BIn(2)} = {A}} + 8:{5()} (2-68a)
_ l
{§§(Z)}={B’]{Si(z)}=[B’]{ EE ;} (2-68b)
{(2)} = [B){ni(2)} = {AL} + 62{5% ()} (2-69)
- ) Sé(z)
Gy =i =151 o 7| (2:690)
no qual
a_ L[ (k=) (& —v)
[B]_ (Bt;+v;— k) (— uﬁ;j,—l—r/ —k)] (2-70)
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e [Bi]™! & a inversa da matriz de transformacfio [B7]. As matrizes [I;,] sio dadas

por:
Ba=| 4 (2.712)
= -{la
R TR VR
[T4,] [ ' 1] (2-71b)
S TCTE A )
= (kj ~3)k—r; —(2k+v;)
AR ; o (2110
(k;j — Dk + ri —(2k + vj)
. ~(r;— Nk +r; (247
=y 7O B ] (2-71d)
(k; =Dk +7r;  —(2k+ )
= _. w{r: — 3Nk — (942 — 1 2~2 _ 1\
(0] = [Fa) = w5 [ - Ok m U G- D% ] (2-71¢)
—(k; = 8)k — (2v; — Vrly 2k 4 (297 — 1)}
onde
- w(v; — k)
U= g 2-72
I Bk — ) (2-72)
wz(y'- —k)
s W\ TR :
Vi ﬁ?(kz — vjr/;-) (2-73)
ri =a; +vj; r;- = a; + (k; —1)1’7} (2-74)
F ﬁ?(kz _ ij,;) - ("31 +1) . (2-75)
Os elementos da matriz [Ei(z)] séio dados por:
= me.  ms
B = |y | e (2-76)
Ma1 Mypy
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787 —k
mé =1- = (k + py ) Ej(z — z_1) (2-77a)
mfz = — wﬁj (T) P (Z — ZJ 1) (2-771’.))
min = —og (k= ) {0+ sk 4 v} Bye = 2i1) (2-77c)
7 : (32 .1
mhy=1- 2 s (2 05— ) Ble-sm) @)

. m¥  ml
B = | T e (2-78)
Mgy Mgy
.32 _k
my, =1 — ;23 (k‘ + yjﬁ_ ) Ei(z; — z) (2-79a)
3
" 7By k
my, = —ﬁ ( Jﬁj ) Ei(z; — z) (2-79b)
2
: —k
mhy ==L (b D {ar mh 4 ) B —0) (2700)
i

ml, =1 — vib; {k + (”j — 1) (v} — k)} Ei(z; — 2) (2-79d)

Kj
onde

E(z)y=eWv)2_1 | (2-80)

Pode-se verificar facilmente que quando k — 0o, as matrizes [ 7,] tendem para as
matrizes estaticas correspondentes [Iﬁg (p=1,2,3;g = 1,2), e que as matrizes
[Ei(2)] e [Bi(2)] tendem, respectivamente, para [ES'(2)] e [E2(2)].

Os elementos das matrizes correspondentes a solugio modificada apresentados
anteriormente, devem ser ainda cuidadosamente reescritos com o objetivo de

se evitar perda de precisdo durante os cédlculos, que decorrem da aplicagio
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dos procedimento numéricos no processo de obtencio da solugio. Tal fato é
particularmente importante quando os calculos sdo realizados com precisio simples
em computadores com nimero real de 32-bits. Embora a idéia original tivesse
sido usar a representac¢io integral modificada somente para grandes valores de
k, verificou-se que a mesma se aplica igualmente bem para valores pequenos e
intermediarios k. Em consequéncia, por concisfio, a representagéo modificada
do campo de deslocamentos e do campo de tensdes, no dominio transformado,
associada &s ondas polarizadas verticalmente, apresentada nesta secéo, serd usada

para todos os valores de k.

2.3.2. Propagacgao Através das Camadas

A representacdo integral para o campo de deslocamentos e de tensdes implica
na determinacio de seis fungoes incégnitas ni(z) (k = 1,...,6) por camada.
Existem vérios procedimentos para a determinacio destas funcbes. Pode-se
encontrar no trabalho de Apsel(1979) uma avaliagio critica das vantagens e
desvantagens apresentadas pelos diversos métodos. Um procedimento eficiente
para a determinacio das fungdes incognitas ni(z) fol proposto por Luco e
Apsel(1983) no qual sfo utilizadas as condi¢Bes de continuidade, de contorno e
de radiagdo. Neste trabalho, serd seguida a metodologia apresentada por Luco
e Apsel(1983) com & introdugiio de algumas modificacSes com o objetivo sentido
de se evitar a ocorréncia de overflow durante o eslculo dos termos de carga para

grandes valores de k.

Com o intuito de simplificar e tornar conciso o desenvolvimento que se segue,
uma nova notagao serd introduzida, na qual o campo de deslocamentos {U7},
as componentes do campo de tensdes necessdrias para expressar as condicdes
de continuidade através das interfaces entre as camadas {27}, e as demais

componentes do campo de tensdes {¥]} podem ser escritas em conjunto, no
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dominio transformado, da seguinte forma:

i B i [ A R R !
A R AR AT Rt (el S
i) L : T
onde
(U7} = (Ui, v§,U)T (2-82a)
{E{} = (2517252: Egz)T (2‘82b)
{E } = (23312:{1: Egl)T . (2‘82‘3)

Na nova notacio, as matrizes [Ig'q] {r=1,2,3; ¢ = 1,2) que aparecem na
equacio (2-81) séo agora definidas por:
[f}";q]zm {0}ix2

[ng]3><3 = ! u.
{O}gxl I}Zq

} (rp=1,23; ¢=1,2) . (2-83)

De maneira andloga, [Ej(2)] e [Ei(z)] sto agora matrizes com dimensio 3 x 3

compostas por:

[E](2)]axs =

{E‘;(Z)h X2 {0}1x2 ] (2-84a)

L {0 et
[[Ei(2)]2x2 {0}ixz

[Bi(2)]sxs = o ) } . (2-84b)

Os vectores {nfi(z)} e {n}(z)} tém dimensio 3 x 1 ¢ séo definidos por:
(i)} = @i = 4]} + 8 {Si(=)}  (2850)
{n(=)} = (T(=), T, ()T = (AL} + 851 {Si(2)} (2-85b)

onde as constantes {A7 1 = (Al AL ADT e {Ai} = (A, A2, AN foram

redefinidas e serdo determinadas pelas condiges de contorno ou outras condicdes.
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Os vetores dos termos de carga {S4(2)} e {SL(2)}, que aparecem nas equagdes
(2-85a,b), tém agora dimensfio 3 X 1 e s&o constituidos por:
J?’i(z) ‘
T =
{Sa(2)} = (81(2), 83(2), 54(2)) " = { Si(=)
L S5(2) )
(55(2))
T =
{Szl;,(z)} = (S;(z),Si(z),Sé(z)) = 9 Si(z)
. Sé(z) s

-

(2-86a)

(2-86b)

—

As condigdes de contorno prescritas na superficie livre (z = 0) do semi-espaco

estratificado, correspondentes a forgas de superficie nulas, sfo descritas por:
(Eélz 2%25 Zgz) =0 para z=z =0 (2"87)

e as condicoes de continuidade para cada uma das interfaces entre as camadas

%z = zj 820 expressas por:
U1,03,03) = (Uit Uit Uity para 2=z (2-88a)
o 1 ™
(331,295, 539) = (Eﬂ_ 72%-2Hv Eg—zi- ) para =% . (2-88b)
A condigdio de radiaggo quando z — co implica que:

At = ANV — gVt —o (2-89)

As condigdes de continuidade definidas pelas equagdes (2-88a,b) podem ser
escritas, usando-se a equagiio (2-81), para cada uma das interfaces z = z; na
seguinte forma:

Bl ] [EGD 0 7 f {nie}

!:[Igl] [Igzl] [ [0] [E,{(zj)]} {{m’l(zg')}}

[[Iff'll [If-;l]} [[E§+1(Zj)] (0] ]{{W?I(Zj)}}

[ 1 (0] (B ()] Ul (25)}
(2-90)
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Reportando-se &s defini¢Bes das matrizes {E] (z)] [Ei(z)], pode ser verificado que
[Efl+1 (2;)] e [Bi(z;)] sfo matrizes identidades com dimensfo 3 X 3. As matrizes

[Ei(z])] e [BItl(z;)] podem ser escritas como:

(B (z3)] = [B)(z;)] e (2-91a)
(B (23)] = (BT (2)] i (2-:91b)

onde
dj =2, — 2y (2-92)

é a espessura da camada j-ésima. A equagio (2-90) pode entfo ser reescrita na

I(z:)} e it
{ {ma(z;)} } (2-93)

{7?'7+1}8 J+1 J+1

forma:

(71 [RY]

{{n”l(zj)}}: o

{nl(2;)}
ou, para (j =1,...,N):

15 ()} = [TAi))e™5% + RInIF (e} et (2-04a)

{ni(z)} = [RA{n(z) e ™5 % + [T{nit (z;)} e Mimdi+r (2-94b)

onde

7] [R}]

~[H [If;]r [—[rf;] (73]
[RY] [T¥]

[[E“f;czm [0]
—[EM W] -

0] [Ei(z)]
(2-95)

As mairizes [TJ‘?"] e [T}'] tém dimens8o 3% 3 e séo chamadas mairizes de transmissio
modificedas. Semelhantemente, as matrizes [R?] e [R?] tém dimenséo 3 x 3 e séo
chamadas matrizes de reflezdo modificadas.

A aplicacio da condigiio de contorno correspondente a forgas de superficie
nulas expressa pela equaciio (2-87) na equagiio (2-81), seguida da substituicio das

equagdes (2-91a,b) escritas para a interface zp = 0, conduz a:

{0} = [, {nalz0)} + (B ] 1 BL(20)|{mh(20)} e ™10 (2-96)
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{n3(=0)} = [R¥]{nk(z0)} e~ (2-97)

onde

[R5] = —[G] 7 llEu(z0)] (2-98)

E importante salientar que as componentes dos vetores {nfi(z)} e {ni(2)} sdo
independentes de z para as camadas que nfo tém carregamento aplicado (7 # [)
[equacbes (2-85a,b)]. Na camada onde o carregamento estd aplicado (7 = 0), t.e.,

para 2j—; < z < z;, tém-se que:

{na(=)} = {na(z1-1)} + {Si(2)} (2-99a)
{m(2)} = {m(=)} +{S.(=)} . (2-99b)

As componentes dos vetores {7](2)} e {ni(2)} sfo determinadas por meio do
seguinte esquema de fatoragdo: para as camadas que se situam acime da camada

onde o carregamento estd aplicado (j =1,...,[—1)
{ni(z)} - [TJH][j?il-l] e [j\ﬂlu—ll{ﬂi(?«’l—l)} e~ Vi dititviadipate tridi)
(2-100)
(i(2)} = (R JITT2 ] . [T Hnh (2 )} e~ i b aads ot bl d)

(2-101)

e para as camadas localizadas ebaize da camada que contém o carregamento
(G=14+1,...,N 1)
(i)} = [TANT] - [T ey e Cimadimbiadicabteddd
(2-102)
{ni(2)} = [RATATES) - [T mh(z0)} e~ O3t Hvi-adimtotvid)

(2-103)
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As matrizes [i‘-"'], [Tf], [ﬁ;‘] e [ﬁf], que aparecem nas equagdes (2-100) a (2-103)
tém dimensdo 3 X 3 e sdo definidas para cada interface j. As matrizes [TJ?‘] e
[@1] sfo chamadas matrizes de transmissio generalizadas e as matrizes [R}‘] e [ﬁf]
mairizes de reflexio generalizadas.

As relagoes de recorréncia para as matrizes ['.'/l?“] e [1’%;‘] sao obtidas pela
substituicdo das equagdes (2-100) e (2-101) nas equagses (2-97) e (2-94a,b). As
relacdes assim obtidas sfo tais que, a condigio de contorno na superficic livre
e as condi¢des de continuidade em cada uma das interfaces acima da fonte

(1 £ 7 €£1—1) stio automaticamente satisfeitas. As relagdes de recorréncia sao

dadas por:
[RY] = [Rq] (2-104)
[f;*] — [m _ [R?][R;;_l] e—zu}dj] - [TJP] (2_105)
[RY] = [RY] + [TH[RY_, [Ty e % (2-106)

onde [I] é uma matriz identidade com dimensao 3 x 3 e

{(nh(m1)} = [RE Mk () 70 (2-107)

Da mesma forma, as relagdes recorréncia para as matrizes [f’f] e [ﬁf] so obtidas
pela substituiciio das equagdes (2-102) e (2-103) nas equagdes (2-94a,b). As
relagdes que resultam séo tais que, a condi¢io de radiacio no infinito e as condigdes
de continuidade em cada uma das interfaces abaixo da fonte (I < j < N) séo

automaticamente satisfeitas. As relagoes de recorréncia sao dadas por:

[ﬁﬁl\rﬂ] = [0] (2-108)
(4] = [[7] ~ [RY[RL ) et [ (2-109)

J

[RY] = (R + [TP)[RE,, )T 2 i (2-110)
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{ni(20} = [Bfl{ni(=0} ™% . (2-111)

As relagSes de recorréncia expressas pelas equagdes (2-104) a (2-106) e (2-108)
a (2-110) em conjunto com as equagdes obtidas a partir da expressio (2-95), para
as matrizes de transmissdo e reflexdo modificadas, tornam possivel a determinagao
das matrizes de transmissio e reflexdo generalizadas. Uma vez que estas matrizes
e o campo na camada que contém a fonte sfo conhecidos, o campo dentro de
cada uma das camadas acima ou abaixo da camada que contém a fonte, pode
ser facilmente determinado através da fatoragiio definida pelas equagdes (2-100) a
(2-103).

O campo na camada que contém a fonte (j = !) pode ser determinado

aplicando-se as equagdes (2-99a,b),(2-107) e (2-111), resultando em:

frbCe0} = ([0 (B R 1] ™ {30} + (RS an)} e )

(2-112)
trk(aim)} = [~ [RABY &%) ™ {{SL ()} + [RA(SH )} e )
(2-113)
€ Nno caso geral, para zi—1 < 2 < 21
{nk(2)} = {SU2)} + (B ', (z1-a)} €70 (2-114)
{0 ()} = {SL()} + [Bf{{ni(z)} e (2-115)

O caso particular, no qual a fonte estd localizada no interior do semi-espago

(I =N +1), é obtido diretamente a partir das equagdes (2-114),(2-115) e (2-108).
Neste caso, tém-se:

{02 T (2)} = (S (=)} (2-116)

{7 (2)} = (ST ()} + (RSN (zy)} e "m0 (2:117)
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Para os meios perfeitamente eldsticos, as matrizes de transmissgo e reflexao
generalizadas sio singulares para alguns valores do ntimero de onda k. Quando a
atenuacgio do material é considerada, as singularidades se situam fora do eixo real
dos niimeros de onda e, em consequéncia, o procedimento de fatoragio apresentado
pode ser aplicado, sem dificuldades numéricas, para o estudo de propagacgio de
ondas em um semi-espago visco-eldstico estratificado horizontalmente (Luco e

Apsel, 1983).

2.3.3. Aplicagao Geral do Esquema Iterativo

A titulo de ilustragio do funcionamento do esquema iterativo proposto, pode-
se considerar sem perda de generalidade, o caso particular no qual a fonte esta
aplicada no interior da camada [-ésima a uma profundidade z = z, . Deseja-se
determinar o campo de tensdes e de deslocamentos, no dominio transformado, em
um ponto de observacio situado na camada j-ésima a uma profundidade z = z,.

A equagdo (2-81) pode se escrita como:

{Ui(z.)} LARRIA L I .
iy = [af) )| | B g
i) L) ) Bzl 5t
onde
[B(zr)] = [Bi(zr)] ¢35 =550 (2-119a)
(Bl (2 )] = [Bi(z,)] ¥ s =) (2-119D)
{5(2)} = {n)(z)} e e =) (2-1202)
{7i(zn)} = {mh(z)} el =) (2-120b)

Na equaciio (2-118) as tinicas incdgnitas sfo os vetores {ﬁfl(zr)} e {04 (z,)}. Tais

vetores podem ser obtidos usando-se as equagtes (2-112) a (2-115) em conjunto
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com as equagdes (2-100) a (2-103). Torna-se conveniente redefinir as fungdes
de cargas {S%(z)} e {S!(2)}, com o objetivo de cancelar os fatores que sfio

responsavels pela ocorréncia de overflow durante os calculos computacionais para

grandes valores de k. Os vetores {8§%(2)} e {5.(2)} podem ser definidos como:

Si(2))
{S4z)} = { SBi(z) } = {Si(z)} e vilzemm-0) (2-121a)
Si(=) |
Si(2) ]
{S4)} = { §i(z) b = {Si(z)} e¥ilsomm) (2-121b)
Si(z) |

Quando o ponto de observagio (z = z,.) estd situado na camada j-ésima e esta
camada estd localizada acima da camada que contém a fonte (camada [-ésima),
as equagdes (2-100), (2-101) e (2-113) em conjunto com as equagdes (2-120a,b) e
(2-121a,b), conduzem a:

. o~ ~ ~ ~ ~ -~ 1 -1
{(z0)} =Rl - [Ba) [I1] - [RARE ] i
{{8"(e1a)} + RIS ()} im0}

e—[u;(z.,—21_1)+u{_1d;_1+...+u}+1d,-.|..1+v; dj+v} (2 —25-1)] (2_122)

Az} =BT [F] (2] — [RAIRE e
(8o} + (RS oy it )

e~ Wiz —am—1)+v]_ydiato vl g diptyi(z—2)] (2-123)

Quando o ponto de observagio (z = z,) estd situado na camada j-ésima e
esta camada se localiza acima da camada que contém a fonte (camada [-ésima),

as equacles (2-102), (2-103) e (2-112) em conjunto com as equacdes (2-120a,b) ¢
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(2-121a,b), conduzem a:

{ﬁtji(zf‘)} = [fgd--ﬂ[f,d._zl P [fl(-t-l-l][ﬁd] [[I] —_ [ﬁ?—l][ﬁﬂ e—Ey;dJ] -1

{{gd(zl)} + [ﬁ?_l]{,?“(zl_l)} e—ZV:(z,-zr-ﬂ}

e~ WiG—z)tv i dipatotv;_pdiatvi_1dj 14 (sr—z_1)]

(2-124)

. S PR D b
(i)} = (RO T (BT (1 - (BB e
{1840} + B )(E o)} i 50}
e—[V:(ZJ—Z_g)+ll{+1d]+]_+...+]/}_2dj_z"'l"l'»’;_ldj_]_‘l“yj dj-l—ug (z; —2r )] )
(2-125)
Finalmente considera-se o caso no qual o ponto de observagio (z = z,) estd
situado na mesma camada onde se localiza a fonte. A partir das equagtes (2-114)
e (2-115) em conjunto com as equagdes (2-120a,b) e (2-121a,b) chega-se a:
-~ ¥ —~ o~ -~ I -1
{4z} ={8a(zn)} i =2) 4 [RE ] [[1] - [RIBY] 1]

{1841} + (RIS ap)y e 2itrmmn) ) emviCeortan=tacy)

(2-126)

(AL (o)} ={Bulzn)} i) 1 (B [I1 - (B IR %]

{150} + B {8 (o)} il } i@z,

(2-127)
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2.4. Avaliagio das Integrais sobre o Niimero de Onda

Nas se¢bes anteriores foram apresentados os procedimentos para a determinacio do
campo de deslocamentos e de tensdes no dominio transformado (nimero de onda e
freqiiéncia), para uma fonte localizada no interior de um semi-espago visco-eldstico
estratificado. Uma vez obtida esta parte da solugo, a proxima etapa corresponde
a determinagio das transformacgtes inversas de Fourier que sfio expressas pelas
equagdes (2-15) e (2-16), respectivamente, para os problemas bidimensionais e
tridimensionais. Se o interesse recai somente na determinagio da resposta no
dominio da freqiiéncia, é necessario calcular unicamente as integrais com relagio
aos numeros de onda horizontais. No caso em que a resposta no dominio do tempo
é requerida, deve ser realizada uma sintese de Fourier adicional das componentes
obtidas no dominio da freqiiéncia. Tal sintese pode ser realizada utilizando-se o
algoritmo das Transformadas Discretas Rapidas de Fourier (FFT).

O malor problema na obtengao das transformacdes inversas reside no calculo
numérico das integrais sobre o ntimero de onda. Se o meio é perfeitamente eldstico,
na determinacio destas integrais, podem ser usadas as técnicas de integragéo de
contorno de fungdes complexas. Por outro lado, em um modelo mais realistico de
analise, em que o meio é considerado ineldstico, a incorporacio de constantes de
Lamé complexas apropriadas, g e A, implica no deslocamento das singularidades
complexas dos integrandos para fora do eixo real dos niimeros de onda, no plano
complexo k. Tal fato permite que as integrais sobre o niimero de onda possam
ser obtidas diretamente por meio da aplicagio de uma quadratura numérica
adequada. Mesmo com esta grande simplificagio, a avaliagio das integrais sobre
o numero de onda, dentro de padrdes aceitdveis de precisio, requer a utilizagso
de procedimentos numeéricos especiais com o objetivo de eliminar as dificuldades
causadas pelas caracteristicas peculiares dos integrandos. Nio obstante, para

certas aplicagbes particulares, como serd visto nos capitulos que se seguem,
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algumas integrais sobre o nimero de onda podem ser efetuadas analiticamente.
As integrais sobre o numero de onda podem ser escritas de forma genérica

COmo:

I(:v,z,...,w):-z};r- / Flk,z,... w)e=®5 b (2-128)

De um modo geral, estas integrais devem ser determinadas numericamente para
cada freqiiéncia w e para cada distincia entre a fonte e o ponto de observagcio.
Para simplificacdo da notagéo, # = (z, — z,) denota a disténcia horizontal entre
a fonte e o ponto de observagéo enquanto que z = (z, — 2,) representa a distancia
vertical. Uma das dificuldades fundamentais na determinacio das integrais sobre
o nimero de onda reside no fator e~ *{#r—=%:) que introduz um comportamento
oscilatorio intenso do integrando. Quanto maior for a distancia horizontal entre a
fonte o ponto de observagiio, (z, —2,), mais densas serfio as oscilagdes. As funcdes
complexas F(k,z,...,w) apresentam também caracteristicas oscilatérias além
de outras peculiaridades, tais como a ocorréncia de descontinuidades angulares
acentuadas, em forma de picos, associadas & presenca de polos e de pontos de
ramificagio (branch points) nas proximidades do eixo real. Todavia, as fungdes
complexas F(k,z,...,w) sfo bem comportadas para grandes valores do niimero
de onda. Se a fonte e o ponto de observagio estiio situados em profundidades
diferentes, o decaimento exponencial de F(k,z,...,w) é suficiente para garantir
que o limite superior infinito de integra¢io possa ser substituido por um limite
finito. Uma descrigio detalhada bem como a ilustragio do comportamento da
funcdo complexa F(k,z,...,w), para o caso de cargas harménicas concentradas
aplicadas no interior de um semi-espaco visco-eléstico estratificado tridimensional,
podem ser encontradas no trabalho apresentado por Apsel e Luco (1983). A
avaliagio das integrais sobre o ndmero de onda utilizando-se técnicas-padrio de

integragdo numérica ndo conduzem, em geral, a valores corretos. Em consequéncia,
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torna-se necessaria a aplica¢éo de procedimentos numéricos especiais de integragéo.
Métodos numéricos apropriados para a determinacio de tais integrais podem ser
encontrados no trabalho de Davis e Rabinowich (1983) bem como nas referéncias

ali citadas.

Bouchon e Aki (1977) e Bouchon (1981) propuseram um esquema para o
célculo numérico das integrais sobre o ntimero de onda, no qual as integrais
infinitas sdo transformadas em um somatério infinito sobre valores discretos de %,
em analogia com o procedimento utilizado na aproximacio de uma integral infinita
de Fourier por uma expansio discreta de Fourier. Para calcular este somatério,
os autores sugerem que se trabalhe com frequéncias complexas w, para que sejam
removidas as singularidades de F(k,z2,...,w) do eixo real k, assim como, para
reforcar os efeitos da fonte real & medida que sdo minimizadas as influéncias
das demais fontes ficticias vizinhas. O efeito advindo da parte imaginiria que
¢ adicionada a frequéncia pode ser removido da solugio no dominio do tempo.

Este processo foi aplicado com sucesso, no ambiente dos supercomputadores por,

Mendez (1988).

Apsel (1979) e Apsel e Luco (1983) propuseram uma técnica alternativa
para o cdlculo numérico das integrais sobre o niimero de onda, que se baseia
em um tipo de quadratura de Filon, no qual o kernel oscilatério dos integrandos
¢ levado em conta de maneira rigorosa. Neste procedimento de integragio
numérica, a funcio complexa F(k,z,...,w) é substituida por um polinémio de
quarta ordem em cada subintervalo e em seguida as integrais assim resultantes
sao efetuadas analiticamente. Um método adaptativo de integracio de Gauss
foi usado por Kundu e Mal (1985). Xu e Mal (1987) e Dravinski e Mossessian
(1987) aplicaram um método de Clenshaw-Curtis modificado (Clennshaw and
Curtis, 1960; Xu and Mal, 1985) no qual a fungio F(k,z2,...,w) é representada

por uma série de polindmios de Chebyshev e as integrais assim resultantes,
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incluindo o kernel oscilatério, sio determinadas analiticamente. Recentemente,
Dravinski e Mossessian (1988) apresentaram um estudo comparativo das diferentes
quadraturas que tém sido utilizadas na determinagio numeérica das integrais sobre
o numero de onda, tendo por base de comparagio a avaliagio destas integrais no
processo de obtenciio das fun¢des de Green bidimensionais para um semi-espaco

uniforme visco-elastico.

2.4.1. Método de Bouchon-Aki

O procedimento sugerido por Bouchon e Aki (1977) para a avaliagio numérica
das integrais sobre o nimero de onda torna-se atrativo devido a sua simplicidade
inerente, Com o objetivo de se transformar as integrais em somatérios, é suposto
que ao invés de se ter aplicada uma tinica fonte, tem-se um ndmero infinito de
fontes idénticas uniformente aplicadas ao longo do eixo = com intervalos iguais de
separacio L. Em consequéncia, a equag8o (2-128), escrita para este carregamento
em forma de pente, constituido por um ndmero infinito de fontes igualmente

espagadas, torna-se:

1 [ . <.
I{z,2,...,w) = 7 / F(k,z,. .. w)e #ar—2) Z e™rEL dk . (2-129)
—oco M=—0c0

Com base na teoria das fungdes generalizadas (Jones, 1966), obtém-se o seguinte

resultado:

o e =or N §(kL—2mr) . (2-130)
m=—0 mMm=—00
A partir da substitui¢io da equagdo (2-130) na equacio (2-129), e usando-se as

propriedades da funcgdo delta de Dirac, a integral sobre a variavel k é transformada

na soma infinita sobre os valores discretos k,,:
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1 < ik {Tr —2.)
I(m,z,...,w):Em;ooF(km,z,...,w)e (2-131)
com
ko = —2—”5—“ (2-132)

Se a série converge, a soma infinita pode ser aproximada por

N
1 :
I(2,2,...,w) =+ Y Flhm, 2,...,w) e Fnl@r=ss) (2-133)
m=—N

onde N ¢ o niimero de termos a ser considerado na soma discreta sobre o ntimero
de onda, sendo que os valores de N e de L devem ser escolhidos de forma adequada.

Para certa classe de problemas, quando as fun¢des complexas F(k, z,...,w)
apresentam a propriedade de simetria ou de antisimetria em relacio & variavel £,
podem ser introduzidas algumas simplificacGes adicionais. Quando F(k, z, ..., w)

é simétrica, a equagio (2-133) pode ser escrita na formas:

N
I{z,z,...,w) = %F(O,z,...,w) -i-% Z Flkm,z,...,w)cos(km(z, —24)) .
m=1

(2-134)
Para o caso em que F'(k, z,...,w) é antisimétrica:
2% o
I{z,2z,...,0) = 7 Z Flkm, z,...,w) sen{kp(z, —z,)) . (2-135)
m=1

As stries truncadas expressas pelas equagdes (2-133), (2-134) ou (2-135)
fornecem uma aproximagcio para as integrais infinitas sobre o niimero de onda.
A convergéncia da soma discreta truncada sobre o niimero de onda, para valores
diferentes do espagamento entre as fontes L, tem de ser testada por meio de

comparagoes com resultados obtidos por outros autores.
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2.4.2 Quadratura de Filon

Os campos de deslocamentos e de tensdes, obtidos usando-se a metodologia
apresentada neste trabalho, sdo expressos na forma de integrais sobre o niimero
de onda horizontal, as quais podem ser representadas genericamente através da
equagdo (2-128). Como ja foi mencionado, as fun¢des complexas F(k, z,...,w) do
integrando apresentam, para certa classe de problemas, a propriedade de simetria
ou de antisimetria com relagdio & varidvel k. Se F(k, z,...,w) é simétrica, a equacéo

(2-128) pode ser escrita como:

1 o0
a2, w) = © / F(k, 2, .. ,w)cos(ka) dk (2-136)
T Jo
e se F(k,z,...,w) é antisimétrica, como:
I(z,z,...,w) = — / F(k,z,...,w)sen(kz)dk . (2-137)
T Jo

Para uma avaliaco numérica, o limite superior de integracio que aparece
nas equacdes (2-136) e (2-137) deve ser truncado para um valor finito, Tal
truncamento pode ser feito sem problemas quando a fonte e o ponto de observacio
estdo localizados em profundidades diferentes, devido ao decaimento exponencial
experimentado pelas fungées F(k, z,...,w) para grandes valores de k. Deve-se
ressaltar que quanto menor for a distincia vertical entre a fonte e o ponto de
observagéo tanto maior serd o valor do limite superior de integraciio que deve ser
considerado.

As férmulas da quadratura de Filon podem ser obtidas para o caso em que
o kernel oscilatério do integrando é a funciio exponencial (e~#%), que aparece na
equagdo (2-128), bem como para os casos em que o kernel oscilatério corresponde

as fung¢Bes cosseno ou seno, conforme apresentado, respectivamente, nas equactes

(2-136) e (2-137), Tranter (1966). Um procedimento similar & quadratura de Filon
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para a determinagio de integrais sobre o nimero de onda, nas quais o kernel
oscilatério sdo funcdes de Bessel, foi apresentado por Apsel and Luco (1983).
Para efeito de desenvolvimento do método, considera-se o caso em que as

integrais sobre o ntimero de onda sfio expressas na seguinte forma:

I% = f b F(k) cos(zk) dk (2-138a)

= f k) sen(ak) db (2-138b)

O intervalo de integracéo (a,b) é subdividido em p painéis, tendo cada um deles
o comprimento 2h. Em cada um destes painéis, f(k) é aproximada com precisio
suficiente por um polinémio de segundo grau, que é estabelecido de maneira que
o mesmo coincida com f(k) nos pontos extremos e no ponto central do painel. As
integrais descritas pelas equagGes (2-1382,b), no caso em que f(k) é um polinémio
do segundo grau, podem se obtidas analiticamente em uma forma fechada, através
de integraciio por partes. Este procedimento proposto por Filon (1928) conduz
a férmulas de quadratura que diferem da regra de Simpson por: no método de
Filon somente f(k) é aproximada por uma forma quadritica e o kernel oscilatério
é levado em conta de maneira rigorosa, enquanto que na regra de Simpson todo o
integrando f(k)cos(zk), ou f(k)sen(zk), é aproximado por uma forma quadrética.

As férmulas da quadratura de Filon que resultam da integracio por partes,

apresentadas por Tranter (1966), sfo:

IPxh { o [ F(}) sen(zb) — f(a) sen(za) | +9 Cyp -+ (Cap_1} (2-139a)

I* m b { [ f(a)cos(za) — f(b)cos(zb) ] + 0 Sap + ( Sap—1} - (2-139b)

Nas equagdes (2-139a,b), Cy, € S5, denotam, respectivamente, a soma de todas

ordenadas pares das curvas y = f(k)cos(zk) e y = f(k)sen(zk) entre a e b
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inclusive, menos a metade do primeira e da Wdltima ordenada; Czp—1 e Szp—1
denotam, respectivamente, a soma de todas as ordenadas impares . Estas somas
sao dadas por:

Cop = Zfzj cos(xka;) — % [ f(a) cos(za) + f(b) cos(zb)]  (2-140a)

=0

p
Cgp_l = ngj_l COS(&?sz’_l) (2-140]3)

=1

Sap = ngj sen(zkyj) — = [f(a) sen(za) + f(b) sen(zb)] (2-140¢)

j=0

r
Sap—1= Y faj—1sen(zkzj 1) (2-140d)

i=1

onde j € um numero inteiro. Por conveniéncia, é usada a seguinte notagao:

h=kipr — k; (2-141a)
ki =a+jh (2-141b)
fi = f(k;) (2-141¢)
ko = a (2-141d)
k=5 . (2-141e)

As quantidades ¢, ¢ e { sdo expressas em termos de 8 = zh, por:

1  senficosd 2sen?é
=3 + 0z T g (2-142a)
1+ cos? 236n9c039
= ( 05 ) (2-142Db)
.sené? co.99
= (2-142c)
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Algumas dificuldades numéricas aparecem quando ¢, ¥ e { sdo computados
para pequenos valores de 8, usando-se as expressfes (2-142a,b,c). Para resolver
este problema é necessdrio expandir ¢, ¥ e {( em séries de poténcia de & e usar

estas séries quando 6 é pequeno. As expansdes correspondentes sdo dadas por:

20% 265 247

_26° . 9143
Y= 315 T 1735 (2-1432)
2 207  46¢ 265 468
_ 2 _ 2-143b
V=3+15 " 105 T 867 22278 T (2-143b)
4 2672 @4t gt
2 _ e 9143
=3~ 715 to0 1310 " (2-143¢)

O valor limite de 8 a partir do qual as equacdes (2-142a,b,c) cessam de ser
precisas € dependente da maquina. Para os computadores do tipo compativel com
o IBM PC/AT, trabalhando-se com precisio simples (niimero real de 32 bits), é

recomendado um valor limite correspondente a 8 = 0.58.

2.4.3. Aplicacao e Comparagoes

Com o objetivo de testar os algoritmos usados para determinar as integrais
sobre o numero de onda e de avaliar a eficiéncia relativa dos mesmos, seria
desejavel comparar os resultados obtidos pelo presente estudo com aqueles
publicados por outros autores. Infelizmente, ndo existem disponiveis na literatura
resultados gerais correspondentes & resposta tridimensional de um semi-espaco
visco-eldstico estratificado sujeito & agio de cargas mdéveis enterradas. Para
validacdo e calibragio dos métodos numéricos utilizados neste trabalho para
a determinacfio das integrais sobre o nimero de onda, tornou-se necessario
desenvolver a metodologia ¢ os programas de computador associados para o
calculo das fungbes de Green bidimensionais (estado plano de deformagdes)

correspondentes a linhas de cargas harmdnicas fixas aplicadas no interior de um
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semi-espaco visco-cldstico estratificado. A formulagio usada no desenvolvimento
desta metodologia é baseada na formulacio geral para problemas bidimensionais,
apresentada nas se¢bes anteriores deste capitulo em conjunto com as forgas de
corpo equivalentes e a solugfo completa correspondente no dominio transformado,
descrita no Apéndice C. A determinagfio numérica destas fungdes de Green requer
o calculo de integrais sobre o numeroc de onda. Duas versées do programa de
computador que determina as fungdes de Green bidimensionais foram escritas:
a primeira versdo contém o esquema de guadratura proposto por Bouchon e Aki
(1977) para a determinagiio das integrais sobre o mimero de onda; a segunda verséo
usa para integragao numérica uma quadratura adaptativa com base na quadratura
de Filon. Foram realizados testes adicionais, usando-se as fungdes bidimensionais
de Green associadas ao cisalhamento anti-plano. A fun¢do bidimensional de Green
de deslocamentos para o problema de cisalhamento anti-plano, com dependéncia
no tempo ¢! em um semi-espaco uniforme visco-elistico, é dada por:

Gy (#7,5") =~ { BP (@) + B (02) } (2-144)

4p
e as fungdes de Green de tensdes, correspondentes ao mesmo problema, sio dadas

por:

Hys (87,8%) = 7o { |( 1)|H“’(q )+ HH(”@Z)} (2-145)
r s ? Ty — 5 5+
H233 (:E s & ) = Zkﬁ { fi,i—_%%)lﬂg)(qﬂ + HH@)( )} (2—146)

! é omitida por simplicidade, e ;1 denota a constante

onde a funcio de tempo e™
complexa de Lamé definida pela equago (2.5a). O niimero complexo de onda
kg ¢ definido por kg = w/f , em que § é a velocidade complexa da onda de

cisalhamento, que é dada por:
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B=f[1+2¢* (2-147)

onde f é um valor real, que representa a velocidade da onda de cisalhamento
definida para sélidos perfeitamente eldsticos. Nas equagdes (2-144) até (2-146),
H 32)(q) e Hfz)(q) representam, respectivamente, as fun¢des de Hankel de segunda,
espécie de ordem zero e um. Os vetores de posigio do ponto de observagio e da
fonte estdo representados nestas equagdes, respectivamente, por 7 = (], z3) e por
Z° =(2y,23), e T = (2, —2}) indica o vetor de posicio da imagem refletida da
fonte em relagdo ao plano definido por z; = 0 (veja Figura 2.2-1). Os argumentos

das fun¢des Hankel, ¢; € ¢2, nas equagdes (2-144) a (2-146) siio defindos como:
a1 =kp |77 — 7°| (2-148a)
g2 = kg |37 — &, . (2-148b)

O dltimo indice k em Gy, € H;j denota a direcio em que a fonte é aplicada. Estas
fun¢ées analiticas de Green sfo calculadas através de um programa de computador
que foi desenvolvido com base nas férmulas e nas aproximacdes polinomiais para as
fungbes de Bessel ¢ de Hankel, apresentadas por Abramowitz e Stegun (1972). O
algoritmo de integraciio discreta sobre o nimero de onda, baseado no procedimento
proposto por Bouchon e Aki, foi estudado a partir de um grande nimero de
comparagoes dos resultados obtidos com aqueles calculados analiticamente por
meio das equagbes (2-144) a (2-146), corespondentes as funcées de Green associadas
ao cisalhamento anti-plano em um semi-espago visco-eldstico. O nimero de termos,
N, que deve ser incluido nas séries discretas sobre o nimero de onda, tem de
ser definido, por meio de testes de convergéncia dos resultados para uma dada
distdncia de espacamento entre as forcas ficticias, L. A distdncia horizontal de
separagao entre as forcas, L, deve ser selecionada suficientemente grande em

comparagdo com as distancias, entre a fonte ¢ os pontos de observaciio que estéio
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sendo consideradas na analise, com o objetivo de reduzir na resposta o efeito das
forcas ficticias adjacentes. Outro fator que deve ser levado em conta na definigio
dos pardmetros N e L é a quantidade de amortecimento do material considerado no
meio. A titulo de ilustra¢éo, com base na investigagio realizada, para semi-espacos
uniformes visco-elasticos com coeficientes de amortecimento maiores do que 0.5%,
€ necessario usar N = 2000 e L/d = 1000 (onde d é a distincia entre a fonte e
o ponto de observagio) para se obter erros menores do que 0.2%, tanto na parte
real quanto na parte imagindria das funcbes de Green. Para modelos de sélidos,
nos quais sao atribuidos valores de coeficiente de amortecimento menores do que
0.5%, torna-se necessario aumentar consideravelmente o niimero de termos N bem
como a disténcia horizontal de espagamento entre as forcas L. Por exemplo, para
se manter o mesmo nivel de precisfio (menor do que 0.2%) para um meio com

coeficientes de amortecimento iguais a £, = ¢z = 0.1%, é necessdrio considerar

N = 10000 ¢ L/d = 5000.

O procedimento de integragio discreta sobre o mimero de ondas nfo se
mostrou muito eficiente, principalmente, para os célculos realizados no ambiente
de micro-computadores. Tal fato se deve principalmente a dois fatores: (i) o
grande nimero requerido de determinagdes das fungdes complexas do integrando,
e (ii) a versio adaptativa deste método que foi desenvolvida, na qual o intervalo
de integracio é dividido em subintervalos desiguais com maior concentracio
de ordenadas nas regides onde F(k,z,...,w) apresenta grande variacBes, nio
acarretou uma redugdo significante do nimero total requerido de avaliagoes das

fung¢des do integrando.

O algoritmo adaptativo de integragfo numérica baseado no método de Filon,
se mostrou muito mais eficiente do que a versdo que utiliza o procedimento de
integracdo discreta sobre o nimero de onda. Para valores suficientemente grandes

de k e quando a fonte € o ponto de observagéo estio localizados em profundidades
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diferentes, as funcbes complexas F(k,z,...,w) sio bem comportadas e tornam-
se negligiveis devido ao seu decaimento exponencial. Portanto, as integrais
infinitas sobre o nimero de onda, representadas pela equacio (2-136) ou (2-
137), podem ser substituidas por integrais dentro de limites finitos. Com
base em um ndmero extensivo de comparacdes e testes, o limite superior de
integracdo km.r pode ser selecionado em funcgio da distdncia vertical entre a
fonte e o ponto de observacio, da freqiiéncia e das velocidades das ondas de
cisalhamento dos meios. O procedimento adaptativo de Filon envolve a subdiviséio
do intervalo inteiro (0, %,,4.) das integrais sobre o nimero de onda truncadas
em Kkpqy, em varios subintervalos diferentes (a,b) selecionados com base no
conhecimento das caracterfsticas das fungbes complexasF(k, z,...,w). Em cada
um dos subintervalos, é aplicado o esquema de integragio proposto por Filon,
apresentado na Secio 2.4.2, com um nidmero suficiente de painéis para se atingir
um limite aceitdvel de preciséio. Tal procedimento concentra automaticamente um
grande nimero de ordenadas, nas regifes onde ocorrem as oscilagdes densas e os
picos acentuados nas fungbes complexas Fi(k,z,...,w), e um pequeno ndmero
de ordenadas, onde estas functes sio bem comportadas. Este procedimento
adaptativo requer um nimero total menor de determinacdes das funcdes complexas

dos integrandos para que seja atingido um dado nivel de precisiio estipulado.

As Tabelas 2.4-1 ¢ 2.4-2 listam as funcgdes bidimensionais de Green calculadas
para o caso particular de um semi-espago uniforme visco-cléstico caracterizado por
um coeficiente de Poisson v = 0.333 e por coeficientes de amortecimento material
{o = £ = 0.001. A fonte estd situada em um ponto com coordenadas #* = (0,a) e
os resultados sao obtidos, para uma, frequéncia adimensional a, = wa/B = 1.0, em
quatro pontos de observagio: Z, = (0,0), (a,0), (0,2a) e (a,2a). A Tabela 2.4-1
apresenta a comparagio das fungdes de Green de deslocamento e de tensdes para,

o problema de cisalhamento anti-plano obtidas numericamente por este estudo
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com as fungbes correspondentes calculadas por meio de expressées analiticas. Os
resultados numéricos foram obtidos com base na metodologia proposta de cdlculo,
utilizando-se na determinacio das integrais sobre o nimero de onda, tanto o
método da integragio discreta do nimero de onda quanto o algoritmo adaptativo
da quadratura de Filon. O niimero de ordenadas usado por cada um destes
métodos de integracéo, para se obter os resultados apresentados nestas tabelas, foi
estabelecido com o objetivo de se ter o mesmo nivel de precisiio em ambos os casos.
Para se atingir erros menores do que 0.2%, no célculo das fungdes de Green para o
caso do cisalhamento anti-plano, foi necessdrio realizar 10000 determinacdes para.
cada funcdo complexa F'(k, z,...,w) com o procedimento de integragéo discreta do
mimero de onda e 2000 determinagdes com o algoritmo adaptativo da quadratura
de Filon. Estes resultados demonstram a eficiéncia do algoritmo adaptativo da
quadratura de Filon comparada com o procedimento de integraciio discreta do
nimero de onda.

A Tabela 2.4-2 mostra as comparages entre as funcdes bidimensionais
de Green de deslocamentos no do plano, para o caso de um semi-espago
uniforme visco-eldstico ({, = £g = 0.001), obtidas pelo presente estudo com os
resultados correspondentes, determinados para o caso de um semi-espaco uniforme
perfeitamente eldstico equivalente, apresentados por Nakai ef. al.(1984) e Mita
(1986). Tais comparagdes servem como testes adicionais metodologia geral e dos

procedimentos numéricos apresentados neste capftulo.
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. Solucgao Presente Estudo
Analitica ——
(xl » Ky ) Numero de Onda Discreta Adaptativo de Filon
Real Imag. Real Imag, Real Imag.
(0, 0) -0.0447 -0.3821 -0.0446 =-0.3821 -0.0447 -0.3821
(a, O) =0.1725 -0.2789 -0.1725 -0.2789 -0.1725 -0.2789
UGy
(G, 2a) -0.1162 =0.12A1 -0.1161 -0.1261 -0.1162 =0.1261
(a, 2a) -0.1661 -0.0621 -0.1661 ~0.0620 -0.1661 ~0.0621
(a, 0) -0.1657 0.1923 -0.1657 0.1923 ~0.1657 0.1923
Hy33
{a, 2a) -0.0542 0.1179 -0.0542 0.1179 -0.0542 0.1179
(0, 2a) -0.1141 0.1945 ~0.1141 0.1945 -0.1141 0.1945
Hags
{a, 2a) 0.0031 0.1615 0.0031 0.1615 0.0031 3.1615

Tabela 2.4-1 Comparagdes das fungbes de Green de deslocamento e de tensdes para
o problema do cisalhamento antiplano em um semi-espago visco-eldstico uniforme. O
meio € caracterizado pelo coeficiente de Poisson v = (.333 e pelos coeficientes de
amortecimento do material £, = €z = 0.001. A fonte se localiza no interior do semi-
espaco pelas coordenadas Z* = (0,a) e os resultados sdo obtidos em quatro pontos
de observagoes £7 = (0,0), (a,0), (0, 2a), (a,2a), para uma freqiiéncia adimensional

ag =wa/B =1, onde a é uma distancia caracteristica.
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Presente Estude
{xI, x}) |Fakai et. al. (1984) Mita (1986) — - -
Numerc da Onda Discreto |Adaptativo de Filon
Real Imag. Real Imag. Real Imag. Real Imag.,
(0, 0) -0.0770 -0.1972 | ~-0.0769 =0.1964( -0.0772 =0.1967| -0.0772 =-0.1968
{a, 0) =-0.,0593 -0.1810 | -0.0592 -0.1803| -0.05%4 -0.1803}] -0.0594 -0.1806
nGy
(0, 2a) -0.0749 -0.0888 | -0.0748 -0.0888| -0.0748 -0(.0886| -0.0749 -0.0886
{a, 2a) -0.0839 -0.0700! -0.0838 -0.0700f -0.0838 ~0.0699| -0.0838 -0.0699
{(a, 0) -0.0852 0.0495 | -0.0853 0.0495| -0.0850 0.0497| -0.0850 0.0497
UGy
(a, 2a) 0.0230 -0.0040 0.0231 =0.0040( 0.0230 -0.0041 0.0230 =0.0041
(a, O) -0.0658 0.1068 | -0.0656 0.1068( -0.0648 0.1062| -0.0656 G0.1066
HEq,
(a, 2a) 0.0325 -0.0685 0.0325 -0.0686 0.0322 -0.0684| 0.0324 -0.0685
0, O 0.0761 -0.3065 0.0757 -0.3068| 0.0744 -0.3053 0.0757 -0.3059
(a, 0) -0.1028 -0.1958 | -0.1029  -(,1960| =0.1035 -(.1948] =0.1028 -0,1951
uGyy
(0, 2a) -0.0580 -(,.1989 | =D.0583 -0.19%0| -0.0591 -0.1978| -0.0580 -0.1984
{0, 2a) ~0.1307 -0.1159 | -0.1307 -0.1159; -0.1309 ~0.1152| -0.1305 =0.1155

Tabela 2.4-2 Comparagdes das fungdes de Green de deslocamento, para o problema
no plano, em um semi-espago visco-elstico uniforme, com os resultados obtidos por

Nakai et.

(1984) e Mita (1986) para o caso correspondente de wm semi-espaco
perfeitamente eldstico. O meio é caracterizado pelo coeficiente de Poisson v = 0.333 ¢
pelos coeficientes de amortecimento do material £, = & = 0.001. A fonte se localiza no
interior do semi-espago pelas coordenadas Z° = (0,a) e os resultados sdo obtidos em
quatro pontos de observagio £ = (0,0), (a,0), (0, 2a), (a,2e), para uma freqiiéncia
adimensional ag = wa/f = 1, onde a é uma distancia caracterfstica.
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CAPITULO 3

ANALISE DINAMICA BIDIMENSIONAL
DE UM SEMI-ESPACO VISCO-ELASTICO ESTRATIFICADO
SOB A ACAO DE CARGAS MOVEIS

Neste capitulo sdo estudadas, com base nas hipdteses do estado plano de
deformages, as respostas dindmicas de semi-espagos visco-eldsticos, uniformes e
estratificados, produzidas por uma linha ou por uma faixa de carga que se move
horizontalmente, com velocidade constante, na superficie livre ou no interior destes
semi-espagos. A formulacfo geral, apresentada no Capitulo 2, é aplicada na Secio
3.1 para o caso no qual a solicitagdo corresponde a uma linha de carga mdével.
A formulagio decorrente e os programas de computador associados sio testados
na Secdo 3.2 por meio de comparagdes com solugdes analiticas disponiveis para
casos limites simples. Nas Se¢des 3.3 e 3.4 sio apresentados estudos paramétricos
detalhados das respostas de um semi-espaco visco-eldstico uniforme e de um
sistema estratificado composto por uma camada sobre o semi-espaco visco-eléstico.
Finalmente, na Segio 3.5 sfo apresentados alguns resultados tipicos da resposta
de um sistema estratificado, constituidos por vérias camadas sobrepostas a um

semi-espaco visco-elastico.
3.1. Formulac¢iao Geral

No capitulo anterior, foi apresentada uma, representacio integral da solucio geral,
para a resposta dindmica de um semi-espago visco-eldstico estratificado sob a acio

de forgas de corpo arbitrdrias. Serd considerado agora o problema bidimensional
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Figura 3.1-1 Sistema coordenado e notagdes. A carga bidimensional se localiza a uma
profundidade £; = z§, no interior da camada j = I, e se move na diregiio positiva do
elxo 7 com uma velocidade constante C.
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no qual a excitagio corresponde a uma linha de carga concentrada localizada
a uma profundidade z; = =zJ, no interior da camada j=I, que se move com
velocidade constante C' na diregfio positiva do eixo coordenado 1, é considerado
neste capitulo. As componentes da carga, H;({ = 1,2,3), que correspondem a
for¢as por unidade de comprimento, atuam segundo a diregdo positiva dos eixos
coordenados z; (¢ = 1,2,3). A geometria do problema, as notagdes e o sistema
Cartesiano de coordenadas adotados sdo mostrados nas Figuras 3.1-1 e 3.1-2a.
As for¢as de corpo por unidade de volume na camada I, associadas com este

estado de carregamento, podem ser escritas como:

xll = Hy 8(zy — Ct) 6(z2 — 23) (3-1a)
le = Hz 6(&71 — Ct) 6(3}2 famd .’Bg) (3-110)
x4 = Hs 6(zy — Ct)6(zy — 25) . (3-1¢)

Aplicando-se a transformada dupla de Fourier, expressa pela equagio (2-13) a estas

forcas de corpo e substituindo-se os resultados nas equagdes (2-26a,b,¢), chega-se

a.
Fl = —2mi Hy §(kC — w) 6(zy — z3) (3-2a)
Fl = 2nH,y §(kC — w) 6(zy — x3) (3-2b)
Fi = —2ni Hy §(kC — w) 6(za — ) . (3-2¢)

A solucdo geral no dominio transformado, apresentada na Secio 2.3, foi
desenvolvida com base no sistema coordenado Cartesiano zyz mostrado na Figura
2.2-1(b). Como foi comentado na Segdo 2.2.3, todos os resultados contidos na
Segdo 2.3, permanecem vélidos para o problema bidimensional em estudo, com a.
mudanca da coordenada vertical z pela coordenada vertical correspondente z5.

Substituindo-se as equagbes (3-2a,b,c) nas expressdes (2-45a) a (2-45f) e, em

seguida, modificando-se os termos associados com as ondas polarizadas no plano
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vertical (8% (z3),n = 1,... ,4), através das transformagdes dadas pelas equagdes
(2-68b) e (2-69b), obtém-se as seguintes expressdes para os termos de carga na

camada que contém a fonte (m;"l <zp < b))

. H
Si(22) =~ 80C — ) Hmz = )4 [ (7L 4 T+
1 k .
T ,(3H1-|- Hz) E(zi~ —3:2)] (3-3a)

o it H H
S4ar) = = B(HC — ) Hza = af) 535 [ (12 1) - T2

k ViK1 87 _ .
(4 ) (o + L) Bl - o) (3-3b)
vi(zg~z Hl H2
Sl(mz)_—ﬁ—S(kC‘ w)H(.’L'z—-m )6'( 2= T3) [",bl' 371_7;)_1_
Lk ,
by V; (iHy = ZrHy) B(af - z3)] (3-3¢)

. H H
Si(.']’,'z) = _f_‘i—l% 6(kC — w) H(zj — :1:2) eﬂr(ﬂ:;—xz) [ 1(2711-(531 -1+ 7;2)—!—

E . 1 vjr1 52 s !
(;‘IIHz —iHy) (k ¥ + 2 ) E(a; — 5"2)] (3-3d)
St(ny) = _”H?' 2 §(kC — w) Hza — a3) e"H 5+ (3-3¢)
1
S (29) = — ”fz §(kC — w) H(zg — ag) " =22 (3-3f)
{

onde E(z) é definido pela equacio (2-80), H(z) denota a funcio degrau de

Heaviside e

Y= % (3-4a)

o= 177 ]
-9 (348)

by = kz('ﬁ?'l'l)_’hzwz/ﬁlz _ (3_40)

o !
E? 4+ vy
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Os termos de carga modificados, expressos pelas equagdes (3-3a) a (3-3f),
correspondem aos termos de carga que devem ser aplicados nas equagdes (2-86a,b).

Uma vez determinadas as fungoes Ug e Ef,q pelo procedimento descrito na
Secdo 2.3, o campo de deslocamentos e o campo de tensdes correspondente no
dominio transformado em um ponto de observagio, situado na camada j-ésima a
uma profundidade definida pela coordenada zo = 2}, podem ser obtidos usando-se
as equagoes (2-24a,b,c) e (2-27a) a (2-27f).

Deve-se salientar que todas as componentes dos vetores {S%(z2)} e {SL(z2)}
expressas pelas equagoes (3-3a) a (3-3f) e, consequentemente, o campo de
deslocamentos e o de tensdes no dominio transformado do tempo e do espacgo
(%;,8i5; 1, = 1,...,3), tém como fator comum a fungéo delta de Dirac 6(kC —w).
Esta peculiaridade implica que as integrais sobre o dominio do niumero de
onda k, que aparece na transformada inversa de Fourier (2-15), podem ser
determinadas analiticamente usando-se as propriedades da fungio delta de Dirac.
Finalmente, a resposta no dominio do tempo é obtida através da sintese de
Fourier das componentes no dominio da freqiiéncia, por meio de um algoritmo

de Transformadas Discretas Rapidas de Fourier (FFT).
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(a)

Xo Uz

Figura 3.1-2 Representagio esquematica e notagdes para as cargas movels
bidimensionais. (a) Linhas de cargas concentradas moveis. (b) Faixa de carga mével.
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3.2. Validacio por Comparagio de Resultados Numéricos com

Analiticos

O procedimento apresentado neste trabalho para calcular a resposta de um semi-
espaco visco-eldstico estratificado sob a agfio de uma linha de carga mdvel, com
base nas hipéteses do estado plano de deformagoes, é validado por comparagio com
solucdes analiticas, para o caso particular de um semi-espago perfeitamente elastico
uniforme. Cole e Huth (1958) apresentaram solu¢des analiticas bidimensionais,
para o problema com resposta no plano, correspondente & ac¢do de uma linha
de carga vertical, que se move na superficie livrte de um semi-espago elastico
uniforme com velocidade subsdnica, transonica e supersonica . Niwa e Kobayashi
(1966) apresentaram as solugbes no plano para todas as velocidades de cargas,
considerando também o caso de uma linha de carga horizontal, que se move na
superficie de um semi-espago uniforme. As solugdes analiticas no plano para uma
linha de carga obliqua, que se move na superficie livre de um semi-espago elastico
uniforme, foram apresentadas por Eringen e Suhubi (1975). Um resumo dos
resultados obtidos nestes estudos é apresentado no Apéndice A. O caso particular
bidimensional correspondente & resposta fora do plano produzida por uma linha
de carga horizontal de cisalhamento, que se move na superficie de um semi-espaco
elastico uniforme, no foi encontrado na literatura. Com aintengao de se completar
a lacuna existente, a solugao analitica para este caso é desenvolvida no Apéndice
B.

Inicialmente, foram calculadas as componentes das velocidades e das tensGes
no interior de um semi-espago elastico uniforme, produzidas por uma linha de
carga aplicada segundo cada uma das trés diregdes z; (1 = 1,2,3), que se move
ao longo da direcio positiva do eixo z; na superficie de um semi-espago com
velocidade constante, através do procedimento descrito na Se¢io 3.1. Como

primeiro teste, os resultados assim obtidos foram comparados com os resultados
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analiticos correspondentes determinados a partir das expressdes apresentadas nos
Apéndices A e B. As comparagGes foram realizadas para o caso de um semi-espaco
eldstico uniforme caracterizado pelo coeficiente de Poisson v = 1/3, velocidade
da onda de cisalhamento 8 = 1000m/s, velocidade da onda de compressio
& = 2000m/s e densidade de massa p = 2000kg/m?®. Foi pressuposto que as
linhas de cargas concentradas se encontravam em movimento uniforme na diregéo
positiva do eixo z; com as seguintes velocidades, descritas em nimeros Mach: no
caso subsonico com velocidades correspondentes a Mg = 0.5 e My = 0.25; e no
caso supersénico com Mg = 2.2 e M, = 1.1. O niimero Mach relativo as ondas P

e S é definido por:

(3-5a)

(3-5b)

O ponto de observagao se localiza no interior do semi-espaco pelas coordenadas
(z7,23) = (0,10m). Os resultados numéricos no dominio do tempo foram
calculados através da sintese de Fourier de 4096 valores de cada componente no
dominio da freqtiéncia. A freqiiéncia de corte considerada foi de 200 Hertz. Os
resultados numéricos obtidos no deminio do tempo foram transformados em valores

adimensionais, através de normalizagbes apropriadas.

As componentes adimensionais da velocidade %j;, para o caso subsénico
(Mg = 0.5, M, = 0.25), determinadas através dos procedimentos analitico e
numeérico, sao representadas graficamente em funcio do tempo adimensional £* e
comparadas na Figura 3.2-1. O termo ¢;; representa a componente da velocidade
na dire¢ho z; devida a acio de uma linha de carga que atua na diregéo z; ¢ se move

com velocidade constante segundo a diregio positiva do eixo z,. Por conveniéncia,
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sao usadas as seguintes varidveis normalizadas:

r

- zh .
Ui =#f,20uij (3-6a)
r=Sy (3-6b)
T2

onde a convencio de somatdrio sobre j néo se aplica. As componentes

#
ifk?

adimensionais das tensbes o?;, , obtidas pelos procedimentos analitico e numérico,
para o mesmo caso subsonico, sdo mostradas na Figura 3.2-2, plotadas contra
t*. O dltimo indice (k = 1,2,3) em a;;x representa a dire¢io na qual a forga é
aplicada. A normalizacio utilizada é:

r
" T

Oiik = szo'ijk (3-7)
onde a convencao de somatdrio sobre & nfo se aplica. Como pode ser observado
nas Figuras 3.2-1 e 3.2-2) os resultados obtidos pelo procedimento numérico
(linha continua) concordam perfeitamente com aqueles calculados por meio das
expressoes analiticas (circulos pequenocs). Os erros dos resultados numéricos sfo
sempre inferiores a 0.2%.

No caso em que a velocidade da linha de carga concentrada é supersonica, as
componentes das tensées e das velocidades se comportam como funcoes delta. Com
o objetivo de testar as solugGes numéricas, torna-se necessirio neste caso, calcular
as componentes dos deslocamentos ou usar uma carga na qual a dependéncia com o
tempo ¢é uma funcio degrau. Os componentes adimensionais do deslocamento Ul
para uma linha de carga concentrada, no caso supersénico (M = 2.2, M, = 1.1),

determinado através dos procedimentos analitico e numeérico, siio comparados na.

Figura 3.2-3. E usada a seguinte normalizagao:

* b
Uy = S Uig (3-8)
5 H; Y

onde a convencao de somatorio sobre j ndo se aplica, Para este caso, mais uma

vez, foi obtida uma concordancia excelente dos resultados,
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O procedimento numérico proposto foi também testado por meio da
comparacio dos resultados analiticos e numéricos para um degrau de carga que
se move com velocidade supersdnica (Mg = 2.2, M, = 1.1), na superficie de um
semi-espaco elastico (v = 1/3,&/8 = 2). Estas comparagdes resultaram também

em excelente concordincia entre os dois conjuntos de resultados.
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adimensionais das velocidades uf;
representadas graficamente contra a varidvel adimensional de tempo #* (abscissas),
para linhas de cargas que se movem com velocidade subsénica constante (Mg = 0.5)
na superficic de um semi-espaco eléstico uniforme (v = 1/3, &/ = 2). As linhas
continuas e os circulos pequenos representam, respectivamente, os resultados numéricos

ok

e os analiticos. O indice j em }; indica a dire¢dio na qual a forga é aplicada.

(ordenadas)
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Figura 3.2-2 Componentes adimensionais das tensbes o7;), (ordenadas) representadas
graficamente contra a varidvel adimensional de tempo ¢* (abscissas), para linhas de
cargas que se movem com velocidade subsénica constante (Mg = 0.5) na superficie de
um semi-espago eldstico uniforme (v = 1/3, &/# = 2). Aslinhas continuas e os circulos
pequenos representam, respectivamente, os resultados numeéricos e os analiticos. O

indice k em o7}, indica a dire¢do na qual a forga € aplicada.
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Figura 3.2-3 Componentes adimensionais dos deslocamentos uj; (ordenadas)
representadas graficamente contra a variavel adimensional de tempo t* (abscissas),
para linhas de cargas que se movemn com velocidade supersénica constante (Mg = 2.2)
na superficie de um semi-espago eldstico uniforme (¥ = 1/3, &/f = 2). As linhas
continuas e os circulos pequenos representam, respectivamente, os resultados numéricos
¢ os analiticos. O indice j em w}; indica a dire¢io na qual a forga é aplicada.
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3.3. Estudo Paramétrico: Semi-espago Visco-elastico Uniforme

Um estudo paramétrico da resposta dinimica de um semi-espago visco-elastico
uniforme sob a agfo de uma linha de carga, localizada no seu interior e que
se move com velocidade constante é apresentado nesta secio. Em particular,
sdo discutidos os efeitos na resposta da velocidade da carga, do amortecimento
do material e da profundidade dos pontos de observagio. Pode-se observar nas
expressoes apresentadas nos Apéndices A e B, que os campos de velocidades e de
tensoes associados & agio de uma linha de carga concentrada, que se move com
velocidade supersonica, exibem singularidades da funcio delta. Com o objetivo
de se apresentar resultados numéricos sem singularidades, torna-se conveniente
estudar o caso de uma faixa de carga que se move com velocidade constante ao
invés do caso correspondente a uma linha de carga concentrada mével. Os campos
de velocidades e de tensbes associados a uma faixa de carga mével podem ser
obtidos por meio da integragiio dos campos correspondentes determinados para
uma linha de carga concentrada. Uma representacio esquemdtica de uma faixa
de carga que se move com velocidade constante C na direcio positiva do eixo z; é
mostrada na Figura 3.1-2b, para o caso particular em que a carga estd aplicada na
direcao vertical. No caso geral, as componentes da carga h;(i = 1,2, 3) representam
forcas por unidade de drea que sio aplicadas segundo as diregdes positivas dos eixos
z; (1=1,2,3); T é a duragiio ¢ L = CT é a largura da faixa de carga.

De acordo com o procedimento desenvolvido na formulacio geral, apresentada
na Se¢ao 3.1, as forcas de corpo por unidade de volume, para a camada [, associadas
ao estado de carregamento correspondente a uma faixa de carga mével descrita

anteriormente, podem ser expressas por:
X =h [H(Ct—z1) — H(Ct — 2y — L)] 6(zq — z3) (3-9a)

Xs = ho [H(Ct — 1) — H(Ct — 21 — L)] 8(zs — z3) (3-9b)



78

xt = hs [H(Ct —x1) — H(Ct — 1 — L)] 6(z2 — =3) (3-9c)

onde H(z) representa a funcio degrau de Heaviside.

A comparacio entre as equacgdes {3-la,b,c) e (3-9a,b,c) implica que uma
componente dos campos de velocidades ou de tensdes para uma faixa de carga
mével unitdria, representado genericamente por Ryqize(1,%2,1), pode ser obtida
a partir da resposta correspondente Rs(zy —C't, z2) para uma linha de carga mével

unitaria, através da seguinte relagio:
L
Rpaina(a], 75, t) = / Rs(zf — Ct+a', af)de’ . (3-10)
0

Todos os resultados, mostrados nesta segiio, foram obtidos para o caso de um
semi-espaco visco-eldstico uniforme caracterizado, no dominio da frequéncia, pelas

constantes de Lamé complexas

p=p(1+ 2ip) (3-11a)

M 2u =(A 4 20)(1 + 24€4) (3-11b)

e pelas velocidades complexas correspondentes das ondas de cisalhamento e

compressao

B =B(1+ 2its)/* (3-12a)

a =a (1 + 2,2 (3-12b)

onde B = [R/p)"? e @ = [(A +2a)/p]'/* No caso especifico, valores de
(g = o = 0.01, @ = 2000m/s, B = 1000m/s, p = 2000kg/m?, e a/B = 2,
que corresponde a um coeficiente Poisson real de v = 1/3, foram usados nos
cdlculos. Foram consideradas faixas de cargas com duragfio de T' = 0.2 segundos
que se movem horizontalmente, segundo a diregio positiva do eixo #; no interior do

semi-espago, com velocidades constantes subsOnicas, transénicas e supersonicas.
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Os resultados numéricos foram determinados usando-se os procedimentos
descritos na Sec¢éo 3.1 em conjunto com o esquema de superposi¢io definido pela
equacio (3-10). A resposta no dominio do tempo foi calculada através de uma
sintese de Fourier de um total de 4096 valores de cada componente no dominio
da freqiiéncia. Um estudo de sensibilidade mostrou que uma freqiéncia de corte
de 200 Hertz é apropriada para faixa de pardmetros considerada na anélise. Os
resultados sio descritos em termos dos nimeros Mach M, = C/a e Mg = C/ B,
que exprimem a velocidade da carga.

As componentes adimensionais das velocidades e das tensdes, representadas
por uj; € oy, sao calculadas em fungfio da coordenada de tempo ¢. O tempo
t = 0 corresponde ao instante em que a fronte da faixa de carga passa exatamente
através da coordenada z; = 0 (Figura 3.3-1). A componente adimensional da
velocidade #}; ¢ definida por:

B
W = 3,5 (3-13)

onde a convencio de somatério sobre j nfo se aplica. O termo #;; (4,5 = 1,2,3)
representa a velocidade na direcfio z; devida a uma faixa de carga h; (forga por
unidade de area) aplicada na dire¢io z;, que se move com velocidade constante ao
longo da direcio positiva do eixo x;. Na componente adimensional do campo de
tensdes oy (4,7, = 1,2,3), o dltimo indice (k = 1,2, 3) representa a dire¢éo na
qual a faixa de carga hy é aplicada. A seguinte normalizacgio é usada:

» _ Oijk
ifk — hk

g

(3-14)

onde a convengao de somatério sobre k nio se aplica.

Na analise dos resultados deve-se ter em mente que as equagdes, que governam
os campos de resposta, dependem diretamente dos valores dos niimeros Mach. O
caso subsonico é definido por M, < My < 1, o transénico por M, < 1 < Mjp e,

finalmente, o caso supersénico por 1 < M, < My. As equagdes que governam os
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campos de resposta, obtidas com base na representacéo dos deslocamentos através
dos potenciais de Lamé, sfo ambas eliticas no caso subsénico, uma elitica ¢ a
outra hiperbodlica no caso transénico e no caso supersonico ambas sao hiperbélicas
(Eringen and Suhubi, 1975). Outro fato importante que deve ser evidenciado,
ocorre quando a carga se propaga com uma velocidade igual 4 da onda de superficie
de Rayleigh. Esta velocidade esta associada a um pélo situado no eixo real
k do plano complexo k, e consequentemente a solugio, neste caso, é singular
( By = 0 na Segao A-1, Apéndice A). Para um semi-espago eldstico uniforme
definido por um coeficiente de Poisson v = 1/3 (a/f = 2.0, Mg/M, = 2.0),

(o]

o mimero Mach Mg = 0.932 corresponde a uma carga que se move com a
velocidade da onda de superficie de Rayleigh (Achenbach, 1973). No caso de
um semi-espaco visco-elastico uniforme, os pontos de ramificagfio (branch points)
associados com as velocidades das ondas P e S, bem como o pdlo correspondente
3 velocidade da onda de superficie de Rayleigh, sfio deslocados do eixo real k.
Mesmo neste caso , pode-se esperar que ocorra algum comportamento interessante
ou transi¢do na resposta, quando a velocidade da carga se situa na vizinhanca
destas velocidades caracteristicas (Mg & 0.932; Mg =2 1.0; My = 2.0). Todos os
resultados apresentados neste capitulo foram obtidos usando-se um computador

do tipo compatitivel com o IBM PC/AT.

3.3.1. Efeitos da Velocidade da Carga, da Profundidade de Observagio
e do Amortecimento, nos Valores Extremos das Respostas das

Componentes do Campo de Velocidades

Os efeitos da velocidade da carga, do amortecimento do material e da profundidade
dos pontos de observagio, nos valores extremos das respostas das componentes do
campo de velocidades, para uma faixa de carga com duragéo de T = 0.2 segundos,

que se move com velocidade constante na superficie de um semi-espacgo visco-
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eldstico uniforme (v = 1/3, &/8 = 2), séo ilustrados nas Figuras 3.3.1-1 e 3.3.1-
2. Nestas figuras sdo mostradas, em escala logaritmica, as variagbes dos valores
maximos das respostas das componentes adimensionais das velocidades, 4}, e u3,,
com a velocidade da carga em termos do nimero Mach Mgz = C/B. Os valores
extremos da resposta de uj; e %3, foram calculados para 75 valores diferentes de
velocidade da carga C, no intervalo compreendido entre ¢ = 200 m/s a C =
2200 m/s. A parte real das velocidades das ondas P e S foram seclecionadas,

respectivamente, iguais a & =2000 m/s e § =1000 m/s.

Os resultados apresentados na Figura 3.3.1-1 foram obtidos em um ponto de
observaciio localizado pelas coordenadas (27, 23) = (0,10m). Dois conjuntos de
cocficientes de amortecimento do material foram utilizados. O primeiro conjunto
considerado, representado por linhas continuas, corresponde a £, = g = 0.01
enquanto que o segundo conjunto, representado por linhas tracejadas, corresponde

a £y = &g = 0.001.

O valor extremo da resposta da componente da velocidade %}, cresce
continuamente com a velocidade da carga, atingindo um valor maximo em um
nimero Mach correspondente & velocidade da onda de superficie de Rayleigh
(Mp = 0.93). Depois deste ponto, o valor extremo da resposta de %}, cal
até atingir um valor minimo relativo para uma velocidade da carga associada
& velocidade da onda de cisalhamento (Mz = 1.0). No dominio transénico, o
valor extremo da resposta de 43, cresce com a velocidade da carga, e, finalmente,
no dominio supersénico decresce assintoticamente & medida que a velocidade da
carga aumenta. O valor extremo da resposta, da componente da velocidade %,
apresenta um comportamento semelhante, sendo que o valor miximo ocorre em
um mimero Mach Mg 22 0.93. Para @},, o valor minimo relativo ocorre para uma

velocidade da carga associada & velocidade da onda de compressiio (Mp £ 2.0). Os

resultados na Figura 3.3.1-1 mostram que os efeitos correspondentes & velocidade
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da carga sio extremamente importantes, Uma variagio de Mg de 0.2 a 0.93 é
acompanhada por uma mudanca na amplitude méxima da resposta por um fator

de 10%? a 103, dependendo do amortecimento considerado.

Os efeitos do amortecimento do material nos valores extremos das respostas
das componentes das velocidades, %}, e u},, sfo também mostrados na Figura
3.3.1-1. Sao considerados dois semi-espagos visco-eldsticos uniformes com as
mesmas propriedades & exce¢fio da quantidade de amortecimento material. O
primeiro é caracterizado por coeficientes de amortecimento do material iguais a
£y = &g = 0.01 e o segundo por &, = £z = 0.001. Como pode ser observado
na Figura 3.3.1-1, o comportamento dos valores extremos das respostas de uj,
e uk, é essencialmente o mesmo para quase todas as velocidades da carga, com
exceciio dos valores da velocidade da carga que se encontram na vizinhanca dos
niimeros Mach associados as velocidades das ondas de Rayleigh, de compressio e
de cisalhamento (Mg 22 0.93, Mz =2 1.0, Mp = 2.0). O efeito do amorteciemento
é maior nas proximidades de Mgz = 0.93 (velocidade da onda de Rayleigh), onde o
maximo dos valores extremos da resposta parece ser inversamente proporcional a
€o = €g. Na vizinhanca de Mg = 1.0 e Mp = 2.0, uma redugdo no amortecimento

implica em uma redugdo na resposta.

A Figura 3.3.1-2 mostra o efeito da profundidade do ponto de observagio nos
valores extremos das respostas das componentes da velocidade, u]; e u3,, para
velocidades da carga com niimeros Mach que se situam no intervalo compreendido
entre Mg = 0.2 a My = 2.2. O semi-espago visco-eldstico uniforme tem coeficientes
de amortecimento do material £, = £ = 0.01. Os resultados obtidos em um ponto
de observagio localizado em 7 = (0,2.5m) sdo representados graficamente com
linhas continuas, enquanto que os resultados obtidos em um ponto de observacao

Z3 = (0,10 m) séo representados por linhas tracejadas.

Os resultados apresentados na Figura 3.3.1-2, mostram que os efeitos
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associados & profundidade dos pontos de observagio sfo pequenos na vizinhanga
do méximo dos valores extremos das componentes da velocidade (Mg = 0.93)
bem como nas proximidades dos ntmeros Mach associados as velocidades das
ondas de compresséo e de cisalhamento, respectivamente, Mg = 2.0 e Mg = 1.0.
Também se verifica que estes efeitos sdo pequenos para as velocidades supersonicas
da carga (Mg > 2). Para ambas as componentes adimensionais da velocidade, u7;
e u3,, a resposta em | para cargas com velocidade subsénica (Mg < 0.9) é
substancialmente maior do que em Z5. O valor extremo da resposta de 4], no
ponto de observacio #7 é de 2.4 (Mg = 0.2) a 1.5 (Mg = 0.9) vezes maior do que
no ponto Z;, que se localiza a uma profundidade maior. Para 43, o fator varia
desde cerca de 1.6 (My = 0.2) a 1.2 (Mg = 0.9). Para as velocidades da carga no
regime transdnico, os valores maximos da resposta de %}, é aproximadamente 30%

. oy oy .
maior em #; do que em &7, enquanto que as diferencgas para os valores extremos

da resposta de 3, é sempre menor que £15%.
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Figura 3.3.1-1 Efeitos da velocidade da carga e do amortecimento nos valores
extremos das componentes adimensionais das velocidades 3, € 15y, em um ponto
de observagio #] = (0,10m), para uma faixa de carga com duragio 7' = (.2
segundos, que se move na superficie de um semi-espago visco-elastico uniforme (v =
1/3, &/B = 2). Os valores extremos das velocidades sfio representados graficamente
em escala logaritmica como uma fungio do mimero Mach Mg = C/B. As linhas
continuas ¢ tracejadas representam os resuliados para semi-espacos uniformes com
coeficentes de amortecimento do material iguais, respectivamente, a §, = €z = 0.01 ¢
a &x = € = 0.001. O indice § em 4j; indica a diregio na qual a forga ¢ aplicada.
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Figura 3.3.1-2 Tfeitos da velocidade da carga e da profundidade do ponto de
observagio nos valores extremos das componentes adimensionais das velocidades u7,
e i}y, nos pontos de observagdo # = (0,2.5m) e &§ = (0,10m), para uma faixa
de carga com duragio T' = (.2 segundos, gque se move na superficie de nm semi-
espago visco-eldstico uniforme (v = 1/3, &/ = 2,&, = & = 0.01). Os valores
extremos das velocidades sdo representados graficamente em escala logaritmica como
uma fungao do nimero Mach My = C/f. As linhas continuas e tracejadas representam,
respectivamente, os resultados para os pontos de observagio Z] e £5. O indice j em
4f; indica a dire¢do na qual a forga ¢ aplicada.
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3.3.2. Efeito da Velocidade da Carga na Forma dos Pulsos das Respostas

Os efeitos da velocidade da carga na forma dos pulsos das componentes das
velocidades e das tensdes sfio ilustrados, respectivamente, nas Figuras 3.3.2-1 a
3.3.2-5 e nas Figuras 3.3.2-6 a 3.3.2-13. A excitacio corresponde a uma faixa de
carga bidimensional com duragio T = 0.2 segundos que se move com velocidade
constante C' na superficie de um semi-espago visco-elastico uniforme, caracterizado
por @ = 2000m/s, f = 1000m/s, p = 2000kg/m?® e £, = € = 0.01. As
componentes normalizadas das velocidades uj; e das tensdes o}, sfo dadas,
respectivamente, pelas equagdes (3-13) ¢ (3-14), onde o indice k¥ do subescrito
denota a direchio da faixa de carga distribuida hy. Estas componentes, 4} e
olip» foram calculadas, em um ponto de observagio localizado pelas coordenadas
z1 = 0 e g = 10m, para 20 valores de velocidade da carga compreendidos entre
C =200m/s e C = 3,000m/s. Os valores correspondentes do niimero Mach My,
definido em relagio & velocidade da onda de cisalhamento, variam de Mg = 0.2 a
3.0.

E importante lembrar que a velocidade das ondas de superficie de Rayleigh
para este semi-espago é de g = 932m/sec (Mg = 0.932). As componentes
adimensionais das velocidades e das tensdes (ordenadas) sfio representadas
graficamente contra o tempo em unidades de segundos (abcissas), onde o instante
de tempo t = 0s corresponde ao tempo no qual a fronte da faixa de carga passa
através de 21 = 0m.

Os resultados obtidos mostram que a forma e a amplitude dos pulsos de
resposta. dependem significantemente da velocidade da carga. Pode-se observar
que ocorrem mudancas drasticas nas formas dos pulsos para as velocidades da
carga situadas nas proximidades das velocidades da onda de Rayleigh, da onda de
cisalharnento e da onda de compressao.

Os efeitos da velocidade da carga C na forma dos pulsos de resposta das
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componentes das velocidades sfio sintetizados nas Figuras 3.3.2-14 a 3.3.2-18.
Nestas figuras, as componentes das velocidades normalizadas }; sfo mostradas
versus o tempo, em unidades de segundo, e versus o nimero Mach relativo a
velocidade da onda de cisalhamento Mg. A posi¢io da carga e do ponto de
observagdo, bem como as caracteristicas do meio sélido siio as mesmas consideradas
anteriormente, exceto para os valores dos coeficientes de amortecimento do
material. Os resultados mostrados nas Figuras 3.3.2-14 a 3.3.2-18 foram obtidos
para. um semi-espago visco-cldstico no qual foram atribuidos coeficientes de
amortecimento do material iguais a §, = {3 = 0.05.

Mudangas significantes na forma dos pulsos de resposta das componentes das
velocidades podem ser observadas para os valores de Mg = 0.93, 1.00, € 2.00 que

correspondem, respectivamente, &s velocidades das ondas de Rayleigh, S e P.
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Figura 3.3.2-1 Bfeito da velocidade da carga na forma do pulso de resposta da
componente normalizada da velocidade 4}, em um ponto de observagio £™ = (0, 10m).
A faixa de carga com duragio T = 0.2 segundos é aplicada na direciio z1 e se
move com velocidade constante C (Mg = C/f), na diregdio positiva do eixo zp,
sobre a superficie de um semi-espaco visco-eldstico uniforme (& = 2000m/s, g =
1000 m/s, p = 2000 kg/m® ¢ £, = £g = 0.01).
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Figura 3.3.2-2 FEfeito da velocidade da carga na forma do pulso de resposta da
componente normalizada da velocidade 4}, em um ponto de observagao " = (0, 10 m).
A faixa de carga com duragio T = 0.2 segundos é aplicada na diregio z; e se
move com velocidade constante C (Mg = G/f), na diregio positiva do eixo x;,
sobre a superficie de um semi-espago visco-eldstico uniforme (@ = 2000m/s, 8 =
1000 mfs, p= 2000 kg/m?® e £, = &g = 0.01).
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Figura 3.3.2-3 Efeito da velocidade da carga na forma do pulso de resposta da
componente normalizada da velocidade @5, em um ponto de observagio Z" = (0,10m).
A faixa de carga com duragio T = 0.2 segundos é aplicada na direcdo 2 e se
move com velocidade constante C' (Mp = G/f), na diregio positiva do eixo z,
sobre a superficie de um semi-cspaco visco-eldstico uniforme (& = 2000 mfs, f =

1000 mfs, p = 2000kg/m? e &4 = €5 = 0.01).
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Figura 3.3.2-4 Efeito da velocidade da carga na forma do pulso de resposta da
componente normalizada da velocidade %3, em um ponto de observacio & = (0,10 m).
A faixa de carga com duragio T = 0.2 segundos é aplicada na diregdo zg e se
move com velocidade constante C (Mg = C/f3), na diregdo positiva do eixo z1,
sobre a superficie de um semi-espaco visco-eléstico uniforme (& = 2000m/s, § =
1000m/s, p = 2000 kg/m? e £, = &5 = 0.01).
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Figura 3.3.2-5 Efeito da velocidade da carga na forma do pulso de resposta da
componente normalizada da velocidade %, em um ponto de observacio £7 = (0,10 m).
A faixa de carga com duragiio T' = (1.2 segundos é aplicada na dire¢io z3 e se
move com velocidade constante C' (Mg = C/f), na direcdo positiva do eixo zp,
sobre a superficie de um semi-espago visco-eldstico umiforme (@ = 2000m/s, § =
1000 m/s, p = 2000 kg/m? e £, = €5 = 0.01).
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Figura 3.3.2-6 Efeito da velocidade da carga na forma do pulso de resposta da
componente normalizada das tensGes ¢};; em um ponto de observagdo Z™ = (0,10 m).
A faixa de earga com duragzo 7' = 0.2 segundos é aplicada na diregio z; e se
move com velocidade constante C' (Mg = C/f), na diregfio positiva do eixo z,
sobre a superficie de um semi-espago visco-elastico uniforme (& = 2000m/s, B8 =
1000 m/s, p = 2000 kg/m® e £, = €5 = 0.01).
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Figura 3.3.2-7 Efeito da velocidade da carga na forma do pulso de resposta da
componente normalizada das tensdes o3, em um ponto de observagio £™ = (0,10 m).
A faixa de carga com duragio T = 0.2 segundos é aplicada na dirego z; e se
move com velocidade constante C (Mg = C/f), na direciio positiva do eixo z,
sobre a superficie de wm semi-espago visco-eldstico uniforme (& = 2000m/s, # =
1000 m /s, p = 2000 kg/m> e £, = €5 = 0.01).
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Figura 3.3.2-8 Efeito da velocidade da carga na forma do pulso de resposta da
componente normalizada das tensdes ¢3,; em um ponto de observacdo Z7 = (0,10 m).
A faixa de carga com duragao 7' = 0.2 segundos é aplicada na diregdo z1 e se
move com velocidade constante C' (Mp = C/f), na diregdo positiva do eixo z1,
sobre a superficie de um semi-espago visco-eldstico uniforme (@ = 2000m/s, A =
1000 m/s, p = 2000 kg/m® e €, = €5 = 0.01).
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Figura 3.3.2-9 Efeito da velocidade da carga na forma do pulso de resposta da
componente normalizada das tensdes o}, em um ponto de observagao " = (0,10 m).
A faixa de carga com duragio T = 0.2 segundos é aplicada na direcio zz e se
move com velocidade constante C' (Mz = C/ff), na diregdo positiva do eixo @,
gobre a superficie de um semi-espago visco-cldstico uniforme (@ = 2000m/s, § =

1000 m/s, p = 2000 kg/m? e £, = &g = 0.01).
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Figura 3.3.2-10 Efeito da velocidade da carga na forma do pulso de resposta da
componente normalizada das tensdes o7,, em um ponto de observagio " = (0,10m).
A faixa de carga com duragio T = 0.2 segundos é aplicada na direcio z3 e se
move com velocidade constante C (Mp = C/f), na diregdo positiva do eixo I,
sobre a superficie de um semi-espago visco-eldstico uniforme (& = 2000m/s, § =

1000m/s, p= 2000 kg/m® e {o = &g = 0.01).
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Figura 3.3.2-11 Efeito da velocidade da carga na forma do pulso de resposta da
componente normalizada das tensdes ¢3,, em um ponto de observagdo ™ = (0,10 m).
A faixa de carga com duragio T = 0.2 segundos é aplicada na direcdo z2 e se
move com velocidade constante C' (Mz = C/f), na diregao positiva do eixo =,
sobre a superficie de wm semi-espago visco-eldstico uniforme (& = 2000m/s, § =
1000m/s, p = 2000 kg/m> e &x = &5 = 0.01).
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Figura 3.3.2-12 Efeito da velocidade da carga na forma do pulso de resposta da
componente normalizada das tensGes 07,44 em um ponto de observagio &7 = (0, 10m).
A faixa de carga com duragio T = 0.2 segundos é aplicada na dire¢do x3 e se
move com velocidade constante C' (Mg = C/f), na diregio positiva do eixo 2,
sobre a superficie de um semi-espago visco-eldstico uniforme (& = 2000m/s, 8 =
1000 m/s, p = 2000 kg/m? e £, = £5 = 0.01).



Figura 3.3.2-13 Efeito da velocidade da carga na forma do pulso de resposta da
componente normalizada das tensdes 03,5 em um ponto de observagio £7 = (0, 10 m).
A faixa de carga com duragdo 7' = 0.2 segundos é aplicada na direcio #; e se
move com velocidade constante C (Mg = C/B), na diregao positiva do eixo @y,
sobre a superficie de um semi-espago visco-elastico uniforme (&
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1000m/s, p = 2000 kg/m> e o = £ = 0.01).

2000m/s, B =
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Figura 3.3.2-14 Sintese dos efeitos da velocidade da carga nas formas dos pulsos de
resposta da componente normalizada da velocidade 4}, em um ponto de observagio
#7 = (0,10 m). A faixa de carga com dura¢iio T = 0.2 segundos é aplicada na dire¢fo
#, e se move com velocidade constante C' (My = C/B), na diregiio positiva do eixo
1, sobre a superficie de um semi-espago visco-eldstico uniforme (& = 2000m/s, B =
1000 m/s, p = 2000 kg/m® e £, = £ = 0.05). A resposta da componente normalizada
da velocidade 1}, & representada na coordenada vertical como uma fungéo do tempo,
em unidades de segundo, e como uma fungho do nimero Mach relativo & onda de
cisalhamento Mg (Mg = 0.4 to My = 2.2).
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Figura 3.3.2-15 Sintese dos efeitos da velocidade da carga nas formas dos pulsos de
resposta da componente normalizada da velocidade 4%, em um ponto de cobservagio
Z" = (0,10m). A faixa de carga com duragao 7' = 0.2 segundos é aplicada na diregio
1 e se move com velocidade constante C' (Mz = C/f), na diregfio positiva do eixo
1, sobre a superficie de um semi-espago visco-eldstico uniforme (@ = 2000m/s, § =
1000 m/s, p = 2000 kg/m3 e &, = &5 = 0.05). A resposta da componente normalizada
da velocidade 5, é representada na coordenada vertical como uma fungdo do tempo,
em unidades de segundo, & como wma fungdo do nimero Mach relativo & onda de
cisalhamento My (Mp = 0.4 to Mz = 2.2).
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Figura 3.3.2-16 Sintese dos efeitos da velocidade da carga nas formas dos pulsos de
resposta da componente normalizada da velocidade @7, em uin ponio de observacio
&T = (0,10m). A faixa de carga com duragio T' = 0.2 segundos ¢ aplicada na diregio
z2 e se move com velocidade constante C (Mg = C/f3), na diregdo positiva do eixo
z1, sobre a superficie de um semi-espago visco-eldstico uniforme (@ = 2000m/s, B =
1000 /s, p = 2000 kg/m3 e £, = £ = 0.05). A resposta da componente normalizada
da velocidade 4], é represenfada na coordenada vertical como uma fungdo do tempo,

em unidades de segundo, e como uma fun¢do do nidmero Mach relativo a4 onda de
cisalhamento Mp (Mg = 0.4 to Mgz = 2.2).
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Figura 3.3.2-17 Sintese dos efeitos da velocidade da carga nas formas dos pulsos de
resposta da componente normalizada da velocidade 45, em um ponto de observagao
£7 = (0,10m). A faixa de carga com duragdo T' = 0.2 segundos ¢ aplicada na diregio
25 ¢ se move com velocidade constante C (Mg = C/f), na dire¢io positiva do eixo
z,, sobre a superficie de um semi-espago visco-elastico uniforme (& = 2000m/s, A=
1000 mfs, p = 2000 kg/m> e £, = £ = 0.05). A resposta da componente normalizada
da velocidade 43, é representada na coordenada vertical como uma fungao do tempo,
em unidades de segundo, ¢ como uma fungio do niimero Mach relativo 4 onda de
cisalhamento Mp (Mg = 0.4 to Mz = 2.2).



105

3 AR
‘ X “““‘“\““

Figura 3.3.2-18 Sintese dos efeitos da velocidade da carga nas formas dos pulsos de
resposta da componente normalizada da velocidade #4%; em wm ponto de observagio
£ = (0,10 m). A faixa de carga com duragio T' = 0.2 segundos ¢ aplicada na diregio
x3 e se move com velocidade constante C (Mg = C/f), na diregfio positiva do eixo
#1, sobre a superficiec de um semi-espago visco-eldstico uniforme (& = 2000m/s, A=
1000 m /s, p = 2000 kg/m® e £, = £ = 0.05). A resposta da componente normalizada
da velocidade #%; é representada na coordenada vertical como uma fungio do tempo,
em unidades de segundo, e como uma fung¢io do nimero Mach relativo & onda de
cisalhamento Mg (Mp = 0.6 to Mp = 2.4).
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3.3.3. Efeito do Amortecimento

Os efeitos do amortecimento do material nas componentes adimensionais do
campo de velocidades, correspondente & acio de uma faixa de carga que se
move na superficie livre de um semi-espago visco-eldstico, sio mostrados nas
Figuras 3.3.3-1 a 3.3.3-5. O meio, a excitagio e a localizagio do ponto de
observagio sdo os mesmos que foram utilizados nas investigacdes apresentadas
na secao anterior, exceto que nesta se¢io foram considerados nos calculos semi-
espacos visco-elasticos caracterizados pelos seguintes valores de coeficientes de
amortecimento do material, £ = 0.1%, 1.0% e 5.0% (¢ = £, = £g). Os resultados
foram determinados para valores de velocidade da carga correspondentes a
Mgz = 0.80,0.932, 1.00, 1.40, 2.00 e 2.20. Os efeitos do amortecimento sio
particularmente significantes quando C = ¢p (para todos as componentes, exceto
para u3;), C' = 2 (Ui, tiz) e C 2 o (u3y, 45,).

Os resultados obtidos para os casos supersdnicos (Mg = 2.0 e 2.2), revelam
que a consideragio do amortecimento histerético, independente da freqgiiéncia, no
modelo de analise, implica na ocorréncia de alguns sinais de resposta nio causal,
que chegam antes do nstante + = 0. Quanto menor o valor do amortecimento

tanto menores os valores destes sinais de resposta néio causal.
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Figura 3.3.3-1 Efeito do amortecimento na resposta da componente normalizada da
velocidade 4j; em um ponto de chservagio ™ = (0,10m). A faixa de carga com
duraggo T' = (.2 segundos é aplicada na dire¢io 2; e se move com velocidade constante
C (Mg = C/B), na diregiio positiva do eixo 2, sobre a superficie de um semi-espago
visco-elastico uniforme (& = 2000m/s, § = 1000m/s e p = 2000kg/m?). As linhas
continuas, tracejadas e pontilhadas indicam os resultados obtidos, respectivamente, nos
semi~espagos uniformes com coeficientes de amortecimento do material £, = {5 = 0.001,
€u=8p=0.01eé, =& =0.05.
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Figura 3.3.3-2 Efeito do amortecimento na resposta da componente normalizada da
velocidade %3, em um ponto de observa¢ao &7 = (0,10m). A faixa de carga com
duragio 7' = 0.2 segundos ¢ aplicada na diregio z; e se move com velocidade constante
C (Mp = C/p), na diregao positiva do eixo z,, sobre a superlicie de um semi-espago
visco-eléstico uniforme (& = 2000m/s, # = 1000 m/s e p = 2000kg/m3). As linhas
continuas, tracejadas e pontilhadas indicam os resultados obtidos, respectivamente, nos
semi-espacos uniformes com coeficientes de amortecimento do material £, = £ = 0.001,
Ea =€ =001lc&, =& =0.05.
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Figura 3.3.3-3 Efeito do amortecimento na resposta da componente normalizada da
velocidade u¥, em um ponto de observagio 7 = (0,10m). A faixa de carga com
duracio 7' = 0.2 segundos é aplicada na direcio z; e se move com velocidade constante
C (M = C/B), na diregio positiva do eixo x;, sobre a superficie de um semi-espago
visco-eldstico uniforme (@ = 2000m/s, 3 = 1000m/s e p = 2000 kg/m3). As linhas
continuas, tracejadas e pontilhadas indicam os resultados obtidos, respectivamente, nos
semi-espacos uniformes com coeficientes de amortecimento do material £, = £ = 0.001,
fa=E3=00l¢e o = &g = 0.05.
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Figura 3.3.3-4 Efeito do amortecimento na resposta da componente normalizada da
velocidade 3, em um ponto de observagdo &7 = (0,10m). A faixa de carga com
duragio T' = 0.2 segundos ¢ aplicada na dire¢io x2 e se move com velocidade constante
C (Mg = C/B), na diregio positiva do eixo z,, sobre a superficie de um semi-espago
visco-elastico uniforme (@ = 2000m/s, § = 1000 m/s e p = 2000 kg/m3). As linhas
continuas, tracejadas e pontilhadas indicam os resultados obtidos, respectivamente, nos
semi-espagos uniformes com coeficientes de amortecimento do material £, = £ = 0.001,

£x =8 =0.01eéy =& = 0.05.
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Figura 3.3.3-5 Efeito do amortecimento na resposta da componente normalizada da
velocidade %33 em um ponto de observagio £ = (0,10m). A faixa de carga com
duraggo T' = 0.2 segundos é aplicada na diregio z3 ¢ se move com velocidade constante
C (Mg = C/f), na direcio positiva do cixo 2, sobre a superficic de um semi-espago
visco-eldstico uniforme (& = 2000m/s, # = 1000m/s e p = 2000 kg/m3). As linhas
continuas, tracejadas e pontilhadas indicam os resultados obtidos, respectivamente, nos
semi-espagos uniformes com coeficientes de amortecimento do material £, = €5 = 0.001,
€a=£€p =0.01 e & =& =0.05.
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3.3.4. Efeito da Profundidade do Ponto de Observagao

Os efeitos da profundidade do ponto de observagéo nas respostas das componentes
adimensionais do campo de velocidades séo ilustrados nas Figuras 3.3.4-1 e 3.3.4-
2. Os resultados correspondem a aciio de uma faixa de carga com duragdo
T = 0.2 segundos, que se move na superficie livre de um semi-espago visco-
eléstico, caracterizado por @ = 2000m/s, 8 = 1000m/s, p = 2000 kg/m? e;
€o = €g = 1%. Foram consideradas duas velocidades de carga, C = 800m/s e
2200 m/s (respectivamente, Mg = 0.8 € 2.2) e trés pontos de observagio localizados
ao longo do eixo z2, definidos pelas seguintes profundidades, z; = 10.0, 30.0 e
60.0 m.

Os resultados apresentados nas Figuras 3.3.4-1 e 3.3.4-2 indicam que os
valores extremos da resposta das componentes normalizadas da velocidade uj,
%3, € U3z, para o caso subsénico (Mg = 0.80), séio inversamente proporcionais
a profundidade do ponto de observagio. No caso supersénico (Mg = 2.20),
os valores extremos das amplitudes dos pulsos das componentes de velocidade
sao praticamente independentes da profundidade do ponto de observagao. A
forma. dos pulsos das componentes da velocidade para o caso supersonico mostram
claramente, na resposta, as contribuigdes associadas & chegada das frentes de onda
P e 5. Tal fato esta em conformidade com o que € esperado a partir da andlise das
expressdes analiticas apresentadas no Apéndice A, em conjunto com o esquema de

superposicio definido pela equagio 3-10.
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Figura 3.3.4-1 Efeito da profundidade do ponto de observagic na resposta das
componentes normalizadas das velocidades #j;, para uma faixa de carga com duragao
T = 0.2 segundos que se move sobre a superficie de um semi-espago visco-elastico
uniforme (@ = 2000m/s, § = 1000m/s, p = 2000kg/m® e &o = £ = 0.01).
Os resultados para as cargas com velocidade subsonica (Mp = 0.8) e supersbnica
(Mg = 2.2) sio mostrados, respectivamente, na coluna da esquerda e da direita
da figura. As respostas das velocidades para os pontos de observagio localizados
nas profundidades 10, 30 e 60 metros sfo representados, respectivamente, por linhas
continuas, tracejadas e pontilhadas. O indice j em 4j; indica a direcdo na qual a for¢a
& aplicada.



114

Figure 3.3.4-2 Efeito da profundidade do ponto de observagio na resposta das
componentes normalizadas das velocidades u};, para uma faixa de carga com duragdo
T = 0.2 segundos que se move sobre a superficie de um semi-espage visco-eldstico
uniforme (& = 2000m/s, § = 1000m/s, p = 2000kg/m® e &, = £z = 0.01).
Os resultados para as cargas com velocidade subsénica (Mg = 0.8) e supersdnica
(Mg = 2.2) sdo mostrados, respectivamente, na coluna da esquerda e da direita
da figura. As respostas das velocidades para os pontos de observacio localizados
nas profundidades 10, 30 e 60 metros sio representados, respectivamente, por linhas
continuas, tracejadas e pontilhadas. O indice 7 em ﬁfj indica a dire¢fio na qual a forga
é aplicada.
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3.3.5. Relagdes de Reciprocidade

Algumas relagdes de reciprocidade entre a resposta calculada para uma dada
configuracao das posicdes da fonte e do ponto de observacio, e a resposta obtida
quando a localizacfio da fonte é alternada com a posigio do ponto de observacéo,
sdo ilustradas nas Figuras 3.3.5-1 a 3.3.5-8. Duas configuragdes de posicio
fonte-observagao séo levadas em consideragio. Na configuragfio (A) a fonte estd
localizada a uma profundidade z§ = 5m e o ponto de observacéo se situa em
(27, 25)=(0,10m); na configuracio (B) as posi¢des sio alternadas, ou seja, z§ =
10m e (27, 25)=(0,5m).

As demais caracteristicas da fonte e do semi-espaco visco-eldstico sdo as
mesmas definidas na Se¢io 3.3.2, exceto que, nesta secfio, sfo consideradas
uma velocidade subsénica para a carga igual a C = 800m/s ¢ uma velocidade

supersonica igual a C = 2200m/s. Os resultados obtidos indicam que:

w1 (A) = ui1(B), u5,(A4) = u3,(B), u5,(4) = 45,(B) (8-15a)
U19(A) = —ug(B), 1z (A4) = —u7,(B) (3-18b)
o111(4) = o111 (B), o133(A) = o133(B) (3-15¢)

Estas relacbes de reciprocidade servem como um teste adicional para os
procedimentos numéricos propostos e para os programas de computador associados

que foram desenvolvidos.
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Figura 3.3.5-1 Resposta das componentes normalizadas das velocidades uf; em um
ponto de observagio £™ = (0,10m), para uma faixa de carga com duragio T = 0.2
segundos que se move com velocidade subsénica constante (Mg = 0.8) na diregio
positiva do eixo ¢;. A carga se move a uma profundidade x§ = 5m em um semi-
espago visco-eldstico uniforme (& = 2000m/s, § = 1000m/s, p = 2000kg/m® ¢
£a = € = 0.01). O Indice j em 4j; indica a diregdo na qual a forga é aplicada.
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Figura 3.3.5-2 Resposta das componentes normalizadas das velocidades uf; em um
ponto de ohservacio & = (0,5m), para uma faixa de carga com duracio T = 0.2
segundos que se move com velocidade subsonica constante (Mg = 0.8) na diregao
positiva do eixo z3. A carga se move a uma profundidade z§ = 10m em um semi-
espago visco-eldstico uniforme (& = 2000m/s, B = 1000m/s, p = 2000kg/m? e
€a = € = 0.01). O indice j em 4}; indica a dire¢fio na qual a forga é aplicada.
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Figura 3.3.5-3 Resposta das componentes normalizadas das velocidades uf; em um
ponto de observagdo " = (0, 10m), para uma faixa de carga com duragio 7' = 0.2
segundos que se move com velocidade supersénica constante (Mg = 2.2) na diregio
positiva do eixo #;. A carga se move a uma profundidade z{ = 5m em um semi-
espago visco-eldstico uniforme (@ = 2000m/s, § = 1000m/s, p = 2000ky/m> e
£ =& = 0.01). O indice j em uj; indica a diregdo na qual a forga é aplicada.
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Figura 3.3.5-4 Resposia das componentes normalizadas das velocidades uf; em um
ponto de observagio ™ = (0,5m), para uma faixa de carga com duragio T = 0.2
segundos que se move com velocidade supersonica constante (Mg = 2.2) na diregio
positive do eixo @1. A carga se move a uma profundidade z{ = 10m em um semi-
espaco visco-eldstico uniforme (@ = 2000m/s, § = 1000m/s, p = 2000kg/m® e
§a = &p = 0.01). O indice j em 4f; indica a dire¢fio na qual a for¢a é aplicada.
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Figura 3.3.5-5 Resposta das componentes normalizadas das tensdes o};, em um ponto
de observacio £ = (0, 10m), para uma faixa de carga com duragao T = (1.2 segundos
que se move com velocidade subsénica constante (Mg = 0.8) na diregdo positiva do eixo
x1. A carga se move a uma profundidade 25 = 5m em um semi-cspago visco-elastico
uniforme (& = 2000m/s, § = 1000m/s, p = 2000 kg/m? e £, = £ = 0.01). O indice
k em of;; indica a diregio na qual a forga ¢ aplicada.
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Figura 3.3.5-6 Resposta das componentes normalizadas das tensdes ;3 em um ponto
de observagio £ = (0,5m), para uma faixa de carga com duragio 7' = 0.2 segundos
que se move com velocidade subsénica constante (Mp = 0.8) na dire¢do positiva do eixo
z1. A carga se move a uma profundidade 25 = 10 m em um semi-espago visco-eldstico
uniforme (& = 2000 m/s, @ = 1000m/s, p = 2000 kg/m® ¢ £y = € = 0.01). O indice
k em o}, indica a diregfio na qual a forga é aplicada.
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Figura 3.3.5-7 Resposta das componentes normalizadas das tenses afjk em um ponto
de observagio £ = (0, 10/m), para uma faixa de carga com duragio 7' = 0.2 segundos
que se move com velocidade supersdnica constante (Mg = 2.2) na diregao positiva do
eixo 1. A carga se move a uma profundidade z§ = 5m em um semi-espago visco-
elastico uniforme (& = 2000m/s, 8 = 1000m/s, p = 2000 ky/m® ¢ £o = €5 = 0.01). O
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Figura 3.3.5-8 Resposta das componentes normalizadas das tensdes o};;, em um ponto
de observagio #" = (0,5m), para uma faixa de carga com duragio T' = 0.2 segundos
que se move com velocidade supersénica constante (My = 2.2) na direcio positiva do
eixo £1. A carga se move a uma profundidade 24 = 10m em um semi-espago visco-
elastico uniforme (@ = 2000 m/s, 8 = 1000m/s, p = 2000 kg/m® e £, = €5 = 0.01). O
indice k& em o;; idica a diregio na qual a forga é aplicada.
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3.4. Estudo Paramétrico: Uma Camada sobre o Semi-espago Visco-

elastico

Os efettos da estratificagio na resposta dindmica de um semi-espago visco-eldstico
estratificado, sfo examinados, a partir de um modelo de andlise do subsolo
constituido por uma tnica camada horizontal sobre o semi-espago. Em particular,
sao examinados os efeitos nos valores extremos do movimento do solo e nas
formas dos pulsos de resposta. As relagoes de reciprocidade observadas para um

semi-espago visco-elastico uniforme sfo também testadas para o caso do modelo

estratificado. Todas as componentes adimensionais das velocidades uj;, que estéo
apresentadas nesta secfo, sdo normalizadas de acordo com a equagio (3-13),
usando-se, para facilitar as comparagdes, os parametros de um mesmo solo de

referéncia, caracterizado por & = 2000m/s, 8 = 1000m/s e p == 2000 kg/m?>.

3.4.1. Efeito da Velocidade da Carga e do Amortecimento do Material

nos Valores Extremos do Movimento do Solo

Como uma primeira avaliagio dos efeitos da estratificagdo na resposta devido 3
acilo de cargas mobveis, € conveniente considerar os efeitos da estratificagéio nos
valores extremos da velocidade do solo. O modelo do solo considerado que consiste
de uma camada sobre o semi-espago é apresentado na Figura 3.4.1-1(a). Os valores
extremos das respostas das componentes das velocidades normalizadas 43, e 43,
foram calculados, para uma faixa de carga com duragio de T' = 0.2 segundos,
que se move na superficie livre do solo com velocidades compreendidas entre
C =200m/s (Mg = 0.2) e 2200m/s (Msz = 2.2), para dois pontos de observagiio
situados no eixo z3 a 10m e 2.5m de profundidade. Os valores extremos das
componentes das velocidades 4}; e 4},, para o ponto de observagio que estd
localizado no interior do semi-espago (z§ = 10m), sfo comparados na Figura

3.4.1-2 com os valores extremos das componentes de velocidades correspondentes,
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Figure 3.4.1-1 Modelos de solo usados para investigagao dos efeitos da estratificacio,
na resposta de um meio estratificado sob a aglio de cargas méveis. (a) Modelo com
uma camada sobre um semi-espago uniforme. (b) Semi-espaco uniforme com as mesmas
propriedades do semi-espago subjacente no modelo de solo mostrado em (a). (¢) Semi-
espago visco-eldstico uniforme com as mesmas propriedades da camada superior no
modelo de solo mostrado em (a).
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obtidas para o caso de um modelo de solo constituido unicamente por um semi-
espaco uniforme, com as mesmas propriedades do semi-espago subjacente do
modelo estratificado (Figure 3.4.1-1(b)). Os resultados na Figura 3.4.1-2 indicam
que os valores extremos da resposta para o meio estratificado podem diferir dos
valores extremos correspondentes para o semi-espago uniforme por um fator que
pode ser da ordem de 2.

Os valores extremos das componentes das velocidades para um ponto de
observagio situado no interior da camada (z§ = 2.5m) sfo mostrados na Figura
3.4.1-3, onde sdo comparados com os resultados correspondentes obtidos para o
caso de num semi-espacgo elastico uniforme, com as propriedades do semi-espaco
subjacente do modelo estratificado (Figura 3.4.1-1(b)) ou com as propriedades da
camada (Figura 3.4.1-1(¢)). Pode-se concluir, a partir da anlise da Figura 3.4.1-3,
que os efeitos associados a estratificagio sdo bastante significativos para estacoes
de observacio localizadas dentro da camada. Neste caso, verifica-se que diferencas
por fatores da ordem de 10 podem ser obtidas para algumas velocidades da. carga.
Os efeitos da quantidade de amortecimento do material, considerada no interior da
camada, nos valores extremos das velocidades do movimento do solo sio ilustrados
na Figura 3.4.1-4. Dois modelos séo considerados: o primeiro modelo corresponde
ao mostrado na Figura 3.4.1-1(a), o segundo modelo & idéntico ao primeiro, com
excecao dos valores dos coeficientes de amortecimento na camada, para os quais
sdo atribuidos os seguintes valores {41 = £31 = 0.05. O ponto de observagéio estd
localizado no interior da camada a uma profundidade de 2.5m . Os resultados
na Figura 3.4.1-4 indicam que os efeitos do amortecimento do material sfo mais
significativos na vizinhanca das velocidades das ondas de Rayleigh para a camada

(considerada como um semi-espago) € para o semi-espago.
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Figura 3.4.1-2. Efeito da velocidade da carga nos valores exiremos das respostas
das componentes adimensionais das velocidades 4}, e u},, para uma faixa de carga
com duragio T = 0.2 segundos, que se move na superficie de um meio estratificado
constituido por uma camada sobre o semi-espago (Fig. 3.4.1-1a) e na superficie de
um semi-espago uniforme (Fig. 3.4.1-1b). Os valores extremos das velocidades sio
representados graficamente em escala logaritmica versus o nimero Mach My = G/
(# = 1000m/s), para um ponto de observagio localizado no semi-espaco subjacente
£" = (0,10m). Os resultados para o meio estratificado sio mostrados com linhas
continuas. Os resultados correspondentes para um semi-espago uniforme com as
propriedades do semi-cspago subjacente do meio estratificado (Fig. 3.4.1-1b) séo
representados por linhas tracejadas.
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Figura 3.4.1-3. Efeito da velocidade da carga nos valores extremos das respostas
das componentes adimensionais das velocidades 4}, e %3,, para uma faixa de carga
com duragdo T = 0.2 segundos, que se move na superficie de um meio estrafificado
constituido por uma camada sobre o semi-espago (Fig. 3.4.1-la) e nas superficies
dos semi-espagos uniformes mostrados nas Figuras 3.4.1-1b e 3.4.1-1e. Os valores
extremos das velocidades sfo representados graficamente em escala logaritmica com
linhas continuas versus o nimero Mach My = C/B (8 = 1000m/s), para um ponto
de observagao localizado no interior da camada £7 = (0,2.5m) (Fig. 3.4.1-1a). Os
resultados correspondentes para os semi-espagos uniformes com as propriedades do
semi-espago subjacente do meio estratificado (Fig. 3.4.1-1b) ou da camada (Fig. 3.4.1-
1c) sdo mostrados, respectivamente, com linhas tracejadas e pontilhadas.



129

101

CTTTTT

papsie

100 /N TETTETTNS

Velocidade da Carga ( MB)

Figura 3.4.1-4. Efeito do amortecimento do material dentro da camada, nos valores
extremos das respostas das componentes adimensionais das velocidades %], and 73,
em um ponto de observa¢io localizado no interior da camada &" = (0,2.5m), para
uma faixa de carga com duragio T = 0.2 segundos, que se move na superficie de dois
modelos de solos, constituidos por uma camada scbreposta a um semi-espago. Os
valores extremos das velocidades sfio representados graficamente em escala logaritmica
com linhas continuas versus o niimero Mach Mz = C/f3 (8 = 1000m/s). As linhas
continuas representam os resultados para o modelo de solo mostrado na Figura 3.4.1-
1(a) com €1 = €51 = 0.01. As linhas tracejadas correspondem a um modelo de solo
idéntico ao anterior, exceto que £51 = €1 = 0.05.



130

3.4.2. Efeito da Velocidade da Carga na Forma dos Pulsos das Respostas

Os efeitos da velocidade da carga na forma dos pulsos das componentes das
velocidades sdo estudados para um semi-espago estratificado, constituido por uma
camada horizontal sobre o semi-espago visco-eléstico, igual ao considerado na se¢éo
anterior e mostrado na Figura3.4.1-1(a). S#o consideradas varias velocidades de
cargas, expressas em termos de nimeros Mach, relativos & velocidade da onda
de cisalhamento Mg = C/ B_(com relagBo ao semi-espaco subjacente), para uma
faixa de carga com duragéo T' = 0.2 segundos, que se move sobre a superficie livre
z2 = 0 do meio estratificado. Os resultados sfo obtidos em pontos de observacao
localizados no interior do semi-espaco, (z7,z5)=(0, 10 m), e no centro da camada,
(7, 25)=(0,2.5m).

As componentes normalizadas das velocidades, determinadas em 2 = 10m,
para as velocidades da carga correspondentes a Mz = 0.40, 0.80, 0.932, 1.0, 1.4
e 2.0, sio mostradas com linhas continuas, nas Figuras 3.4.2-1 a 3.4.2-5.
Nestas figuras sfio também apresentados, com linhas pontilhadas, os resultados
correspondentes ao caso de um semi-espago visco-eldstico uniforme com as
propriedades do semi-espago subjacente do meio estratificado, mostrado na Figura
3.4.1-1(b). Pode-se notar, que os resultados para o meio estratificado apresentam
oscilagdes que ndo aparecem para o caso de um semi-espaco uniforme. Pode ser
ainda observado que a forma dos pulsos depende fortemente da velocidade da
carga.

Os resultados obtidos para o ponto de observacio situado no interior da
camada (23 = 2.5m), para velocidades da carga correspondentes a My =
0.372, 0.40, 0.80, 0.932, 1.0 e 2.0, séio apresentados nas Figuras 3.4.2-6 a 3.4.2-10.
Estes resultados indicam que os componentes de alta freqiiéncia do movimento séo

mais expressivos na camada do que no semi-espago.
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Figure 3.4.2-1. Efeito da velocidade da carga na forma do pulso de resposta da
componente normalizada da velocidade 4}, em um ponto de observagio localizado no
semi-espago subjacente £™ = (0,10 m), para uma faixa de carga com duracio 7' = 0.2
segundos, que se move com velocidade constante (Mp = C/B, 8 = 1000m/s) na
superficie de um meio estratificado constituido por uma camada sobre o semi-espaco.
As linhas continuas representam os resultados para o modelo de solo mostrado na
Figura 3.4.1-1a. Os resultados correspondentes para um semi-espago uniforme com as
mesmas propriedades do semi-espago subjacente do meio estratificado (Fig. 3.4.1-1b)
sao mostrados com linhas tracejadas.
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Figura 3.4.2-2, Efeito da velocidade da carga na forma do pulso de resposta da
componente normalizada da velocidade 475, em um ponto de observagio localizado no
semi-espago subjacente £ = (0, 10 m), para uma faixa de carga com duragio 7' = 0.2
segundos, que se move com velocidade constante (Mp = C/B, § = 1000m/s) na
superficie de um meio estratificado constituido por uma camada sobre o semi-espago.
As linhas confinuas representam os resultados para o modelo de solo mostrado na
Figura 3.4.1-1a. Os resultados correspondentes para um semi-espago uniforme com as
mesmas propriedades do semi-espago subjacente do meio estratificado (Fig. 3.4.1-1b)
880 mostrados com linhas tracejadas.
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Figura 3.4.2-3. Efeito da velocidade da carga na forma do pulso de resposta da
componente normalizada da velocidade #3,, em um ponto de observagio localizado no
semi-espago subjacente " = (0, 10 m), para uma faixa de carga com duragio 7° = 0.2
segundos, que se move com velocidade constante (Mg = C/f, § = 1000m/s) na
superficie de um meio estratificado constituido por uma camada sobre o semi-espago.
As linhas continuas representam os resultados para o modelo de solo mostrado na
Figura 3.4.1-1a. Os resultados correspondentes para um semi-espago uniforme com as
mesmas propriedades do semi-espago subjacente do meio estratificado (Fig. 3.4.1-1b)
s&@o mostrados com linhas tracejadas.
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Figura 3.4.2-4. Efeito da velocidade da carga na forma do pulso de resposta da
componente normalizada da velocidade #3,, em um ponto de observagio localizado no
semi-espago subjacente £7 = (0,10 m), para uma faixa de carga com duragio 7' = 0.2
segundos, que se move com velocidade constante (Mp = C/8, B = 1000m/ §) na
superficie de um meio estratificado constituido por uma camada sobre o semi-espaco.
As linhas continuas representam os resultados para o modelo de solo mosirado na
Figura 3.4.1-1a. Os resultados correspondentes para um semi-espaco uniforme com as
mesmas propriedades do semi-espago subjacente do meio estratificado (Fig. 3.4.1-1b)
sho mostrados com linhas tracejadas.



135

1.5F ] -
MB 2.00
1.0F

51
T
*_5 L ] ! | H
0 4 8
sl M Mg=1.40
1ol
5t

tempo (s) tempo (s)

Figura 3.4.2-5. Efeito da velocidade da carga na forma do pulso de resposta da
componente normalizada da velocidade @35, em um ponto de observacio localizado no
semi-espago subjacente 7 = (0, 10m), para uma faixa de carga com duragio T = 0.2
segundos, que se move com velocidade constante (My = C/8, 8 = 1000 m/s) na
superficie de um meio estratificado constituido por uma eamada sobre o semi-espago.
As linhas continuas representam os resultados para o modelo de solo mostrado na
Figura 3.4.1-1a. Os resultados correspondentes para um semi-espaco uniforme com as
mesmas propriedades do semi-espago subjacente do meio estratificado (Fig. 3.4.1-1b)
sdo mostrados com linhas tracejadas.
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Figura 3.4.2-6. Efeito da velocidade da carga na forma do pulso de resposta da
componente normalizada da velocidade 4}, em um ponto de observagao localizado no
interior da camada #" = (0,2.5m), para uma faixa de carga com duracio T = 0.2
segundos, que se move com velocidade consiante (Mg = C/B8, 3 = 1000 m/s) na
superficie de um meto estratificado, constituido por uma camada sobre o semi-espago,
mostrado na Figura 3.4.1-1a.
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Figura 3.4.2-7. FEfeito da velocidade da carga na forma do pulso de resposta da
componente normalizada da velocidade #},, em um ponto de observagio localizado no
interior da camada 7 = (0,2.5m), para uma faixa de carga com duragio T = 0.2
segundos, que se move com velocidade constante (Mz = C/B, f = 1000m/s) na
superlicie de um meio estratificado, constituido por uma camada sobre o semi-espaco,
mostrado na Figura 3.4.1-1a.
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Figura 3.4.2-8. [Efeito da velocidade da carga na forma do pulsc de resposta da
componente normalizada da velocidade 43,, em um ponto de observagao localizado no
interior da camada ™ = (0,2.5m), para uma faixa de carga com duragio T = 0.2
segundos, que se move com velocidade constante (Mg = C/3, # = 1000m/s) na
superficie de um meio estratificado, constituido por uma camada sobre o semi-espago,
mostrado na Tfigura 3.4.1-1a.
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Figura 3.4.2-9, Efeito da velocidade da carga na forma do pulso de resposta da
componente normalizada da velocidade %3, em um ponto de observagio localizado no
interior da camada £7 = (0,2.5m), para uma faixa de carga com duragio T' = 0.2
segundos, que se move com velocidade constante (Mg = C/B, 8 = 1000m/s) na
superficie de um meio estratificado, constituido por uma camada sobre o semi-espago,
mostrado na Figura 3.4.1-1a.



140

FMB=O'80 2ol M;=2.00
1ol e
ol J—
1ol

PR o 4 s

tempo () tempo (s)

Figure 3.4.2-10. Efeito da velocidade da carga na forma do pulso de resposta da
componente normalizada da velocidade 455, em um ponto de observagao localizado no
interior da camada 7 = (0,2.5m), para uma faixa de carga com duragao 7' = 0.2
segundos, que se move com velocidade constante (Mp = C/B, § = 1000m/s) na
superficie de um meio estratificado, constituido por uma camada sobre o semi-espaco,
mostrado na Figura 3.4.1-1a.
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3.4.3. Relagoes de Reciprocidade

As relagées de reciprocidade, que surgem ao se alternarem as posi¢oes da carga e do
ponto de observagio, sdo testadas para o modelo constituido por uma camada sobre
o semi-espago, que fol considerado nas duas segbes anteriores. Duas configuragoes
da posi¢ao da carga e do ponto de observagio foram consideradas. Na configuracio
(A), a faixa de carga com duragiio T' = 0.2 segundos se move na superficie livre do
meio estratificado 2§ = 0 e o ponto de observagio esta localizado no interior do
semi-espago subjacente em (z7, z5)=(0,10m). Na configuracio (B), o ponto de de
observacao se encontra na superficie em (27, 25)=(0,0m), enquanto que a faixa
de carga se move a uma profundidade z§ = 10m. S8o consideradas as seguintes
velocidades da carga: C = 800, 930 e 2200 /s. As componentes normalizadas das
velocidades, que foram calculadas para ambas as configuragdes, sdo mostradas nas
Figuras 3.4.3-1 a 3.4.3-6. Pode-se notar que as mesmas relagdes de reciprocidade
que foram encontradas na Secdo 3.3.5, para o caso de um semi-espago visco-elastico

uniforme, sdo também verificadas.
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Figura 3.4.3-1. Resposta das componentes normalizadas das velocidades wf; em um
ponto de observagio localizado no interior do semi-espago subjacente Z" = (0,10 m),
para uma faixa de carga com duragio T" = 0.2 segundos, que se move com velocidade
constante C' = 800 m/s na superficie de um meio estratificado constituido por uma
camada sobre o semi-espago. O indice § em }; denota a direco da aplicagio da faixa
de carga distribuida.
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Figura 3.4,3-2. Resposta das componentes normalizadas das velocidades ny; em um
ponto de observagao localizado na superficie £ = (0,0 m) de um meio estratificado,
constituido por uma camada sobre o semi-espago, para uma faixa de carga com duragéo
T = 0.2 segundos, que se move com velocidade constante ¢ = 800m/s a uma
profundidade #* = (0,10m) no semi-espago subjacente. O indice j em u}; denota
a dire¢do da aplicacio da faixa de carga distribuida.
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Figura 3.4.3-3. Resposta das componentes normalizadas das velocidades %f; em um
ponto de observagio localizado no interior do semi-espago subjacente F™ = 6{}, 10m),
para uma faixa de carga com duracao I" = 0.2 segundos, que se move com velocidade
constante ' = 930 m/s na superficie de um meio estratificado constituido por uma
camada sobre o semi-espago. O indice j em u}; denota a diregio da aplicagio da faixa
de carga distribuida.
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Figura 3.4.3-4. Resposta das componentes normalizadas das velocidades #}; em um
ponto de observagio localizado na superficie £7 = (0,0m) de um meio estratificado,
constituido por uma camada sobre o semi-espago, para uma faixa de carga com duragio
T = 0.2 segundos, que se move com velocidade constante ¢ = 930m/s a uma
profundidade &* = (0,10 m) no semi-espago subjacente. O indice j em %}
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a diregao da aplicagiio da faixa de carga distribuida.
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Figura 3.4.3-5. Resposta das componentes normalizadas das velocidades 4}; em um
ponto de observagio localizado no interior do semi-espago subjacente 7 = (JO, 10m),
para uma faixa de carga com duragao T' = 0.2 segundos, que se move com velocidade
constante C' = 2200 m/s na superficie de um meio estratificado constituido por uma
camada sobre o semi-espago. O indice § em tf; denota a diregdo da aplicagio da faixa
de carga distribuida.
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Figura 3.4.3-6. Resposta das componentes normalizadas das velocidades #f; em um
ponto de observagio localizado na superficie £ = (0,0m) de um meio estratificado,
constituido por uma camada scbre o semi-espago, para uma faixa de carga com duragio
T = 0.2 segundos, que se move com velocidade constante € = 2200m/s a uma
profundidade #* = (0, 10m) no semi-espago subjacente. O indice j em % denota
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a dire¢ao da aplicagio da faixa de carga distribuida.
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3.5. Resposta de um Semi-espaco Estratificado com Miiltiplas Camadas

sob a Agao de Cargas Modveis

Como um exemplo da capacidade do método proposto para calcular a resposta de
um meio estratificado, constituido por um semi-espago visco-eldstico sobreposto
por multiplas camadas horizontais homogéneas visco-elasticas, sob a acao de
cargas maoveis, € considerado o caso correspondente ao modelo apresentado na
Figura 3.5-1. O meio estratificado consiste de cinco camadas de 1.0m de
espessura sobrepostas a um semi-espago visco-eldstico. As velocidades das ondas
de cisalhamento para os seis meios sdo, respectivamente, 200, 475, 675, 825, 925 e
1000 m/s. As velocidades das ondas P sio o dobro das velocidades das ondas
S. A densidade de massa para todos os meios € definida como sendo igual a
p = 2000kg/m® e os coeficientes de amortecimento em todas as camadas séo
considerados iguais a {, = £g = 0.01. A faixa de carga com duragdo T = 0.2
segundos, se move na superficie livre 2, = 0 do meio estratificado, com velocidade
C = 800m/s. O ponto de observagio estd localizado na terceira camada em
(271,25)=(0,2.5m).

As componentes adimensionais das velocidades u3,, %3, e %3, sfo mostradas
na coluna esquerda da Figura 3.5-2, enquanto que as componentes das velocidades
iy, € ], sdo mostradas na coluna esquerda da Figura 3.5-3. Para efeito de
comparacdo, na coluna direita das Figuras 3.5-2 e 3.5-3, séio apresentadas as
componentes normalizadas das velocidades correspondentes, determinadas para
um modelo equivalente, constituido por uma tinica camada sobre o semi-espaco.
Esta camada equivalente de 5m de espessura é caracterizada por f = 460m/s e
@ =920m/s. A resposta calculada para o caso do meio estratificado composto de
multiplas camadas, exibe freqiiéncias mais altas do que a resposta obtida para o
modelo equivalente composto de uma camada. Em ambos os casos, as respostas

calculadas foram obtidas usando-se 2048 freqiiéncias ¢ uma freqiiéncia de corte
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Figura 3.5-1. Modelos de semi-espagos visco-eldsticos estratificados. (a) Cinco
camadas de 1 metro de espessura sobrepostas ao semi-espago. (b) Modelo equivalente
composto de uma camada sobre o semi-espago. A densidade de massa p = 2000 kg /m?
e os coeficientes de amortecimento £, = £z = 0.01 sfio considerados iguais em todas as
camadas.
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de 200 Hertz, e foram normalizadas usando-se as propriedades do semi-espago
subjacente.

Como um exemplo adicional, as relagdes de reciprocidade, que resultam da
troca de profundidades entre o ponto de observagio ¢ a carga, sio testadas
para o caso do semi-espaco estratificado com multiplas camadas, cujo modelo
é apresentado pela Figura 3.5.1a. Duas configuragdes da posicio da carga e do
ponto de observaciio foram consideradas. Na configuracio (A), a faixa de carga
de duragio T' = 0.2 segundos se move com velocidade constante C' = 600m/s
sobre a superficie 5 = 0m e o ponto de observagio se localiza no interior do semi-
espago em (z7,25)=(0,10m); na configuracio (B), as localizagoes sio alternadas,
de modo que z§ = 10m e (2],z5)=(0,0m). As componentes normalizadas das
velocidades calculadas para ambas as configuragdes sdo apresentadas nas Figures
3.5-4 ¢ 3.5-5. Foram também obtidas as mesmas relagoes de reciprocidade que jé
foram identificadas, para o caso de sistema constituido por uma camada sobre
o semi-espago visco-elastico. Esta verificagdo serve como um teste adicional
da metodologia, dos procedimentos numéricos e dos programas associados de
computador, que foram desenvolvidos para calcular a resposta de um semi-espago

visco-elastico estratificado sob a agio de cargas méveis.
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Figura 3.5-2. Resposta das componentes normalizadas das velocidades u; em um
ponto de observagido ¥ = (0,2.5m), para uma faixa de carga de duragao 7' = 0.2
segundos, que se move com velocidade constante ¢ = 800m/sec na superficie dos
modelos de semi-espagos estratificados, apresentados nas Figuras 3.5-1(a),(b). As
respostas das componente das velocidade uy; para o modelo composto de cinco camadas
sobrepostas ao semi-espago s&o mostradas na coluna esquerda da figura, enquanto
que na coluna direita s3o apresentados o resultados correspondentes para o modelo
eqilivalente com uma camada sobre o semi-espago. O indice j em %; denota a diregao
da aplicagio da faixa de carga distribuida.
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Figure 3.5-3. Resposta das componentes normalizadas das velocidades uj; em um
ponto de observagio " = (0,2.5m), para uma faixa de carga de duragao T = 0.2
segundos, que se move com velocidade constante ¢' = 800m/sec na superficie dos
modelos de semi-espagos estratificados, apresentados nas Figuras 3.5-1(a),(b). As
respostas das componente das velocidade 4}; para o modelo composto de cinco camadas
sobrepostas ao semi-espago sdo mostradas na coluna esquerda da figura, enquanto
que na coluna direita sfo apresentados o resultados correspondentes para o modelo
eqiiivalente com uma camada sobre o semi-espago. O indice j em u}; denota a diregdio
da aplicagio da faixa de carga distribuida.
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Figura 3.5-4. Resposta das componenies normalizadas das velocidades uj; em um
ponto de observagio localizado no interior do semi-espago subjacente £7 = (0, 10 m)},
para uma faixa de carga com duragao T' = 0.2 segundos, que se move com velocidade
constante €' = 600m/s na superficie do semi-espago estratificado com cinco camadas,
mostrado na Figura 3.5-1(a). O indice j em #j; denota a direciio da aplicagdo da faixa
de carga distribuida.
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Figura 3.5-5. Resposta das componentes normalizadas das velocidades uj; em um
ponto de observagio localizado na superficie £7 = (0,0m) do meio estratificado com
cinco camadas, mostrado na Figura 3.5-1(a), para uma faixa de carga com duragao

= 0.2 segundos, que se move com velocidade constante C = 600m/s a uma

profundidade #* = (0,10m) no semi-espago subjacente. O Indice j em 1]

a dire¢ao da aplicagao da faixa de carga distribuida.
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f denota



155

CAPITULO 4

ANALISE DINAMICA TRIDIMENSIONAL
DE UM SEMI-ESPACO VISCO-ELASTICO ESTRATIFICADO
SOB A ACAO DE CARGAS MOVEIS

As respostas dindmicas de semi-espagos visco-eldsticos uniformes e estratificados,
produzidas por uma carga concentrada que se move horizontalmente, com
velocidade constante, na superficie ou no interior dos semi-espagos, sao estudas
neste capitulo. A formulacfo geral, apresentada no Capitulo 2 é adequada na Secéo
4.1 para o caso no qual a solicitagho corresponde a uma carga concentrada movel.
A formulagio decorrente e os programas de computador associados sao testados
na Secao 4.2, por meio de comparages com solugbes, analiticas e numeéricas,
disponiveis para casos limites simples. As caracteristicas principais da resposta
dindmica de um semi-espago visco-elastico uniforme sfo investigadas, discutidas
e ilustradas na Secio 4.3, Finalmente, na Secio 4.4 sfo apresentados alguns
resultados tipicos da resposta de um sistema estratificado, constituido por varias

camadas sobrepostas a um semi-espago.

4.1. Formulagao Geral

No Capitulo 2, foi apresentada uma representacgio integral da solucdo geral, para
a resposta dinfmica tridimensional de um semi-espago visco-eldstico estratificado
sob a acho de forcas de corpo arbitrarias. Tais resultados serfio especializados e
desenvolvidos, neste capitulo, para o calculo da resposta de um semi-espago visco-

elastico estratificado, produzida por uma carga concentrada que se move, sobre a
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Figura 4.1-1 Sistema coordenado ¢ notagdes. A carga concentrada estd localizada a
uma profundidade z = z,, no interior da camada j = I, e se move na diregdo positiva
do eixo X com uma velocidade constante C.
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superficie livre ou no seu interior, com velocidade constante segundo uma dada
direcéio horizontal. A geometria do problema, as notagdes e o sistema Cartesiano
de coordenadas adotados, sio apresentados na Figura 4.1-1. E considerado o
problema tridimensional no qual a excitagdo corresponde a uma, carga concentrada,
localizada a uma profundidade z = z,, no interior da camada j = I. E suposto
que a carga atua no plano j = 0 e se move na diregio positiva do eixo X com
velocidade constante . As componentes da carga P, P, e P, sfo aplicadas,
respectivamente, na dire¢do positiva dos eixos X, YV, e Z.

As forgas de corpo eqgiiivalentes por unidade de volume, na camada I,

associadas a este estado de carregamento, podem ser escritas como:

Xt =P, 8(z — Ct)8(y) 6(z — z4) (4-1a)
Yi=P,8(x — Ct)§(y)6(z — z4) (4-1b)
Zt=p, 6(z — Ct)6(y) 6(z — z5) . (4-1c)

Aplicando-se a transformada tripla de Fourier, expressa pela equagio (2-14), e, em
seguida, substituindo-se as for¢as de corpo, no dominio transformado, nas equacdes

(2-37a,b,c), obtém-se:

Fl = —omi (ks Py + k2 Py) 6(k1C —w)b(z —2,) [ k (4-2a)
F} =27P, (k1 C —w)8(z — z,) (4-2b)
Ff = —2xi (kyPy — k1 P,)) 6(k1C —w)é(z — 2) | k. (4-2¢)

A solugio geral no dominio transformado, para um semi-espaco visco-eldstico
estratificado, é apresentada na Secdo 2.3. Substituindo-se as equagdes (4-2a,b,c)
nas expressoes (2-45a) a (2-45f) e, em seguida, modificando-se os termos associados

com as ondas polarizadas no plano vertical (S!(z),n = 1,...,4), através das
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transformacoes dadas pelas equagbes (2-68b) e (2-69b), obtém-se as seguintes

expressOes para os termos de carga na camada que contém a fonte (211 < z < z;):

S{(z) - —%ﬂt 6 (k1C —w) H(z — 2,) et (2 —#1-1)

L4y P
{ﬂ (k1 Py +kaPy) + y—szJr

1
v+ k

' k
[% ( kP, + kgPy ) + _I;; PZ] E (21_1 — 23) } (4—3&)
]

Sé(Z) = _f;‘; 5(k10—w) H(Z — za) eyl(zs"“zl—l)

1y (kg — 1) ﬂ B
{ vik (kiFotbaFy) = v T

1 myBiy [ k
(VE+k+ w? Js(kIPerk?Py)J’y_;Pz

E(z1 — z) } (4-3b)
SH(=) = = (k0 —w) H (2, = 2) €120

i i,
{Wk(klpz—l_kzpy) v Fs

1 [vﬁi P, — %(kle—[—kQPy )] E(zs—zz)} (4-3c)

S‘i(z) = _;:TE 5(k10—w) H(zs — z) 6y1(zf_za)

iy (sr — 1) B
{ V[k (kIPx+k2Py)+y;Pz+

1 rivp BEN Tk i
(V;+k+ w? nyz_k(kIP”_[_kzPy)

E(zs — 1) } (4-3d)
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Si(5) =~ kz §(kiC —w) H(z —2,) [loPy = by P,] e¥it==51-1)  (4:3¢)

Si(z) = — — k2 §(k1C ~w) H(zy—2) [kyPy — by Py] ¥ 17%)  (4.3f)

onde H(z) denota a funcéio degrau de Heaviside e E(z), #; e 9; sdo definidos,
respectivamente, pelas equacdes (2-80), (3-4b) e (3-4c). Os termos de carga
modificados, espressos pelas equagtes {4-3a) a (4-3f), correspondem aos termos
de carga que devem ser aplicados nas equagtes (2-86a,b).

Uma vez determinadas as fungdes Ug e 2;";9, pelo procedimento descrito na
Segio 2.3, o campo de deslocamentos e o campo de tensdes correspondente, no
dominio transformado, em um ponto de observacio situado na camada j-ésima a
uma profundidade definida pela coordenada z = z,, podem ser obtidos usando-se
as equacdes (2-35a,b,c) e (2-38a) a (2-38f).

Pode-se observar que todas as componentes dos vetores {S%(z)} e {SL(2)}
expressas pelas equacOes (4-3a) a (4-3f) e, consequentemente, o campo de
deslocamentos e o de tensSes no dominio transformado do tempo e do espaco
(%:,Gi55 4,5 = 1,...,3), tém como fator comum a fungiio delta de Dirac §(k; C—w).
Esta peculiaridade implica que as integrais sobre o dominio do mimero de
onda ky, que aparece na transformada inversa de Fourier (2-16), podem ser
determinadas analiticamente usando-se as propriedades da funcéo delta de Dirac.
Por conseguinte, a resposta completa no domfnio da freqiiéncia, para uma carga.
concentrada mével, pode se escrita em termos de integrais sobre o niimero de onda
horizontal k;. As integrais sobre o niimero de onda sfio calculadas numericamente,
no dominio do mimero de onda horizontal ks, através da utilizacio do algoritmo
adaptativo da quadratura de Filon, apresentado na Segao 2.4. Como é comentado

nessa segao, este procedimento de integracio numérica pode ser simplificado
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tomando-se partido da simetria ou da antisimetria do integrando com relagio a
variavel de integracfio. Para o caso em estudo, identificou-se que as componentes
'ﬁzg ﬁ’za ﬁyy ﬁza ﬁ-’za éa::c:c: &yyx: az'zza:: g':n:za:: gyzy: Emyy: E'u:xza g'yyza g'zzz € 5':::zz 880
simétricas em relagio ao niimero de onda kg, enquanto que as componentes v,
Uy, Wy, Vzy Tyspy 3'$yz, 5'2,,3,, 5'yyy, ézzy, E:ruy, c:ryzz e frwz sio antisimétricas.
O ultimo indice z, y ou z, nestes termos, denota a direcio de aplicacio da
for¢a. Finalmente, a resposta no dominio do tempo é obtida através da sintese de
Fourier das componentes no dominic da freqiiéncia , por meio de um algoritmo
de Transformadas Discretas Rapidas de Fourier. Os célculos numéricos para os
resultados no dominio do tempo, obtidos com base no método proposto e que
séo apresentados neste capitulo, foram realizados em um supercomputador Cray

X-MP /48 do Centro de Supercomputagio de San Diego, EUA.
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4.2. Validagao por Comparagio com Resultados Analiticos e Numéricos

A complexidade do procedimento geral apresentado neste trabalho, para o cdlculo
da resposta dinamica de um semi-espago visco-eldstico estratificado tridimensional
sob a agdo de uma carga concentrada mével, implica na necessidade de se ter
resultados numéricos gerais significativos, validados por meio de comparacdes
com resultados correspondentes, publicados por outros autores. Infelizmente,
na literatura técnica nfo existemn solugdes analiticas ou resultados numéricos
apresentados para o caso geral em estudo. S&o disponiveis somente solucgdes
associadas ao caso particular de um semi-espaco perfeitamente eldstico uniforme
sob a agdo de uma carga concentrada, que se move sobre a superficie livre. Este
problema corresponde a uma generalizagio dinfimica do problema classico de
Boussinesq.

A solugho para o movimento estaciondrio de uma carga concentrada, no
interior de um meio eldstico infinito, foi apresentada por Eason, Fulton e
Sneddon (1956). Eason (1965), com a utilizagio de técnicas de transformagio
integral, fol capaz de obter a resposta de um semi-espaco eldstico uniforme sob
a aciio concentrada, que se move sobre a sua superficie com velocidade constante
subsonica, em termos de integrais finitas sobre uma tinica varidvel. O mesmo
problema foi estudado por Lansing (1966), que aplicando um procedimento de
analise de alguma forma semelhante, obteve os campos de deslocamento para
velocidades uniformes da carga nos regimes subsénico, transdnico e supersdnico.
Papadopoulos (1963a,b) ¢ Mandel e Avramesco (1961) também investigaram a
resposta de um semi-espaco eldstico, produzida por uma carga concentrada em
movimento uniforme sobre a superficie livre. A resposta estaciondria de umn sistema
constituido por um sélido semi-infinito sobreposto por um fluido semi-infinito,
produzida por uma carga, que se move com velocidade constante no plano de

interface dos dois semi-espagos, foi apresentada por Kennedy ¢ Herrman (1973a,b).
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Inicialmente, como um primeiro teste, as respostas no interior de um semi-
espaco uniforme, para pontos de observagio e posicées da linha de aplicagao da
carga localizados a uma grande profundidade no seu interior, foram comparadas
com as solugGes analiticas apresentadas por Eason, Fulton e Sneddon (1956), para
o caso de um solido elastico ilimitado. Como um segundo teste, os resultados
obtidos através do caleulo numérico das integrais dadas por Eason (1965), para os
componentes do deslocamento e das tensées, no interior de um semi-espago elstico,
produzidos por uma carga concentrada vertical, que se move sobre a superficie com
velocidade constante subsénica, foram comparados com os resultados numéricos
correspondentes obtidos pelo procedimento proposto neste estudo. Finalmente,
foi realizada também uma série de comparacdes com os resultados apresentados
por Lansing (1966), para cargas concentradas, que se movem na superficie livre
de um semi-espago com velocidade constante nos regimes subsonico, transénico e
supersdnico. Todas estas comparagdes revelaram a existéncia de uma excelente
concordéncia entre os resultados obtidos pela metodologia apresentada e aqueles
correspondentes disponiveis na literatura. Tais comparacgdes, além de validarem
os procedimentos numéricos, para o caso limite de um semi-espaco uniforme, dao

confiabilidade a metodologia proposta para a andlise do caso geral.

Como um teste independente, a resposta dindmica no dominio da
freqiiéncia,para um semi-espago visco-esldstico estratificado, produzida por uma
carga concentrada que se move com uma velocidade supersdnica muito alta,
obtida pela metodologia proposta, foi comparada com as fun¢es bidimensionais
harménicas de Green, para um semi-espago visco-eldstico, calculadas pelo
procedimento mumérico apresentado na Secio 2.4 e no Apéndice C. Estas
comparagcoes se justificam, uma vez que as forgas de corpo equivalentes por unidade
de volume, associadas com uma carga concentrada que se move com velocidade

constante segundo a dire¢io positiva do eixo X, deseritas pelas equagdes(4-1a,b,c),
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podem ser escritas como:

X'=P, 6(z)C —1)6(y) 6(z — z,)/C (4-4a)
Yi=P,6(zx/C —1t)6(y)6(z — 2,)/C (4-4b)
Z' =P, 8(z/C — 1) 6(y) 6(z — 2z,)/C (4-4c)

Quando €' — 0 na equagéo (4-1a,b,c) tem-se o caso estitico, e quando C — oo,
depois de se multiplicar o lado direito da equagdo (4-4a,b,c) por C, se tem as
for¢as de corpo por unidade de volume, associadas com uma linha de carga
concentrada por unidade de comprimento, como descritas pelas equagoes (C-
la,b,c). Usando-se o mesmo modelo de solo (coeficiente de Poisson v = 0.25)
e a mesma configuracio de posi¢io entre a fonte e o ponto de observagao, foi
realizada uma série de comparagdes em diversas freqiiéncias para as velocidades
de carga supersonicas correspondentes a Mg = 10* e My = 105. Como esperado,
as funcdes bidimensionais harmonicas de Green de deslocamentos e de tensdes
divididas por € sio numéricamente iguais 4s componentes do deslocamento e
das tensoes, resultantes do cédlculo da resposta tridimensional para uma carga

concentrada, que se move com velocidade supersénica muito alta C.

4.2.1. Comparagao com a Solugao para um Espago Elastico Infinito

A solugdo para o problema tridimensional associado com o movimento uniforme de
uma carga concentrada no interior de um corpo elastico ilimitado foi apresentada
por Eason, Fulton e Sneddon (1956). Com o objetivo de se comparar os resultados
numeéricos obtidos para um serni-espago uniforme com os resultados analiticos
calculados para um solido eldstico infinito, torna-se necessdrio se considerar
que tanto a carga quanto o ponto de observacéo se localizam a uma grande
profundidade no interior do semi-espaco, a fim de se mitigarem os efeitos da

superficie de contorno na resposta do semi-espaco .
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As componentes das tensdes foram obtidas pelo procedimento numérico
descrito na Segdo 4.1, para o caso de um semi-espago visco-eldstico uniforme
caracterizado pelo coeficiente de Poisson v = (.25, pelas partes reais das
velocidades das ondas S e P, respectivamente, § = 1000m/s e @ = 1732m/s,
pela densidade de massa p = 2000 kg/m?® e pelos coeficientes de amortecimento
do material £, = £z = 0.001. Foram consideradas duas configuractes de posicéio
fonte-observagdo situadas no plano y = 0. Na configuracio (a), a fonte se localiza
a uma profundidade z;, = 50m e o ponto de observagio a uma profundidade
z, = 60m; na configuracio (b), a fonte se encontra a uma profundidade z, = 100 m
e o ponto de observagio a uma profundidade z,, = 110 m. Os resultados numéricos
no dominio do tempo foram calculados através da sintese de Fourier de 512 valores
de cada componente no dominio da freqgiiéncia. A freqiiéncia de corte considerada,
foi de 800 Hertz. Foi suposto que a carga concentrada P atua segundo a dire¢io Z
e se desloca ao longo da diregfio positiva do eixo X com velocidade constante
C = T00m/s. As componentes das tensdes foram transformadas em valores

adimensionais por meio da seguinte normalizagio:

?“2

o1=" 0 (45)
onde r representa a distncia entre a fonte e o ponto de observaco.

A tabela 4.2.1-1 apresenta as comparagoes das componentes adimensionais
das tensoes obtidas numericamente no estudo presente, para as duas configuracdes
de posicdo fonte-observagio, definidas anteriormente, com os resultados
correspondentes calculados através das expressdes da solucio analitica, para um
solido eldstico ilimitado. Os valores mostrados nesta tabela correspondem ao
instante £ = 0, no qual o ponto de aplicagio da carga estd situado exatamente em
cima do ponto de observacio. As diferengas entre os resultados obtidos por meio da

solugéo eldstica ilimitada e os resultados calculados numericamente em um semi-

espago visco-eldstico, para o, 0, e ¢,, na configuracio (a) sfio, respectivamente,
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0.45%, 2.58% and 2.22%, e na configuracio (b) séo, respectivamente, 0.14%, 1.17%
e 0.55%.
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SOLUCf\O PRESENTE ESTUDO
ANALI'TICA (a) (b)
*
(o] 0.07072 0.07104 0.07062
X
F3
(0] 0.03614 0.03523 0.03572
Yy
®
O -0.2518 -0.2574 -0.2532
A

Tabela 4.2.1-1 Comparacio de componentes adimensionais das tensdes, obtidas
numericamente no presente estudo, para duas configuracoes de posigao fonte-observacgio
localizadas a uma grande profundidade no interior de um semi-espaco visco-eldstico
uniforme, com os resultados correspondentes calculados pela solugio analitica, para
um sdlido eldstico ilimitado, apresentada por Eason, Fulton e Sneddon (1956). O
meio é caracterizado pelo coeeficiente de Poisson v = 0.25 e pelos coeficientes de
amortecimento do material £, = £ = 0.001. Na configuragio (a) a fonte se localiza a
uma profundidade z, = 50 m e o ponto de observagio em z, = 60 mn, na configuragio (b)
a fonte atua a uma profundidade 2, = 100 m e ¢ ponto de observagio em z, = 110m. Os
resultados apresentados correspondem ao instante ¢ = 0 quando o ponto de aplicacio
da carga esia situado exatamente em cima do ponto de observacgao.
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4.2.2. Comparagio com os Resultados Apresentados por Eason (1965)

A resposta dindmica de um semi-espago eldstico, isotrépico e homogéneo sob a
agio de uma carga concentrada, que se move com velocidade uniforme em direcio
retilinea na superficie do semi-espago, foi investigada por Eason (1965). Com a
utilizacio de métodos de transformacdes integrais seguida da reducéio das integrais
multiplas obtidas, Eason foi capaz de expressar as componentes do deslocamento
e das tensdes em termos de integrais finitas sobre uma varidvel, para um ponto
qualquer no interior do sélido. A solugfio apresentada por Eason é somente véilida
quando a velocidade da carga é menor do que a velocidade da onda de superficie
de Rayleigh no material. No mesmo trabalho, sfio mostrados graficamente em
funcéo do nimero Mach relativo & onda de cisalhamento Mg = C/f, os resultados
das componentes, diferentes de zero, do deslocamento e das tensdes, para pontos
de observagio localizados diretamente embaixo do ponto de aplicacio da carga,
em um semi-espago caracterizado por v = 0.25. Os resultados apresentados
por Eason sio mostrados nas Figuras 4.2.2-1 e 4.2.2-2 com linhas tracejadas.

A componente vertical do deslocamento w* e as componentes das tensdes o,

*

Oyy>

o, (representadas genericamente por o) foram transformados em valores

adimensionais por meio das seguintes normalizacdes:

v 2Wpz,
2
O'* ey sz:r' a (4:-7)

onde 2, ¢ a profundidade do ponto de observacio.

Para efeito de comparagio, os procedimentos numéricos apresentados na Secéio
4.1 foram usados para o calculo da resposta no interior de um semi-espaco visco-
elastico uniforme sob a acfio de uma carga concentrada, que se move sobre a sua

superficie com velocidade subsénica ao longo da direcfio positiva do eixo X. O
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semi-espaco visco-eldstico uniforme foi caracterizado por v = 0.25, § = 1000 m/s,
a = 1732m/s, p = 2000 kg/m® e £, = €5 = 0.001. Os resultados foram obtidos
para um ponto de observagio localizado no eixo Z a uma profundidade z, = 10m.
Os resultados no dominio do tempo foram calculados através da sintese de Fourier
de 512 valores de cada componente no dominio da freqiiéncia. A freqiiéneia de

corte considerada foi de 800 Hertz.

Os resultados, quando o ponto de observacao est4 situado exatamente embaixo
da carga, sio mostrados nas Figuras 4.2.2-1 e 4.2.2-2 com circulos pequenos,
como uma fun¢fo do nimero Mach Mpz. Os resultados apresentados nestas
figuras indicam que os resultados para a componente vertical do deslocamento
obtidos pelo procedimento proposto (circulos pequenos) concordam com os obtidos
por Fason (linhas tracejadas). Entretanto, as diferencas entre as componentes
das tenses obtidas pelo método apresentado e as apresentadas graficamente
por Eason (1965) crescem & medida que a velocidade da carga aumenta. Com
o objetivo de se entender tais diferengas, foram efetuadas vérias verificacSes
tanto na metodologia proposta quanto nos programas de computador associados
desenvolvidos. Como nada foi encontrado, no processo de verificaciio, que pudesse
justificar as discrepincias existentes, decidiu-se entdo que as componentes do
deslocamento e das tenses apresentados por Eason (1965) seriam recalculados

a partir da integracfio numérica das integrais finitas obtidas por este autor.

No trabalho de Eason (1965), a resposta no interior de um semi-espaco eldstico
uniforme, produzida por uma carga concentrada vertical que se move sobre sua
superficie livre com velocidade constante, é expressa pelas equagbes (3-30) e (3-
33) a (3-40). As componentes do deslocamento e das tensdes sfo apresentados
na forma de integrais finitas sobre uma tinica varidvel, que siio vélidas somente,
quando a velocidade da carga é menor do que a velocidade da onda de Rayleigh

no solido. As expressGes obtidas por Eason (1965) apresentam uma dificuldade
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associada ao fato de que os denominadores dos varios integrandos tornam-se zero
em um ponto do dominio de integragfio. Entretanto, os integrandos tém um limite
finito neste ponto. As equagdes apresentadas por Eason, para as componentes
dos deslocamentos e das tenses em pontos de observaciio situados diretamente
embaixo do ponto de aplicagio da carga, foram manipuladas algebricamente no
sentido de se remover a singularidade e desta forma se evitar os processos-limites
dos integrandos neste ponto. Como resultado, a resposta em pontos de observacio
situados imediatamente abaixo do ponto de aplicagfio da carga, no interior de um
semi-espago elastico uniforme, sob a agio de uma carga concentrada vertical que
se move na sua superficie livre com velocidade subsénica constante C, pode ser

exXpressa coo:

Pt 31 ((2-3%) 3 1., [(bg—2\ Ca
i s U L G Pl D

P, 1 1. \?%
"”:szz,zﬁ/U K{Kl‘i””) ”‘*C’"}

(c+2055) (- ) - 8]} o

(4-9)

P z

71 1 1. \?* 1
“gm ), 3 () () [(1-3) +eo] g+

_ 24 1 1
sin” ¢ [((2—02)4-(&2—)5;34-55%) Zts +

Tyy

((4 —3v?) + (3v* — 4)2%”5 — fj—%)é] } d¢
(4-10)
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16 &)
(4-11)
onde
C C
Mo=Z5 M= (412)
o A+ 2,u) 3
V=== 413
B ( p (413)
3
(o = (1 — M cos? ¢) (4-14)
(s = (1 — M} cos® ¢5) : (4-15)
bg = M3 cos® ¢ (4-16)
3 v? v2
A:(l_vz)+(§U2_1)bﬁ——2~b§+ﬁbf§ : (4-17)

As integrais finitas, que aparecem nas equacdes (4-8) a (4-11), sdo adequadas
para integragdo numérica uma vez que a fungfio A nfio contém zeros no dominio
de integracio, quando a velocidade da carga C' é menor do que a velocidade da
onda de Rayleigh para o solido. As equagbes (4-8) a (4-11) indicam que para os
pontos de observacgio situados imediatamente abaixo do ponto de aplicacio da.
carga, o deslocamento é inversamente proporcional & profundidade do ponto de
observagio, enquanto que as tensées sdo inversamente proporcionais ao quadrado
da da profundidade do ponto de observagao.

Os resultados obtidos pelo cilculo numérico das expressdes analiticas dadas

pelas equagtes (4-8) a (4-11) sfio representados graficamente com linhas continuas
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nas Figuras 4.2.2-1 €4.2.2-2. O deslocamento e as tensdes obtidas pela metodologia,

proposta por este trabalho (circulos pequenos) concordam plenamente com os que

foram recalculados utilizando-se as expressdes (4-8) a (4-11) (linhas continuas).

As diferencas entre estes dois conjuntos de resultados séo sempre inferiores a 1%.

Estes resultados validam o procedimento proposto por este trabalho e indicam que
* %

os resultados numéricos apresentados por Eason (1965) para as tensdes o _, Oyy €

o, estdo incorretos.
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1.0

Velocidade da Carga ( MB)

Figura 4.2.2-1 Variagdo das componentes adimensionais do deslocamento e das
tenses, w* e a5, com Mg = C/ f, para uma carga vertical que se move na superficie de
um semi-espago uniforme (v = 0.25, @ = 1732m/s, § = 1000m/s e p = 2000 kg/m? ).
Os pontos de observagao estio localizados exatamente embaixo do ponto de aplicagio
da carga. As linhas continuas e tracejadas representam, respectivamente, os valores
recalculados com base na solugfo analitica de Kason e os resultados originalmente
apresentados por Eason (1965). Os circulos pequenocs denotam os resultados numéricos
obtidos pelo presente estudo para um semi-espago visco-eldstico uniforme (€4 = €5 =
0.001). As linhas verticais pontilhadas indicam a velocidade das ondas de Rayleigh.

1.0



173
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Velocidade da Carga ( Mg )

Figura 4.2.2-2 Variagéo das componentes adimensionais das tenses, oy, e o;,, com
Mg = C/B, para uma carga vertical que se move na superficie de um semi-espago
uniforme (v = 0.25, @ = 1732m/s, § = 1000m/s e p = 2000kg/m® ). Os pontos
de observacio estdo localizados exatamente embaixo do ponto de aplicagio da carga.
As linhas continuas e tracejadas representam, respectivamente, os valores recalculados
com base na solugao analitica de Eason e os resultados originalmente apresentados
por Eason (1965). Os circulos pequenos denotam os resultados numéricos obtidos pelo
presente estudo para um semi-espago visco-elastico uniforme (£, = €3 = 0.001). As
linhas verticais pontilhadas indicam a velocidade das ondas de Rayleigh.
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4.2.3. Comparagao com os Resultados Apresentados por Lansing (1966)

Os deslocamentos estacionarios em um ponto qualquer do interior de um semi-
espago elastico uniforme, resultantes da agio de uma carga concentrada vertical,
que se move com velocidade constante ao longo de um diregdo retilinea sobre a
superficie livre do semi-espago, foram investigados por Lansing (1966). Aplicando
um procedimento com base no método das transformadas de Fourier, Lansing
determinou as expressGes gerais para os deslocamentos em um ponto qualquer
no interior de um semi-espaco elastico, para todas as velocidades da carga. Em
particular, para um semi-espaco caracterizado pelo coeficiente de Poisson v = .25,
por meio de simplifica¢bes dos resultados gerais, Lansing apresentou expressoes,
em termos de fungdes elementares e de integrais eliticas, para os deslocamentos
na superficie livre e no plano vertical que contém a linha de carga. Para estes
casos particulares, foram também apresentados por Lansing (1966) resultados
numéricos para varias velocidades de carga nos regimes subsdnico, transbnico
e supersonico. Tais resultados numéricos foram apresentados em termos dos
sistemnas de coordenadas polares mostrados na Figura 4.2.3-1. Para os pontos
de observacgio localizados na superficie livre do plano de contorno z = 0, foram
usadas as coordenadas polares r e ¢ apresentadas na Figura 4.2.3-1a. Tal sistema
de coordenadas tem sua origem atrelada ao ponto de aplicagio da carga e se move
simultanecamente com a mesma. O &ngulo ¢ é medido positivo na diregio hordria,
com ¢ = 0 correspondendo a direciio do movimento da carga e r é a distdncia do
ponto de aplicagdo da carga no plano z = 0. A convencéo positiva de sinal adotada
para os componentes dos deslocamentos vertical w, radial u, e tangencial u,, é
indicada na Figura 4.2.3-1a. Para os pontos de observagio situados no plano y = 0,
foram usadas as coordenadas polares s e ¥, localizadas neste plano como mostra
a Figura 4.2.3-1b. Como no caso anterior, a origem deste sistema esta sempre

localizada na posi¢ao instantdnea do ponto de aplicagio da carga, acompanhando
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o movimento. O dngulo % é igual a zero ao longo da direcao positiva do eixo X e
7 /2 na diregio positiva do eixo Z, e s é a distédncia do ponto de aplicagio da carga
no plano vertical y = 0. A convencio positiva de sinal para as componentes dos
deslocamentos radial u, e tangencial uy, ¢ também indicada na Figura 4.2.3-1b.
Para efeito de comparagio, os campos de deslocamentos, na superficie e no
interior de um semi-espago visco-elastico uniforme, correspondentes a uma carga
concentrada vertical foram calculados pelos procedimentos numeéricos apresentados
na Sec¢do 4.1. Foi considerado que a carga se move na superficie livre do semi-
espaco z = 0, na dire¢io positiva do eixo X. O semi-espago uniforme visco-
eldstico considerado é caracterizado por v = 0.25, 8 = 1000m/s, @ = 1732m/s e
p = 2000 kg/m3. Para os casos de comparagio, nos quais as velocidades das cargas
pertenciam ao regime subsdnico, os coeficientes de amortecimento do material
considerados para o meio foram §, = {3 = 0.001, enquanto que para velocidades
das cargas nos regimes transdnico ou supersonico foram considerados dois pares
de coeficientes de amortecimento: £, = 0.001, g = 0.005 e {o = € = 0.01. Com
o objetivo de se comparar os resultados deste estudo com os apresentados por
Lansing (1966), ¢ necesséria a transformagio dos resultados para as coordenadas
polares mostradas na Figura 4.2.3-1. Para os pontos de observagio localizados
na superficie do semi-espaco, as coordenadas polares r e ¢ se relacionam com as
coordenadas Cartesianas pelas equagtes z — Ct = rcosy e ¥ = rseny conforme

mostra a Figura 4.3.2-1a. Entao:
Uy = U(Zp, Yr, 0) cose + v(zy, yr,0) sengp (4-18a)
Uy = (Zr, Yr, 0) cosp —u(z,,y,,0) sengp . (4-18b)

Para este caso, os resultados numeéricos foram obtidos em um ponto de observacio
fixo localizado na superficie em & = (0, 20m, 0) .

Para os pontos de observac¢ao localizados no plano vertical y = 0, as
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Figura 4.2.3-1 Sistemas de coordenadas polares e notagdes para as componentes do
deslocamento. (a) Pontos de observagio localizados na superficie livre; (b) pontos de
observagao localizados no plano vertical y = 0.
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coordenadas polares s e 1 se relacionam com as coordenadas Cartesianas pelas
equacdes x — Ct = scosy e z = sseny, conforme mostra a Figura 4.3.2-1b. As

componentes radial e tangencial do deslocamento séo dadas por:
us = u(z,,0,2.) costp +w(z,,0,2,) sentp (4-18a)
uy = w(z,,0,2,) cosyp —u(z,,0,2) senp . (4-18Db)

Para este caso, os resultados numéricos foram obtidos em um ponto de observagao
fixo localizado no plano vertical y = 0 em &, = (0,0, 20m). Os resultados
numeéricos no dominio do tempo foram calculados através da sintese de Fourier
de 2048 valores de cada componente no dominio da freqiiéncia. A freqiiéncia de
corte considerada foi de 1600 Hertz.

As componentes verticals e tangenciais do deslocamento da superficie,
produzidas por uma carga concentrada vertical, que se move sobre a superficie
de um semi-espaco visco-eldstico uniforme com velocidade constante subsonica,
transonica e supersénica, sfo represntadas graficamente versus ¢ = arccos[(z, —
Ct)/r] nas Figuras 4.2.3-2 a 4.2.3-5. Para efeito de comparagio, nestas figuras
sdo mostrados também os resultados correspondentes apresentados por Lansing
(1966), para um semi-espago elastico uniforme. Como todas as componentes do
deslocamento sdo diretamente proporcionais a P, e inversamente proporcionais &

distancia r e a i (Lansing, 1966), sdo utilizadas as seguintes normalizacdes:

*
=]
5

U = — U 4-20a
(%] Pz P ( )
w* = %: wo. (4-21D)

A velocidade da onda de Rayleigh para um semi-espago eldstico uniforme definido
pelo coeficiente de Poisson v = 0.25 é dada por g = [2(1 — 1/\/§) ,]1/2 £ (Graff,
1975). No dominio subsénico (M, < My < 1) foram consideradas duas velocidades

para carga: Mg = 0.909 ¢ Mz = 0.957, a primeira menor e a segunda maior do que
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a velocidade da onda de Rayleigh para o meio (Mg = 0.919). Na Figura 4.2.3-2,

as componentes verticais e tangenciais do deslocamento da superficie, uy, e w*,
produzidas por uma carga concentrada vertical, que se move sobre a superficie
de um semi-espago visco-elastico uniforme com velocidade constante subsonica
C =909m/s (Mg = 0.909) obtidas pelo presente método (linhas continuas), séo
comparadas com os resultados correspondentes apresentados por Lansing (1966)
(linhas tracejadas) para um semi-espago elastico. Como pode ser observado, existe
uma boa concordancia entre os dois resultados. E importante salientar, que esta
velocidade da carga (Mg = 0.909) é muito préxima da velocidade da onda de
Rayleigh, onde ocorrem mudangas drasticas na forma dos pulsos e os efeitos do
amortecimento sdo particularmente importantes. Resultados semelhantes para
o caso de uma carga com velocidade subsénica C = 957m/s (Mg = 0.957) séo
comparados na Figura 4.2.3-3. Também neste caso, é obtida uma boa concordancia

para as componentes verticais do deslocamento w*, mas, por outro lado, podem ser

observadas diferencas substanciais para as componentes tangenciais u;,. Para esta

®

» ¢ muito pequeno quando comparado ao de w*.

velocidade de carga, o valor de
Também, existe uma descontinuidade angular acentuada em ¢ ~ 106 graus para
os resultados obtidos pelo presente enfoque (linha continua). Tal descontinuidade,
que no caso de solidos perfeitamente eldsticos corresponde a uma singularidade

da funcio delta de Dirac, estd relacionada com a chegada da frente de onda de

Rayleigh. Este efeito nio € incluido nos resultados obtidos por Lansing (1966).

Comparagées semelhantes, para o caso de wma carga com velocidade
transonica ¢ = 1670m/s (Mg = 1.67), sfo apresentadas na Figura 4.2.3-
4. Nesta figura, resultados numeéricos calculados pelo enfoque proposto para
valores do amortecimento £, = 0.001 e {g = 0.005 sdo representados por linhas
continuas, enquanto que para £, = g = 0.01 sio representados por linhas com

o traccjado longo. Os resultados apresentados por Lansing sio mostrados por
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linhas com o tracejado curto. Os trés conjuntos de valores para a componente

vertical do deslocamento w*

sao plenamente congruentes demonstrando uma
concordancia excelente com os resultados de Lansing, bem como que a influéncia
do amortecimento em w* é muito pequena. Conforme mostrado na parte superior
da Figura 4.2.3-4, existe uma boa concordincia de uj, para quase todos os
valores da varidvel angular ¢, com excecdo da vizinhanca de ¢ = 147°, onde
uy, obtido pelo presente estudo apresenta uma forte descontinuidade angular.

Esta descontinuidade, que no caso eldstico corresponde a uma singularidade da

fun¢do delta, estd asssociada aos efeitos da frente de onda de Rayleigh sobre

*
o

a componente do deslocamento u Este pulso néo se encontra incluide nos
resultados correspondentes obtidos por Lansing. A existéncia destas singularidades
da funcfo delta na componente tangencial do deslocamento Uy, para pontos de
observagao localizados na superficie do semi-espago, foi identificada por Kennedy
and Herrmann (1973a,b). Comparacdes similares para uma carga com velocidade
supersonica ¢ = 1840m/s (Mg = 1.84) sio apresentadas na Figura 4.2.3-
5. Os resultados apresentados na Figura 4.2.3-5 indicam que os efeitos do
amortecimento do material sho mais significantes nas proximidades de ¢ = 110°,
onde a resposta estd associada com a frente de onda P. Comparagoes adicionais de
resultados, para a componente radial normalizada do movimento u? = (jr/P,) u, ,
para Mg = 0.909, 0.957, 1.67 e 1.84 confirmam a exatidao da metodologia
proposta. As componentes radiais e tangenciais dos deslocamentos nos pontos
de observagéo localizados embaixo da linha de movimento da carga (plano vertical
y = 0), produzidas por uma carga vertical, que se move sobre a superficie de
um semi-espago visco-eldstico uniforme (v = 0.25, f = 1000m/s, & = 1732m/s,
fa = &p = 0.01 e p = 2000 kg/m?) com velocidade supersénica C = 1840m/s

(Mg = 1.84), sfio mostradas com linhas continuas na Figura 4.2.3-6. Para

efeito de comparacfio, nesta figura so mostrados também, com linhas tracejadas,
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os resultados correspondentes apresentados por Lansing (1966) para um semi-
espago elastico uniforme. As componentes radial e tangencial do deslocamento
sdo transformadas em valores adimensionais através das mesmas normalizacSes

utilizadas por Lansing (1966), ou seja:

Uy = ?us (4-21a)
uwy =5y (4-21b)

Os dois conjuntos de resultados concordam apés a passagem da linha Mach da onda
P (4 = 110°) para a componente tangencial e a passagem da linha de Mach da onda
S (3 = 147°) para a componente radial. Os resultados para o semi-espago visco-
elastico com amortecimento histerético (linhas continuas) apresentam a chegada
de alguns pequenos movimentos ndo causais antes da chegada das linhas Mach das
ondas P’ e S (frente das ondas P e S). Tal efeito é um resultado esperado que est4
associado com a hipdtese adotada de amortecimento do material independente da

freqiiéncia.
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Figura 4.2.3-2 Componentes adimensionais do deslocamento da superficie, w* e Uy,
para uma carga vertical concentrada, que se move na superficie de um semi-espaco
uniforme, com velocidade subsbnica constante C' = 909m/s (Ms = 0.909) menor
do que a velocidade da onda de Rayleigh no meio (Mp = 0.919). Os resultados
apresentados por Lansing (1966) para um semi-espago uniforme perfeitamente eldstico
(coeficiente de Poisson v = 0.25) sio mostrados com linhas tracejadas. Os resultados
correspondentes obtides pelo procedimento numérico proposto para um semi-espago
visco-eldstico uniforme (& = 1732m/s, § = 1000m/s, p = 2000kg/m> e £4 = &5 =
0.001) sdo representados com linhas continmas.
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Figura 4.2.3-3 Componentes adimensionais do deslocamento da superficie, w* e wy,,
para uma carga vertical concentrada, que se move na superficie de um semi-espago
uniforme, com velocidade subsénica constante C' = 957 m/s (Mg = 0.957) maior do que
a velocidade da onda de Rayleigh no meio (Mg = 0.919). Os resultados apresentados
por Lansing (1966) para um semi-espago uniforme perfeitamente eldstico (coeficiente de
Poisson v = 0.25) sdo mostrados com linhas tracejadas. Os resultados correspondentes
obtidos pelo procedimento numérico proposto para um semi-espago visco-eldstico
uniforme (& = 1732m/s, § = 1000m/s, p = 2000kg/m® e &4 = £ = 0.001) séo
representados com linhas continuas.
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Figura 4.2.3-4 Componentes adimensionais do deslocamento da superficie, w*
e u,, para uma carga veriical concentrada, que se move mna superficie de um
semi-espago uniforme com velocidade transénica constante C = 1670m/s (Mp =
1.67). Os resultados apresentados por Lansing (1966) para nm semi-espago uniforme
perfeitamente elastico (coeficiente de Poisson » = 0.25) sao mostrados por linhas com
tracejado curto. Os resultados correspondentes obtidos pelo procedimento numérico
proposto para dois modelos de semi-espago visco-eldstico nniforme: um caracterizado
por & = 1732m/s, B = 1000m/s, p = 2000kg/m® , £, = 0.001 e £ = 0.005, e o
outro com as mesmas propriedade a menos dos coeficientes de amortecimento, que s&o
considerados iguais £, = £ = 0.01, sdo representados, respectivamente, com linhas
continuas e com linhas com tracejado longo.
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Figura 4.2.3-5 Componentes adimensionais do deslocamento da superficie, w* e
Uy, para uma carga verbical concentrada, que se move na superficie de um semi-
espaco uniforme com velocidade supersénica constante €' = 1840m/s (Mp =
1.84). Os resultados apresentados por Lansing (1966) para wmn semi-espago uniforme
perfeitamente eldstico (coeficiente de Poisson v = 0.25) s&o mostrados por linhas com
tracejado curto. Os resultados correspondentes obtidos pelo procedimento numérico
proposto para dois modelos de semi-espago visco-eldstico uniforme: um caracterizado
por & = 1732m/s, B = 1000m/s, p = 2000kg/m> , £, = 0.001 ¢ &5 = 0.005, ¢ o
outro com as mesmas propriedade a menos dos coeficientes de amortecimento que sao
considerados iguais £, = £ = 0.01, sdo representados, respectivamente, com linhas
continuas e com linhas com tracejado longo.
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Figure 4.2.3-6 Componentes adimensionais dos deslocamento, w* e u

s 108 pontos
y = 0}, para uma carga vertical concentrada, que se move na superficie de um

semi-espago uniforme com velocidade supersénica constante C = 1840m/fs (Mg =

de observagio localizados embaixo da linha de movimento da carga (plano vertical
1.84). Os resultados apresentados por Lansing (1966) para um semi-espac¢o uniforme

perfeitamente eldstico (coeficiente de Poisson » = 0.25) sio mosirados com linhas
tracejadas.

Os resultados correspondentes obtidos pelo procedimento numérico
proposto para um semi-espaco visco-eldstico uniforme (& = 1732m/s, 3 = 1000m/s,
p = 2000kg/m® e £y = €5 = 0.01) sdo representados com linhas continuas.
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4.3. Resposta de um Semi-Espago Visco-Eléstico sob a Ag¢ao de Cargas

Moéveis

Na Secao anterior, as respostas na superficie e no interior de um semi-espago visco-
eldstico uniforme, produzidas por uma carga concentrada vertical, que se move com
velocidade nos regimes subsOnico, transoénico e supersbénico, foram apresentadas
para efeito de validagio da metodologia proposta. Nesta segdo, sdo apresentados
alguns resultados novos significativos para ilustrar as caracteristicas principais da
resposta de um semi-espaco sob a ac¢iio de cargas pontuais, que se movem sobre
sua superficie ou no seu interior. A distribuigio sobre a superficie da componente
vertical do deslocamento é descrita na Subsecio 4.3.1. As formas dos pulsos de
resposta das componentes dos deslocamentos, das velocidades e das tensoes para,
cargas moveis na superficie ou no interior de um semi-espaco, sfo apresentadas na
Subse¢go 4.3.2, e as relagtes de reciprocidade, que surgem com a troca de posigdes

entre a fonte e o ponto de observagio, sio investigadas na Subsecio 4.3.3.

4.3.1. Distribuigdo das Componentes Verticais dos Deslocamentos para

os Pontos da Superficie

As caracteristicas principais da resposta dindmica de um semi-espaco visco-
eldstico uniforme sob a acio de cargas concentradas méveis sfo ilustradas nas
Figuras 4.3.1-1 a 4.3.1-4. Nestas figuras, o deslocamento da superficie produzido
por uma carga concentrada vertical, que se move ao longo da dire¢io positiva
do eixo X, sobre a superficie de um semi-espago visco-elastico uniforme com
velocidade constante subsénica, transdnica e supersénica, é mostrado versus as
coordenadas 2 e y dos pontos da superficie. O campo de deslocamento vertical
da superficie foi obtido pelo procedimento numeérico apresentado na Secio 4.1,
para o caso de um semi-espago visco-eldstico uniforme caracterizado por & =

1732m/s, B = 1000m/s, ¢ p = 2000 kg/m3. Foram considerados coeficientes
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de amortecimento do material iguais a {, = £z = 0.001, nas andlises em que
as velocidades das cargas pertenciam ao regime subsénico, ¢ iguais a £, = 0.001
e £g = 0.005, nas andlises com velocidades da carga nos regimes transénico e
supersonico. As componentes verticais dos deslocamentos foram transformadas

em valores adimensionais, através da seguinte normalizagio:

(4-22)

g
!
R
g

onde a ¢ um comprimento caracteristico de referéncia. As variagdes do
deslocamento vertical adimensional w* nos pontos da superficie, mostradas nas
Figuras 4.3.1-1 a 4.3.1-4, sfo correspondentes ao campo na superficie, no instante
exato em que ponto de aplicacio da carga concentrada vertical mével estd
localizado na origem dos eixos coordenados Z, = (0, 0, 0). Nestas figuras, com o
objetivo de se ilustrar melhor algumas caracteristicas do movimento vertical, foram
seccionados os valores extremos dos deslocamenfos verticais. Os deslocamentos
verticals na superficie w™ correspondentes as cargas com velocidades subsonicas
Mg = 0.909 e Mz = 0.957 sdo mostrados, respectivamente, nas Figuras 4.3.1-
1 e 4.3.1-2. A velocidade da primeira carga modvel considerada é menor do que
a velocidade da onda de Rayleigh para o meio (Ms = 0.919), enquanto que a
outra é maior. Como pode ser observado nestas figuras, a forma da distribuicio
na superficie da resposta w*, para velocidades das cargas no regime subsénico, é
completamente diferente dependendo se a velocidade da carga é menor ou maior do
que a velocidade da onda de Rayleigh. A resposta da superficie w* é simétrica com
relagiio aos eixos X e Y, para velocidades das cargas menores do que a velocidade
da onda de Rayleigh, enquanto que w* apresenta uma descontinuidade abrupta, ao
longo de duas linhas ligadas ao ponto de aplicagio da carga, quando as velocidades
das cargas sfio maiores do que a velocidade da onda de Rayleigh. Estas linhas so

as chamadas linhas de Mach associadas com as frentes da onda de Rayleigh.
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Sempre que a velocidade da carga excede uma das trés velocidades de onda,
que podem se propagar sobre a superficie de um semi-espago uniforme (ondas
de compressio, de cisalhamento e de Rayleigh), os efeitos correpondentes a estas
ondas sfio confinados na regifo do sélido limitada pela superficie do semi-espaco e
pela metade inferior de um cone com apice no ponto de aplicacio da carga. Este
cone se move ligado a carga e é conhecido como cone de Mach, cuja intercessao com
a superficie do semi-espago define as linhas de Mach associadas com as frentes das
ondas. A localizagéo das linhas de Mach na superficie relativas &s frentes das ondas
de Rayleigh, de cisalhamento e de compressio, definidas em termos da coordenada

angular ¢, descrita na Figura 4.2.3-1a, pode ser obtida por:

(4-23)

o=+ [71- _ aresen ( velocidade da onda )]

velocidade da carga

As linhas de Mach associadas com as frentes das ondas de Rayleigh mostradas na
Figura 4.3.1-2 sio definidas por g =3 106°.

A resposta da superficie w* para uma carga com velocidade transdnica My =
1.67 é apresentada na Figura 4.3.1-3. Neste caso, existem dois pares de linhas
de Mach associadas com as frentes das ondas, respectivamente, de cisalhamento e
de Rayleigh. Tais linhas de Mach séo definidas, de acordo com a equacio (4-23),
por g & 143° ¢ pr ~ 147°. Na Figura 4.3.1-3 podem ser observadas algumas
perturbagdes imediatamente a frente da carga, que sfio associadas com as ondas
de compressdo. O comportamento da componente vertical do deslocamento da
superficie w* é bastante semelhante ao do caso anterior, apresentando também
uma descontinuidade abrupta na vizinhanca da frente da onda de Rayleigh.

Finalmente, a resposta vertical da superficie w* para uma carga com
velocidade supersénica My = 1.84 é mostrada na Figura 4.3.1-4. Neste caso,
estao presentes na resposta as frentes das ondas de Rayleigh, de cisalhamento ¢ de

compressio. As linhas de Mach correspondentes sio definidas, respectivamente,
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por wr /= 150°, vg = 147° e pp = 110°, com base na equacdo (4-23). Como
pode ser observado na Figura 4.3.1-4, nfo existem perturbacdes 4 frente da linha
de Mach associada & onda de compressao; atrds desta linha de Mach, w* cresce
rapidamente, em seguida aproxima-se de zero e, entdo, de novo experimenta um

descontinuidade abrupta nas proximidades da frente da onda de Rayleigh.
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Figura 4.3.1-1 Deslocamento vertical adimensional da surperficie w* produzido por
uma carga vertical concentrada, que se move ao longo da dire¢io positiva do eixo
X, sobre a superficie de um semi-espago visco-eldstico uniforme (& = 1732 m/s,
B =1000m/s, p= 2000kg/m3 e £, = € = 0.001), com velocidade subsdnica constante
C = 909m/s (Mg = 0.909) menor do que a velocidade das ondas de Rayleigh no
meio (Mp =~ 0.919). A resposta que é mostrada corresponde ao instante em que
a carga concentrada mével passa exatamente sobre a origem dos eixos coordenados

# = (0, 0, 0m). O parimetro a é um comprimento de referéncia.
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Figura 4.3.1-2 Deslocamento vertical adimensional da surperficie w* produzido por
uma carga vertical concentrada, que se move ao longo da diregio positiva do eixo
X, sobre a superficie de um semi-espago visco-eldstico uniforme (x = 1732m/s,
B = 1000m/s, p = 2000kg/m3 e £, = &s = 0.001), com velocidade subsénica constante
C' = 957m/s (Mg = 0.957) maior do que a velocidade das ondas de Rayleigh no
meio (Mg = 0.919). A resposta que é mostrada corresponde ao instante em que
a carga concentrada movel passa exatamente sobre a origem dos eixos coordenados

#, = (0, 0, 0m). O paradmetro a é um comprimento de referéncia.
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Figura 4.3.1-3 Deslocamento vertical adimensional da. surperficie w* produzido por
uma carga vertical concentrada, que se move ao longo da direciio positiva do eixo
X, sobre a superficie de um semi-espaco visco-eldstico uniforme (& = 1732m/s,
g = 1000m/s, p = 2000kg/m?, £, = 0.001 e &5 = 0.005), com velocidade transénica
constante C' = 1670 m/s (Mp = 1.67). A resposta que é mostrada corresponde ao
instante em que a carga concentrada mével passa exatamente sobre a origem dos eixos

coordenados #, = (0, 0, 0m). O pardmetro a é um comprimento de referéncia.
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4.3.2. Formas dos Pulsos das Respostas DinAmicas

As formas dos pulsos das respostas de um semi-espaco visco-eldstico uniforme,
correspondentes a uma carga concentrada, que atua sobre a sua superficie ou
no seu interior e que move com velocidade constante na diregio positiva do eixo
X, sdo mostradas nas Figuras 4.3.2-1 a 4.3.2-7 e nas Figuras 4.3.2-10 e 4.3.2-
11. Os resultados numéricos foram obtidos usando-se o procedimento descrito
na Se¢do 4.1, para um semi-espaco visco-eldstico uniforme caracterizado por
a=1732m/s, f = 1000m/s e p = 2000 kg/m?. Foram considerados neste estudo
dois conjuntos de coeficientes de amortecimento do material £, = £€s = 0.001
e o = £ = 0.01, respectivamente, para as analises com as velocidades das
cargas nos regimes subsonico e supersdnico. Nestas figuras, as componentes
adimensionais dos deslocamentos, das velocidades e das tensdes, sfo representadas
graficamente (ordenadas) versus o tempo em unidades de segundo (abicissas), onde
t = 0 corresponde ao instante em que o ponto de aplicagio da carga concentrada
mével passa através da coordenada z = 0m. As componentes adimensionais dos
deslocamentos, das velocidades e das tensées, representadas genericamente por

D*, V* e o*, s#o definidas por:

D* = % D (4-24a)
«_BZ
vi=tsv (4-24b)
=2
o* = % - (4-24c)
onde z = [(za —zr)z]%. Nesta se¢fio, o tltimo indice do subeserito nas

componentes do deslocamento, da velocidade e das tensdes identificam a direcio
na qual a carga concentrada mével estd aplicada.
As formas dos pulsos das respostas das componentes dos deslocamentos,

das velocidades e das tensdes, no interior de um semi-espago visco-eldstico,
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correspondentes a uma carga que se move com velocidade constante subsdnica
C'=700m/s, sdo mostradas nas Figuras 4.3.2-1 a 4.3.2-7. Estes resultados foram
calculados para duas configuragies das posicdes da linha de atuacéo da carga e do
ponto de observagio, localizadas no plano vertical y = 0. Na, primeira configuragio,
a carga se move sobre a superficie z, = 0 e 0 ponto de observacdo estd localizado no
interior do semi-espaco em (2, yr, z.) = (0, 0, 10 m). Na segunda configuracio,
as posi¢des séo alternadas, ou seja, o ponto de observagéo se localiza na superficie
em (2, ¥r, zr) = (0, 0, 0m) e a carga se move horizontalmente no plano vertical
¥ = 0 a uma profundidade z, = 10m. Os reultados numéricos no dominio do
tempo foram calculados através da sintese de Fourier de 1024 valores de cada
componente no dominio da freqiiéncia. A freqiiéncia de corte considerada foi de
800 Hertz.

Para efeito de comparaciio, as formas dos pulsos de resposta das componentes
adimensionais das velocidades e das tensdes uj; e ok, Para o problema
bidimensional correspondente a uma linha de carga concentrada que se move
com a mesma velocidade, sdo apresentadas nas Figuras 4.3.2-8 e 4.3.2-9. As
caracteristicas do meio sdo as mesmas consideradas anteriormente, a excitacdo
corresponde a uma linha de carga concentrada que se move na direcio positiva
do eixo z; sobre a superficie do semi-espaco com velocidade subsénica constante
C' = 700m/s. O ponto de observagiio se localiza pelas coordenadas (2], z}) =

(0, 10m). Foi utilizada a seguinte normalizacio:

r

. T

;= —HJ_% i (4-25a)
ot = 2 (4-25b
ik = ik -25b)

onde a convengfio de somatério sobre k ou j nfio se aplica e H; (i=1,2,3) & a
componente da carga em unidades de forga por unidade de comprimento. Uma

compara¢ao qualitativa destes resultados bidimensionais (Figuras 4.3.2-8 € 4.3.2-9)



196

com os resultados tridimensionais mostrados nas Figuras 4.3.2-1 a 4.3.2-7, indica
que os mesmos modelos de formas dos pulsos de resposta estdo presentes em ambos

08 Caso0s.

As formas dos pulsos das componentes dos deslocamentos no interior de um
semi-espaco visco-elastico para uma carga, que se move com velocidade supersonica
C = 1840m/s, séo mostradas nas Figuras 4.3.2-10 ¢ 4.3.2-11. Estes resultados
foram calculados para duas configura¢des das posigdes da linha de atuacdo da
carga e do ponto de observacio, localizadas no plano vertical y = 0. A resposta
apresentada na Figura 4.3.2-10 corresponde & configuracio na qual a carga se
move na superficie z, = 0 ¢ o ponto de observacio se localiza no interior do
semi-espaco em (z,, ¥r, 2») = (0, 0, 20m). Na Figura 4.3.2-11, a resposta esté
associada a outra configuracio na qual as posicdes sfo alternadas , isto &, o
ponto de observagiio se localiza na superficie em (z,, y,, 2,) = (0,0,0m), ¢ a
carga concentrada se move horizontalmente no plano ¥ = 0 a uma profundidade
zg = 20m. Os resultados nunéricos no dominio do tempo foram calculados
através da sintese de Fourier de 2048 valores de cada componente no dominio da
freqiiéncia. A freqiiéncia de corte considerada foi de 1600 Hertz. As componentes
do deslocamento apresentadas nas Figuras 4.3.2-10 e 4.3.2-11 mostram de maneira
clara a chegada da frente da onda de compressio, que pode ser identificada pelo
primeiro pico na resposta imediatamente apds o instante t = 0. O segundo pico
corresponde & chegada da frente da onda de cisalhamento. E interessante observar
que as componentes do deslocamento sdo continuas através da frente da onda
de Rayleigh, que ocorre imediatamente depois da chegada da frente da onda de
cisalhamento. Este comportamento difere do comportamento experimentado pelas
componentes dos delocamentos em pontos de observagiio localizados na superficie
de um semi-espago uniforme, onde as componentes dos deslocamentos exibem

um pico acentuado (uma singularidade da fungfio delta no caso elédstico) nas
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s
A Ve Y
(1=0s)
o =1732 m/s
B =100 m/s

— & =0.00t

tempo (s) tempo (S)

Figura 4.3.2-1 Respostas normalizadas das componentes do deslocamento em um
ponto de observacdo & = (0,0, 10m) para uma carga concentrada, que se move
com velocidade subsénica constante (Mg = 0.7), ao longo da diregdo positiva do
eixo X sobre a superficie de um semi-espago visco-eldstico uniforme (& = 1732m/s,

B = 1000m/s, p = 2000kg/m? e £, = £ = 0.001). O subescrito denota a diregéio na
qual a carga foi aplicada.
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lempo (s) tempo ()

Figura 4.3.2-2 Respostas normalizadas das componentes do deslocamento em um
ponto de observagio situado na superficie #. = (0, 0, 0 m) para uma carga concentrada,
que se move com Velocidade subsénica constante (Mg = 0.7), no interior de um semi-
espago visco-elistico uniforme (& = 1732m/s, § = 1000m/s, p = 2000kg/m? e
o = & = 0.001). A carga se move segundo direcio positiva do eixo X no plano
vertical ¥ = 0 a uma profundidade z, = 10m. O subescrito denota a direcdo na qual
a carga foi aplicada.
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Figura 4.3.2-3 Respostas normalizadas das componentes da velocidade em um ponto
de observagio Z, = (0,0, 10wm) para uma carga concentrada, que se move com
velocidade subsénica constante (Mg = 0.7), ao longo da diregho positiva do eixo
X sobre a superficie de um semi-espago visco-elastico uniforme (& = 1732m/s,
B = 1000m/s, p = 2000kg/m? ¢ £a = € = 0.001). O subescrito denota a diregdo
na qual a carga fol aplicada.
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tempo (s) tempo (s)

Figura 4.3.2-4 Respostas normalizadas das componentes da velocidade em um ponto
de observagio sitnado na superficie Z, = (0, 0, 0m) para uma carga concentrada, que
se move com velocidade subsénica constante (Mg = 0.7), no interior de um semi-
espago visco-elistico uniforme (@ = 1732m/s, § = 1000m/s, p = 2000kg/m? e
£a = £ = 0.001). A carga se move segundo dire¢io positiva do eixo X no plano
vertical ¥y = 0 a uma profundidade z, = 10m. O subescrito denota a direcdo na qual
a carga foi aplicada.
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Figura 4.3.2-5 Respostas normalizadas das componentes das tenstes em um ponto de
observaco ¥, = (0, 0, 10m) para uma carga concentrada, que se move com velocidade
subsOnica constante (Mg = 0.7), ao longo da direcfio positiva do eixo X sobre a
superficie de um semi-espago visco-eldstico uniforme (& = 1732m/s, § = 1000 m/s,
p = 2000kg/m? e £, = & = 0.001). O subescrito denota a dire¢io na qual a carga foi
aplicada.
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Figura 4.3.2-6 Respostas normalizadas das componentes das tensdes em um ponto de
observagdo &, = (0, 0, 10 m) para uma carga concentrada, que se move com velocidade
subsonica constante (Mg = 0.7), ao longo da direc8o positiva do eixo X sobre a
superficie de um semi-espago visco-eldstico uniforme (@ = 1732m/s, # = 1000 m/s,
p = 2000kg/m® e £, = £ = 0.001). O subescrito denota a direcio na qual a carga foi
aplicada.
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Figura 4.3.2-7 Respostas normalizadas das componentes das tensdes em um ponto
de observagao sitnado na superficie Z, = (0, 0, 07n) para uma carga concentrada, que
se move com velocidade subsénica constante (Mg = 0.7), no interior de um semi-
espago visco-eldstico uniforme (& = 1732m/s, § = 1000m/s, p = 2000kg/m3 e
€x = &g = 0.001). A carga se move segundo dire¢dio positiva do eixo X no plano
vertical ¥ = 0 a uma profundidade z, = 10m. O subescrito denota a dire¢ao na qual
a carga foi aplicada.
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Figura 4.3.2-8 Respostas normalizadas das componentes da velocidade uj; em um
ponto de observagio £ = (0, 10m) para uma linha de carga, que se move com
velocidade subsénica constante (Mg = 0.7), ao longo da direcdo positiva do eixo
£, sobre a superficie de um semi-espago visco-elastico uniforme (e = 1732m/s,
B = 1000m/s, p = 2000kg/m® e &, = g = 0.001). O indice j em @j; denota a
direcdo na qual a linha de carga foi aplicada.
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Figura 4.3.2-9 Respostas normalizadas das componentes das tensdes ¢j;; em um
ponto de observacio £" = (0, 10m) para uma linha de carga, que se move com
velocidade subsdnica constante (Mg = 0.7), ao longo da dire¢do positiva do eixo
z1 sobre a superficie de um semi-espago visco-eldstico uniforme (@ = 1732m/s,
B = 1000m/s, p = 2000kg/m® e &, = £ = 0.001). O indice k em o}; denota a
dire¢do na qual a linha de carga foi aplicada.
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Figura 4.3.2-10 Respostas normalizadas das componentes do deslocamento em um
ponto de observacio #,. = (0, 0, 20/m) para wma carga concentrada, que se move
com velocidade supersdnica constante (Mz = 1.84), ao longo da diregio positiva do
eixo X sobre a superficie de um semi-espago visco-eldstico uniforme (& = 1732m/s,
£ = 1000m/s, p = 2000kg/m® e £, = £ = 0.01). O subescrito denota a dire¢ao na
qual a carga foi aplicada.
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Figura 4.3.2-11 Respostas normalizadas das componentes do deslocamento em um
ponto de observacio situado na superficie £, = (0, 0, 0 m) para uma carga concentrada,
que se move com velocidade supersénica constante (Mz = 1.84), no interior de um
semi-espago visco-eldstico uniforme (@ = 1732m/s, f = 1000m/s, p = 2000kg/m3
£o = &g = 0.01). A carga se move segundo dire¢do positiva do eixo A no plano vertical
y = 0 a uma profundidade z; = 20m. O subescrito denota a direcio na qual a carga
foi aplicada.
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vizinhancas das linhas Mach da onda de Rayleigh.

4,3.3. Relagées de Reciprocidade

Algumas relagbes de reciprocidade entre a resposta calculada para uma dada
configuragéo das posigtes da carga e do ponto de observagéo, e a resposta obtida
quando a localizagio da carga € alternada com a posi¢io do ponto de observagio,
sdo ilustradas nas Figuras 4.3.2-1 a 4.3.2-7 e nas Figuras 4.3.2-10 e 4.3.2-11. Foram
consideradas duas configuragdes das posigdes da linha de atuacao da carga e do
ponto de observacgao, localizadas no plano vertical ¥ = 0. Como indicado nestas
figuras, na configuraciio (A), a carga se move sobre a superficie ¢ o ponto de
observagio esta localizado no eixo Z a uma profundidade z, = Z; na configuracao
(B), as localizacdes sdo alternadas, ou seja o ponto de observagio se encontra na
superficie em (z,, yr, 2, }=(0,0,0m) e a carga se move a uma profundidade z, = Z.
As caracteristicas das excitagtes e dos melos sfo as mesmas definidas na Segdo

4.3.2. Os resultados obtidos indicam que:

ui(4)=ul(B), vi(4)=v)(B), wi(A)=wi(B)  (4-26a)
ut(4) = —wl(B), wi(4)=—ui(B) (4-26b)
in(4)=d(B), V)(4)=53(B), wi(A)=w3B)  (4260)
i3(A) = —b3(B), bi(4)=—il(B) (4-264)

0% yy(4) = 03,y (B) (4-26e)

Estas relagoes de reciprocidade servem como um teste adicional dos

procedimentos numéricos propostos e dos programas de computador associados.
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4.4 Resposta de um Semi-Espago Estratificado com Miltiplas Camadas

sob a Agao de Cargas Concentradas Mdveis

O caso mostrado na Figura 4.4-1a ilustra a capacidade do método propoesto para
o caleculo da resposta de um semi-espaco estratificado com miiltiplas camadas
sob a agdo de cargas moéveis concentradas. O meio consiste de cinco camadas
com 4.0 m de espessura sobrepostas a um semi-espago. As velocidades das ondas
S definidas para os seis meios sdo, respectivamente, 200, 475, 675, 825, 925 e
10009m2/s. As velocidades correspondentes das ondas P séio 346, 823, 1169, 1429,
1602 e 1732m/s (v; = 0.25, @;/B; = V/3,j = 1,...,6). As densidades de massa,
para todos os meios sio iguais a p = 2000 kg/m? e os coeficientes de amortecimento
do material para todas as camadas sdo considerados iguais a £, = {3 = 0.01. A
carga concentrada se move sobre a superficie z, = 0 ao longo da direcéo positiva do
eixo X com velocidade constante C' = 700 m/s. O ponto de observagéio se encontra
no interior da terceira camada em (z,,¥,,z.)=(0,0,10m). As componentes do
deslocamento sdo normalizadas, de acordo com a equagio (4-24a), usando-se
as propriedades do semi-espago subjacente (& = 1732m/s, § = 1000m/s and
p=2000kg/m?).

As respostas obtidas para as componentes adimensionais dos deslocamentos

*
y?

uy, wy, vy, uy e w; sdo mostradas nos quadros inferiores das Figuras 4.4-2 a 4.4-6.
Para efeito de comparaciio, nos quadros superiores destas figuras, sio mostrados
os deslocamentos normalizados obtidos em um modelo eqiiivalente constituido por
uma Gnica camada sobre o semi-espago. Neste modelo eqiiivalente, representado
na Figura 4.4-1b, o meio na camada de 20m de espessura é caracterizado por
B =460m/s e @ = 797Tm/s. Os resultados correspondentes para um semi-espaco
uniforme (@ = 1732m/s, § = 1000m/s ,p = 2000 kg/m? e &, = €5 = 0.01) sho

mostrados também nestas figuras com linhas tracejadas. A resposta calculada para

o modelo composto por miltiplas camadas exibe freqiiéncias mais elevadas do que
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a resposta obtida para o modelo eqtiivalente com uma camada. Similarmente, a
amplitude dos picos da resposta para o meio estratificado séo significantemente
maiores do que a resposta para um semi-espago uniforme com as propriedades
do semi-espago subjacente do meio estratificado. Em todos os casos, as respostas
foram calculadas usando-se 1024 freqiiéncias de cada componente e uma freqiiéncia

de corte de 200 Hertz.
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Figure 4.4-1 Modelos de semi-espagos visco-eldsticos estratificados analisados. (a)
Cinco camadas de 4 metros de espessura sobrepostas ao semi-espago. (b) Modelo
eqilivalente composto de uma camada sobre o semi-espago. A densidade de massa
p = 2,000kg/m® e os coeficientes de amortecimento £, = £g = 0.01 sdo considerados
iguais para todos os meios.
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Figura 4.4-2 Resposta normalizada da componente do deslocamento uf em um
ponto de observacgio &, = (0,0, 10m) para uma carga concentrada, que se move
com velocidade constante C' = 700 /sec na superficie dos modelos de semi-espagos
estratificados, apresentados nas Figuras 4.4-1(a),(b). A resposta da componente u}
para o modelo composto por cinco camadas sobrepostas ao semi-espago é mostrada no
guadro inferior da figura, enquanto que no quadre superior é apresentado o resultado
correspondente para o modelo eqiiivalente com uma camada sobre o semi-espago.
Para efeito de comparagio, é mostrado em ambas as figuras, com linha tracejada, o
resultado correspondente para um semi-espago visco-elastico uniforme (& = 1732m/s,
8 = 1000m/s, p = 2000kg/m® e £, = &s = 0.01). O subescrito indica a diregio na
qual a carga foi aplicada.
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tempo (s)

Figura 4.4-3 Resposta normalizada da componente do deslocamento w) em um
ponto de observagio &, = (0, 0, 10/m) para uma carga concenirada, que se move
com velocidade constante C' = 700 /sec na superficie dos modelos de semi-espagos
estratificados, apresentados nas Figuras 4.4-1(a),(b). A resposta da componente w}
para o modelo composto por cinco camadas sobrepostas ao semi-espago é mostrada no
quadro inferior da figura, enguanto que no quadro superior é apresentado o resultado
correspondente para o modelo eqitivalente com uma camada sobre o semi-espaco,
Para efeito de comparagio, é mostrado em ambas as figuras, com linha tracejada, o
resultado correspondente para um semi-espago visco-eldstico uniforme (& = 1732m/s,
8 = 1000m/s, p = 2000kg/m® e €, = £ = 0.01). O subescrito indica a dire¢io na
qual a carga foi aplicada.
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tempo (s)

Figara 4.4-4 Resposta normalizada da componente do deslocamento v; em um
ponto de observagio &, = (0,0, 10m) para uma carga concentrada, que se move
com velocidade constante C' = 700 m/sec na superficie dos modelos de semi-espagos
estratificados, apresentados nas Figuras 4.4-1(a),(b}.- A resposta da componente v,
para o modelo composto por cinco camadas sobrepostas ao semi-espago é mostrada no
quadro inferior da figura, enquanto que no quadro superior é apresentado o resultado
correspondente para o modelo eqiiivalente com uma camada sobre o semi-espago.
Para efeito de comparagio, é mostrado em ambas as figuras, com linha tracejada, o
resultado correspondente para um semi-espaco visco-elastico uniforme (@ = 1732m/s,
B = 1000m/s, p = 2000kg/m® e €, = £; = 0.01). O subescrito indica a diregiic na
qual a carga foi aplicada.
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tempo (S)

Figura 4.4-5 Resposta normalizada da componente do deslocamento u] em um
ponto de observagio ¥, = (0,0, 10m) para uma carga concentrada, que se move
com velocidade constante € = 700 m/sec na superficie dos modelos de semi-espagos
estratificados, apresentados nas Figuras 4.4-1(a),(b). A resposta da componente u}
para o medelo composto por cinco camadas sobrepostas ao semi-espago é mostrada no
quadro inferior da figura, enquanto que no quadro superior € apresentado o resultado
correspondente para o modelo eqiiivalente com uma camada sobre o semi-espago.
Para efeito de comparacgéo, ¢ mostrado em ambas as figuras, com linha tracejada, o
resultado correspondente para um semi-espago visco-elastico uniforme (& = 1732m/s,
A = 1000m/s, p = 2000kg/m3 e &, = &z = 0.01). O subescrito indica a dire¢fio na
qual a carga fol aplicada.



21%

tempo (s)

Figura 4.4-6 Resposta normalizada da componente do deslocamento w; em um
ponto de observa¢do &, = (0,0, 10m) para uma carga concentrada, que se move
com velocidade constante C' = 700 m/sec na superficie dos modelos de semi-espagos
estratificados, apresentados nas Figuras 4.4-1(a),(b). A resposta da componente w}
para o modelo composto por cinco camadas sobrepostas ao semi-espago € mostrada no
quadro inferior da figura, enquanto que no quadro superior é apresentado o resultado
correspondente para o modelo equivalente com uma camada sobre o semi-espaco.
Para efeito de comparagao, € mostrado em ambas as figuras, com linha tracejada, o
resultado correspondente para nm semi-espaco visco-elastico uniforme (@ = 1732m/s,
B = 1000m/s, p = 2000kg/m3 e £, = &5 = 0.01). O subescrito indica a dire¢io na
qual a carga fol aplicada.
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CAPITULO 5

CONCLUSOES

O presente trabalho apresenta um procedimento para a obtengdo dos campos
estacionarios de deslocamentos e de tensdes, em um semi-espago visco-elastico
estratificado, gerados por uma carga que se move, na superficie ou no interior
do meio, em uma diregdo horizontal retilinea com velocidade constante. O
método é fundamentado na representac¢io integral da resposta em termos de
niimeros de onda. Os efeitos da consideragio de multiplas camadas sfo incluidos
por meio da utilizacio de um esquema exato de fatoragic dos campos de
deformagdes e de tensbes, na forma de coeficientes generalizados de reflexao e
de transmissdo. Os resultados no dominic do tempo sdo obtidos através da
sintese de Fourier da resposta em freqiiéncia, que por sua vez & determinada
por integragéo, analitica ou numérica, sobre o dominio de um tnico nimero de
onda horizontal. Para se evitar problemas decorrentes da perda de precisao,
quando os integrandos sio calculados para grandes valores do nimero de onda,
no ambiente de computadores com ntimero real de 32-bits em precisdo simples, foi
apresentada uma representagéo integral modificada da solu¢do para os campos
de deslocamentos e de tensbes associados as ondas polarizadas verticalmente.
Foi constatado que esta representagio modificada, desenvolvida para os cdlculos
que envolvem valores elevados do niimero de onda, se aplica apropriadamente
para todos os valores do nimero de onda. Os programas de computador
associados ao procedimento numérico apresentado podem ser executados em

micros computadores compativeis com o IBM PC/AT.
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A validade e a precisio da metodologia apresentada foram exaustivamente
investigadas por comparagdes com os resultados analiticos e numéricos, disponiveis

para casos limites simples.

O problema bidimensional correspondente a uma linha de carga mével e o
problema, tridimensional associado a uma carga concentrada movel foram tratados
separadamente. Foi apresentado um estudo paramétrico detalhado da resposta de
um semi-espago visco-eldstico uniforme e de um meio composto por uma camada
sobre o semi-espaco, sob a acdo de cargas que se movem, na superficie ou no
interior do meio, com velocidade constante nos regimes subsonico, transénico e
supersdnico. Em particular, foram investigados os efeitos associados & velocidade
da carga, ao amortecimento do material, s posigdes da fonte e do ponto de
observagio e & estratificagio. As relagdes de reciprocidade entre a fonte e o
ponto de observac¢io também foram estudadas. As respostas de modelos de semi-
espacos visco-elasticos estratificados, constituidos por multiplas camadas, foram
apresentadas para ilustrar as caracteristicas bastante complexas da resposta destes

sistemas e para demonstrar a capacidade e a generalidade do método proposto.

Em resumo, neste trabalho foi apresentado um método geral, preciso e
eficiente para a determinagdo da resposta dinamica estacionaria em um semi-
espago visco-elistico estratificado produzida por uma carga, que se move na
superficie ou no interior do meio, segundo uma diregio horizontal com velocidade
constante. A solugio deste problema fundamental, que é, em outras palavras,
o problema da determinagdo das funcoes de Green méveis, abre as portas para
um nimero consideravel de outras aplicagdes extremamente interessantes para
uma classe de problemas em que se incluem: (i) vibragdes no solo induzidas
pelo trafego de superficie, (ii) vibragdes no solo induzidas por metropolitanos
ou por circulagdo em tineis ou passagens subterraneas, (ili) resposta sismica

de tuneis enterrados em subsolos estratificados e sob a ac¢fo de ondas sismicas,
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que se propagam cm um angulo arbitrdrio com o eixo do tinel, (iv) resposta
sisrnica de tubulacdes enterradas em um subsolo estratificado quando solicitadas
por ondas sismicas, incluindo os efeitos dos problemas de interagéo e espalhamento,
(v) resposta sismica de uma topografia constituida de vales ou canyons a excitagéio
sfsmica arbitrdria (de interesse na determinagdo da variagéo espacial da excitacio
sfsmica para o calculo de barragens), e (vi) respostas de semi-espagos estratificados
associadas & propagacho de ondas de presséio geradas por exploses no ar. Algumas
destas aplicagdes podem ser realizadas com a utilizagéo direta das solucdes basicas;
outras requerem a solucio de um problema de valores de contorno adicional,
através da aplicacio das fungdes de Green médveis em conjunto com uma formulagio
de equagdes integrais de conftorno.

Espera-se que a presente solugio, para o problema fundamental associado
a cargas moéveis, s.c., fungées de Green médveis para um semi-espago visco-
eldstico estratificado, contribua para significantes avangos na investiga¢io de
uma variedade de problemas de radiacio, espalhamento e interacio associados

a perturbacoes méveis no campo da elastodinémica.
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APENDICE A

DESLOCAMENTOS E TENSOES NO INTERIOR
DE UM SEMI-ESPACO ELASTICO PRODUZIDOS POR
UMA LINHA DE CARGA QUE SE MOVE SOBRE SUPERFICIE

Neste apéndice estio listadas as expressdes analiticas para as componentes dos
deslocamentos e das tensées em um semi-espago eldstico uniforme, sob a agfo
de linhas de cargas concentradas, verticais e horizontais , que se movem com
velocidade constante sobre a sua superficie livre. Tais expressdes analiticas tém
por base os resultados apresentados por Cole e Huth (1958), Niwa e Kobayashi
(1966) e Eringen ¢ Suhubi (1975), que correspondem a solugdes bidimensionais no
plano, obtidas dentro das hipétese do estado plano de deformagdes, e incluem os
casos de carga que se movem com velocidade subsonica, transénica ou supersénica.
Deve-se ressaltar, que foi identificada a existéncia de varios erros de impressdo e de
algumas incorregoes, nos trabalhos acima citados, durante o processo de validagao
dos resultados numéricos obtidos pelo presente estudo. As expressdes listadas
neste apéndice incorporam as corregdes pertinentes que foram efetuadas.

As linhas de cargas concentradas horizontal e vertical, denotadas por Hy e Hs,
sao consideradas positivas quando aplicadas, respectivamente, segundo as direcoes
positivas dos eixos 1 e z3. Tais cargas se movem com velocidade constante C' na
direcio positiva do eixo 21, como mostra a Figura A-1. Deve ser salientado, que
para o problema em apreco, os campos de deslocamentos néo sdo determinados

unicamente e que uma constante de deslocamento pode ser adicionada para se
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Figura A-1 Geometria do modelo, sistema coordenado e notagdes.
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ajustar A simetria. Para o modelo considerado, que corresponde a um semi-espago
. L . . N
perfeitamente eldstico uniforme, as constantes de Lamé i1 e A e, conseqlientemente,
as velocidades das ondas de compresséo e de cisalhamento, & e f, sfo niimeros
reais. Nas expressOes apresentadas em seguida, &(z) representa a funcéio delta de

Dirac e H{z) denota a funcio degrau de Heaviside.

A.1. Campos de Deslocamentos e de Tensdes para o Caso Subs6nico

Neste caso em que C' < 8 < @, é introduzida a seguinte notagao:

c C
M, = E ’ Mﬂ = 76— (A_l)
Ag = (1— M2} (-3)
ra = [(o1 — Ct) + A%23)* (A-4)
rg = [(z1 — Ct)? + A2a2]? (A-5)
A,z
_ -1 el 2 _
b =tan™ S22 4. € (0,m) (A-6)
By = tan~! 2% . (0,m) (A-7)
s T — Ct s ’

Ri=(1+A%)? —44,4; . (A-8)
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A.1.1. Linha de Carga Horizontal (H;)

H,A

w = ‘R'/,LR(: [2log ro — (14 A%)log 1] (A-9)
— H, 2
=—— [246A580 — (1 + A%) 65] (A-10)
24% — A2 +1 14 A5
11 = 2H14p | (244 £ )co B, — ( )cos 85 (A-11)
TRy Tw rg

0ay = 2H,Ag (14 ) {cosﬂ 3 co:ﬁﬂﬁ] (A-12)

Hi [44a45 | (1+ A%y
= — 9 — —"'_ A-_l
12 = h -~ sin Tﬁ sin g (A-13)
A.1.2. Linha de Carga Vertical (H,)
Uy = 'Tl'}'lle [240Ap05 ~ (14 A3) 6] (A-14)
_HyA
Uy = -y = [(1+ A2 3)log ro —2logrg] (A-15)
Hy, |(24%5 - A% +1) 2n 4A4Ap |

o1 = ry [ ~ (1 + Ag)sinf, - - sin g (A-16)
(1+ A2 )2 4A4Ag |

g = 7rR1 o~ infy, — s sin fg (A-17)
2H, A, 2y |C088y  cosfy

T12 — — 7TR1 (1 - Aﬂ) [ o — e (A—].S)
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A.2, Campos de Deslocamentos e de Tensdes para o Caso Transonico

Neste caso em que f < C < «, € aplicada a seguinte notagio:

C C

M, =—: = — -
Ag=(1-M3)? (A-20)
By = (Mj — 1)} (A-21)
ro = [(z1 — Ct)? + A2s2]? (A-22)

Az

. —1 a2 ~

6, = tan p—7 B € (0,7) (A-23)

Ry =(1-B3)"—1642B; . (A-24)
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A.2.1. Linha de Carga Horizontal (H;)

2H,Bg
Uy = _'rr,uRg(l - Bf;) {(1 — Bf;) [4AaBﬁ logre ~ (1~ B?;)ZGO,]
—2AoBg [4r AuBgH(Ct — x1 — Bgza) + (1 — B2)? log [Ct — z1 — Bpgas|
B 8 8 B
HlBﬁ
- = t—zy— B A-25
”(1 _ ) ( T /53"2) ( )
2H,A,B
Uy = ! ﬁ BY) {(1—B3) [(1 - B3)? logra + 440 Bgba]

TRy (1 —

-2 [4¢rAC,B,@H(C‘t — 21— Bgaa) + (1 - Bﬂ) log |Ct — 21 — Bpza| ]}
H,

T ui- By B)

9H; B {(1—B§)(1+2A2 +B2)
)

H(Ct — z1 — Bgz,) (A-26)

011 = _‘JTRQ(]. 5 [4A4Bgcos b, + (1 — BE)2 sin B, |

o

_ 44aBp(1- B3Y?
(CB] —Ct + Bﬁﬂ‘:z)

+ 167 AZBj 6(z1 — Ct + B,g-’frz)}

2H, By
(1-B%)

2HlBﬁ (1-B3)
Oa3 =
Rg(]. — ) T

+ 6(z1 — Ct + Bpzsy) (A-27)

[4AQB,3 cosfy + (1 — Bé)2 gin 90,]

4A4,Bp(1 ~ B})”
(z1 — Ct+ Bpzy)

2H, By
019 = —M 4AﬂBﬁ sin b - 7'{'6(581 —Ct+ Bﬁﬂ?z)
'JTRg "o

0 1
_(1—B 9 | COSUy _
( ﬁ) l: e (C‘L'.']_ — Gt + B'@ﬂlg)

:l} —Hl (5(581 — Cf.—}—.Bg.’Eg) .

(A-29)
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A.2.2. Linha de Carga Vertical (H;)

Hj

2 212
U = —y {(1 — Bj) [4AO,B,@ logre — (1 — Bﬂ) Ba]

—2A4,Bp [ArAaBgH(Ct — 1 — Bgzy) + (1 — B3) log |Ct — z; — Byas|]}

(A-30)
HyAo 242
Uy = — —" {(1- B3) [(1 — B3)*logra + 4AaBsba]
—2 [4rA,BgH(Ct — z; — Bpay) + (1 — B3)*log|Ct — 1 — Bgas| ]}
(A-31)
Hy [(1-B3)(1+247 + Bf) .
011 = - { o [4A,Bgcosf, + (1 — Bz)z sin 6
A4:Bs (0= Bl a2 B3 500 — Gt 1. B A-32
(a1 —Ct ¥ Byag) T 107 AaBp (a1 — Ct 4 Byas) (A-32)
Hy, |(1-Bj) .
g9 = TR { - [4AQB,3 cos b, + (1 - B:‘é)z sin 90,]
4A,Bs(1 - BE)?
_ 1 2 n2 _ _
(o1 —CL + Byoa) + 167 A, B §(z1 — Ct + Bpaz) (A-33)

2H, Ao(1 — B2 -
opp = 2o2Aall — Bg) {4AQBﬂ [Sm b

71"R2 o

—7wé(zy — Ct+ Bﬁmg)]

1 p2ye cosBo,_ 1 ]
(1 Bp) [ o (z1 — Ct+ Bgaa) } ' (A-34)
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A.3. Campos de Deslocamentos e de Tensées para o Caso Supersdnico

Neste caso em que C > a > 4, é utilizada a seguinte notacao:

Bo = (MZ-1)3
2 L

Ry = (1— B3)? + 4B, B;

A.3.1 Linha de Carga Horizontal (H;)

H.\B
up = — ;R;’ [(1— B)H(Ct — 21 — Bgza)
_2H(Ct — o1 — Buzs)]
H
+2B,BsH(Ct — £1 — Ba3)]
2H\B
011 = };3 8 [(1 — B%) 6(11’,‘]_ —Ct -+ Bﬁﬂ:g)
—(1-2B% + B;) 8(zy ~ Ct -+ Baﬂl‘g)]
2H,Bg(1 — B2
gy = — 1Bl ’6) [6(z1 — Ct + Bpas)

R

—(5(:1'31 - Ct + Bamg)]

H
o9 = _R_1 [(1— B3)? 6(zy — Ct+ Bgzs)

3

+4BoBg 6(z1 — Ct + Bozs)] .

(A-35)
(A-36)
(A-37)

(A-38)

(A-39)

(A-40)

(A-41)

(A-42)

(A-43)
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A.3.2 Linha de Carga Vertical (H3)

U = — Hy
T e
. = H2Ba
2 = 1R
g11 = Rs
H,
O99 = ———
22 Ra
2H,B,(1 — B%)
012 = —

[2BaBﬂH(Ct — Ty — Bﬂ:l}z)

+(1 - Bﬁ)H(Ct — 1 — Bal:g)]

—(1 - Bg)H(Ct — ¥ — Bamz)]

+(1— 2B + B)(1 — B}) (=, — Ct + Byzs)]

+(1— Bf;)? 8(zy — Ct -+ Bamg)]

R

— 6(171 -t -+ Ba.’Eg)]

(A-44)

(A-45)

(A-46)

(A-47)

(A-48)
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APENDICE B

ANALISE FORA DO PLANO PARA UMA LINHA DE CARGA
DE CISALHAMENTO QUE SE MOVE SOBRE A SUPERFICIE
DE UM SEMI-ESPACO ELASTICO UNIFORME

Surpreendentemente, a solugdo do problema bidimensional associado ao
cisalhamento antiplano, produzido por uma linha de carga que se move com
velocidade constante na superficie de um semi-espago elastico uniforme, néao foi
encontrado na literatura. Neste Apéndice, é apresentado o desenvolvimento da
solucéo para este caso simples bidimensional.

Ao invés de se aplicar a formulagio geral apresentada nos capitulos anteriores,
os campos de deslocamentos e de tensdes sdo obtidos tomando-se partido das
simplificacbes inerentes a este caso particular. A equagio de Navier para o
movimento fora do plano em coordenadas Cartesianas é descrita pela equagdo

(2-17¢). Na auséncia de forcas de corpo, ela pode ser escrita como:

321!.3 _ ﬂz (3211,3 + Bz'u.g) . (B—l)

ot2 ozt = Ol

As componentes das tensdes correspondentes sdo expressas por

0

o31 = ,U—a:j (B-2a)
d

J39 = ].L'a—zz' (B—2b)

onde para o caso de um semi-espaco elastico uniforme, em estudo neste Apéndice,
a constante de Lamé y, e consequentemente, a velocidade da onda de cisalhamento

B, sfo niimeros reais.
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X3,Uz

Figura B-1 Sistema coordenado, tepresentagio grifica das condigSes de contorno e
notagdes.
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Seja uma linha de carga concentrada horizontal Hj, aplicada na direcgio de
z3, que se move com velocidade constante C, segundo a dire¢éio positiva do eixo
%1, sobre a superficie livre de um semi-espago eldstico, como mostra a Figura B-1.

A condigio de contorno na superficie (z2 = 0), para este caso, corresponde a:
033 — —Hg 6(331 - Ct) . (B—3)

Para se enconirar a solugio deste problema, é nessério que a equagio do movimento
(B-1) seja resolvida em conjunto com a condigéo de contorno prescrita na superficie
(B-3) e com a condigio de radiagdo no infinito. Com relagéo &s condigdes iniciais
do movimento, é considerado por hipotese, que a carga se encontra em movimento
uniforme por um longo tempo, de modo que as condigdes iniciais pertencem a um
passado suficientemente distante e, por conseguinte, a influéncia das mesmas no
estado presente é desprezivel. Inicialmente, torna-se conveniente a aplicacao da
transformada de Fourier com relaciio ao tempo, expressa pela equagio 2-13), nas
equacoes (B-1) e (B-2a,b). Procedendo-se desta forma chega-se a:

H%iiy 0%y

—— + —— + k5u3 =0 B-4
dz? + Oz + kgl (B-4)
e
Oty
~_ O B
031 = [t £ (B-5a)
Oits
T32 = p—— B-5b
732 = Ry, (B-5b)
onde k3 = w/f e as varidveis com uma barra superior denotam quantidades

transformadas no dominio da freqiiéncia.
A solugio geral da equacio (B-4) pode ser obtida pelo método da separagao
de varidveis. A solugio geral da equagio do movimento (B-4), que resulta da

aplicagdo deste método, pode ser escrita como:

s = [ [A(k,kﬁ) e™'"* + B(k, kﬁ)e"’“] e~ gy (B-6)
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onde /' é definido pela equagdio (2-42). A condi¢fo de radiagdo quando z2 — oo
implica que, na equacio (B-6), B(k,kz) = 0. Tomando-se a transformada de
Fourier em relacéo ao tempo na condicio de conbforno em z; = 0, definida pela

equacio (B-3), obtém-se:

H —iwe
5'32|z_2=0 = -736 iws /O ) (B-7)

Usando-se as equagdes (B -5b), (B-6) e (B-T7), conclui-se que:

f ” v Ak, kg) e dk = B i /c (B-8)
oo A -~ uC
o que implica em:
' Ak, k) = Hs f 7 gin (b=w/0) dey . (B-9)
’ 2nuC J_o

Usando-se agora a representagio integral da funcdo delta de Dirac, pode-se escrever

que:
Hy

Ak kg) =~

- §(k — %) . (B-10)

Substituindo-se a equagio (B-10) nas equagdes (B-6) e (B-5a,b), resulta em:

iy — pjé?;)' g~ va—ikze (B-11)
5oy = _%gffﬂ o' za—ikey (B-12a)
Gay = _% o= w—ike: (B-12b)
onde
P _‘é_ (B-13a)

(&) - (%)2] | (B-13b)
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PLANO COMPLEXO K (w > o)

1

Re V' >0 { Re Vv >0
Im V' <0 Im V' >0
Im Vv'=0 Re v'=0 Imn V=0
G a Ez
Pm-—__l - . o o
pr—— e >
K G 6 M K
Re vi=(Q
Re V' > 0 Rev' >0
Imw >0 Imv <0

\}
Corte de
Ramificacao

PLANO COMPLEXO K (w <o)

IR

Re v'>p Re v'> ()
Im v'<Q Im v'>Q
Rev'=0
Im v'=0 Im v'=0
7 N G
- e e .
"k 5 % G
Re v=0
Re v's 0 Re v'> 0
Im v'> 0 Im v'< O
Corte de
Ramificacao

Figura B-2 Plano complexo & com os cortes de ramificagao (brarnch cuts) selecionados.
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A equagdo (B-11) indica que %3 se comporta como 1/w quando w — 0. Com
o objetivo de se evitar a ocorréncia de possiveis problemas numérico em w = 0,
torna-se conveniente, no desenvolvimento da solucéo, a utilizagio da velocidade
no lugar do deslocamento. A transformada de Fourier da velocidade é dada por:

't_;t, _ ngw
5 pCi'

e mmikn (B-14)
1
E importante salientar que v = [kz - kf;] * ndo ¢, em geral, uma funcio univoca.
Em consequéncia, a folha Riemann deve ser selecionada de forma adequada de
maneira que a parte real de v’ seja maior ou igual a zero. Os cortes de ramificacio
(branch cuts) selecionados no plano complexo k sfio mostrados na Figura B.2, para
o caso de w > 0 e de w < 0. Na equagiio (B-13b), 7 é um mimero real quando
a velocidade de propagacao da carga C' é menor do que a velocidade da onda de
cisalhamento § (caso subsbunico) e #'  um niimero imaginério puro quando C >
(caso transdnico e supersdnico). As solucdes assumem expressdes diferentes para

cada um desdes casos.

B.1 Regime Subsénico (C < 3)

Quando €' < B, a partir da equagiio (B-13b) e em conformidade com os cortes
de ramifica¢iio no plano complexo k£ que foram selecionados, ' é sempre maior
ou igual que zero, para w positivo ou negativo. Tal situaciio é representada
esquematicamente pelos pontos M (k = w/C') na Figura A.2. Entdo, neste caso, a

equagio (B-13b) pode ser escrita, para valores positivos ou negativos de w, como:
=—Ag (B-15)

onde

@]
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Substituindo-se a equagio (B-15) na equagdo (B-14), obtém-se que:

13 = (signw) 1H, e~ (lwlApgzz—iwz)/C ) (B-17)
pAp

A transformada inversa de Fourier da equagio (B-17) pode ser escrita na seguinte

forma,
. Hy [~ . . —[wlApzatiw(z1—C] /C
_ w rotiw(z d B-18
tia Sed; | i(signw)e W ( )
ou entao como
. H; e T1 —wAgzy/C
_ =1 _ wApw di B-19
YT ruAg /o sin 1 (C t)] ‘ * (5:19)

da. qual pode ser obtida a expressiio para a velocidade fora do plano, correspondente
ao caso subsénico, que é apresentada a seguir:

Hy C (z1 — CY)
i Ag [(:cl — C't)2 + (Aﬁm2)2

iy = (B-20)

Substituindo-se as equagdes (B-13a) e (B-15) nas equagdes (B-12a,b), e, em

seguida, tomando-se as transformadas inversas de Fourier, chega-se a:

o31 = —ﬂgzﬁ /00 sin [w (% — t)] e~ wAn2/C g, (B-21a)
0
032 = —% ” cos [w (%1- — t)] e~wAs22/C gy, . (B-21Db)
0

Apds a integragio das equagdes (B-21a,b), as expressfes para as componentes das
tensoes fora do plano, para o regime subsonico, podem ser escritas diretamente na
seguinte forma:

Hy (z1 - Ct)
TAg [(a:l — C't)2 -+ (Aﬁﬂ')g)z]

ag31 — —

(B-22a)

Hg A‘@ Ta
7 [(21 — Ot + (4p22)’]

032 = —

(B-22b)

E interessante se observar que 031 = —pu3/C .
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B.2 Regime Transoénico e Supersdnico (C > 3)

Quando C > 8, apartir da equagéo (B-13b), tem-se que #' é um ndmero imaginario
puro. A parte imaginiria de #' é positiva para w > 0 e negativa para w < 0, em
conformidade com os cortes de ramificacéo definidos no plano complexo k. Tal
situagio é representada esquematicamente pelos pontos N na Figura B.2. Neste

caso, a equagio (B-13b) pode ser escrita parar w positivo ou negativo, como:

P =i %Bﬁ (B-23)

(%)2 - 1] % : (B-24)

A substituti¢io da equagiio (B-23) na equagio (B-24), resulta em:

onde

By =

Ug =

- Hjy e—im(Bp:z:z—i-z:f_) /C i (B~25)
1Bp

Tomando-se a transformada inversa de Fourier, obtém-se:

. H3 > —iw (21 —Ct+Bgza} /C
ity = Gy /;Ooe dw (B-26)
e
] CH
i3 = —=> 8(z) — Ct + Bgzy) . (B-27)
#Bp

Substituindo-se as equagdes (B-13a) e (B-23) nas equagdes(B-12a,b), e aplicando-

se a transformada inversa de Fourier, resulta em:

oo = —g—; §(z1 — Ct + Bpas) (B-28a)
39 = —Hg 5(:121 — Ct + B,@:CQ) . (B-28b)
Como no caso anterior, g3;1 = —puis/C. Pode ser observado pelos resultados

obtidos, que no regime supersénico, a forma dos pulsos de resposta da velocidade

e das tensdes coincidem com a forma do pulso da carga, a menos do atraso Bga, /C.



243

APENDICE C

FUNCOES DE GREEN BIDIMENSIONAIS
PARA UM SEMI-ESPACO VISCO-ELASTICO ESTRATIFICADO

C.1 Formulacio do Problema

Uma representagio integral da solugio geral, para um semi-espago visco-elastico
estratificado, sob a agiio de forgas de corpo arbitrarias, foi apresentada no Capitulo
2. Esses resultados sfo agora especializados para o calculo das fungdes dindmicas
de Green bidimensionais para um semi-espago visco-elastico estratificado, com
base nas hipéteses do estado plano de deformagdes (movimentos no plano) ou do
cisalhamento anti-plano (movimentos fora do plano). A fung¢fo bidimensional de
Green de deslocamento G (Z", °) é definida como a componente do deslocamento
na diregio do eixo z;, em um ponto de observagdo do campo Z" = (zf,z]),
devida & acgiio da componente unitaria da forga, aplicada segundo a dire¢do do
eixo zy, em um ponto Z° = (z3,z3). As funcées Green de tensdes H;;, (", T°)
representam as tensdes em ¥”, devidas & componente unitaria da for¢a na diregio
de zy, aplicada em Z°*. A geometria do problema e o sistema Cartesiano de
coordenadas séo ilustrados na Figura C.1. A excitag@o corresponde a uma linha
de carga concentrada unitaria, por unidade de comprimento, i, = (Hy,Hs, Hy),
applicada em um ponto ' ® localizado no interior da camada 7 = I. As componentes
H; (i = 1,2,3) da forga Hy (k = 1,2,3) sbo definidas por H; = 6, onde 6
é o delta de Kronecker. Para efeito de simplificacéio, é suposto, sem perda de

generalidade, que a fonte estd localizada no plano zgzs, ie, £° = (0,23).
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Figura C-1 Geometria do modelo, sistema coordenado e notagbes, para a andlise
bidimensional no semi-espago visco-eldstico estratificado.
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As forcas de corpo equivalentes por unidade de volume, na camada I,

associadas a este estado de carregamento, podem ser escritas como:

X} = Hy 6(z1) 6(zq — 25) 6(2) (C-1a)
Xy = Hz 8(z1) 6(z2 — 25) 8(2) (C-1b)
Xs = Hs §(21) 6(za — 23) () . (C-1c)

Aplicando-se a transformada dupla de Fourier, expressa pela equacéo (2-13), ¢, em
seguida, substituindo-se as forgas de corpo, no dominio transformado, nas equages

(2-26a,b,c), obtém-se:

Fl = —i H §(22 — 3) (C-2a)
le = H;g (5(3&'2 - 32;) (C—Zb)
F) = ~i Hy 6(z2 — 23) : (C-2¢)

A solugiio geral no dominio transformado, apresentada na Secio 2.3, foi
desenvolvida com base no sistema coordenado Cartesiano zyz, mostrado na Figura.
2.1-1. Como foi comentado na Secio 2.2.3, todos os resultados contidos na
Seciio 2.3, permanecem vélidos para o problema bidimensional em estudo, com

a mudanca da coordenada vertical z pela coordenada vertical correspondente zs.

Substituindo-se as equagdes (C-2a,b,c) nas expressdes (2-45a) a (2-45f) e, em
seguida, modificando-se os termos associados com as ondas polarizadas no plano
vertical (S}(z2),n = 1,...,4), através das transformacées dadas pelas equacdes

(2-68b) e (2-69b), obtém-se as seguintes expressées para os termos de carga na
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camada que contém a fonte (3:;"1 <ag < :cg) :

1 o H H
S1(2) =~g— H(zz2 — 23) en(sh =) {@bl (Z—I—I-T/,E)

H’I}u'l 1}1 1

+ tHy 4 -{C-Hz E(zh™t — 28) (C-3a)
k -4 V; yl' 2 2
]. 9 v :1'.'8—:4:’_1 -Hl H2

55($2)=—mﬂ($2—$2)6 Hog=es ) {¢z (z-—;l—-(m—l)—y—;)
] k 1 Vf’ﬁlﬁzz -1 s
B (H " TH) (k T T ) Bl —ema)p (C3D)
1 i a H H
{ — _ 8 __ V](I: —3;2) -——1 _ _2
5a(z2) 2614 H{a; = ay) e {¢I (z vy )
1 ; k a H
+ k4 v iy - V_;H2 E(z; — z3) (C-3c)
1 1 a H H
! = — s vi(zy—x3) 11 — -2
Sa(z2) raphs H(z; —a2)e {1,()1 (z ” (ki —1)+ y )
k . 1 vk 2 s ;
# (e i) [+ o B o) o3
1 H. reoe de
Sy(z2) = —3 - - H(zg — a3) e"i(¥i=227) (C-3¢)
(H ol
Si(e2) = ~g U H(oh = ) (e (C-36)
l

onde E(z) é definido pela equagdo (2-80), H{z) denota a fungiio degrau de

Heaviside e:

M= % (C-4a)

o = 3+1) ]
T a- (G-4b)

by = k2(712 +1) - 712("’2/1612 _ (C-4c)

k% + vy
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Uma vez que as solugdes particulares (Sh(z2),n =1,...,6) séo conhecidas, os
campos de deslocamento e o de tensdes, no dominio transformado, para um ponto
de observagéo localizado no iﬁterior da camada j-ésima, com uma coordenada
de profundidade z; = 2], podem ser obtidos substituindo-se os resultados
determinados através da equago (2-118) nas equagdes (2-24a,b,c) e nas equagdes
(2-27a) a {2-27f). Para se obter a resposta no dominio da freqiiéncia é necessdrio
determinar apenas as integrais com relagdo ao nimero de onda horizontal %, na
transformada inversa de Fourier expressa pela equago (2.15). Por conseguinte, as
fungdes dindmicas de Green para cargas bidimensionais concentradas (linhas de
carga) podem ser escritas na forma. de integrais sobre o mimero de onda dos campos
de deslocamento e de tensdes i, dijr (3,7, 6 = 1,...,3), obtidos no dominio

transformado do tempo e do espago, isto é:

Gul@",a*) = 5= [ (b o5, w) e ak (C-5)
Hijk(f*‘,fs)=§1;/ Fin(kyzs, 2l ... ,w) e *e1 d (C-6)

onde, por simplificagio, a fungéo de dependéncia com o tempo e*** é omitida.

A determinacio das integrais sobre o niimero de onda é discutida na Segdo
2.4, onde sdo apresentados dois procedimentos de integragao numérica para as
integrais que aparecem nas equagdes (C-5) e (C-6). Como é comentado na Secéo
2.4, ambos os esquemas de integragio numérica podem ser simplificados tomando-
se partido da simetria ou da antisimetria do integrando com relacio a variavel k.
Para o caso em estudo, identificou-se que as componentes 1, tigg, %33, 0211, T112,
G222, 0332 € 0ags Sa0 simétricas em relaciio ao nimero de onda &, enquanto que as
componentes g1, U12, F111, 0221, F331, T212 € 0313 sao antisimétricas. O Altimo

indice k em w;p, 54 (4, 4, k=1,...,3) denota a diregéio da forga.
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C.2 Validagao

Com base na metodologia geral e nos procedimentos numéricos propostos por este
trabalho, foi desenvolvido um programa de computador para o calculo das fungdes
bidimensionais de Green, correspondentes a linhas de cargas harménicas fixas
aplicadas no interior de um semi-espago visco-elstico estratificado. O método
de cdlculo e o programa de computador associado foram validados por meio de
comparacoes com os resultados apresentados por Nakai et. al. (1984) e Mita
(1986) para o caso de um semi-espago elastico uniforme, sob as condigdes do
estado plano de deformagtes. Comparagtes adicionais com as solugdes analiticas,
para o problema do cisalhamento anti-plano, em um semi-espago visco-elastico
uniforme, descrito pelas equagdes (2.4-17) a (2.4-19), foram também realizadas.
As tabelas 2.4-1 e 2.4-2 apresentam as comparacdes destes resultados numéricos
e analiticos com os resultados correspondentes obtidos pelo estudo presente, para
um modelo de solo particular e a uma dada freqiiéncia adimensional. Além do
majis, os efeitos da estratificaciio foram verificados por meio de um extensivo
programa de comparagdes entre os resultados obtidos para o semi-espago uniforme

e os calculados para diversos semi-espacos ficticiamente estratificados.





