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o presente trabalho diz respeito ao
desenvolvimento de um programa computacional para o
calculo, através do Método de Elementos de Contorno de
problemas em duas dimensdes, de estado planc de tensSo ou
deforma¢3o, entre dois carpos elasticos com forgas de

atrito atuando na superficie de contacto.

Foi implementada a solugieo fundamental do
semi-planc que facilita enormemente a anilise de problemas

de contacto em meios semi—infinitos.

S50 feitas aplicagBes para alguns problemas
praticos e as solugSes encontradas com o0 MEC s3o

comparadas com as solugdes analiticas sempre que possivel.
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This work is concerned with the development of a
computer program for evaluation of 2-D plane strain or
piane stress contact problems between two elastic bodies
with frictional forces on the contact surfaces, by means of

the boundary element method.

The half-plane fundamental solution is
impiemented in order to efficiently improve the solution

of contact problems involving semi-infinite media.
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Capitulo I
INTRODUGCZXO
I.1. IntrodugZo Geral
Uma importante classe de problemas da

mecinica estrutural ¢ aquela que diz respeito ans esforcgos
atuantes em corpos em contacto que nEo est3o rigidamente

vinculados.

Q primeiroc a formular e resolver o problema
de contacto entre dois corpos foi Hernich Rudolph Hertz [1]
em 1881. Desde entZEo muitons trabalhos tem side publicados
sobre esse tema. SolugBes analiticas foram apresentadas
para alguns casos, mas a aplica¢Bo destas solugBes a
engenharia & muito limitada, pois dependem grandemente da
geometria e condi¢des de carregamentc, e nas situacSes
reais & muito dificil encontrar um modelo para o qual a

solugdo exata seja aplicavel.

0 advento dos computadores facilitou o
tratamento de diversos problemas de engenharia por métodos

numericos, sendo o mais conhecido o Método dos Elementos

Finitos.



No caso dos problemas de contacto uma grande
dificuldade ¢ gque a &rea de contactoc ¢, a priori,
desconhecida. Isso exige um procedimento iterativo para a
solugio do problema e ne casoc de atrito, um método
incremental que permita acompanhar a variag3o da Area de
contacto com a variagio do carregamento aplicado, uma wvez
que a Area de contacto final ¢ desconhecida, o que

acarreta uma n3o-linearidade no praoblema.

Muitos procedimentos numéricos para anilicse
de contactoc foram baseados no Método dos Elementos Finitos
- wveja-se por exemplo Fredriksson [2] e Okamoto and

Nakazawa [3F]1, entre outros.

No entanto para este tipo de problema ¢ mais
conveniente o Métaodo dos Elementos de Contorno {MEC) uma
vez gue o mesmo possul o sistema de equagcdes algébricas
menor que os outros métodos, dado que a discretizag¢3o
restringe—-se ao contorno apenas, © que possibilita uma
reducdo de tempo e custo para a preparagio dos dados
geométricos e resolugin do sistema, além da possibilidade

de lidar diretamente com as superficie de contacto.

Varios trabalhos ja foram realizados usando
o MEC, dentre os quais podemos citar, entre outros,

Anderson et all [4], Anderson [5],. [&], (7] e Karami [8].



I.2. Objetivos da tese

0 objetivo desse trabalho é o estudo de
problemas bidimensionais {estado plano de tensio e
deformag3o) de contacto em regime elastico utilizando o

MELC.

Ser3o resolvidos alguns problemas sem atrito
e outros com atrito, utilizando-se da solugio fundamental
de Kelvin e também da solugSo do semiplano {M=lan)

desenvolvida por Telles.

MNa elaboraglo do programa usou—-se elementos
lineares e para resolver problemas de descontinuidades
foli implementado o elemento interpolado para nés duplos e
nés pertencentes aos eixos de simetria da regiZo de

contacto.



Capitulc II

D METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORND

II.1. Introdugo

Para se encontrar as tens@es e deslocamentos
nao dominio de um corpo que tem as condig@®es de contorno e
carregamento prescritas, existem as equag@es diferenciais
de equilibrio de tens@es e compatibilidade entre os
deslocamentos. As sclugBes dessas equagdes normalmente sé
podem ser encontradas para casos particulares de geometria

e carregamento.

UOs métodos numéricos surgiram para resolver
esses problemas a partir de aproximagdes no contorno ou no

dominio, com um erro aceitivel.

No caso do MEC as equag8es originais sZo
transformadas em equag¢gdes integrais envolvendo apenas o
contorno. Estas equagfes sEo obtidas de uma relag3do de
reciprocidade (tal como o teorema de Betti) entre a sclugio

do problema e uma Suiugﬁu Fundamental da equag¢3oc original.

0 contorno & discretizado atraveés de



elementos gue aproximam os deslocamentos e as forgas de
superficie segundo fungSes de interpolagcio e s3o obtidas as
eguagdes integrais para os varios pontos através da
integragio sobre cada elemento, obtendo-se o sistema final
de equagSes que, uma vez resolvido, fornece os valores das

incégnitas no contorno.

Em fung3io dos valores do contorno,
determinam—se as incégnitas para os pontos internos
desejados. Maiores informagles sobre o MEC podem ser
encontradas em Brebbia [9?] e Brebbia, Telles & Wrobel

£101.
IT1.2. SolugBes fundamentais

0 MEC utiliza para problemas de elasticidade
bidimensional sem consideracio das forgas de wvolume, a

conhecida equagio de Somigliana:

* »*
ui(f) + J pij {€.x) uj(x) drr = J‘uij(f,x) pj(x) dr

r r
(II.1.)

onde,
j= componentes de deslocamentos em cada ponto do contorno
r
pj= componentes das forgas de superficie em cada ponto do
contarno I©

*
uu = soluglo fundamental para deslocamento
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p“.= solugdo fundamental para forga de superficie

¢ = ponto-fonte {(ponto onde se pretende calcular os
deslocamentos e tensdes)

®x = ponto—campo (ponto pertencente ao contorno, sochre o

qual se efetuam as integra¢@es indicadas)

Serdo considerados neste trabalho dois tipos

de solucg®es fundamentais, de acordo com a regiZo Q* e F*

envolvida (fig. II.1.)

Fig. II.1. Corpo Q2 + I' localizado no interior da regi3o

o o+ r

0 primeiro tipo, & chamada solug3o
fundamental de Kelvin, onde Q* ¢ considerado ser um meio
elistico infinito e, consequentemente, F* tambem &
considerado no infinito. As expresstes para os deslocamento

e forgas de superficie sZo ja& conhecidas e dadas por:



-1
L] 1] L ]

8 (1 ~» )06
. -1 ar
p . = (1 — 2v) &6, + 2 r, r, -
Heoam 1w { o an

- {1 - 2v) ( ry, 0N, —r,, n )} ]
1 h] k] L

onde r & a distidncia entre o ponto fonte ¥ e o ponte campo
.

0 segundo tipo de  selugio fundamental
adotado corresponde ao problema do semiplano. Neste caso
a regifo de Kelvin & subdividida por uma linha horizontal
infinita I e apenas a parte 1inferior ¢ considerada como
sendo Q*+ F*. Fortanto a regifo de interesse & apenas um
plano semi—infinitoe, com a parte superior de F* sendo
representada por F. A regifo 0 + ' & sempre assumida
pertencente a esse semiplanc e a reta x1=0 ¢ considerado
como sendo a superficie F, que ¢ considerada livre de

forgas de superficie (fig. II.2.).



Fig. I1.2. - ECarpo Q + TI' localizado na interior do

semiplano

A distribuig3o dos esforgos devido a um
carregamento pontual aplicado em um semiplano isotrépico
foli apresentada por Melan [113. A completa solugio do
problema de Melan, junto com sua aplicagio ao MEC foi

apresentada por Telles e Brebbia [12].

A solugdo fundamental de Melan pode ser
representada adicionando-se a soclugfo fundamental de Kelvin
(gue representaremaos por ( )k }Js uma parte complementar
( »° gue & fungdo das coordenadas da imagem do ponto—fonte
com respeito 4 superficie do semiplano. Portanto a solug3o
fundamental do semiplano éeré dada por:

(3 = (k& ()

As espressSes da solug3o complementar para

»
uU correspondente ao deslocamento na diregZo j devido a



forga unitiria atuando na direg3o i1, s2o:

. . [(3-4v)R} - 2cx]
u¢® =g —[8(1-v)° — (3~4v)1In R + +
1141 d
RZ
4chz }
+ t
R‘
(3-4v)r_r, 4c'>ER1 r,
u:z = K 1 - — 4(1-v){1-2v)8
rZ rR?
(3—4v)r1 rz 4C;R1 rz
u:1 = K, - — 4(1-v)(1-2v)eE
R RY
. . [(3—4v)r: - 2cx1
w o=k, {-[8(1~)° ~ (3-4v)1In R + -
Rz
4c§r2
_ 2
R«l

onde, conforme a fig. II.3., temos:

8 = arctg(Rlel)

12
r=(r r )
L T

R= (R R '?
1 LN

-
i

XL(X) - KL(E)

ot
It

xt(x) - xt(f')
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c = x {x} 2 0O
1
- = >
X }{1(63 > 0
Kd =1 7/ [BaG(i—v)]
6 = médulo de elasticidade transversal
v = coeficiente de Poisson
£ — ponto fonte
¥ — ponto campo
&’ — imagem de ¥
A 5 o
c
- i} -
C X2
7£
+ +
=R
4
%y
Fig. II.3. - Defini¢3o das grandezas para o semiplano
Fara encontrar as expressdes para p;
deve-se lembrar que
< = < n
ptj jki k

onde a;d sera dado por:
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(3% + £)(1-2v) 2R (R> +2cx)—4xro(1-2v)
‘-K { i i 2
a

o 4 + —
111 2 <
R R
16cx R rz }
1 2
Rd
(1-2v} 2[x%— 2cx - c2+ 2xR (1-2v)]
= K - + 1 +
124 s 2 2 .
R R
16exR?
+ 1
RG

J(E + 3c)(1-2p) 2[R1(r:+ 2c2)—2cr: +2§r:(1—2v}]

= —K + +

221 al 5 o
R R

i4cxR rz

+ 1 2

RG
(1-2v) 20c®+ 6ex% - x°— 2xR (1-2v)3
€ = -Kr — : +
112 8 2 2 4
R R



i2

J(c + 3x}(1-2v) 2[R1(r:+ Zex)- 2§ﬁft1~2v)3

o = =K + -
122 sl 2 ‘
R R
1bc;R rz
i1 2
Rd
{ 3 {1-2v) 20r2- 4cx —2c®— 2xR (1-2v)1]
[ o] 2 1
Lo = K r + +
222 s 2 2 4
R R
16cxR> }
. 1
Rd
onde.,

KS =1 / [4n{l—v])]

0 usc da solug3o fundamental do semiplanco
torna desnecessaria a discretizag3o do contorno situado em
®o= Q0 livre de forgas de superficie (pj = ©), sendo os
deslocamentos e esforgos nesta parte calculados como pontes
interncs. No caso de problemas de contacto, 56 &
necessirioc discretizar a superficie que poderd entrar em
contacto. Esse procedimento além de gerar um sistema de
equacBes menor, também evita qualgquer aproximag3o numérica

sobre a superficie livre.
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Capitule II1I

FORMULAGAD DO MEC PARA PROBLEMAS DE

CONTACTO BIDIMENSIONAL

IIT.1. ConsideragdSes gerais

Sejam os corpos t® e c® 1limitados por
superficies cilindricas. Os tragos das superficies de
contorno no plano (xi,xz) SEAD &g curvas ré e r®
respectivamente. A geometria e todas as guantidades

variaveis s3o independentes da coordenada 2. Q problema &

portanto considerado um problema plano no sistema (x1,xz}.

Fig. IIl.1. Corpos £® e c® em contacto
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Os objetivos principais s3o determinar a
extensio e localizagiio da superficie de contacto e as
cargas que através dela s83o transferidas de um corpoc para o

outro.

Para cada corpo iscladamente, & possivel

escrever o sistema:s

i i i

H u =06

~ —~

o (I1I.1)

onde i €& o identificador do corpo.

NO MEC . para cada ponto nodal da
discretizag3o, devemos conhecer duas das quatro componentes
Us Wy PP, @ através do sistema (III.1) determinar

as outras duas.

Nos=s pontos pertencentes as superficies de
contacto, todas as cito componentes {(quatro de cada corpo)
sdo, a priori, desconhecidas. Tedricamente tem—se, em cada
conjunto de dois pontos nodais equivalentes na superficie
de contacto, oito incdgnitas, quando deveriam existir

apenas quatro.

As chamadas ‘"condigBes de contacte” irdo
resaolver tal questdo uma wvez que estar3o relacionando
deslocamentos e forgas de superficie dos dois corpos.
Através dessas condig@es, os dois conjuntos de equagBes de
(III.1) serio acoplados e poderio ser

resolvidos simul taneamente.
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I11.2. — CONDIGSES DE CONTACTO

A regi3o prevista para o contacto esta

dividida em:

1. RegiZo de separagdo: ¢ a regifo onde de inicio n3o
ha contacto, mas podera haver como resul tado do

carregamento aplicado.

2. RegiZo de contacto: € a regifo onde ha contacto
entre os corpos. Dependendo da existéncia ou nZo do atrito,
ecssa regifo pode ser dividida em contacto com atritc e

contacto sem atrito.

2.1. Contacto com atrito: no caso da existéncia
de atrito, o valor da forga de superficie tanéencial n3o
pode exceder um certo limite que depende do tipo de atrito
considerado. Neste trabalho, considera—-se gue a forga de
atrito atuando na superficie de contacto segue os critérios
de Coulomb para atrito. De acordoc com os esforgeos atuantes
na regifo de contacto com atrito, podemos dividi-la em:

2.1.1. Regido de ades3o: € a regifio onde o valor
da forga de superficie tangencial ¢ menor ou igual ao valor
limite da forga de atrito.

2.1.2. RegiZo de deslizamento: onde o valor da
forga de superficie tangencial encontrado ¢ maior gue o

valor limite da forga de atrito.
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2.2. Contacto sem atrito: se n3c hia atrito,
deslizamentos tangenciais entre as superficies de contacto
podem ocorrer livremente. Neste caso nfo existem esforgos

tangenciais.

I111.3. — CONDIGSES NA INTERFACE DO CONTACTO

Na discretizag3o da regiio de contacto, os
elementos equivalentes nos dois corpos devem ter o mesmo
comprimento. A cada nd do corpo CA existe o correspondente
nd no corpo c?. A esses nés correspondentes chamamos de

"par de ndés".

Para um par de nés correspondentes na regilo

de contacto, tem—se as seguintes condigBes:
1. Contacto com atrito:
1.1. Regi%o de adesio

As forgas de superficie tem o mesmo valor e

sinais opostos e os deslocamentos s3o iguais. Portanto:

A ;]
+ =
Pe P, 0
A ;]
E =
P, * P, =0 (I11.2)
uA — un = 0O
t t
uA -uw =0
n il
onde:
p = forga de superficie tangencial no né do carpo

t

indicado,
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P, = forga de superficie normal no né do corpo indicadao,
u = deslocamento tangencial do nd do corpo indicado e,
u = deslocamento normal do né do corpo indicado.

1.2. Regifo de deslizamento

As forgas de superficie tem o mesmo valor e
sinais opostos. Além disso, para um dado nd, existe uma
relagdo entre a forga de superficie normal e a tangencial,

que ¢ dada pela relagio de Coulomb:

(I11.3)

il
I+
T
D

onde u & o coeficiente de atrito.

Sabe~se que os desliocamentos entre os nés
dos dois corpos sao diferentes, uma vez que existe um
deslizamento entre eles.

2. Contacto sem atrito

E o casn anterior, quando valor de u &

nutlos:
A B__
Pt+ 9t— o
A B_
pﬁ+ pn— O (IIf.4)
A_ _B_
p,= p=20
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Capitulo IV

FORMULAGCED DA MATRIZ DE COEFICIENTES DAS

EGUAGOES

IV.1. Introduc3io

De acordc com a equagioc (IIF.1):

tem—se para os dois corpos duas equagcSes matriciais que

podem ser combinadas da forma:

[H] [G1

{IvV.1)

Am aw m=

!

[G1

'™
i

' {H]

faltando ainda inserir neste sistema as condigSes de
contacto e transforma—lo na forma padr3o de resolugioc de

sistemas:

¢ I
¢ x

I
L

onde,

X & o vetor das incégnitas e

—~

b consiste de um vetor com todos os wvalores conhecidos

o

multiplicados pelos correspondentes elementos da matriz.
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IV.2. Contacto com atritoc

IVv.2.1. Regi%o de ades3o

Na primeira iterag¢3ic para encontrar a
solugdo do problema, assume—-se que todos os pares de nd em
contacto est3o unidos, isto &, n3o h& deslocamento

relativo entre eles.

FPode—se escrever as eguagBes (III.2) para

os corpos A e B usando o referencial cartesiano global:

uA + xé = u? + x?
* L8 L8 L
p? + p? =0
1
partanto,

u? = uf e (Xt - X

an. L i (IV.2.)
P. = — P

Subdividindo o contorno [° de cada corpo,

tem—se: ' contorno com forgas prescritas, ' contornc ceom
P u
e r contorno da regi3o de
c

deslocamentos prescritos

contacto. Portanto,
{IV.3)

r=r +70 +7T
= u c

Neste caso, a equagfc (IV.1.) pode ser

dividida da seguinte maneira:
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H* H* H* 0o o o u?
u P [
o o0 o H® H A -
o P c A
C
;|
. (IV.4.)
B
b c-
[BA 6* 8 0o o0 o p
_ L p__c — —-a
lo o o &° 6° &° P
o =3 < A
p
<
B
p
-8
p
B
b pc—
onde:
u® = deslocamentos prescritos no corpo A
u® = deslocamentos a serem determinados do corpo A, fora da
regifio de contacto
u: = deslocamentos do corpo A na regi3o de contacto
u® = deslocamentos prescritos do corpo B
u®? = deslocamentos a serem determinados do corpo B, fora da
regifo de contacto
u: = deslocamentos do corpo B na regifo de contacto
p? = forgas de superficie prescritas do corpo A
pA = forgas de superficie a serem determinadas do corpo A,
fora da regiZo de contacto
pA = forgas de superficie do corpo A na regifo de contacto
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forgas de superficie prescritas do corpo B
p = forgas de superficie a serem determinadas do corpo B,
fora da regido de contacto

pa = forgas de superficie do corpo B na regifo de contacto

Substituindo os va l ores encontrados em (IV.2.) e
rearranjando os termos, de forma a colocar todas as
incégnitas do lade esquerdo, pode—-se escrever (IV.4.) da

seguinte maneira:

—s* ¥ v o o -6* pt
[V} P C_ _____E_ A
o o H 6" 4 @° u -
c u P c uA
[+
)
P
u® (IV.5.)
A
- c il
-H* et 0o 0 o a”
= u___p —a
o o -1 G? P a
u p c b : |
u
—B
P
(x* - %)
1 1
que ¢é o sistema de equagBes gue permite o calculo das

incédgnitas. Neste sistema de equag®es, todos os  termas do

lado direito s3io conhecidos.



IV.2.2. Regido com deslizamento.

As equagdBes (II1.3) est3oc no referencial
incal. Antes da montagem da matriz, convém transformia-las
para o referencial glcbal. Sejam P& py as forgas de
superficie no referencial global e pt e p_ as forgas de

superficie no referencial local. A relagio que existe entre

essas forgas de superficie pode ser escrita da seguinte

forma:
P cos8 send p
t - < [ x (IV.56.)
P senec —cosec py

onde ec ¢ o angulo formado entre *x 24 direg3o tangencial,
conforme indicado na fig. IVv.1. E chamado de &nguioc de

contacto (veja—se Apendire B).

Fig. I¥.1. — Angulo Gc
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Haver4 deslizamento se | P/ P | 2 5 ou
s@lia,
> +
P, 2 *u p_ (IV.7)

Em coordenadas globais:

p,= B - COS ec + p_ - sen e

¢ (IV.8)

py = p, - sen GC - p_ - COS ec

Substituindo os valores de (IV.7.), chega—-se
a uma expressio que relaciona p, com py para a situagd3o de

deslizamento iminente:

Ty . cos & + sen Bc

P, - cos ec * u . sen ec py He = Py (Iv.9)

onde,
+ 4 - COos 68 + sen &

Ha = - cos & * u . sen & (IV.10)

0 sinal de u na equag3o (IV.10) & obtido da

relagdo entre P, ® P, PO passo anterior.

Considera—se que o deslocamento entre um par
de nds de contacto efetua-se na diregfo tangencial local.
Portanto, pode-se escrever a seguinte relagfo en

coordenadas locais:

u: = uf + ﬁud
(Iv.11)
A B
u = u
N n
onde Aud ¢ o deslizamento entre os néds.
Em coordenadas glocbais, essas relagdes

ficam:
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uA + ¥ = uB + ¥ 4+ Au. . cos @ {IV.12)
x x® a c

uA + yA = uB + yB + A . s8N O (IV.13)
Y Y d c

De (IV.12), tem-se:

Au. = (ut - W'+ x® - »®)y/ cos & (IV.14)

d x x

Levando esse valor a {IV.13), tem-se,
-] A A P B A B A
= _ - - -+ -_ -
Uy uy + {y y ) + (ux ux) tg ec (% x7) tg ee
(IV.15)
gue dari o valor de u: em termos de u: . u: e u:.

fis forgas de superficie na regifo de

contacto serZo calculadas todas em fungio de p: s uma vez

gque:
A = A
P, = H P
p? = - p* (IV.186)
x x
pB = _ pA
Y Y

Portanto, a equag¢io (IV.1} seri dividida no caso

de contacto com atrito e deslizamento da seguinte maneira:
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HA H* W* o0 o0 o o ut
u cxX <y A
0 0 0 H® H® H® H =
u P cx cy A
(= 4
A
u
<y
—B
s (IV.17)
B
cX
B
u
Cy-
[ * 6* 6* 8 0o o o o p?
- u P cx cy - -a
[ o o o o &6° 6 6° @&°
u P ox cy A
cX
A
Pcy
P
P
—B
P
B
X
;]
Pcy
onde,
u = deslocamento dos nés da regiZfo de contacto
na diregfo x
ucy = deslocamento dos nés da regiio de contacto na
diregio vy
pcx = forgas de superficie nos nés da regiZo de contacto
na direg¢do x
pcy = forgas de superficie nes néds da regifo de contacto

na direcfo y

Substituindo os valores de (IV.153) e (IV.16)
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e rearranjando os termos de forma a deixar as incégnitas do

lade esquerdo, vem:
-4 Ht A o o o -8 -u
_u o c X cy cy Q9 _cx_
0 0 -—tge H° -6 H® ™ 6° +u G
c Ccy cy u P cy a cx
[—HA 0 0 0 T
= . —A
[ 0 N c S T P
u p cy GB
g : |
p
N
onde,
M=H"+tg 8 .H®
X < <
N = (y* - y7) + (x® - x"). tg 3

No caso particular de cos 8 = 0, a
<

(IV.15) n3o pode ser

resolvida. Para

utilizar as segulintes rela¢gdes:

uB =u + (% — %
» b4
A _ A
Py = u Px
B _ A
px - px
B _ _ A
py py

este

caso

(Iv.18)

equagio

pode—se

(IV.192)
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Neste casc, o valor de K ¢ dado por:

—cos & + u sen @
< < = (IV.20)

sen & + p cos &8
c <

E a equag3og (IV.2) fica:

-6* W HA H* o o -6*-u6* o p
p o cy o _€X G4 cy
o 0 H® o -8° H° ® 4eu 6 H
cx u cx g cy 2 u
(=3 4
A
u
cy
B
P
B
A
oX
B
u
e Cy—
-H*  6® ) 0 o ut
= u P ——— e —a
o o -K ¥ -4 p
u r cy —~B
u
-—B
p
(x*~x")

(IV.21)
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Capitulo V

DETERMINAGAD DAS CONDIGCDES DE CONTACTO

V.i. Limites da regiZ%o de contacto

Apés a soluglo do sistema de equagdes, o
tamanho da regiio de contacto assim como as condigSes de

cada par de nés deve ser verificada.

Para encontrar a superficie de contacto

carreta, deve-se analisar o comportamento da forga de

superficie normal e dos deslocamentos na regifo en
contacto.

No caso de haver forgas de superficie
normais positivas (no sistema de referéncia 1ncal) - fig.

V.1l., nestes pontos a Area de contacto deve ser aberta 2 o
par de nés deve passar a estar separado. Neste caso a

superficie de contacto sera diminuida.

Caso haja em algum ponto uma interpenetragi3o
entre os dois corpos -~ fig. V.2. -, ©o que implica
numa incompatibilidade geométrica, neste local os nés devem

passar a condigfo de contacto, evitando interpenetragio.



29

Fig. V.1. - Superficie de contacto maior do que a real

Fig. WV.2. - Superficie de contacto adotada menor

que a rexl

f# solugcio correta deve comportar—-se conforme a
fig. V.3. , onde tem—se apenas de forgas de superficie

normais negativas, sem interpenetrag¢io em nenhum pontoa.
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—
-
&_—- __,_-.—“:/
P s

Fig. V.3%. — Superficie de contacto correta

Apds a determinag¢3o da Area de contacto, o wvalor
da forga de superficie tangencial de cada par de nés &
comparado cem o da forga de superficie normal. Se a
razZo entre esses dois valores for maior do gue o
coeficiente de atrito de Coulomb, isto significa que
ocorreria um deslizamento relativo entre os nés, e esse

par de nés deve passar a condig3o de deslizamento. Assim,

portanto, —mM = u

Por cutro lado, um par de nés na condig8o de

deslizamento deveri passar a condigfo de adesSo sempre gque

o deslocamento relativo encontrado entre os nés seja nulo.

V.2. Incrementoc de carga

Nos problemas de contacto quase sempre apareceri
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uma n3p linearidade gquando houver atrito, o gque faz com que
tenhamos que resolve—-los através de um método incremental.
Isso & feitop aplicando-se o carregamento por egtapas e
assumindo - como ¢ razoavel - que entre duas etapas
sucesslivas as condigSes de cunta;tu se mantém constantes.
Evidentemente isso seria tanto mais exato guanto menor for o

incremento de carregamento efetuado em cada etapa.

fssa atualizag3o do carregamento pode ser feita
basicamente de duas maneiras:
a) calculando-se a quantidade de carga necessaria para
fazer com que mals um par de nds mude a sua condigio de
contacto, baseados na relagio linear
carregamento-deslacamentao. Encontra—-se um fator de
atualizac®o &« para o m—ésimo passo que farid com que algum
par de nds mude a sua condigio — isso pode ocorrer com o
aumento/diminuigio da area ou com a mudanga
adesdo/deslizamento. O carregamento para o préximo passo

sera dado por

onde,

b) outra maneira de atualizar o carregamento ¢ através de
uma guantidade fixa de carga que ¢ acrescentada em cada
etapa, até gue se complete o carregamento total. Assim,
por exemplo, pode—-se usar um incremento de 3% da carga
total em cada acréscimo de carregamento. Essa foi a forma
utilizada nos exemplos deste trabalho, uma ver que desta

maneira conseguiu—-se convergéncia satisfatéria & um numero
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de iteragBes menor, o que implica en menosr tempo

computacional.

V.3. FLUXOGRAMA

Fode—-se wvisualizar melhor o procedimento adotado

através do fluxograma resumido mostrado a seguir:

Inicie

Pados de Entrada

Resolugdo do Sistema
de Equagies com Condigles

de Contacto Atuais




33

Condi¢®es de Contacto

Corretas?

Aumenta ou Diminui

Area de Contacto

Condigdes de Atrito

Corretas?

Mudangas

Ades3o/Deslisamento

®
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Carregamento igual

ao Carregamento dado?

Acréscimn de

Earregamento

Saida dos Resultados

Fim




EAPITULDO VI

APLICAQCBES DD MEC ADS PROBLEMAS DE CONTACTO

VI.1.1i. Contacto de dois cilindros identicos

fAilgumas solugSes analiticas foram
encontradas para problemas de contacto envolvendo corpos de
formato simples.

Um dos exemplos para o caso
bidimensional, refere—se a dois corpos cilindricos de mesmo
raio com um carregamento cuja linha de a¢3o passa pelos

centros dos cilindros (fig. VI.1.).

a Y
!

|

Fig. VI.1. — Contacto de dois cilindros identicos
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O0s resultados obtidos, de acordo com
teoria de Hertz, s3o:

- Para a Area de contacto (fig. VI.2.):

/ - »*
a=vY (4 WR/TE)

— Para a forga de superficie maxima no centro do contacto:

P - _
F = r* (WE / n R}

max

onde,

W caregamento aplicado por unidde de comprimento

1 7EY=1-7E +U1~v37E
i i 1 4

1 /R = 1/R +1 /R
1 2

—
P=P . v {1 - (x27 a5
onde,

F = distribuig¢3o de pressZo na superficie de contacto.

—_— N

Fig. VI.2. - Defini¢doc da largura "a" de contacto

a

0 exemplo foi resolvido para dois

cilindros de raio R = 8, tirando—-se vantagem da simetria
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existente no problema, discretizando—se apenas metade dos
cilindros (fig. VI.3.}. Usando elementos lineares com a
dimens3o comecando com 0,1 para a area de contacto até um
comprimento maximo de 1,0 para a area sem contacto e
sem carregamento, num total de &1 elementos para cada

cilindro.

Fig. ¥1.3. — Superficie a ser discretizada.

Utilizando para os materiais dos corpos
os valores de E = E = 1000 e v = v = 0,3,

i 2 1 F
resolveu—se o problema para varios valores de carregamento
€ ¢onparcu—~se o resultado com o obtido pela sclucfo de

Hertz.

A compara¢fo dos resultados ¢ mostrada
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na tabela I e na fig. VI.4. Convém observar que os

resultados obtidos por Hertz para o caso de P = 250 sZos:
a = 1,52
P = 104,6

max
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Contacto sem Contacto com atrito ilimitado i
atrito
T " Esforgo N Esforgo Esforgo
Normal Normal Tangencial
0,0 103.8 0,0 i03,8 0,000
0,1 105,6 0,1 105,6 0,000
G,2 104, 3 0,2 104,3 0,002
¢,3 103,2 0,3 103,2 0,002
0,4 101,4 0,4 10i,4 0,003
G,5 79,3 0,5 FF.3 0,004
0.6 &, 6 O,b6 Fa,b 0,003
0,7 FEL 2 0,7 F3,2 0,006
Q.8 87,2 G,8 87,2 0,007
0,9 84,5 G, 84,5 0,009
1,0 78,8 1,0 78,8 0,010
i1 72,1 i,1 72,1 0,012
1,2 64,1 1,2 b4, 1 0,015
1,3 $3,7 1,3 53,7 0,020
i,4 41,9 1,4 41,9 6;021
1,5 7,3 1,5 T3 0,069
Tabela 1 - Esforgos normal e tangencial na Area de contacto

de dois cilindros idénticos, submetidos a uma

forga P = 250.
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110

100 -
g0 -
80
70

60 -

Py

50 —

40 4

30 -

20

10 —

—— Hertz + Pw250 < Pw124 & P=40

Fig. VI.4. — VariagZe de ay ao longo da superficie de
contacto para diversos valores de carregamento

atuante (u = Q).

VI.1.2. Contacto de um cilindro sobre uma fundagio.

Outro classico exemplo de contacto entre dois

corpos € o que trata do cilindro apoiado sobre uma fundagZo
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rigida (fig. VI.5.).

16

16

JANVAYNFAYEFANIFAY

32

e
e

Fig. VI.2. — Cilindro sobre fundag¢3eo rigida

Também aqui, na resolu¢3o do problema foi
discretizada apenas metade da estrutura, utilizando—se as

propriedades de simetria.

Foram usados 79 elementos lineares no cilindro de
raio R = B e 42 na fundag¢ioc, com comprimento wvariando de
0,1 a 0,04 na area de contacto até um maéximo de 4,C na
regifo n3o carregada (fig. VI.46.). O wvalor da carga

utilizada foi de 240.
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— — X
i
éib&.f_\.
Fig. VI.6. — Superficie a ser discretizada
0 exemplo foi resalvido inicialmente
considerando-se E1 = 1000. 0Os resultados obtidos est3o

na tabela 2 & na figura V1.7. 0Os resultados obtidos, de

acardo com a teoria de Hertz, para uma forga P = 240 s3a:
a = 1,49
P = 102,4

max
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Contacto sem Contacto com atrito ilimitado ]
atrito
T s Esforgo x Esforgo Esfor?u
Normal Normal Tangencial
0,0 98,4 Q,90 100,1 G,3
0,1 28,9 0,1 100,46 1,4
0,2 98,1 0,2 9,7 2,8
0,3 97,0 0,3 ?8,6 4,3
0,4 95,4 0,4 94,9 5,7
c,5 93,3 0.5 94,9 7,1
0,6 90,8 a,6 92,2 ;5
0,7 a7.6 0,7 89,0 10,0
0,8 83,9 0,8 85,2 11,5
Q,9 79,6 O0,7 80,7 13,0
1,0 74,0 1,0 75,3 igq,5
1,1 68,5 1,1 &8,9 16,2
1,2 61,4 i,2 61,4 18,2
1,29 52,7 1,29 51,9 20,05
1,34 47,3 1,34 45,9 22,2
1,39 41,5 1,39 z8,7 25,0
1,44 33,9 1,44 31,8 26,2
i,48 28,4 1,48 5,8 o644
Tabeia 2 - Esforgos normal e tangencial na regiZo de

contacto de um cilindra sobhre uma fundag3io

rigida, sob a ag3o de uma forga P = 250,
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1o

100

80
70
60 -
50
40
30
20 -

10

— Hertz + MEC

Fig. VI.7. Variagido de ay ao longo da superficie de

contacto (u = 0)

Resolvendo esse exemplo para um coeficiente de
atrito ¢y = 0,8, encontra—-se o resultado mostrado na fig.
VI.B., onde s nota a wvariag3o da forga tangencial na
superficie de contacto. Observa-se que neste caso a regiio
de adesdc fica compreendida no intervales 0 »x < 1,2 e a

regifo de deslizamento no intervalo 1,24 ® £ a.
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110
100
90 -
80
70 -
60 —
50
40 —
30
20 —
N o ¢ ¢ 0 °
0 T T T T T T T T T ; T T
o 0.4 08 1.2 1.8 2 2.4
——  hertz(u=0) +  esf. normal ¢ esf. tang.
Fig. vi.8. - Variag8o de o, € oy ao longo da superficie de
contacto para u = 0,8.
VI.1.3. Contacto de um bloco sobre uma fundagio.
0 exemplo analisado consiste de um bloco elastico
sobre uma fundagio (fig. VI.?.)
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2
St
4
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3 2 3 "
ﬂ||/ "‘/ 4'/ ]

Fig. V1.%9. - Bloco socbre fundagc3o

Para a solugdo do prablema, usando a
simplificag3o devido & simetria, foram utilizados 11
2lementos na regiic de contacto e um total de 20 elementos

nc blocc e 28 elementos na fundagfc (fig. VI 10.).
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— — »X
FAYIIAY
Fig. v1.10. — Superficie a ser discretizada
0 exemplo foi resolvido em primeiro lugar
considerando o coeficiente de atrito nulo. 0 deslocamento

normal na regifo de contacto para o estado plano de tens3o

foi comparado com a solugdo exata encontrada por Okubo
L131, e com a solugio encontrada com o Método dos Elementos

Finitos por Ohte [14], e ¢ mostrado na fig. VI.11.

Também foram encontradas as tens@es normais ao
longo da superficie de contacto para diversas relagBes
dos mé&dulos de elasticidade longitudinal (fig. VI.12.),

sendo o resultado comparado com a solugBoc analitica dada
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0,6
0.5
+
o
+
0,4 -
+ 0
o)
0,3 .0
0.2 —
0.1 - o
ofp—H—-f—tp— T
0 01 6202403 04 05 068 0707408084 0%0980 + 10611 11512 1,24
__ Sal. Anal.
O  MEC + OHWTE
Fig. WVI.11. - Variag3o do deslocamento ac longo da
superficie de contacto.
por Timoshenko [13], onde o médulo de elasticidade

longitudinal do bloco ¢ considerado infinito.
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2,0
1,9 —
1,8
1,7

P/ Po
=}
olid

XD o 40
X & 40

0.0 T T T Y T T ; T T
(0] 02 0.4 06 08

__ Sol. Anal. Valores de E1/E2:
o o + 1/3 ¢ & 3 X INFINITO

Fig. VI.1Z. - VariagHo de ay ao longo da superficie de
contacto para diversas relagtes entre os
médulos de elasticidade longitudinal do bloco

(E) e da fundag@io (E ).

Variando o coeficiente de atrito temos uma

pequena variagdoc na tensZo normal (fig. VI.13.).
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1.5
1,4
1,3 +
™ [
-4
1,2 2
1,1 —
1 -
&
a
0,9 — =] &
[= 4
¢ o = : & &
3 & -
o8 —t T T Y T T T T T T T
n] o1 D2 0.3 o4 0.5 =X -] 0.7 o8 Q.9 a.95
valor de mi:
a aa + 0.2 <@ Q.4 a Int.
Fig. VI.13. - Variagido de o ao longo da superficie de
y

contacto para diversos valores do coeficiente

de atritoc.

VI.2. Solugio do semiplano

Vi.2.1. Contacto de um cilindro sobhre uma fundagZo

rigida.

Utilizando a solu¢io do semiplano, os resultados
encontrados para o exemplo do cilindro sobre a funda¢3o s3o

dados na fig.VI1.14. Foi utilizada E1 = 1000,
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Fig.

discretizar os pontos da possivel
fundagzao,

semiplanc onde se realiza o contacto

o1

110

100 —

20 -

80 -

70

80 -~

40

30 -

20 -

10 -~

Vi.i4,

Observa—-se que

T T T ; H T T+ 1 | T 1 T
.4 08 1.2 1.6 2 24

——  Heriz + MEC

- Variagio de o, =ao longe da superficie de

contacto para P = 240 (u = Q)

neste caso sé& foi necessario

regida de contacto da

uma wvez que o restante da superficie do

ja& tem incluida a

condig3o de forgas de superficie nulas {fig. VI.15.)




Fig. VI.15. — Superficie a
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ser discretizada no

utilizagdo da solugio do semiplano.

VI.2.2. Contacto de um bloco sobre uma fundag3io.

0 exemplo VI.1.3.

caso da

resolvido com a wutilizag3o da

formulag®o do semiplano, apresenta os resultados

VI.17.

da fig.



Fig. VI.14.

v A - — s—

X1¢

Superficie a ser discretizada no caso de
bloco sobre uma superficie, utilizando

solugdo do semiplano.

uin

2

1.9 —
1.8 —
1,7 -
1.6 —
1.5
14 —
1.3

11

P/Po

o9
08
0,7
08
0.5
0,4
0,3 =
0,2 ~
0,1 — .

baty = |
W L)

§

|

+ &

& +0

T
0.1

T T ] T T T T 1
6.2 03 o4 0.5 0.6 0.7 08 0.9

Valores de £1/E2:
a 1/3 + 1

Fig. VI.17. - Variag3o de o, ao longo da superficie

caontacto para diversas rela¢Bes entre

médulos de elasticidade longitudinal.

de

o=
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Vi.2.3. Contacto de um bloco encravado em um semi—espaco

Neste caso, pode—se calcular as esforgas e
deslocamentos discretizando—se apenas a superficie de
contacte (fig. VI.18B.)} no semi—espago onde estia apoiada a

fundagio..

No exemplo resolvido, a carga atuante vale
P = 10G,o0s médulos de elasticidade s3o E1 = 2100 e E2 =
210. Foram usados 12 elementos na superficie de contacto e,
a principio, apenas a superficie horizontal fol considerada
em contacto. Para y¢ = 0, obtém—se os resultados mostrados
na fig. VI.19. para os esforgos na superficie de contacto
horizontal.Para a superficie de contacto vertical., os
valores das tens@es normais est3o representados na fig.

VI.20.
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1 i { 1918 I
71 70 ' — X

161

i 12
_b234557 9 10 J11

Fig. VI.18. - Superficie a ser discretizada no caso de um bloco

encravado em um =semi — espago, utilizando-se

das simplificagBes devido a simetria.
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o 80
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§0 —
!

S0 | ; T T T T T T T

Fig. VI.19. — Variag3o de o,  ao longo da superficie de

contacto horizontal.
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x1

Fig. VI.19. — VariagHo de o, ao longo da superficie de

contacto vertical.
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Capitulo VII

CONELUSSES

0 desempenho do software desenvolvido neste
trabalho pode ser considerado satisfatéric em funcio da
precis3oc dos resultados alcangados em comparagau com ocutros
resultados ja obtidos por outros autores em alguns

problemas analisados.

Foi implementada a solug3o do semiplano que
abre um vasto campo de anailises de problemas de contacto em
meios semi-infinitos e que se mostrou vantajosa pela
economia de tempo e trabalho na analise desta classe de

problemas.

Também foi utilizado o elemento interpalado
(ver Apendice A) para o caso de nés duplos e nés
pertencentes aos eixos de simetria na regifo de contactso,
evitando assim o mal condicianaménta da matriz A.

A titulo de sugest3doc, em continuag3o a este
trabalho pode—se utilizar elementos de ordem superior gue

devem conduzir & resultados melhores.

Também podem ser implementadas as solugdes
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de problemas de elasticidade tridimensional e para corpos

nio—elasticos (nfc—-linearidade no dominio}.

Além dissc pode—se estudar a implementagzo
de um coeficiente de atrite que seja fung3o do deslizamento

entre os nds.
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APENDICE A

INTEGRAGAD ANALITICA PARA ELEMENTOS LINEARES

A.l. Introducio

Para o caso dos nés duplos {cantos), ou nés
de simetria na regido de contacto, aparecer3io
singularidades que devem ser evitadas. 0 procedimento
utilizado foi adotar o elemento interpolado que consiste em
deslocar o pontp fonte para o interior do mesmo, mantendo a
fungio de interpolagio sem alteragio. Nesse caso as
incodgnitas continuam nos pontos extremos do elemento e
unicamente o ponte fonte € deslocado para fi {fig. A.1.).
As incdgnitas de Ei s3o expressas em fungio dos nés

extremos u e 4 .
1 L+1

1 2
Ug, = ¢ () u + 80 (E) u,

1



&0

¢
g1
i+l E i
1 1
{
ol
—t
2
13
1
i+l Ei i
Fig. A.l1l. ~ FungBes de interpclag3c para o elemento

interpolado

s resultados encontrados neste capitulo s3o
validos também para elementos nZoc—-interpclados que podem
ser vistos como caseo particular do elemento interpolado

guando se faz a = 0.

Fara detalhes sobre a montagem das matrizes

H e B para o elemento interpolado, veja-se [16].
o e
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A.2. - Integragio analitica para o elemento linear
interpolado guando o ponto fonte pertence ao

elemento a ser integrado

1. Submatriz G

A expressio da solugdc fundamental gque. deve

ser integrada é:

r, L
u* (E <) = ~{3 — 4u) & 1n r + al al
ij oot Bnrn (1 - )G Y 8r{1 — v)B6
Lembrando que o produto r o r | permanece

sl sl
constante antes e depois de {, podemos chamar:
- (3 - 4v)

8n {1 —v) B

cCi1 =

r . r

i .
cz2 = L] s

8nrn (1L —-v} &

a} Fungio de interpolag3o ¢1

Supondo o ponto fante ¥ apliicado no nd (2),
ele seri afastado de uma guantidade al do nd funcional, e

tem-se a situa¢lo indicada na fig A.2., onde:

a=a
b=1-0a {A.1)
c = al

[n
]
[y
|
Q
-



&2

d

-

Q
)

~F

Fig. A.2, — Fung3o de interpolagio ¢3

Iinteressa calcular a integral:

1
g2 = Ju’:j(f, x)} ¢ ([) dr (4.2)
Q

Chamando de trecho 1 a parte do elementoc A
direita do ponto fonte, e trecho 2 a parte do elemento a
esquerda do ponto fonte, pode-se exprimir a fung3o de
interpolagio ¢1 em termos da wvariavel r, da seguinte
maneira:

Trecha 1: ¢f

Trecho 2Z: ¢3

]
o
+

r

Tendo em conta qgue a singularidade esta
localizada no ponto onde se situa o ponte fonte, pode—se
calcular a integral (A.2) dividindo-se o dominio da
integracio em duas partes, uma & direita e ocutra 3 esquerda

do ponto fonte.
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Parte 1
A integral (A.2) na parte 1 & expressa, em

fungio de r, por

d
g = lim J (ce1 & 1n r + cz) (—=22-C y gr =
L E_’G E i) 1
d d
= lim { c1 éH _im [ J d 1n ¢+ dr - J r In r dr ] +
o 1
¢s0 & g ¢
d d
c2
+ [ J d dr -~ J r dr ] } =
1 Y 4

c1 & c2 d
= Y }d* 0,51nd - 0,75) | +
2

1

Farte 2
A integral (A.2) na parte 2 ¢ calculada como
segue
C
2 a
gu = 1im [ J { ci 6U Inr +c2) { b+ — r } dr ] =
£ 40 £ c
c c
a
= lim c1 & b J Inrdr + —— J r 1n r dr +
£-0 - 4 c Jg
c c
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a a
= g3 & . C { b+ — ) Inec — { b+ — ) +
L1 2 4

a
+ cz ¢ b + ——
2

0 valor da integral ao longo de todo o
elemento serid a soma dos valores obtidos para a parte 1,
mais os valores pbtidos para a parte 2. FPode-se encontrar

esse resultado , usando as equagdes (A.l):z

2 z
2 17 ¢ 1 a )

g,. = c1 b (0,5 In d - 0,73) +
ij i

o o
+ ol (1 ~a ¥ ) Inc - (1 - gt % — } +
2 :

b)Y FungZo de interpolagio ¢z

A fung3o de interpolag®o ¢F pode ser

expressa em termns da variavel r da seguinte maneira:
2 b
Trecho 1 ¢ = a + — r
d
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2 c — F
Trecho 2 ¢ =

2

onde os valores que aparecem na férmula de ¢ estio

descritos na fig. A.3 e na equagio (A.1).

{
3

Fig. A.3. - Fung3e de interpolacgdo ¢z

A integral (A.2) pode ser calculada:

Parte 1:
2 “ b
gtj = lim J (c1 6tj Inr+cz) (a+ —me r ) dr
+0 d
£ £
o b d
= 1im ct & aJInrdr-ﬁ-—Jrlnrdr +
£ -0 " ¢ d ¢

+
n
N
P——
v
—_—
a
A
+
n.lu
S,
3
Q.
A
| S
1l
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b b
= c1 & . (a+ — ) Ind -~ (a+ — }{ +
4 z 4
bd
+ cz ( ad + 1
2
Parte 2:
C
2 c - r
g.. = lim J (1 & 1Inr + €2 ) ( ) dr =
v F+0 Y 1
4
c1 S5, € c
= 1im bt C J In r dr - J r Iin r dr +
-0 1
¢ £ £

Somando-se as parcelas correspondentes as

partes 1 e 2 e utilizando as relag®@es dadas pelas equacgtes

(A.l),tem—ce:

2 1 - a
g =c1 & . 1 (L — a) [ {a+ — ) In d -
ij ij
2
1 - o a? Iz
- ( o+ } + —— — { 0,5 1n c - 0,75) ]| +
a 1
(1 -a)1 (1-a)} a® 1%
+ cz al {( 1 — a) + + =
2 21
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cz 1

=M Jfinc+ (1-d% 1nd-a—o,5]+
p

Analogamente podem ser obtidas as expressdes
da submatriz 6 guando temos o ponto fonte situado no ndé

(1).
2. Submatriz H

A expressioc da solugio fundamental que deve

ser integrada para a obtengio da submatriz h é&:

X (1 - 2vvYy (r._ n —r n)

Lo )}

=
—
s
-
X
S
i

4 7 (1 - v} r

gue pode ser escrita de uma forma simplificada como

{1 -2»)(r n ~-r _n)
onde = cz = st I LN
4 7 (1 — v)

FPode—se observar gue c3a=0 quando i=j e |ca |=1
quando i*#j. 0 sinal varia de acordoc com a posigZa de x em
relagio ao ponto fonte, sendo positivo antes do ponto fonte
se i=1 e depois do ponto fonte se i=2, e negativo nos
outros casos.

Fazendo a 1integrag¢3o anAlogamente ao que foi

feito no caso da submatriz g, encontramos os seguintes
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resultados para a submatriz h:

a) Fung3o de interpolagdo ¢ﬁ

C
hz=ca[(1—alln(—)+1]

ij d

b} Fun¢g®o de interpolag3o ¢z

A.3. Solugio do semi-plano

No caso da solug3do fundamental do
semi—planc, uma vez qgue Jja foli feito o© calculo da
integra¢30 analitica para a solugio de Kelvin, seria
necessario apenas calcular a expressio da solugdo

complementar.

Para os elementos situados abaixo da
superficie do semi-plano a integrag¢io pode ser feita
numéricamente, uma vez que a imagem do ponto—fonte estari
fora do elemento. Resta calcular a solugZo complementar
para os elementos situados na superficie do semi-plano.
Neste «caso os deslocamentos fundamentais e forgas de
superficie s3o dados por:

L ]

u = €3 In r + ca
11
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u* = — Ccs 8 + ca4
12
u* = s @ + C4
21
E ]
u =ca Ilnr + ca
22
e,
2 or
* = r r
p‘J nr st sl an
onde,
2 (1-v)
ca = —
2 n G
ro. r
at x]
cq4 =
2 1 6
i1 - 2v
cs =
2 G

E importante notar gue a condig3o de forgas
de superficie nulas sobre a superficie do semi—-planao &
agora garantida pela ocorrencia de 8r/4n na expressio de

ptj(istn &, r/on = O para ¥, x € r }-

Fazendo os calculos de forma analoga A que
foi feita anteriormente, chega—-se as seguintes expresses

para a submatriz G, supondo o ponto—fonte ¥ aplicado no né

2z
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al) Fung3o de interpolagzo ¢1

Para i = j, tem—se:
2 ca 1}
g, = —— |a (2~ Inc+ (1-a®lnd+a-1,5
2
ca 1
2
Para i # j, tem—se:
2 cs 8 1 2 c+ 1
g W T eee——— o0 — 2o - 1 - —_—
* 2 2
b) Fungfo de interpolag®o ¢2
Para i = j, tem—se:
2 c3 1 2 2 C4 1
g, T —— o Imnmc+ (1 -~y Ind - a-—- 0,5 -
Ly 2 2

Para i = j, tem—se:

2 cs 8 1 ca 1
g5 = - —— 262 -1 -

L 2
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APENDICE B

DETERMINAGCAGC DA DISTANCIA ENTRE UM PAR DE N&S

0 afastamento normal entre um par de nés é
calculado através do produto escalar entre dois vetores:
essa técnica € necessaria pois a simples distancia entre os
nés pode, eventualmente, n3c fornecer—nos a informagZzo
correta, como no caso da fig. B.i.. onde o afastamento

normal entre os dois nés & nulo.

Fig. B.1. — Superficie em contacto: n3o hi separagio entre

os dois corpos nesta regilo.

0 primeiro vetor ¢ o vetor que vai de um nd
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a outro, e o segundc vetor é um vetor normal associado a
esse par de nés. Esse segundo vetor ( n ) é& calculadao
LT

atravésg de um valor médio da média dos vetores normais dos

elementos adjacentes a esses nés (fig. B.2.).

Fig. B.2. - Defini¢Zo do vetor normal de um par de nds
B B
B n, + !‘l,1
S
~ B B
[ n + -
A, A
A L+1 1
n — Dk
-
| nf,, *+ 0t
~L+1 1
A B
n - m
n — Lk ok
~ A B
n — |

onde,
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P = T s I S
B o ]
+
»

a
I

vetor unitario normal do elemento i do corpo A

= vetor unitaric normal do Elemgntc i+l do corpo A
vetor unitario normal do elemente j do corpo B

= vetor unitario normal do elementc j+1 do corpo B
vetor unitarioc normal médio para o nd situado entre os
elementos i & i+1

vetor unitaric normal médio para o né situado entre os
elementos j e j+1

vetor unitario normal associado ao par de nés.

No caso em que o angule formado entre dois
elementos adjacentes sejia muito grande, deve-se adotar a
normal apropriada e nZo a normal meédia {(fig. B.3.).
B B
C n,
m"+1
B
n
jl A A
~ n. n
tw"+1 \""‘i'
A
c
B B
n =n,
Lt ~J
A
n® + na %
A 1+1 L
I = Lok Lol
A A
[ n  + n’ |
~L+1 NL
Fig. B.3. — Normal para o caso de angulo grande farmado por

sistema de coordenadas lcocais no

elementos adjacentes

A B : ..
s vetores n e n também servem para definir o

o ~

néd, definindo o angulo
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6_ (fig. B.4.).

Fig. B.4. — Definig3io do angulo Sc

Conforme é mostrado na fiqura, definido nA, temos

~

automaticamente adirec¢Zo de tA, e o angulo ec & o angulo

~o

formado entre a direg¢fo de n, e t

A
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APENDICE C

ENTRADA DE DADOS DO PROGRAMA

530 os seguintes os dados de entrada que

devem ser fornecidos ac programa:s

1. Um cart3oc com o titulo do programa no formato (20A4)

Todos o©os demais dados est3o no formato

livre.

2. Um cartio com os dados gerais do problema:
IPL, IDSYM, RIM, ITT
onde,
IPL = indice do tipo de problema (l=estado plano de tens3o,
Z=estado plano de deformag3o}
IDSYM = indice indicativo da simetria
=caso sem simetria
l=simetria em relagfo ac eixo x
Z2=simetria em relagfoc ao eixo y
J=simetria em relagio aos eixos x € y
RIM = coeficiente de atritoc do problema
ITT = indice do modo de resclugio do problema
O=resolvido com itera¢des

l=resolvido sem iteragdes
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3. Para cada um dos dois corpos, um cart3o com
INFB, NE, NN, NI, EV, POV, IHF
INFB = indice do tipo de problema {l=contorno no infinito,

O=caso contriario}

NE = numero de elementos
NN = numero de ndés
NI = nGmero de pontos internos

EV = médulo de Yaung

Fov coeficiente de Peoisson

il

IHP = indice da solugio utilizada (O=Kelvin, I1=sol. do

semiplano)

4, Para cada um dos NNM{1)+NN{(2) ndés do contorno:
de X{(J}, Y(J), IDNMN(JI), ISYM(J)., ICT(J)
J = numero do nd
X e ¥ = coordenadas do nd
IDN = vetor indicador de né duplo (=0 n3c hia n® duplo, =
numero do nd com as mesmas coordenadas)
ISYM = vetor que indica se o né esta localizadc em algum
plano de simetria
O=n3do localirza-se em nenhum plano de simetria
l1=lpcaliza—-se no plano normal a vy

2=localiza—-se no planc normal a x

J=localiza-se na intersecgio dos plancs de
simetria
ICT = vetor indicador do contacto do né (=C n3o estari em
contacto, = nameroc do né com o qual poderad estar em

contacta}
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9. Para cada um dos NI(1)+NI(Z2) pontos internos:

J, X(J), Y(J), ISYM(J)

6. Para cada um dos NE(1)}+NE(2) elementos:
Jy INC(J,1), INC(J,2}

INC = conectividade do elemento

7. Un cartio com os dados gerais das condi¢®3es de apoio,
carregamento e contacto:

NND, NNP, NN, NWNPC
NND = numero de nés com deslocamentos prescritos
NNFP = nameroc de nds com forgas de superficie prescritas
NN = ndmero de nés do corpo 1 inicialmente em contacto
NNPC = numeroc total de nés dq corpo 1 gque poder3c entrar

em contacto

8. Para cada um dos NMD nés com deslocamentos prescritos:

Ky P(Z2%K-1), P(2%¥K), IP(2xK-1), IP(2%K)

K numerc do nd
P = vetor auxiliar contendo deslocamentos e forgas de
superficie prescritas
IP = vetor com indice das condi¢®es de contorno
O=forgas de superficie prescritas
l=deslocamentos prescritos

2=contactoc de ades3o

3=contacto de desliizamento

7. Para cada um dos NNP nés com forgas de superficie
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prescritas:
K. P{2¥K—-1), P{2%K)}
10. Para cada um dos NNC nés em contacto:

K, IF{2%i)

11. Um cartic com os numeros dos néds inicial e final da
superficie de contacto:

MMIN, WNMAX

12. Um cart®o com os dados da aplicag¢®o do carregamento:
DELT&, ALFA

DELTA = porcentagem do carregamento total que &

inicialmente aplicada

ALFA = porcentagem do carregamento total gque & acrescentada

em cada aumento de carga.
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