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O Método dos Elementos de Contorno combinado com uma fungéo de
Green numérica € aplicado a problemas tridimensionais da Mecénica da Fratura Linear
Elastica.

O uso de fungdes de Green tem sido considerada uma técnica poderosa
no tratamento dos problemas da Mecanica da Fratura pelo Método dos Elementos de
Contomno, embora tenha sido restrito a aplicagdes bidimensionais simples, para as quais
a obten¢do analitica das fungdes de Green apropriadas pudesse ser conseguida. O
presente autor introduziu com sua tese de mestrado, sob a mesma orientag@o, uma nova
técnica para a obtengdo numérica de fungdes de Green e apresentou sua implementagéo
e resultados numéricos para aplicagdes bidimensionais.

Esta técnica, entretanto, ndo é restrita a aplica¢des 2-D e neste trabalho o
autor desenvolve uma implementagfio 3-D bastante geral da fungfo de Green numérica.
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NUMERICAL GREEN'S FUNCTION APLIED TO 3-D FRACTURE
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Guilherme Silveira Castor

MARCH of 1999

Adyvisor: Prof. José Claudio de Faria Telles

Department: Civil Engineering

The Boundary Element Method combined with a numerical Green’s
function is applied to three-dimensional Linear Elastic Fracture Mechanics problems.

The use of Green’s functions has been considered a powerful technique
in the treatment of Fracture Mechanics problems by the Boundary Element Method,
although was restricted to basic two-dimensional applications in which the analytical
derivation of the appropriate Green’s functions could be achieved. The present author
introduced with his master’s thesis, under the same supervision, a new technique to the
numerical derivation of Green’s functions and presented its implementation and
numerical results for two-dimensional applications.

This technique, however, is not restricted to 2-D applications and in this
work the author develops a quite general 3-D implementation of the numerical Green’s
function. Numerical results are presented and show a good agreement with those

obtained by other researchers.
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Capitulo 1

Introducao

Devido a sofisticagdo com que vém sendo feitos os componentes estruturais
modernos, tem sido cada vez mais freqiiente o colapso de estruturas por fratura, muitas
vezes com resultados catastroficos. Como as fissuras surgem a partir de defeitos
internos ou impurezas do material, introduzidos durante sua fase de fabricagdo, € a
ocorréncia deles néo pode ser totalmente evitada, torna-se imperativo qualificar e prever
o comportamento de uma fissura. Com este intuito surgiu uma nova ciéncia, intitulada
Mecanica da Fratura.

A Mecanica da Fratura tenta qualificar e quantificar a gravidade da fissura,
com o objetivo de prever a vida util de um componente estrutural ou evitar situagées
catastroficas. Enfim, estudar o comportamento de componentes estruturais fissurados, o
que se torna cada vez mais justificavel, devido ao alto e crescente custo de manutencao
de componentes estruturais. O pardmetro mais importante criado pela Mecénica da
Fratura Linearmente Elastica foi o fator de intensidade de tensdes, conhecido como K,
que quantifica a magnitude do campo de tensdo na frente de fissura, permitindo a
previsdo do comportamento do componente estrutural fissurado por comparagdo com a
magnitude critica suportada por sua configuragédo fisica e geométrica.

A grande aplicabilidade da Mecénica da Fratura Linearmente Elastica se
deve ao fato de que, além do fator de intensidade de tensdes permitir a determinagéo
estatica da resisténcia de um componente estrutural fissurado, a propagag¢éo estavel de
fissuras, intimamente ligada a fadiga, ocorre com a formagdo de pequenas zonas
plasticas. Paris [1], por exemplo, sugeriu que a taxa de crescimento da fissura por ciclo
de carregamento poderia ser calculada como fungdo da variagdo do fator de intensidade
de tensdes, o que ¢ confirmado experimentalmente para um grande niimero de casos,

geralmente com pequenas flutuagdes do carregamento aplicado. Esta taxa de



crescimento, por sua vez, permite a avaliagdo da vida 1til do componente estrutural
fissurado.

Em virtude de sua grande aplicabilidade, o fator de intensidade de tensdes
foi tabelado para diversos tipos de componentes estruturais, em diversas configuragdes
geométricas e sob condigdes de carregamento variadas, mas com a sofisticagéo e
ousadia modernas, a obtengdo destes fatores para problemas cada vez mais complexos
tem sido necessaria. Como os fatores de intensidade de tensdes sé podem ser obtidos
analiticamente para um numero bastante restrito de casos, a aplicagdo de métodos
numéricos € necessaria. Os métodos que mais se destacaram em aplicagdes da Mecénica
da Fratura foram o Método dos Elementos Finitos, devido a sua grande abrangéncia, € o
Método dos Elementos de Contorno. Sendo este ultimo o objeto desta pesquisa, sera
feito adiante um breve histérico sobre os avangos que o método tem experimentado
recentemente, no tratamento dos problemas da Mecénica da Fratura.

Estes problemas estfo entre os mais dificeis de serem resolvidos com boa
precisdo, devido ao campo de tensdes singular que ocorre na frente de fissura. O
Método dos Elementos de Contorno reduz bastante as conseqiiéncias desta
singularidade na solugdo do problema, pelo fato de nfo implicar em discretizagdes de
dominio, reduzindo assim a dimensdo da dificuldade. Por outro lado, a presenga de duas
superficies dividindo a mesma posi¢do geométrica faz com que, na melhor das
hipdteses, as equagdes integrais do Método dos Elementos de Contorno se degenerem
de forma que a continuidade de deslocamentos através da fissura seja sempre mantida.
Poderfio ocorrer até singularidades no sistema de equagdes gerado, caso haja pontos
nodais ocupando a mesma posi¢do geométrica nessas faces. Cruse [2], em 1972, foi o
primeiro pesquisador a apresentar os motivos dessa degenerago.

Diversos foram os caminhos seguidos na tentativa de se resolver ou
contornar estes problemas, usando o Método dos Elementos de Contorno. Inicialmente,
Cruse € Van Buren [3], em 1971, propuseram a substitui¢do da fissura por um entalhe
estreito, de forma eliptica, mas este modelo foi de uso bastante restrito porque o
condicionamento do sistema de equagdes gerado melhorava a medida que se afastam as
faces da fissura, enquanto que a representagdo do problema real pelo modelo fisico
piorava. Em 1974 Cruse [4] conseguiu maior precisdo nas andlises de problemas
simétricos, introduzindo uma malha de elementos de contorno, com condi¢des de
contorno convenientes, unindo as pontas da fissura com o contorno externo do

problema. Esta técnica, bem como a dos dominios multiplos ou sub-regides, introduzida



em 1968 por Rizzo e Shippy [5] e aplicada com sucesso & Mecanica da Fratura em
1981, por Blandford, Ingraffea e Liggett [6], apesar de largamente aceita e difundida,
apresenta o inconveniente de introduzir aproximagdo no interior do dominio do
problema. A técnica dos dominios multiplos, em contrapartida, pode ser usada em
qualquer tipo de problema da Mecanica da Fratura, incluindo problemas nfo simétricos,
tridimensionais, com fissuras curvas e multiplas. Nesta técnica, cada face da fissura é
discretizada na regido do contorno de cada dominio onde ha coincidéncia com o
contorno do dominio vizinho. Na interface criada artificialmente entre estes dominios, a
compatibilidade de deslocamentos e equilibrio de forgas de superficie sdo impostos.

Crouch [7]-[8], em 1976, sugeriu o Método da Descontinuidade de
Deslocamentos, que usa como solucdo fundamental a solugdo correspondente a uma
descontinuidade de deslocamentos ao longo de um segmento de reta no meio infinito. A
equagdo integral sobre o contorno da fissura passa a ser expressa em termos destas
descontinuidades. Numa das variantes do método, usa-se a equagdo para as tensdes nos
pontos internos, que tem singularidades mais fortes que as da formulagdo para
deslocamentos. Por este motivo, esse método € considerado precursor da aplicagdo da
equacdo integral para for¢as de superficie 4 Mecanica da Fratura.

O uso simultdneo das equacdes integrais para deslocamento e suas
derivadas, na solugio de problemas da Mecanica da Fratura pelo Método dos Elementos
de Contorno, vem sendo objeto de muitos trabalhos recentes. Para evitar a degeneragéo
da formulacdo para deslocamentos sobre a fissura, esta ¢ usada apenas em uma de suas
faces, enquanto que na outra € usada a equacgfo integral para forgas de superficie,
também chamada de formulagdo hipersingular. Esta é uma técnica bastante eficiente,
principalmente quando se tomam cuidados especiais no sentido de se conseguir fungdes
de interpolagdo para deslocamentos e forgas de superficie que consigam representar
corretamente o comportamento singular destas grandezas nas proximidades das pontas
da fissura, o que pode ser feito, por exemplo, usando-se elementos tipo Quarter-Point.
Um estudo bastante extenso desta bem como de outras técnicas, aplicadas a problemas
bidimensionais, foi apresentado recentemente a COPPE por Guimaries [9].

Martha, Gray e Ingraffea [10], em 1992, aplicaram esta técnica, também
chamada de formulagfo mista, a problemas com forte interagdo entre fissuras em meio
tridimensional, apresentando inclusive um processo para a obtengdo da necessaria
continuidade das derivadas dos deslocamentos nos pontos nodais onde é aplicada a

formula¢do hipersingular, j4 que o uso de elementos descontinuos aumentaria



demasiadamente o custo da analise. Também em 1992, Ang e Noone [11], usando a
mesma técnica, resolveram, para o estado anti-plano de deformagdes, o problema de
multiplas fissuras coplanares de uma maneira que nio requer o uso de elementos de
contorno propriamente ditos sobre as fissuras. Como no Método da Descontinuidade de
Deslocamentos, as aberturas da fissura (descontinuidades de deslocamentos ao longo do
contorno da fissura) € que foram tomadas como incognita. O calculo destas aberturas é
feito para o problema real e ndo para o fundamental, estando acoplado ao calculo das
incognitas usuais do contorno externo.

Paralelamente a estas, uma outra linha de pesquisa vem se desenvolvendo
desde 1975, quando Snyder e Cruse [12] introduziram uma modificagdo na solugéo
fundamental do plano anisotrépico, de forma a permitir a representagdo exata de uma
fissura plana e descarregada pela equagéo integral de contorno, sem a necessidade de se
efetuar a discretizagdio da fissura: as integracdes sdo feitas somente sobre o contorno
externo do problema, que pode inclusive interceptar a fissura, exceto nas suas pontas.
Estas solu¢des fundamentais, atendendo a determinadas condigdes de contorno
especiais, sdo conhecidas na literatura como fungdes de Green. Apesar de estas fungdes
de Green analiticas atualmente s6 serem disponiveis a problemas bidimensionais, e
assim mesmo para configuragdes geométricas bastante simples, e levarem a uma
formulagdo bastante complicada, envolvendo inclusive algebra complexa, ndo ha hoje
ferramenta mais precisa no tratamento dos problemas a que elas se aplicam. A solugéo
dentro do dominio ¢ analitica e o céalculo do fator de intensidade de tensdes de todos os
modos de carregamento podem ser efetuados de maneira formal, pelo limite quando o
ponto fonte tende a frente da fissura. Por esses motivos, estas fungdes de Green se
difundiram rapidamente, ap6s o trabalho de Snyder e Cruse.

Em 1983, Clements e Haselgrove [13] estenderam o trabalho de Snyder e
Cruse de modo a permitir a analise de problemas generalizados de fissura plana no caso
mais geral de elasticidade anisotropica, chegando a uma formulag@io mais compacta e
geral que a anterior. Nenhum tipo de simetria das caracteristicas do material foi
considerada, de modo que a placa pode sofrer deslocamentos em todas as direcdes,
inclusive fora do seu plano. Os problemas relevantes do estado anti-plano também estéo
presentes como casos especiais.

Mews [14] apresentou, em 1987, uma funcdo de Green, baseada na de
Snyder e Cruse, para placas isotropicas, que s6 podem ser calculadas aproximadamente

pela formulag¢do anisotropica. O trabalho abrange o estado plano e anti-plano de



deformag6es, de modo que os trés modos de carregamento sfo considerados. Além
disso, os problemas de fissura carregada, ndo explicitos no trabalho anterior, foram
estudados e resolvidos analiticamente, desde que as for¢as de superficie nas faces da
fissura possam ser representadas, pelo menos trecho a trecho, por polindmios do
segundo grau. No mesmo ano, Ang € Clements [15] apresentaram uma fung¢éo de Green
para a importante classe de problemas na qual as faces da fissura permanecem em
contato apds as deformagdes, sendo permitido apenas o deslizamento de uma sobre a
outra. Também em 1987 foi apresentada a primeira fungdo de Green para problemas de
fissuras curvas. Ela foi desenvolvida por Ang [16], sendo valida para uma fissura em
forma de arco de circulo, com angulo interno variavel. Apenas o caso isotropico foi
considerado.

Seguindo essa tendéncia de aplicagdo de fungdes de Green a problemas da
Mecénica da Fratura, Castor [17], em 1993, apresentou em sua tese de mestrado,
orientada pelo professor José Claudio de Faria Telles, um processo para a geragéo
numérica de fungdes de Green que estendeu a disponibilidade destas fungdes a
problemas para os quais sua obten¢do analitica, com as ferramentas entfio disponiveis,
ndo poderia ser conseguida. O resultado foi uma formulago bastante geral, aplicavel
tanto a problemas bidimensionais quanto tridimensionais, e sem limitagdes quanto ao
numero ou forma das fissuras, embora a implementag@o apresentada estivesse restrita a
problemas bidimensionais com multiplas fissuras colineares. Esta formulacdo se
mostrou competitiva, mesmo quando comparada as fung¢des de Green analiticas
disponiveis, apresentando resultados virtualmente idénticos aos destas ultimas, e muitas
vezes com custo computacional inferior. Uma das principais caracteristicas das fungdes
de Green analiticas, que € permitir que as integracdes sobre as faces da fissura sejam
evitadas, ¢ mantida. O célculo das aberturas da fissura € desacoplado do célculo das
incognitas nodais do contorno externo do problema, de modo que o tamanho do sistema
de equagdes para o calculo destas incognitas ¢ 0 mesmo que o dos sistemas gerados com
o uso das fun¢des de Green analiticas.

Este trabalho produziu diversas publica¢des internacionais [18]-[20], e foi
continuado por outros pesquisadores, engajados no mesmo grupo de trabalho da
COPPE, que estudaram a aplicagdo da fun¢io de Green numérica a problemas
bidimensionais dinamicos [21], a problemas envolvendo fissuras curvas [22] e a
problemas envolvendo fissuras em placas de Reissner [23]. Encontra-se ainda em fase

de estudos preliminares a sua aplicagdo a problemas de propagacdo de fissuras.



Tendo em vista a potencialidade da fungdo de Green numérica e a escassez
de métodos computacionais especificos para a anélise de problemas da Mecénica da
Fratura, em especial para os tridimensionais, nosso objetivo, quando do inicio deste
trabalho, foi dar continuidade a esta linha de pesquisa, com o desenvolvimento de uma
implementagdo numérica voltada para problemas tridimensionais, visto que até aquele
momento suas implementacdes se achavam restritas ao ambito bidimensional. Neste
contexto teve inicio o presente trabalho que, no seu decurso, vem produzindo

publicagdes internacionais [24]-[25] que atestam sua conveniéncia e aceitago.



Capitulo 2

Método dos Elementos de Contorno

2.1 - Introdugdo

Neste capitulo sera mostrado como um problema da elasticidade, governado
pela equagdo de Navier e sujeito a condigdes de contorno prescritas, pode ser reduzido a
uma equacdo integral de contorno passivel de uma solugfio numérica. A formulagéo
direta de Método dos Elementos de Contorno sera usada.

A identidade de Somigliana para deslocamentos serd obtida a partir das
relagdes de reciprocidade de Betti. A aplicagdo numérica desta identidade, usando a
solugdo fundamental de Kelvin, serd abordada na ultima secdo, mas os mesmos
conceitos se aplicam quando se usam solugdes fundamentais especiais, como as fung¢des
de Green. Portanto, essa mesma formulacdo pode ser aplicada sem restricdes aos
problemas envolvendo trincas, que serfio tratados nos capitulos subseqiientes.

O desenvolvimento e as expressdes apresentados séo particularizados para o
caso tridimensional, em que o trabalho se restringe. Uma dedu¢do mais formal e
completa do método, abrangendo inclusive o caso bidimensional, pode ser encontrado
nas referéncias [26] e [27]. O leitor ja familiarizado com o método e com a notagdo

normalmente usada é convidado a saltar ao proéximo capitulo.

2.2 - Teoria da Elasticidade

Nesta se¢do serd apresentado um breve resumo dos conceitos basicos da
Teoria da FElasticidade, com o intuito de fixar a notagio utilizada. O material é
considerado isotropico, linear e perfeitamente elastico, sujeito a pequenas deformagGes.

Segundo a notag&o tensorial, para o caso bidimensional, tem-se:



.2 .22
a;a; =aj +aj +a;

2.1
a; =ay tay tasg
Sera também usado o delta de Kronecker:
l,sei=j
5; = | (2.2)
0,se1# j

O equilibrio estatico de forgas e momentos em um paralelepipedo retangular
infinitesimal, envolvendo um dado ponto no interior de um corpo, requer a satisfagédo da

seguinte expressio:

onde oj; sdo as componentes do tensor de tensdes, Gjj; sdo suas derivadas em relagdo a
coordenada x; do Sistema Cartesiano de Coordenadas no ponto dado e b; sdo as
componentes das forgas de volume.

Se todas as componentes do tensor de tensdes forem conhecidas num dado
ponto, as componentes das forcas de superficie atuantes neste ponto em qualquer plano
definido pelos cossenos diretores de sua normal, n;, podem ser calculadas pela

expressao:
Pi = O'ij nj (24)

Se as derivadas parciais dos deslocamentos forem tio pequenas que seus
quadrados e produtos possam ser desprezados, as deformagdes poderdo ser

representadas pelo tensor de deformagdes de Cauchy:

£ = -12-(ui,j +u;;) (2.5)



A Lei de Hooke, relacionando tensdes e deformagdes, pode ser escrita da

seguinte forma:

2G
0y =2G; + by ey (2.6)
ou inversamente:
L P 2.7
Sij=2G Gij_1+v ij Okk 2.7

onde v € o coeficiente de Poisson e G € o modulo de elasticidade transversal dado por:

G= (2.8)

sendo E o modulo de elasticidade longitudinal do material.
Alternativamente, a expressdo (2.6) pode ser escrita de forma ainda mais
concisa, fazendo-se uso do tensor isotropico de quarta ordem das constantes

elasticas, Cijk:

|

onde:

2Gv
Cijkl = msijskl + G(Siksjl + Silsjk) (2 10)

Substituindo-se a expressdo (2.5) na (2.6), obtém-se as tensdes em fungio
das derivadas dos deslocamentos que, substituidas na expressdo (2.3), fornecem duas
equagdes diferenciais parciais de segunda ordem para as duas componentes de

deslocamento, conhecidas como equagdes de Navier:



G

Gu

Esta expresséo € particularmente conveniente quando condig¢des de contorno
de deslocamentos sdo especificadas.

Usando-se as mesmas expressdes (2.5) e (2.6), mas agora substituindo-as na
expressdo (2.4) para pontos do contorno, obtém-se as condigdes de contorno para forgas

de superficie:

2Gv
1-2v

uk’kni + G(ui’j + uLi )nJ = pi (2.12)

onde n; representa os cossenos diretores da normal externa ao contorno do corpo no
ponto considerado.

Como agora as condigbes de equilibrio s@o expressas pela equagdo de
Navier, em termos de deslocamentos, as equagGes de compatibilidade se tornam
desnecessarias. Os deslocamentos u; sdo calculados pela equagdo de Navier em todo o
corpo, satisfazendo as condi¢cdes de contorno e, a seguir, as deformagdes sdo obtidas

pela expressdo (2.5) e as tensdes pela Lei de Hooke.

2.3 - ldentidade de Somigliana

. . U . , . *
Considere-se dois corpos em equilibrio, definidos pelos dominios Qe Q" e

% . .
pelos contornos I' e ', um contido no outro, como mostra a Figura 2.1:

10



X3

Figura 2.1

Regiao Q* + I'" contendo o corpo Q + T,

com mesmas propriedades fisicas.

O corpo definido por Q + T" estd sob a agdio de forgas e deslocamentos

prescritos, e seu estado de equilibrio € representado pelo conjunto de pardmetros o, €,

* * v *
u;, p; € bi. Por sua vez, Q" + I tem seu estado de equilibrio representado por ¢ i> Eij>

* * * . , . £1s
u;, p; ¢ b;. Se as mesmas propriedades elasticas permanecem vélidas em ambos os

dominios, pode-se afirmar que:

[ oieid@= [ oye;dQ (2.13)

7y

pela simples simetria dos tensores envolvidos.
Integrando-se por partes ambos os lados e usando-se as expressdes (2.3) e
(2.5), obtém-se uma expressdo correspondente ao segundo teorema da reciprocidade de

Betti:

[ biud+ | piudl = | bjujdQ+ [ puidr (2.14)

11



Esta equagdo pode ser modificada, admitindo-se que as componentes das
* - e .
forcas de volume b, correspondam a cargas concentradas unitarias aplicadas no ponto

£, pertencente a QF, em cada uma das diregdes ortogonais, dadas pelas componentes

unitarias P;, o que pode ser representado da seguinte maneira:

bi (x)=38(,x)P, (2.15)

onde 8(£,x) representa a fungio delta de Dirac, & ¢ o ponto de aplicagio da forga, ou
ponto fonte, e x € um ponto do dominio, ou ponto campo. A fungfo delta de Dirac tem

as seguintes propriedades:

0,se & #x

3(8. %)= (2.16)
w,se =X

[ - 8(x)3(E, x)dQ" (x) = g() 2.17)

Portanto, se & pertence a €, a primeira integral da expressdo (2.14) pode ser

representada por:
jQ byu,dQ = u, (E)P, (2.18)

Além disso, se se considerar cada carga concentrada agindo

independentemente, pode-se escrever:

()= uj& P,
(2.19)
p;(x)=p;(E x)P;

onde u;(ﬁ,x) e p’-:j (E;,x) representam o deslocamento e forga de superficie na direcéo j,

no ponto X, devidos a aplicacdo de uma carga concentrada unitaria na dire¢do i, no

ponto &.
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Usando-se os resultados acima, a expressdo (2.14) pode ser reescrita para
representar separadamente as componentes do deslocamento no ponto &, da seguinte

forma:

w (&)= [ ui(6x)p;()dr(x)- | pji(&x)u;(x)dr(x)+
(2.20)

b [ up(Ex)b;(x)aa(x)

Esta expressio € conhecida como identidade de Somigliana para os
deslocamentos. A tltima integral a direita € a unica efetuada sobre o dominio e deve ser
desprezada sempre que se desprezarem as forgas de volume no problema em questdo.
Como neste trabalho ndo foram consideradas as for¢as de volume, esta integral sera,

daqui em adiante, suprimida.

2.4 - Solugdo fundamental de Kelvin

Solu¢bes fundamentais sdo solu¢des da equagdo de Navier e podem ser
: : K * . , .
classificadas segundo o tipo de regido Q@ + I' envolvida. Sera apresentada, a seguir, a
. * o, . . ;. . .
solu¢do de Kelvin, na qual Q ¢ considerado um meio elastico infinito e,

* . . . ~
conseqiientemente, I € considerado no infinito. As expressdes para os deslocamentos €
for¢as de superficie para o estado plano de deformagdes, no contexto tridimensional, sdo

as seguintes:

[3-4v)s,+1;r | 2.21)

ujs (€,x) =

16m (1 v)Gr

- o
pX(E,x)= ﬁ{[(1 2v)8, + 311 an—(l—2v)(r,inj—r’jni)} 2.22)

onde o sobrescrito * foi substituido por K para que se possa visualmente identificar a

solug@o como sendo a de Kelvin. Os Termos 1, 1; € r; sdo dados por:
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r = x;(x)-x;(8) (2.23)
or I.
. _5
l axi(x) r

Esta solugfo pode ser alterada pelo acréscimo de novos termos, de modo a

permitir novas configura¢des para a regido Q* +T%, como, por exemplo, o plano semi-
infinito e o plano infinito com trinca implicita. A solugfo para a distribui¢do de tensdes
devido a aplica¢do de cargas concentradas no plano semi-infinito ¢ conhecida como
solugdo de Melan, e € apresentada detalhadamente, juntamente com a solug¢fio para os
deslocamentos, em Telles [27]. No caso do plano infinito com trinca implicita estas
solu¢des sdo usualmente conhecidas como fun¢des de Green.

A principal caracteristica destas fun¢Ses € dispensar a discretizacdo do
contorno interno da trinca. Isto ocorre porque estas fungdes de Green tém a propriedade
de produzir for¢as de superficie nulas ao longo deste contorno, para qualquer posigéo do
ponto fonte. Portanto, a segunda integral da expresséo (2.20) se anula identicamente no
contorno da trinca. Se as forgas de superficie prescritas na trinca forem igualmente
nulas, a primeira integral também se anulard e nenhuma integracdo e,
conseqiientemente, nenhuma aproxima¢do numérica sobre a trinca serd necessaria. No
caso contrario, esta ultima integral contribuird apenas para o termo independente do
sistema de equagdes do Método dos Elementos de Contorno. A obten¢do de uma
aproximag¢fo numeérica para uma destas fung¢des, aplicavel a problemas tridimensionais
da Mecénica da Fratura, é o principal objetivo deste trabalho e o assunto dos capitulos

que se seguem.
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2.5 - Calculo das tensdes em pontos internos

O célculo das tensdes em pontos internos pode ser efetuado mediante a

aplicacdo da expressdo:

2G

ij >J

onde u;; pode ser obtido pela simples derivagdio da expressdo (2.20) em relagdo as
coordenadas do ponto fonte, &, j& que esta expressdo ¢ uma representagio continua dos
deslocamentos no dominio do problema, Q.

Portanto, derivando-se a expressdo (2.20) e usando-se as solucOes

fundamentais de Kelvin, chega-se a:
U €)= [ ufic€x)p;()dr()- [ pfi €x)u;(x)dr(x) (2.25)

onde:

{(3-4v)8r, =81 — 81, +3r1 1, (2.26)

iy (&%) =

16n (1— v)Gr?

-1
pi]j(,k(§9 X): m{:;[(l _2V)6ijr,k _Sikr,' jkr +5r rk]

(2.27)
+(1- 2v)[3nir’jr’k =3n;r;ry — 0y + Oyn; — 8, ]— 3nrir;

Combinando-se as expressdes acima, chega-se a expressdo final para as

tensdes em pontos internos:
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Gjj (@) = Ir uilj(k g, X)Pk (x)dl"(x)— .[r pilj(k (E_,, x)uk (x)dl"(x) (2.28)

onde:

uk (&%) = o )2{(1 2v) 138+ 18y 185 [+ 3rr (2.29)

or
(2.30)
+ (1 - 2\/)[2‘3jkni + Siknj + 3nkr,ir’j ]+ 3v (r,jr,kni + r,ir,knj)— (1 - 4\/)2‘3ijnk

2.6 - Equagao integral no contorno

A identidade de Somigliana s6 ¢ aplicavel a pontos internos quando os
deslocamentos e forcas de superficie sfo conhecidos em todo o contorno. Havendo
incognitas no contorno, elas deveréio ser previamente calculadas e, para isto, deve-se
efetuar o limite da expressdo (2.20) quando o ponto fonte tende ao contorno do
problema. Este limite pode ser feito integrando-se o ponto fonte, situado no contorno, ao
dominio, através de uma bolha de raio € e fazendo-se, em seguida, € tender a zero. A

Figura 2.2 ilustra este procedimento:
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Figura 2.2
Ponto singular & integrado ao dominio £
por meio de um setor circular

infinitesimal de raio €.

Considerando-se os diversos intervalos do contorno que surgiram com a

introdugéo da bolha de raio €, a expressdo (2.20) pode ser reescrita da seguinte forma:

0= ] eI M- [ piEulat) @3

-+

* * . - ~ .
Os termos Ui € Py presentes nas integrais da expressdo acima, apresentam

singularidades de ordem 1/r ¢ 1/, respectivamente. Sera mostrado, entretanto, que,
apesar destas singularidades, o limite das integrais existe quando € tende a zero.
Aplicando-se o limite quando € tende a zero a primeira integral da expresséo

(2.31), chega-se a:

im [ uiE X )p (N G)=lim [ w600, 6ar(e)+

(2.32)
+lim [ uj(&x)p;(x)dr (x)
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A primeira integral a direita da expressdio anterior ¢ absolutamente

convergente, podendo ser interpretada no sentido normal de integragdo. O limite da
ultima integral da mesma expressdo é nulo, pois dI" é da ordem de £2d6 e u:j (@,x) da

ordem de 1/¢.

Aplicando-se, agora, o limite quando € tende a zero a segunda integral da

expressdo (2.31), tem-se:

lim — p; (?;,x)uj (x)dF(x) = ll_l;% Jr—re p:} (c‘;,x)uj(x)dl"(x)+

g0 JI-T,

(2.33)
+lim [ pj (& x)u;(x)dr(x)

O limite da primeira integral do lado direito da expressdo acima existe e é
finito, devendo ser interpretado no sentido de valor principal de Cauchy no ponto &. A
segunda integral do lado direito da mesma expressdo pode ser decomposta, por

conveniéncia, da seguinte maneira:

fim | &)1, 6)dr6o) = tim | i &, 3)f ), €)lare)
(2.34)

>0 e

+timdu €)], (6 X)ar (o}

A primeira integral do lado direito da expresséo anterior € nula, pela prépria
condi¢do de continuidade de uj(x). A ultima integral nfo € singular, podendo ser

representada, juntamente com o lado esquerdo da expressdo (2.31), da seguinte forma:
Cy(£)=8;+1im [ pj(&,x)dr () (2.35)

Portanto, quando € tende a zero, a expresséo (2.31) toma a seguinte forma:
Cij(&)uj (&) = .[r U;j (&,x)pj(x)dF(x)— ][rpl}(é,X)uj(X)dF(X) (2.36)

sendo a segunda integral um valor principal de Cauchy no ponto &.
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u;i(&,x)=0(1/p) (2.38)

p(&x)=0(1/p)

onde O(...) representa 0 comportamento assintotico das fun¢bes quando p tende ao
infinito.

Sabendo-se que dI" = O(p?), se uj(x) e pj(x) apresentarem, quando muito, um
comportamento da ordem de 1/p e l/p2 no infinito, as condigdes de regularidade sdo
satisfeitas. Deve-se notar que se o carregamento aplicado sobre o contorno I' ndo for
auto-equilibrado, pelo principio de Saint-Venant, sabe-se que o seu comportamento no
infinito serd o mesmo da solugdo fundamental correspondente a uma carga concentrada
atuando na diregdo da resultante desse carregamento. Assim, uj(x)=O(1/p) e
pi(x) = O(1/ p?) sdo verificados, o que garante que cada termo da equagdo (2.37) se anule
separadamente. Conseqiientemente, fica garantida a aplicabilidade da expresséo (2.36) a
problemas envolvendo regiGes infinitas, sem a consideragdo das integrais no contorno

infinito.

2.7 - Implementagao numeérica

Como a solucdo exata da identidade de Somigliana pode ser conseguida
apenas para configuragdes geométricas e condigdes de contorno bastante simples, nesta
secdo sera apresentado um processo numérico aproximado para a sua solugio, que, por
sua generalidade, pode ser usado tanto com as solugdes fundamentais de Kelvin, quanto
com as fun¢bes de Green. Alguns aspectos sobre a implementag@o da fun¢do de Green
numérica, estendida nesta tese para aplicagdes tridimensionais, serdo tratados
posteriormente.

Este processo numeérico implica na discretizagdo do contorno do problema
por uma série de elementos I';. As coordenadas cartesianas dos pontos situados em cada
um destes elementos sdo expressas em termos das fungdes de interpolacdo W e das

coordenadas nodais x™ do elemento, pela seguinte relagdo matricial:
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x=¥x" (2.39)

onde m ¢ o numero de pontos nodais do elemento necessarios para definir sua

geometria. O vetor de coordenadas x é dado por:

X=1X, (2.40)

onde x;, X; € X3 sd0 as coordenadas cartesianas de um ponto qualquer do elemento.
Da mesma maneira, os deslocamentos e forgas de superficie sdo

interpolados em cada elemento por fungdes de interpolagio:

u=0'u"
(2.41)

n

p=2'p

onde u" e p" contém os deslocamentos e for¢as de superficie nodais do elemento,
respectivamente. n € o nimero de pontos nodais aos quais os valores de deslocamentos
e forcas de superficie estdo associados. A principio, m e n podem assumir valores
diferentes, mas para a correta representagio de movimentos de corpo rigido eles devem
obedecer a relagdo m < n. @ sdo as fungdes de interpolagio e podem, no caso geral, ser
diferentes para a interpolacdo de deslocamentos e forgas de superficie.

u e p sdo vetores de deslocamentos e forcas de superficie, dados pelas

expressoes:

u=1u, (2.42)

b,
P=1D2 (2.43)
P3
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Podemos ainda definir as seguintes matrizes:

p;l PIz PIa
P =9P21 P P (2.45)
P31 P32 P33

onde u; e p;} sdo os deslocamentos e forgas de superficie na dire¢do j, devido a a¢fio da
forca unitaria na diregao i.

Se o contorno I' € subdividido em N elementos I'j, a expressdo (2.36),
aplicada ao i-€simo ponto nodal, considerando-se as expressdes matriciais acima, toma

a seguinte forma:

M=z

Cu= K J’r u'chdrjp" - ( J’r p*d)le"j u"] (2.46)

1

.
I

Como as fungdes de interpolagio sfo expressas em termos das coordenadas
naturais m; € 1, se faz necessdria a transformacgdo da area elementar dI" do sistema

global para esse sistema intrinseco de coordenadas:
dl' = |J|dn1dn2 (2.47)

onde |J| € o jacobiano da transformacéo envolvida.
As integrais presentes em (2.46) sdo usualmente avaliadas numericamente,
levando a:
NPL o, o N
cu=3 S wor) v -3
=1 '

1=1 =1

L *
[Z(p oT) IJI.WI}I" (2.48)

1=1

—_
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onde L. ¢ o nimero de pontos de integracdo e W, é o peso associado ao I-ésimo deles.
A equagdo anterior fornece um conjunto de equagdes para o no i que podem

ser escritas como:

r“l P

u, p;
ciui+[ﬁil lAliz ﬁii ﬁir] u >=[gi1 g2 " 8 v gir]l; (2.49)

i i

Lu, P: )

~

onde uj e pj sdo as incOgnitas no nod j. h;

e g; sdo submatrizes de dimensdo 3x3
contendo os coeficientes de interagdo relacionando o no i a todos os nés no contorno do
elemento.

A equagdo acima pode ser escrita para cada um dos nos considerados. Todas

elas podem ser agrupadas na seguinte equagdo matricial:

hy, ﬁlz ﬁli ﬁn u, rgu g2 " 8 glrW Pl\
h,, hy,, -+ hy - hy || g1 8» v 8 v 8| |P2
A: A' : A- _) : : ay : (2.50)
h; h; h;; h, | |y g1 82 gii g | | Pi
Lﬁrl fer l’iri hn- \“r g1 8n2 8 L pr;

onde as submatrizes h;; contém a contribui¢do dos termos ¢;:

hn =Ci +hu (251)
A expressdo (2.50) pode ser reescrita como:
HU=GP (2.52)
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Ha dois tipos de condigdes de contorno a serem impostas na equagio acima.
O primeiro ¢ a condi¢do de contorno do tipo deslocamentos prescritos, ou seja, u; =,
em [';. O segundo € a condi¢@o de contorno do tipo forgas de superficie prescritas, ou

seja, p; = p; em [',. Se os deslocamentos séo conhecidos, podemos encontrar as forgas
de superficie e vice-versa. Assim, o sistema de equagdes (2.52) pode ser reordenado de

forma que todas as incognitas sejam escritas num vetor Y, da seguinte maneira:
AY=F (2.53)

onde A é uma matriz cheia, de ordem 3r, o vetor Y contém valores desconhecidos tanto
de deslocamentos quanto de forcas de superficie e o vetor F contém a contribuigdo dos
valores prescritos. Para uma maior eficiéncia computacional, a matriz A e o vetor F sio
montados diretamente a partir das integrais dos elementos, sem a passagem pelas
matrizes H e G e posterior reordenagéo do sistema.

Os coeficientes C; da equagéo (2.51) podem ser obtidos indiretamente pela
condi¢do de que movimentos de corpo rigido resultam em forgas de superficie nulas em
um corpo finito. Considerando a aplicagido de movimentos de corpo rigido em qualquer

diregdo, a equagdo (2.52) se transforma em
HI, =0 (2.54)

onde I; € um vetor que define 0 movimento de corpo rigido na dire¢do 1. Assim, os

termos da diagonal de H sdo simplesmente:

h; =—>h, (2.55)

j#i
o que significa que nem os termos C; nem os coeficientes da submatriz h;, precisam ser
determinados explicitamente.
A expressdo acima ¢ valida para regides finitas. Para regides infinitas a
aplicag@o de movimentos de corpo rigido viola as condi¢des de regularidade e o célculo

da submatriz h; da diagonal deve ser feito através da expressdo (2.36). Aplicando-se,
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entdo, esta expressdo ao problema da Figura 2.3 e considerando-se a aplicagdo do

movimento de corpo rigido, o limite quando p tende ao infinito leva a:
C;i(&)u;(&)+u; [ pj(E,x)dr(x)+ lim u; [, Pii(&.x)dr(x) =0 (2.56)

onde I'” ¢ o contorno de uma regifo esférica infinita, u; corresponde a qualquer

movimento de corpo rigido constante e & pertencea .

Como p;j(i,x) corresponde a uma carga pontual unitaria aplicada na

diregdo 1, pela condigdo de equilibrio do problema fundamental, a ultima integral vale:
lim |, pi(& x)dr(x)=-3, 2.57)

Substituindo-se a expresséo (2.57) em (2.56) e reescrevendo-se o resultado

na forma discretizada, a seguinte equagéo € obtida:

h; =1-) h; (2.58)

jei

onde I ¢ a matriz identidade.

O programa desenvolvido para a solugdo dos problemas especificos da
Mecanica da Fratura foi implementado seguindo-se esta mesma metodologia, bastando
que se somem a solugdo fundamental de Kelvin as contribuicdes das parcelas
complementares, que serdo estudadas adiante. O ponto de partida desta implementagio

foi o programa inicialmente desenvolvido por Silva [28].
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Capitulo 3

Func¢ao de Green numérica

3.1 - Equagao integral de contorno na Mecanica da Fratura

Um problema tipico da Mecanica da Fratura pode ser representado
esquematicamente pela Figura 3.1, onde o dominio do problema, €, € circundado pelo
seu contorno externo, ['E, e contém uma fissura definida pelo contorno I'F, constituido

pelas superficies coincidentes Ser™.

IE

Figura 3.1

Problema tipico da Mecédnica da Fratura.

A aplicagdo da identidade de Somigliana a este tipo de problema,

considerando forgas de volume nulas, leva & expresséo:

Cy(E)use)= [,k Ex)py (T [, P (6 x)u; (X))
(3.1
b [ 0P, (ArG)- [ ok (6 x)u ()dr(e)
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onde uj(x) e pj(x) representam as componentes de deslocamentos e for¢as de superficie

do problema e C;jj(&) ¢ a usual matriz de coeficientes, dependente da localizagdo do

ponto fonte, . Os tensores uilj( (&,x) e pff (@,x) correspondem a solu¢do fundamental de

Kelvin para deslocamentos e forgas de superficie no ponto campo, x.

Para a solug¢do dos problemas da Mecanica da Fratura, a equagdo (3.1) ndo
pode ser usada isoladamente, mas em combinagdo com a equagdo hipersingular de
contorno, levando a formulagéo mista do Método dos Elementos de Contorno [29]. A
equacdo hipersingular € obtida a partir da equagéo (3.1), por derivagdo em relagdo as

coordenadas do ponto &, pertencente a Q:

Pi)= [ UK Ex)p,(6)dNG)- [, PR x)u, ()T (e)
(3.2)
b [ UEE P0G [, PREx)u, ()T ()

Nesta equagdo, os novos tensores Uilj( Ex) e Pi}( (¢,x) sdo definidos em

relacdo a normal a uma superficie interna passando por &, cujos cosenos diretores sdo

dados por m;. Suas expressdes para dominios tridimensionais sio:

1 or
UX(E,x)= —m{[(l ~2v)8, +3rx j]gm— +(1-2v){myr; —myr; )} (3.3)
G o] or
Pi}( (& x)= - i) {— 3{vnir’j +(1- 2v)njr)i + (\/6ij - Sr’ir,j)a}£
#3[(1-2v)myr; +vmyr, ]-grn- +[0-2v)5; +3vr;r Jmyn, (.4)

- (1 - 4v)minj + (1 - 2\/)mjni

onde o;; representa a fungfio delta de Kronecker, ni, os cosenos diretores da normal

externa ao contorno no ponto X, r, a distincia entre £ e x, e r;, suas derivadas em relagio
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as coordenadas do segundo ponto. G e v sdo, respectivamente, o moédulo de
cisalhamento e o coeficiente de Poisson do material.

A forma limite da equagio (3.2), quando & tende a I, pode ser usada
juntamente com a equagdo (3.1), de modo a se completarem mutuamente, adotando-se
uma delas em cada uma das faces coincidentes da fissura. Desta maneira, havera a
necessidade de discretizagdo do contorno da fissura, como no caso do uso de sub-
regides, € a aproximagdo sera penalizada pelo campo singular de tensdes nas frentes da
fissura.

A tUnica metodologia que elimina a necessidade de discretizagdo do
contorno da fissura € o uso de fungdes de Green, em substitui¢io aos tensores de
Kelvin, na identidade de Somigliana. Isto se d4 pelo fato de estas fungSes satisfazerem a
condi¢do de forgas de superficies nulas em toda a superficie da fissura, eliminando a
necessidade de interpolag@o de deslocamentos nesta regido critica do problema. Esta
técnica produz resultados bastante precisos, mas esteve restrita a problemas
bidimensionais geometricamente simples, para os quais o desenvolvimento analitico das
fungdes de Green adequadas pdde ser conseguido. A fungdo de Green numérica (FGN)

proposta supera esta limitaggo.

3.2 - Fungao de Green numérica

Nesta secdo, apresentaremos a FGN, que sera deduzida a partir do principio
da superposigdo de efeitos. O problema G, na Figura 3.2, corresponde ao problema de
um dominio infinito contendo uma fissura de geometria qualquer, com condigdo de
contorno de forgas de superficie nulas sobre toda a sua superficie. A solugdo em termos
de deslocamentos e for¢as de superficie, para esta configuragdo, em presenga de uma

carga unitaria pontual F;, aplicada no ponto &, € a propria fungdo de Green procurada.
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Figura 3.2

Obtencéao da funcéo de Green pela
superposicdo de efeitos das solugdes

parciais de Kelvin e complementar.

Este problema pode ser simulado pela superposi¢do de efeitos dos

problemas K e C. O primeiro difere do problema G pela adigdo das forgas de superficie
pi'j( sobre a superficie da fissura. Estas forgas de superficie s@o as que seriam verificadas

sobre uma superficie imaginaria e coincidente com a superficie I'™ num problema
semelhante mas sem a fissura. Quando aplicadas, estas forgas de superficie restituem a
continuidade de deslocamentos e a validade da solugdo de Kelvin em todo o dominio do
problema. No segundo, chamado problema complementar, a fissura esta sob a agdo de
for¢as de superficie opostas aquelas agindo sobre a fissura do problema K. Desta
maneira, estas for¢as de superficie se anulam mutuamente quando os dois problemas
sdo somados, dando origem a fissura descarregada do problema G. Assim, a fungédo de

Green podera ser escrita da seguinte maneira:

uf (&,x)=uf (€,x)+uj(Ex) (3.5)

p (&.x)=pj (&,x)+p5 (%) (3.6)

onde o sobrescrito G esta relacionado a fung¢do de Green e os sobrescritos K ¢ C
indicam, respectivamente, as solugdes parciais de Kelvin e complementar.

Para a solugdo do problema complementar, a equagdo (3.1) sera aplicada ao
problema C, da Figura3.2. Uma vez que o ponto £ e o primeiro indice, indicando a
diregdo da carga unitaria F;, aplicada ao problema real, serfo introduzidos na definigéo

do problema C, a equagdo (3.1) serd reescrita para um ponto fonte x, interno, ¢ um
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ponto campo &, localizado no contorno da fissura. Como as condigdes de regularidade
sdo satisfeitas [26], as integrais no contorno externo se anulam no infinito, € a seguinte

expressdo € obtida:

ui &%) = - [, uf (. Opi (& 6)Ar()- [, pii(x,O)uf(€.6)dr(©) (3.7)

Lembrando-se de que as for¢as de superficie tém sinais opostos, nas duas
faces da fissura, devido a mudanga de sentido do vetor normal, as integrais em I

podem ser reescritas somente em I, da seguinte forma:

ui (&x)== |, uje 0Pk e.c%)+ pE .2 Jlar )
(3.8)
+ [k eo)u§ e -us .o lar@)

Como a solugdo de Kelvin produz um campo de tensdes continuo através de

I , a primeira integral, na equag@o anterior, € nula. Definindo-se, de agora em diante, as
o _Cfg S C 1 x
aberturas da fissura da fungdo de Green como cij({;,g) = Uy (&,Q )— u; (E,,Q ), a equagdo

(3.8) pode ser simplificada para:

ui(Ex)= [, Ph(x6)ei(&.0)dr ) (3.9)

A equagdo anterior fornece os deslocamentos da solugdo complementar num
ponto interno x, ndo contido na superficie I'", devido a uma carga pontual unitaria
aplicada no ponto £, como fungédo das aberturas da fissura cix(&,5).

As forcas de superficie complementares podem ser obtidas a partir da
equacdo anterior, seguindo-se o desenvolvimento indicado na passagem da equagio
(3.1) para (3.2), mas com derivagdo em relagdo as coordenadas do ponto x, que agora
toma o papel de ponto fonte para o tensor forgas de superficie de Kelvin. Desta maneira,

a seguinte expressdo € obtida:

Pﬁ (&x)= _[1.1 Pie(x,6)ey (6,£)dT(8) (3.10)
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Se as aberturas da fissura s3o conhecidas, as equagdes (3.9) e (3.10)
fornecem a solug¢do complementar. A forma limite da equagdo anterior, quando x tende

al', leva a seguinte equagio hipersingular de contorno [29]:
Cle 7)_ K(7
Pij (&» Q)— {Ern Py (QQ)cik (€.6)dr(c) (3.11)

onde C pertence a I ¢ a integral deve ser interpretada no sentido de parte finita de
Hadamard. Como a condi¢do de contorno de forgas de superficie nulas em I'F implica
em pg(§,2)=—p§(§,2), a equagdo anterior pode ser reescrita como uma equagio

integral hipersingular de contorno para as aberturas da fissura:

£ PX(€.0)eu (5, 0)ar(c)=-p¥ (£.2) (3.12)

Esta equagdo pode ser resolvida pelo método dos residuos ponderados, com

a técnica da colocagdo pontual. Se a funcgéo delta de Dirac € usada como fungdo peso

em M pontos £, a seguinte expressdo € encontrada:

%l—l Pji (zmag)cik (E.J Q)dr(Q) = _pll_]( (E,sz )9 m=1,---,M (3.13)

Desde que as aberturas da fissura sejam tomadas como incognitas num
nimero M de pontos e, em fungdo destes, obtidas por interpolagdo em todo o dominio

de integragdo I', a integral acima pode ser avaliada numericamente por um método

capaz de lidar com a singularidade do seu integrando no ponto zm. Estes métodos se
encontram detalhados no Capitulo 4.

Assim, a equagdo (3.13) passa a representar um sistema de equagdes
determinado, para o calculo das aberturas da fissura. Um exame cuidadoso dos seus
indices, mostra que o sistema de 9M equagdes se subdivide em trés sistemas de 3M
equagdes, compartilhando a mesma matriz de coeficientes. Estes ultimos sistemas,

podem ser representados de forma matricial, da seguinte maneira:
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Sc;(&)=pi() (3.14)

onde os vetores ¢i(§) e pi(§) contém os valores pontuais das aberturas da fissura e das
forgcas de superficie de Kelvin, nas trés dire¢des, correspondendo a carga pontual
aplicada em & na diregdo i. S € uma matriz quadrada, de dimensdo 3M, independente da
posi¢do do ponto fonte &, podendo ser montada e triangularizada uma tunica vez e
sujeita a apenas uma retrosubstitui¢do para cada ponto fonte considerado.

Conhecidas as aberturas da fissura, a solugdo complementar podera ser
obtida pela integragcdo numérica de Gauss das equagdes (3.9) e (3.10), e a FGN podera

ser reescrita, com base nas equagdes (3.5) e (3.6), da seguinte maneira:

uj (6.x)=u; (&, x)+ZZIJIaprk(x Can )ik (E:Can ) W W, (3.15)
a=] b=l
A B

pl] (& X le (EJ X +ZZ| ab Jk(X C.tab |k(§ C.tab)w Wb (316)
a=| b=l

onde as integragbes numeéricas, agora regulares, sdo efetuadas em coordenadas
retangulares. A e B representam os nimeros de pontos de integracdo em cada uma das
variaveis de integragcdo. Normalmente, serdo iguais, e seu produto, igual a M.

E importante notar que as aberturas incognitas, por conveniéncia, podem ser
locadas nos proprios pontos de integragio, representados por . Assim, a FGN sera

integrada, na maioria das vezes, sem a necessidade de qualquer tipo de interpolagéo.

3.3 - Problemas envolvendo fissuras carregadas

A identidade de Somigliana para problemas com fissuras carregadas toma a

seguinte forma:

Ci(€)u;(€)= | uf €x)p;(x)dr(x)- [ pf (€, x)u;(x)dr(x)+
(3.17)
+ [, suf 6.0)p;(©)dr(c)
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Se as forgas de superficie em cada ponto da face superior da fissura sido
iguais em modulo e de sinais contrarios as do ponto coincidente na face inferior, como
no caso de fissuras pressurizadas, a ultima integral na expressdo (3.17) pode ser

reescrita como:

[, 0 E&p@dr@)=-[, (56 )-usE.c' oyl Wre)=

(3.18)
=—[¢;(6.0)p;(6)ar ()
Portanto, nesse caso a expressdo (3.17) se simplifica para:
Cy(®)use)= [ udEx)p; (I ()— [ pS(Ex)u () ()
(3.19)

- [ ei&.8)p;()dr(e)

onde a Ultima integral contribui apenas para o termo independente do sistema de
equagdes (2.53), pelo qual € calculada a resposta para o contorno externo do problema,

pelo Método dos Elementos de Contorno.

3.4 - Calculo de tens6es em pontos internos

O calculo das tensdes em pontos internos, como visto no Capitulo 2, se¢io
5, requer a derivagdo da identidade de Somigliana para deslocamentos em relagio as
coordenadas do ponto fonte e, em seguida, a aplicagio da expressdo (2.24).

A derivagdo da identidade de Somigliana envolve a derivagéo das solugdes
fundamentais para deslocamentos e forgas de superficie, conforme a expressdo (2.25).
Como agora as fungdes de Green s@o usadas no lugar das solugdes fundamentais usuais,
sera necessdria a derivagdo de suas partes complementares, o que pode ser verificado
pelas expressdes (3.5) e (3.6). As derivadas da parte correspondente as solugdes de
Kelvin ja foram apresentadas no Capitulo 2, se¢io 5.

A partir das expressdes (3.9) e (3.10), escreve-se:
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ui&x)= [ Phi(.C)eq(E.£)dr () (3.20)

puk gx) ‘Ll X Q ilLk gC)dr( ) (321)

As derivadas das aberturas da fissura podem ser calculadas a partir da

expressdo (3.12):

{rl lel( (z’ Q)C ilLk (E.n Q)dF(Q) = —pijl'(,k (&, Z) (3 22)

Chega-se, portanto, a sistemas de equagdes iguais aos representados pela

expressdo (3.14), exceto pela mudanga das incognitas e termos independentes:

Sc;;()=pi;() (3.23)

onde ¢;j(&) e pij(€) agora contém os valores pontuais das derivadas das aberturas da
fissura e das derivadas do tensor para forcas de superficie da solu¢do fundamental de
Kelvin, respectivamente.

Tendo-se as derivadas das aberturas da fissura nos pontos de Gauss, da
mesma forma que os deslocamentos e forgas de superficie, as derivadas da fun¢do de

Green serdo calculadas pela integragdo numérica das expressdes (3.20) e (3.21):

A B
uicj;,k(é’x)z uijls,k(é’x)_‘_zzplabpﬁ (X’Qab )cil,k(é’gab)wawb (3.24)

a=1 b=l

G « A B
pij,k(E.wx): pij,k(éax) ZZ ab _]l (X Qab)cu k(E.» Cab)w W (3.25)

a=] b=1
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3.5 - Aberturas da fissura para problemas finitos

Para um problema real, cujo contorno externo € finito, como o da
Figura 3.1, o célculo das aberturas da fissura, agora representadas por cj(x), podera ser

efetuado a partir da forma limite da equag@o (3.2), quando & tende a I™:

£ PX(Ex)e, (AN () = [ PE(Ex)u, (N R)- [ UEEx)p,()drG) (326

Uma vez que sua primeira integral ¢ a mesma da equac&o (3.12), a equagéo
acima conduz a um sistema se equagdes idéntico ao da equagdo (3.14), exceto pela
mudanga do termo independente, que agora envolve a integragio dos resultados obtidos
para o contorno externo do problema. A partir das aberturas da fissura para o problema
real, os fatores de intensidade de tensdes podem ser calculados com o emprego das
férmulas de Irwin [30], para todos os modos de carregamento envolvidos.

Calculadas as aberturas da fissura para o problema em questdo, a
implementagio usual de Elementos de Contorno, usando as solugdes fundamentais de
Kelvin, pode ser usada para o calculo dos deslocamentos ou tensdes em pontos internos.

A equagdo para deslocamentos, por exemplo, seria:

()= [ 2u € x)p,6TG)- [ o x)u ()T ()
(3.27)
b LS Ex)e x)drx)

conseqiiéncia direta da equagdo (3.1).

Deve-se notar que as expressoes apresentadas desde o inicio deste capitulo
ndo fazem nenhuma restricdo quanto a forma ou orienta¢io da fissura, que pode admitir
inclusive formas curvas. Também n3o ha restri¢do quanto ao numero de fissuras, apesar
de as dedugdes terem sido feitas para apenas uma. No caso de problemas com mais de
uma fissura, basta que se considere um somatorio a mais nas expressées (3.15), (3.16),

(3.24) e (3.25), para o nimero total de fissuras. Neste caso, as integrais avaliadas nas

fissuras que ndo contém o ponto singular £ sfo regulares e podem ser integradas

numericamente sem maiores dificuldades.
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Capitulo 4

Implementacao da fungao de Green numérica

4.1 - Introdugao

Para a obtengdo da FGN, como demonstrado no Capitulo anterior, é
necessario o conhecimento prévio da solu¢do de um problema de regido infinita,
contendo uma fissura, geometricamente igual a do problema real, sob a agdio de uma
carga pontual unitaria. Este ¢ o chamado problema complementar e sua solugdo, em

termos de aberturas da fissura, pode ser obtida a partir da equagéo:
%rl Pjﬁ (z’ Q)Cik ({5’ Q)dl"(Q) = —pxl_y( (&) z) (4 ])

onde I' representa a superficie inferior da fissura e contém os pontos (e & .

leﬁ ¢ o tensor equivalente, na formulagdo Hipersingular, ao tensor pﬁ( de
Kelvin, que representa forgas de superficie. Entretanto, sua singularidade é mais forte,

da ordem de 1/r’, no ponto ¢ . Devido a esta singularidade, a integral na equagio (4.1)
so existe no sentido de parte finita de Hadamard, e s6 pode ser avaliada numericamente
com o emprego de algum processo adequado a este tipo de integral.

Neste Capitulo sdo apresentados trés procedimentos adotados para a
obten¢do numérica da integral na equagéo (4.1). O primeiro deles emprega elementos
lineares tangentes ao elemento de fissura original no ponto singular. O mesmo
integrando € simultaneamente avaliado nos dois elementos, de forma a se conseguir
uma subtragdio de singularidades. Este procedimento foi o mais exaustivamente
estudado e sua implementagdo se encontra bastante geral e completa. O segundo

procedimento empregado tem como principal caracteristica o uso do processo de

36



integracdo de Kutt [31] para integrais singulares e o terceiro usa uma técnica de
integracdo com pesos especificos para integrais singulares, desenvolvida por Dumont e
Souza [32] e Noronha [33]. Estas duas ultimas implementagdes, embora possam ser
usadas em alguns problemas, néo tem ainda a generalidade da primeira e ainda inspiram
maiores esfor¢os neste sentido. Sdo também apresentados processos para a avaliagio
desta integral na presenga de quase-singularidades introduzidas pela aproximagdo do
ponto fonte £ a superficie da fissura, comum nos problemas de fissura de bordo. Os
mesmos processos sdo usados para a avaliagdo de integrais quase singulares durante a
geracdo numérica da fungdo de Green no contorno externo dos problemas.

Antes, porém, sdo apresentados alguns aspectos comuns a ambas as

implementagdes, como a interpolagfo geométrica e funcional na fissura.
4.2 - Interpolagao geométrica e funcional na fissura
Para a integracdo da equagdo (4.1), a superficie I ! da fissura sera

aproximada geometricamente por um elemento quadrangular ou triangular,

representados na Figura 4.1.

4 Ly 3
(-1,1) (1,1)
N2
l4 R T]1 l2
(-1,-1) (1,-1)
1 l 2 >N
1
Figura 4.1

Elementos de fissura quadrangular e

triangular e suas coordenadas naturais.

onde n; e m; sfo as coordenadas naturais do elemento. Elas variam entre -1 e 1, no

elemento quadrangular ¢ 0 e 1, o elemento triangular. Os nos geométricos representados
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na Figura 4.1 sdo relativos aos elementos de interpolagéo geométrica linear. Para os
elementos de interpolagdo de ordem mais elevada, eles representam apenas os nds de

vértice, sendo os demais distribuidos de maneira uniforme no perimetro e no interior do
elemento. [; sdo os lados dos elementos mapeados.

A interpolagdo geométrica, no elemento de fissura, podera ser de qualquer
ordem. Neste trabalho s&o usados elementos lagrangeanos desde lineares até quarticos,
que permitem uma boa representagéo de fissuras circulares ou elipticas.

A interpolagdo funcional na fissura, neste caso a interpolagéo das proprias
aberturas da fissura, sera baseada em pontos nodais internos ao elemento e coincidentes
com pontos de integragdo de Gauss, considerando uma integracdo em coordenadas
retangulares no elemento mapeado quadrangular. A coincidéncia destes pontos nodais
com os pontos de integracdo ndo é uma imposigdo do método, mas, como discutido no
Capitulo 3, ao final da segdo 2, evita a interpolagdo das aberturas da fissura em boa
parte das integragcGes a serem efetuadas. Assim, para um numero de pontos de
integragdo igual a quatro, a distribui¢&io dos pontos nodais funcionais do elemento pode

ser vista na Figura 4.2.

Figura 4.2
Distribuicdo dos pontos nodais funcionais

no elemento de fissura mapeado.

Para pontos do elemento ndo coincidentes com seus pontos de integragio, as
aberturas podem ser interpoladas por uma fungéo de interpolagio polinomial, como na

seguinte equagdo:

Cik (3;, C(’ﬂl ,nz)) = ii L (Th )Lb (ﬂz )Cik (E_w C(ﬂ?a 'ﬂlz’ )) 4.2)

a=I b=1
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Nesta equagdo, A e B, usualmente iguais, sdo os numeros de pontos de
integracfo nas diregdes ;e mp. L e L sdo polindmios interpolantes unidimensionais de
Lagrange, de graus A-1 e B-1, respectivamente. n; e ng sdo as coordenadas naturais do
a-ésimo ponto de Gauss, na diregcdo m;, € b-ésimo ponto de Gauss, na diregdo my, de
modo que c;, (&,Q(nf,ng )) representa as aberturas da fissura num né funcional
especifico do elemento. Esta expressdo pode ser modificada pela introdugdo de termos
que simulem o comportamento de \E das aberturas das fissuras na vizinhanga das

frentes de fissura, sendo p a distincia do ponto considerado a frente de fissura. Como
pode ser verificado nas solugdes analiticas disponiveis [37]-[38], este comportamento
deve estar presente nas solugcdes para aberturas de fissuras, tanto em meios
bidimensionais quanto tridimensionais, podendo ser adequadamente representado pela

seguinte fungio de interpolagio:

A B a b
Cik(E» C(T’Il”’lz))= \/R1R2R3R4 ZZLa(m)Lb(nz)cik(é’ C(Th ’nz)) (4.3)

a=1 b=l 515,838,

onde as variaveis R; e S; estdo relacionadas aos lados {; do elemento quadrangular e sdo

dadas pelas formulas:

R, =1+m, S,=1+n] (4.4)
R,=1-n, S, =1-n (4.5)
R3=1-m, S; =1—T’It2’ (4.6)
R,=1+m, S,=1+n] 4.7)

para o caso usual de fissura em meio infinito, quando suas aberturas apresentam o
referido comportamento em todo o seu perimetro ou em todos os seus lados, tendo em

mente o elemento mapeado.
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Desta forma, a equagdo (4.2) passa a ser um caso particular da equagdo

(4.3), para os seguintes valores das variaveis R; e S;:
R. =1 S. =1 4.8)

Em casos praticos, pode ocorrer que o comportamento de raiz de p esteja
presente apenas em determinadas regides do perimetro do elemento. Nestes casos

devem ser escolhidos adequadamente os termos R; e S; das expressoes (4.4) a (4.7), para
os lados [; onde se deseja o comportamento de raiz de p , e da expressdo (4.8) para os

lados [; livres. Estes tultimos s3o geralmente aqueles lados que estdo em contado com o
contorno externo do problema, nos problemas de fissura de bordo. Nestes casos a
escolha errada dos termos R; e S; poderia fazer com que a boca da fissura ndo se abrisse
para o meio externo. As respostas assim obtidas seriam completamente erradas. Por
outro lado, o uso exclusivo da equagdo (4.2) ndo comprometeria a resposta do problema.
Apenas o nivel de precisdo da resposta obtida, em termos de fatores de intensidade de
tensdes, seria inferior.

Para o estabelecimento da interpolagdo funcional no elemento triangular,
este ¢ novamente mapeado para um elemento quadrangular pela seguinte transformagao

de coordenadas:

n, =-1+2fnf +n2)

A A
M2 —M A A
——,sein; +1m, |>0 “4.9)
T]f&"'ﬂg ( )

M=

0,se (nf +n§)= 0

onde n' e 7, sdo as coordenadas naturais dos elementos triangulares e quadrangulares,
respectivamente.

Desta forma a mesma interpolagdo funcional usada para o elemento
quadrangular pode ser utilizada para o elemento triangular. A transformagio inversa é

dada por:
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Th 4
(4.10)
nA _ (1"‘111 !1"‘112)
5=
4

e seu jacobiano, por:

sz @.11)

8

Esta transformagio de coordenadas ja vinha sendo usada com sucesso nas
integra¢es ndo singulares dos elementos da malha externa do problema em analise, no
programa computacional MEC3DE [28], que serviu como base para a nossa
implementagdo. E interessante notar que todo o lado [; do elemento quadrangular é
mapeado para o n6 1 do elemento triangular, de forma que a transformag¢do ndo €
biunivoca.

Assim, os elementos triangulares foram capazes de gerar a solugio
complementar da fun¢do de Green com precisfo equivalente a alcangada pelos
elementos quadrangulares, mas os fatores de intensidade de tensées foram
sistematicamente melhor aproximados por estes ultimos. Como a degeneragdo dos
resultados se da mais acentuadamente nas proximidades do né 1 do elemento triangular,
acreditamos que ela seja decorréncia da transformagdo adicional envolvida, que € mais
atuante nesta regido do elemento. Um processo de interpolagdo funcional especifico
para os elementos triangulares deve contornar este problema. Por este motivo, os

elementos quadrangulares foram usados em todos os exemplos numéricos apresentados.

4.3 - Regularizagao por elementos tangentes

Nesta se¢d@o serd mostrado como a integral de parte finita de Hadamard na

equagdo (4.1), que apresenta singularidade de 1/p® no ponto ¢ , pode ser avaliada tendo

como base o método de integracdo de Gauss, com o emprego de um processo de

regularizagéo.
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Esta equagdo, resolvida pelo método dos residuos ponderados, como

indicado no Capitulo 3, leva a seguinte equag&o:
f-l P;I: (Em > g)cik (&a C)dr(g) = _p|l_|( (&, Em )7 m= 1" ) M (4 12)

Para a avaliagdo numérica desta integral, a superficie I da fissura ser4
aproximada geometricamente pelo elemento quadrangular, representado na Figura 4.1.
A integrag@o sobre este elemento sera efetuada num sistema de coordenadas polares,
com centro no ponto singular zm. Assim, o elemento quadrangular se subdivide em
outros quatro triangulares, € as novas variaveis de integra¢do passam a ser p € 6

representados na Figura 4.3, abaixo:

Figura 4.3
Sistema de coordenadas polares com centro

no ponto singular.

No novo sistema de coordenadas, a integral na equacdo (4.12) se mostra
regular na dire¢do angular e tem sua singularidade reduzida em uma unidade na diregdo
radial pela introdu¢do do termo p no seu integrando, uma decorréncia da mudanga do
diferencial de 4rea. Assim, a equagdio acima pode ser reescrita numericamente da

seguinte forma:

Z {p le Z Z IJ Igep leli (zm ’ C—'QP )cik (&, Cep ) pWeWp - Eij (zm )} =
A o (4.13)

_p:;(y;’gm)’ m=1---M
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onde o primeiro somatorio é efetuado sobre os subelementos triangulares, acima
mencionados, 6 e p sfo, respectivamente, as variaveis de integragfio angular e radial,
Nleg, € Wl sdo os jacobianos, introduzidos pelo mapeamento e subdivisao de I, no ponto
de integragdo &g, € Wy € W, sdo 0s pesos associados a este ponto.

O termo corretor Eij(zm) ¢ introduzido pelo processo de regularizagdo

empregado, cuja principal etapa € a expansdo das aberturas da fissura em série de

Taylor, ao redor do ponto singular:

cwlE0) = 6.8 )+ (n, n)ﬁﬁ) a—"%f]ﬁ) L @1
2

onde m; e 1, sdo as coordenadas naturais do ponto £ € N, e T, sdo as coordenadas

naturais do ponto singular &_.

Somente os trés primeiros termos desta série necessitam tratamento especial,
sendo, os demais, regulares [20]. Assim, o termo E;; (C_;m) pode ser expresso da seguinte

maneira:

E;(Gn)=ci (.50 )R €0 )+ ey E.2n) 0 OF )+ Zubonl®E ) (@15)

ony on,

sendo que as derivadas das aberturas da fissura podem ser obtidas a partir da equag¢do

(4.2) ou (4.3). Os termos e(‘ (Q ) podem ser computados pelas expressdes abaixo:

G )=~{[ [ PG har@)- [ PhEnc )]+ [ PEEnorc)]
(4.16)

+ Ir Pjﬁ (—m ’ g)dr(g)
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(2) [I (n, - m Jk( m>G )dF(Q) I( ﬁl)Pj]'i(_m’C)dY(q)}

4.17)

+ L (n -7 )Pj]ﬁ (_m , C')dY(C') + Ir (Th -1 )leli (Em ’ Q)dF(Q)

I:I (n, — 7, )P ka, dF(Q I("lz )P Jk( m>G )dY(C)]

(4.18)

+_[(le )P kgma dY(C) I(le )P k( m>G )dF(Q)

As ultimas integrais em cada uma das expressdes anteriores produzem um
erro de integragdo, quando integradas numericamente pelo método de Gauss. Os valores

corretos destas integrais sio computados pelos termos entre chaves, de modo que
eg'k) (Qm) representam os erros de integragdo referentes aos trés primeiros termos da série

de Taylor na equagdo (4.14). Nestas expressGes, y representa um elemento plano em
forma de paralelogramo, tangente ao elemento de fissura no ponto singular. Este

elemento contém os pontos £’ e ¢ definido pela expressio abaixo:

_\oIr(mq;,m _\or'(m;,m
m)——————(;l W) n, —nz)——————(a“_‘ ) (4.19)
i 2

Y0m,) =T @, ™)+ (i -
Individualmente, cada um dos integrandos da equacdo (4.16) tém
singularidade de ordem 1/p%, uma vez que Pi}( tem singularidade de ordem l/p3 ea

passagem das integrais para coordenadas polares introduz o termo p, nos integrandos,

reduzindo o grau da singularidade em uma unidade (P = O(l /p ) e dl=dy= O(p)) o
termo entre colchetes representa a diferenca de duas integrais com o mesmo integrando,
uma sobre o elemento de fissura real e outra sobre o seu elemento tangente. Como estes
dois elementos se tangenciam no ponto singular, as singularidades envolvidas sdo

reduzidas novamente em uma unidade, desde que ambas as integra¢des sejam efetuadas

44



sobre 0 mesmo elemento mapeado nas coordenadas naturais 1; and 1. Desta maneira, o
termo entre colchetes apresenta uma singularidade radial de ordem 1/p e pode ser
integrado por um processo numérico para integrais de partes finitas, conjugado com um
método padrio para integragdo angular. Esta técnica foi devidamente discutida por
Silveira, Guimardes e Telles [34] no contexto bidimensional. Neste trabalho o processo
de integracdo gaussiana de Kutt [31] foi empregado para a integragdo radial. Este
processo de integracdo vem sendo utilizado no programa base da corrente
implementagdo, nas integrais singulares do contorno do problema, que apresentam a
mesma ordem de singularidade. A ultima integral entre chaves ¢ calculada
analiticamente.

Devido a introdugdo dos termos (11, —ﬁ,) e (1"|2 —ﬁz), as integrais entre
colchetes nas equacdes (4.17) e (4.18) apresentam singularidade reduzida e podem ser
avaliadas numericamente pelo método de Gauss em ambas as dire¢gdes. Como na
equacdo (4.16), as ultimas integrais entre chaves sdo calculadas analiticamente,

Se as aberturas da fissura s@o tomadas como incognitas num niumero M de
pontos, o que implica em A B =M na equagéo (4.2) ou (4.3), a expressdo (4.13), conduz

ao ja conhecido sistema de equagdes para o céalculo das aberturas da fissura:
Se¢;(€)=pi() (4.20)

onde as aberturas da fissura incognitas sdo representadas pelos termos c; (E_,,C(nf,ng ))
das equacdes (4.2) e (4.3).

Vale lembrar que a equag@o (4.20) representa trés sistemas de 3M equagdes,
cujas matrizes de coeficientes sdo idénticas e independentes da posi¢do do ponto fonte
considerado. Apds a solugdo destes sistemas de equagdes, a fun¢do de Green pode ser

obtida pelas integra¢des numéricas indicadas nas expressdes (3.15) e (3.16).

4.4 - Integragao de Kutt
O processo de integragdo de Kutt [31] utiliza abscissas e pesos de integragdo

especificos para a ordem de singularidade de uma dada integral e apresenta

teoricamente o mesmo nivel de precisdo do método convencional de Gauss, sendo capaz
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de integrar exatamente uma fungdo cuja parte regular seja um polinomio de grau
maximo 2 m - 1, sendo m o niimero de pontos de integragdo considerados. Para o caso
em que A é um inteiro e r>s, sendo s o ponto singular, a integral de uma funcdo

genérica é aproximada da seguinte maneira:

j(r( f(x))x dx =(r- s)”Zf(s+x(r YW, +£* ‘)(s)l(;t|r 1;' (4.21)

sendo f(x) a parte regular do integrando

Pela férmula acima verifica-se que a fungfo integrada deve ser derivada e
avaliada no seu ponto de singularidade, por meio de limites, 0 que representa uma
dificuldade consideravel. Entretanto, sera mostrado que estes limites podem ser
facilmente avaliados sobre os mesmos elementos tangentes usados na se¢éo anterior.

Esta técnica de integragdo sera aplicada a equagdo:

{rl P_Illi (—m > C)cik (E.w C)dr(g) = _pll_’( (E_n zm )a m=1,-,M (422)

Esta integral, reescrita no elemento mapeado quadrangular, toma a seguinte

forma:
§_]] §_11 leé (Em ’ g'fh'ﬂz )cik (E-" Cﬂmz )lch—'ﬂmz andnl = _pfj( (Ep zm )3 m= 1, trey M (423)

onde |J| ¢ € o Jacobiano da transformagdo de coordenadas envolvida, num ponto ¢ de
N2

coordenadas naturais n; € 1.

Em coordenadas polares esta equagfo pode ser reescrita da seguinte forma,

considerando o ponto £ como a origem do sistema de coordenadas polares, como na

Figura 4.3:

zple _[ %p"‘“ PK Cm’gep lk(E.’ COp)|J|§ pdp do= _pl_] (E.a Cm) m = 1:' : ':M (424)
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Observa-se que a integral angular continua sendo regular e o processo de
integragdo de Kutt deve ser aplicado apenas a integral radial. O ponto singular desta
integral passa a ser o 0 da variavel radial p, enquanto seu limite superior passa a ser
Pmaxs © maior valor de p para um determinado dngulo 6. Escrita desta forma,
verificamos que a ordem de singularidade da integral ¢ de 1/r%, ou p/r’. Para que o
integrando possa ser representado como na equaggo (4.21) ele serd multiplicado por
p?/p®. Assim, reescrevendo-se a integral polar da maneira descrita pela equagdo (4.21),

chega-se finalmente a:
1 K (5 3
Z {Ple ZL Z Pix (Cm »Cop )cik (5, Cop )|J|§ep p* W, +
A 0 max p

a —
+ .a_p— (PJIE (Cm s COP )cik (F” Cep )!Jlgep p3)

ln!pmaleWQ = (4.25)
p=0

- metoM

onde os numeros de pontos de integragdo usados nas integrais radial e angular foram
omitidos, para simplificar a notag@o.
Esta férmula d4 origem ao sistema de equa¢Ges definido na expressdo
(4.20), desde que as aberturas da fissura sejam tomadas como incdgnitas num numero
M de pontos. Como antes, esta condig¢do implica em A B =M na equagdo (4.2) ou (4.3).
Na implementag¢éo desta técnica de integragdo, a derivada da parte regular

do integrando, definida por:

0

a—p(Pj‘E (ConsGap i (. Cop I . p3) (4.26)

foi, a principio, avaliada numericamente, nas proximidades do ponto p=0. Este
procedimento deu bons resultados, praticamente indistinguiveis daqueles obtidos pela

técnica dos elementos tangentes. Ainda assim, na tentativa de se superar os resultados
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até entdo obtidos, este termo foi expandido pela regra de Leibniz para a diferenciagéo de

produtos, da seguinte maneira:

aPJIE (Em > Cep )C- (
op :

(&:Cop 0, 07+ P (cm,cep)—(i—Q”—)

W, o’ +
(4.27)

.,

(Cm’qep) lk(& Cep) +3P (gm’qep) lk(g C9F’)|J|Q

Em seguida, com excegdo do primeiro, cada termo da expressdo acima foi

avaliado analiticamente. O primeiro passo para a diferenciagdo analitica do termo

K{z o . . . .
Py (gm,gep) em relagdo a p, que continua sendo feita numericamente, seria sua

diferenciagdo em relag#o as coordenadas globais do ponto campo:

Pij,k(g,x)zﬁ;;{[ V8N —VOn; + 50,11, +5vir 0y — ~-(1-2v)
(é‘)iknj =5n;rry )+ 5(5jkf,i +8yr; + VoL ~Trirr k)grn]%
+ [vSijmk + V8 m; —Smyr;r; —Svmr;r, +(1- 2v)( 8y m; —Smir’jr’k)] (4.28)

—a; + [VSJkr + VO, 1 (1 2v)6 =5vrirr, ]mlnl +(1-2v)

(mkn T+ myn,r; —mjnir,k)+ (1 —4\/)minjr,k +vmn,r; + vmknir,j}

A partir da expressdo anterior, a derivada de Pji (Zm,gep) em relacdo a p

pode ser obtida sem maiores dificuldades, pela regra da cadeia. Os termos diferenciados
analiticamente deveriam ser avaliados no ponto de singularidade, o que envolveria um
complexo célculo de limites. Isto pode ser evitado se estes termos forem avaliados sobre
o mesmo elemento tangente definido pela equagfo (4.19). Como este elemento
apresenta em toda a sua superficie as mesmas caracteristicas do elemento verdadeiro no

ponto singular, os valores corretos dos limites podem ser obtidos mesmo em pontos
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distantes do ponto de singularidade. Este procedimento pode ser implementado
facilmente e ndo introduz nenhuma aproximag&o nos resultados obtidos.

Vale ainda lembrar que o primeiro par de abscissas e pesos de Kutt para
integragdes com singularidade de ordem 1/p® (A = 2) sdo complexos. Por esse motivo, o
método exige uma implementagdo mais bem elaborada. As abscissas e pesos complexos
e reais devem ser tratados separadamente, para uma boa performance computacional da

técnica de integragdo.

4.5 - Integragao com pesos especificos

A técnica de integragdo com pesos especificos usada vem sendo
desenvolvida na PUC do Rio de Janeiro por diversos pesquisadores, sob a orienta¢do do
Prof. Ney Augusto Dumont. O trabalho que marca formalmente a origem desta linha de
pesquisa foi publicado em 1992 por Dumont e Sousa [32], sendo, portanto, bastante
recente. Por isso, acreditamos que a técnica tenha sido pouco implementada
computacionalmente com o Método dos Elementos de Contorno e que tenhamos sido,
de certa forma, pioneiros na sua utilizagdo. O trabalho em que o nosso se baseou foi a
tese de doutorado de Noronha [33], em uma versdo preliminar.

Sera apresentada a seguir apenas a formula que define o uso pratico do
método no caso especifico de integrais bidimensionais. As dedug¢des do método e os
processos computacionais para obten¢do dos pesos especificos sdo bastante complexos,
a meu ver, para serem reapresentados aqui e estfio descritos na referéncia dada acima.

No caso em estudo, a singularidade de 1/r® é introduzida na integral
bidimensional pelo tensor hipersingular Pi}( . Uma vez obtidos os pesos especificos para

esta funcfo de singularidade, o uso desta técnica de integragdo ¢ semelhante ao da
técnica de Gauss, desde que o ponto singular nfo pertenga a0 dominio de integra¢io ou

desde que ndo haja normalizacio do intervalo de integragio:

J: J';(nga dn= iig(éimj )hij (4.29)

i=1 j=1
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onde o(§,n) e g(€,n) representam respectivamente as parcelas singular e regular da
integral e h;; sdo os pesos especificos para a fun¢do de singularidade w(€,n) € para o
ponto especifico onde ocorre esta singularidade. As abscissas &; e n; sdo coincidentes
com as abscissas de integragdo de Gauss, para regras de integragdio de m e n pontos,
respectivamente. A parcela regular do integrando é aproximada por um polindmio de
grau m - 1, na diregdo de &, multiplicado por outro polindmio de grau n - 1, na diregéo
den.

Quando o integrando apresenta singularidade no dominio de integrago e
este dominio tem que ser normalizado ou mapeado para um quadrado de lado unitério, a
equacio (4.29) carece de um termo de normalizagdo, semelhante ao termo logaritmico
da integral de Kutt, na equagdo (4.21). Este termo ndo foi apresentado na referéncia
citada. Como nossas tentativas de obté-lo através de uma integragdo polar ao redor do
ponto singular, da mesma forma em que ele é obtido quando se usa a técnica de
integra¢do de Kutt, foram frustadas, a implementagéo que desenvolvemos € valida, até o
momento, somente para problemas envolvendo fissuras quadradas.

Outro detalhe ndo discutido nas referéncias citadas € o fato de que a parte
regular das fungGes normalmente integradas no Método dos Elementos de Contorno séo
descontinuas no ponto singular, devido a presenga dos termos r;. Como este processo de
integragdo € baseado em expansdes polinomiais da parte regular do integrando e
polindémios ndo so capazes de representar adequadamente estas descontinuidades, estas
integrais singulares devem ser subdivididas nos seus pontos de singularidade. Por outro
lado, estas integrais subdivididas t€ém o ponto singular sempre num de seus vértices e
isso pode dispensar uma reavaliagdo dos pesos especificos para cada uma das integrais
geradas pela subdivisdo.

De modo geral a técnica se mostrou bastante precisa e computacionalmente
econdmica, pelo menos quando comparada com a primeira implementagéo apresentada,
que faz uso de elementos tangentes. Vale lembrar que esta ultima é bastante geral,

valida inclusive para fissuras curvas.
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4.6 - Quase-singularidades introduzidas pelas aberturas da fissura

Para a obten¢do da FGN € necessario o conhecimento prévio da solugdo de
um problema de regido infinita, contendo uma fissura, geometricamente igual ou
contendo a fissura do problema real a ser resolvido, sob a a¢do de uma carga pontual
unitaria. Esse é o chamado problema complementar [20], e sua solugdo esta discutida

nas se¢des anteriores, onde foram apresentados processos capazes de superar as

dificuldades inerentes a singularidade do tensor hipersingular Pilf presente na equagao:

£ PR(E.C)eu (6, £)ar (@)= -p} &) (430)

Nesta equagdo, cjj representa as aberturas da fissura devido a a¢do de uma
carga pontual unitaria no ponto &, sendo normalmente uma fung¢do bem comportada.
Entretanto, ela cresce a razdo de 1/r, com a aproximagdo do ponto £ a superficie e,
dependendo das caracteristicas geométricas do problema e do ponto fonte considerado,
também pode provocar uma grande deterioragfo no resultado da integral numérica.

Nesta se¢do sdo discutidos os meios pelos quais sdo tratadas estas eventuais
quase-singularidades, introduzidas pela fungéo cj;. Foram usadas duas técnicas, ambas
bem estabelecidas e sedimentadas: a subdivisdo do dominio de integragiio e a
transformagdo polinomial ctibica de coordenadas, desenvolvida por Telles [35]. A
técnica de integragdo com pesos especificos, discutida na se¢do anterior, deve se aplicar
bem a este caso e ainda devera ser experimentada. Sdo apresentados como exemplos o
calculo de aberturas de fissuras para alguns problemas especificos, que permitem a
observagido dos resultados normalmente obtidos e a melhora destes resultados com a
adi¢do de alguma técnica para o tratamento da quase-singularidade. As fissuras tém
sempre raio unitidrio e o material tem modulo de cisalhamento também unitario e
coeficiente de Poisson nulo. A interpolagéo das aberturas das fissuras s@o sempre feitas
pela equagéo (4.3), com os termos R; e S; dados pelas expressdes (4.4) a (4.7), de modo

que as aberturas t€m o comportamento de raiz de p em todo o perimetro das fissuras.
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Na Figura 4.5 a abertura da fissura calculada numericamente ¢ mostrada,
juntamente com a resposta analitica, ao longo de um raio da fissura. Observa-se a quase

coincidéncia das duas solugdes.

Abertura da fissura

1,40

1,20 |
1,00 |
0,80 |
0,60 -

0,40 .

Gce / [a(1-v)o]

0,20 | Analitica
—— Aproximada

0,00 ‘ ‘ \ T
0,00 0,20 0,40 0,60 0,80 1,00

r/a
Figura 4.5

Abertura de fissura sujeita a pressao

interna uniforme em meio infinito.
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Erro percentual

4,00
3,50 |
3,00
2,50
2,00
1,50
1,00 .
0,50 .
0,00

-0,50 . ‘ ; . ‘ !
0,00 0,20 0,40 0,60 0,80 1,00

Erro (%)

r/a

Figura 4.6
Erro no calculo da abertura da fissura em

relacdo ao resultado analitico.

Os erros percentuais apresentados na Figura 4.6, embora ultrapassem a casa
dos 3%, sdo pouco significativos por ocorrerem numa regido em que as aberturas da
fissura tendem a zero, contribuindo pouco na integragdo da fungdo de Green. Nos casos
em que se procura a resposta em termos de fatores de intensidade de tensdes, a resposta
obtida pela FGN pode ser melhorada tanto pelo aumento do grau da interpolagéo
funcional na fissura, quanto pelo aumento do niumero de pontos de integragdo durante a

geragdo da matriz S.

4.6.2 - Abertura de fissura devido a acdo de um ponto fonte

O célculo da abertura de fissura em meio infinito devido a agdo de um ponto
fonte também pode ser efetuado diretamente pelo sistema de equagdes (4.20), sem a
necessidade de discretizagdo do contorno infinito, mas neste caso o vetor de termos
independentes deve obedecer a distribui¢do de for¢as de superficie dadas pela solugédo
fundamental de Kelvin, na equagéo (2.22).

Nos trés problemas que se seguem, as fissuras estfo contidas no plano XY e

as coordenadas Z dos pontos fontes sdo iguais a 0,20. As suas coordenadas X e Y foram
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ajustadas para que a projeg¢do normal do ponto fonte sobre a fissura coincida com o
ponto, no elemento mapeado, de coordenadas naturais n;=0,20 e mn2=0,30.
Posicionado desta maneira, o ponto fonte induz um mau comportamento nas aberturas
das fissuras que precisa ser levado em consideragdo. Os cortes apresentados sdo feitos,
no elemento mapeado, ao longo de uma reta com 1, constante, passando pelo ponto de
projecdo do ponto fonte no elemento mapeado.

As aberturas das fissuras, mostradas nas figuras, so sempre medidas na
diregdo Z do sistema de coordenadas, e sdo decorréncia da aplicacdo da carga unitaria
nesta mesma direg@o. Os erros apresentados sdo relativos a um resultado de referéncia,

obtido pelo processo de integragdo com transformag¢do cubica de coordenadas, com

A=B=16.

4.6.2.1 - Integracio sem tratamento da quase-singularidade

Neste caso, a equagdo (4.1) foi integrada sem qualquer cuidado com a
proximidade do ponto fonte. Como a sua distdncia a superficie da fissura ¢é
relativamente pequena, a abertura da fissura tem um comportamento quase singular € o
resultado obtido fica bem distante do resultado de referéncia, mesmo com o uso de uma
interpolagdo de grau elevado para a abertura da fissura. O resultado mostrado na

Figura 4.7 foi obtido para A =B = 16.

Figura 4.7
Abertura calculada sem tratamento da

quase-singularidade.
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Erro (%)

Abertura da fissura

1,20
— Referéncia
1,00 —— Regular
0,80 |
0,60
0,40 .
0,20
OVOO T T T T
-1,00 -0,60 -0,20 0,20 0,60 1,00
N4
Figura 4.8

Abertura calculada sem tratamento da

quase-singularidade.

Erro percentual

8,00

6,00 |
4,00
2,00 |
0,00 |
-2,00 |

-4,00 -

-6,00

-8,00 ; ; ‘ ,
-1,00 -0,60 -0,20 0,20 0,60 1,00

N4

Figura 4.9
Erro no calculo da abertura da fissura em

relacdo ao resultado de referéncia.
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Contrariamente ao que se verificou no exemplo anterior, os erros obtidos
agora sdo significativos por ocorrerem na regido em que a abertura da fissura tende ao
seu valor maximo, com grande contribui¢do na geracdo da fungfo de Green. Isto

justifica o controle dessa quase-singularidade.

4.6.2.2 - Integragiio com subdivisdo de dominio

Neste caso, o comportamento quase singular da abertura da fissura foi
tratado com o processo de subdivisio do dominio de integracfo, usando uma
interpolagdo de grau relativamente baixo para a abertura da fissura de modo geral. Em
cada subdominio gerado é usada uma interpolagdo de grau cubico, definida por
A =B =4. O processo de subdiviso ¢ automatico e de caracteristica recursiva, atuando
do espago mapeado. Os dominios de integracdo gerados para esta situagdo especifica
podem ser vistos na Figura 4.10, j& levados para o espago real. O resultado, em termos
de abertura da fissura, é mostrado nas Figuras 4.11 e 4.12 e apresenta boa concordéncia

com o resultado de referéncia.
J J .

Figura 4.10

Dominios de integra¢do no espa¢o real e

projegdo do ponto fonte.
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Figura 4.11
Abertura calculada com o uso do processo

de subdivisdo do dominio de integracdo.

Abertura da fissura

1,20
_ Referéncia

Subdivisdo

1,00

0,80

o 060

0,40

0,20 .

0,00 ‘ ‘ ‘ ‘
-1,00 -0,60 -0,20 0,20 0,60 1,00

Figura 4.12
Abertura calculada com o uso do processo

de subdivisdo do dominio de integragdo.
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Erro percentual

3,00

2,00 |
1,00

0,00

Erro (%)

-1,00 -

-2,00 |

-3,00 . T T
-1,00 -0,60 -0,20 0,20 0,60 1

N4

o
o

Figura 4.13
Frro no calculo da abertura da fissura em

relagdo ao resultado de referéncia.

Na implementagdo corrente, a subdivisio do dominio de integragdo s6 é
ativada quando a quase-singularidade ¢ muito severa para ser tratada unicamente pela
transformagdo polinomial ctbica de coordenadas, apresentada a seguir. Nestes casos, o
grau da interpolag@o das aberturas da fissura nfo € fixo, como no exemplo dado, mas

variavel de acordo com a proximidade relativa do ponto fonte a cada subdominio.
4.6.2.3 - Integraciao com transformacio polinomial cibica de coordenadas

Neste caso, o comportamento quase singular da abertura foi tratado com a
transformag@o polinomial cibica de coordenadas [35], que desloca os pontos de

integragdo para a regido mal comportada do problema. Foram usados doze pontos para a

interpolagfo da abertura da fissura em cada diregfo, ou seja A=B =12,
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Figura 4.14

Abertura calculada com e} uso da
transformacéo polinomial cubica de
coordenadas.

Abertura da fissura

1,20 | -
. ... Referéncia
100 Transformag&o
0,80
0,60
0,40
0,20
0,00 ‘
-1,00 -0,60 -0,20 0,20 0,60 1,00
N4
Figura 4.15
Abertura calculada com o uso da
transformacgéo polinomial cubica de

coordenadas.
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Erro percentual

8,00
6,00
4,00

2,00 |

0,00

Erro (%)

-2,00 -
-4,00 |

-6,00 -

-8,00 | . . . . \
-1,00 -0,60 -0,20 0,20 0,60 1,00

N4

Figura 4.16
Erro no célculo da abertura da fissura em

relacdo ao resultado de referéncia.

Pelo graficos acima, se comprova a quase coincidéncia das duas solugdes,
na vizinhang¢a do ponto de maximo da abertura da fissura. Isoladamente, esta € a técnica
que apresentou os melhores resultados, sendo usada preferencialmente. Entretanto,
quando a quase-singularidade se torna bastante severa, ela deve ser usada em

combinag¢do com a técnica da subdivisdo do dominio de integragéo.

4.6.3 - Abertura para um problema de interagio entre fissuras

Neste problema, as duas fissuras tém seus centros sobre o eixo X, nas
coordenadas X =-1,20 e X = 1,20. O ponto fonte foi colocado nas coordenadas globais
X =240, Y=0 e Z=2,40. Foi usado o processo de integracdo usual, sem qualquer
preocupag¢do com quase-singularidades. A interpolagdo funcional em ambas as fissuras

obedecema A=B =6.
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quase-singularidade nas integracGes efetuadas nas fissuras que ndo contém o corrente

ponto singular ¢_, durante a geragio da matriz S. Esta quase-singularidade foi estudada
e prevista em versdes preliminares da nossa implementa¢do da FGN, mas foi eliminada
na implementagfio atual. O motivo foi que o efeito desta quase-singularidade s6 era
notado quando as fissuras se encontravam demasiadamente proximas umas das outras.
Em tal situacdo elas logo se uniriam numa unica fissura de maiores dimensdes, num
problema real. Assim, esta implementagdo s6 era justificada para a analise de problemas
de propagacdo de fissuras. Portanto, um futuro usudrio desta implementagdo deve se
precaver ao lidar com problemas puramente académicos, envolvendo interagdo entre
fissuras. A solugdo apresentada acima teve sua convergéncia verificada, estando seus

erros dentro de limites aceitaveis, como as duas anteriores.

4.7 — Quase-singularidades na geragdo da fungao de Green numérica

Uma vez calculadas as aberturas da fissura com uma precisdo adequada, a
fungdo de Green € obtida por integragdes numéricas sobre a superficie da fissura. Estas

integracGes sdo definidas pelas expressdes:

A B

u (&%) =g (%) + 2 > 7], Pl b, Cap e (6 Can ) W W (4.32)
a=1 b=l
A B

Pg (E.w X) = pllj( (E.\’X)-l_ z Z|J|ab PJIE (X’ gab )cik (E.w Qab)WaWb (433)
a=] b=]

Nestas expressdes, x representa um ponto no contorno externo do problema
a ser resolvido. E o usual ponto campo, mas que toma a funcdo de ponto fonte na
integracdo da parte complementar da FGN.

Em determinados problemas este ponto pode se aproximar da superficie da

fissura provocando uma forte quase-singularidade, da ordem dos tensores pﬁ( e lef(

envolvidos. Isto se d4, em especial, nos problemas de fissura de bordo, nos quais ocorre

a intersecdo dos contornos da fissura e externo. Mesmo com a devida adogdo de
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elementos de contorno descontinuos na vizinhanca da fissura o efeito desta
quase-singularidade pode deteriorar o resultado da FGN no ponto campo Xx.

As solugdes adotadas para contornar este problema foram as mesmas usadas
na geragdo de aberturas de fissuras para pontos singulares £ muito préximos das
superficies das fissuras, ou seja, subdivisdo do dominio de integragdo e transformacgdo
polinomial cibica de coordenadas.

Como estas técnicas podem ja ter sido usadas na geragdo das aberturas das
fissuras, ocorre que elas podem ser aplicadas pela segunda vez quando da integragdo da
FGN no contorno externo do problema em estudo. Assim, um elemento de fissura que
tenha sido subdividido em dominios de integra¢fo, para a geracdo das suas aberturas,
pode ter estes dominios novamente subdivididos para a integragdo da FGN no contorno
externo do problema. Da mesma forma, a transformag@o polinomial cubica de
coordenadas pode ter sido usada na geracdo dessas mesmas aberturas e ser novamente
aplicada para a integragdo da FGN no mesmo contorno externo. Num caso especifico,
pode ocorrer a aplicagdo simultdnea de duas fazes de subdivisdo do dominio de
integragdo e duas transforma¢des polinomiais cubicas de coordenadas, agindo em
diferentes pontos de singularidade.

A dupla aplicagdo da transformagdo polinomial ctibica de coordenadas
nunca foi testada anteriormente e pode parecer contraditoria, uma vez que os pontos de
integra¢do seriam inicialmente deslocados na dire¢do do primeiro foco de singularidade
e depois novamente deslocados na dire¢do do segundo, se afastando do primeiro.
Entretanto, a migragdo dos pontos de integracdo na dire¢do do foco de singularidade ¢
apenas um dos mecanismos de acdo da transformacdo. Ocorre também a introdugdo do
seu jacobiano, que induz um forte efeito regularizador no integrando, tendendo a um
valor minimo onde este tende a um maximo. Na pratica, o uso simultdneo de duas
transformagdes de coordenadas se mostrou adequado, tanto pelo aumento de precisdo
apresentado quanto por evitar uma transformacdo inversa quando da aplicagdo da
transformagdo relativa ao segundo ponto singular, o que envolveria a solugdo de uma

equagdo cubica dentro de um dos lagos mais internos do programa desenvolvido.
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Capitulo 5

Exemplos numéricos

5.1 - Introdugao

Nos exemplos que se seguem, a geometria das fissuras foi aproximada por
elementos lagrangeanos quarticos, com 25 ndés geométricos no seu perimetro e
internamente. A subdivisdo de elementos ndo foi aplicada para o célculo das aberturas
das fissuras, contrariamente ao que foi apresentado anteriormente [20] para exemplos
numéricos bidimensionais. Entretanto, ela é acionada automaticamente durante a
integracdo da solu¢do complementar nos pontos de integracdo dos elementos do
contorno externo dos problemas, em especial naqueles envolvendo fissuras de bordo. O
calculo das aberturas das fissuras fundamentais, a partir da equa¢do (3.13), para a
avaliacdo da funcdo de Green numérica (FGN) pelas equagdes (3.15) e (3.16), foi
efetuado em um nimero variavel de nos funcionais, de acordo com o comportamento
esperado destas aberturas. Este comportamento estd intimamente ligado a proximidade
relativa do ponto fonte £ a superficie da fissura. No caso de pontos fonte remotos, a
regra de integragdo de 4 pontos de Gauss ¢ adequada. Para pontos fonte tdo proximos da
fissura quanto 0,025 d, onde d ¢ o didmetro maximo da fissura, ndo necessariamente a
fissura real, mas também aquela no meio infinito, a regra de integra¢do de 16 pontos de
Gauss ¢ usada em combinag¢do com a transformag@o de coordenadas auto-adaptavel
proposta por Telles [35]. Esta combina¢io € adotada principalmente no caso de
problemas de fissura de bordo, onde se tém nds funcionais do contorno externo do
problema muito préximos da superficie da fissura, mesmo com a devida adogdo de
elementos descontinuos na vizinhanga da fissura.

As aberturas das fissuras para os problemas reais ou finitos, na equagio
(3.26), foram interpoladas segundo a equagdo (4.3), com A =B=12. Buscando

melhores resultados, em termos de fatores de intensidade de tensGes, o comportamento
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de \/B das fung¢des de interpolagfo foi ativado sempre que verificado em cada um dos

lados dos elementos de fissura, de acordo com o problema a ser resolvido e de maneira
a permitir a devida representagdo da boca da fissura, nos problemas de fissura de bordo.
Calculadas as aberturas das fissuras, os fatores de intensidade de tensdes
foram avaliados com o emprego das formulas de Irwin [30]. Geralmente estas férmulas
foram aplicadas a pontos na segunda fila de pontos de Gauss, mais proxima da frente de
fissura. A posigdo geométrica destes pontos € mostrada na Figura 5.1, para o caso de

uma fissura circular.

Formulas de lrwin

Minimos quadrados

Figura 5.1

Posi¢do geométrica dos pontos para a
aplicagdo das férmulas de Irwin e de

minimos quadrados.

- Em alguns casos, nos quais se demandou um procedimento mais estavel ¢
preciso, a seguinte formula, deduzida a partir do processo de minimos quadrados, foi

empregada:

ZGJi;t_ici\/E
4(1 - T’l)i1 P

K

(5.1)
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onde p; é a distancia do ponto i a frente de fissura, ¢; € a correspondente abertura da
fissura e n € o numero total de pontos considerados. Esta formula é derivada das
formulas de Irwin e foi aplicada a conjuntos de pontos na vizinhanga da segunda fila de
pontos de Gauss mais proxima da frente de fissura e localizados sobre uma linha
perpendicular a ela, conforme a Figura 5.1. E uma férmula de uso bastante simples,
especialmente nos casos em que a normal a frente de fissura coincide com um dos eixos
coordenados intrinsecos do elemento mapeado. Todos os resultados axissimétricos ¢
alguns dos outros resultados apresentados foram obtidos com a aplica¢do desta férmula.
E importante salientar que processos baseados em energia, como por exemplo a integral
J, podem ser aplicados sem restri¢Ges.

Os resultados alcangados pela FGN si3o usualmente comparados com
aqueles dados pelo Compendium of Stress Intensity Factors, de Rooke e Cartwright
[36]. No que se segue, estes resultados sdo referenciados por CSIF. Alguns resultados
foram também comparados com os obtidos por uma implementag@o axissimétrica de
Elementos de Contorno. Neste caso, a discretizagdo dos problemas foi feita unicamente
por elementos lineares comuns. Os elementos em contato com as frentes de fissura t€ém
comprimentos iguais a a/10.000, sendo a o raio das fissuras. Os demais crescem de
maneira que seus comprimentos obedegam a uma progressdo geométrica de razéo
proxima da unidade, sendo que os maiores elementos sobre as fissuras tém
comprimentos iguais a a/50. Todas as discretizacdes axissimétricas usadas t€ém um
nimero de elementos variando entre 1000 e 1200, dependendo do problema. Os
resultados em termos de fatores de intensidade de tensdes para discretiza¢des bem mais
pobres, com cerca da metade do nimero de elementos, sdo praticamente idénticos aos
apresentados adiante. Estes resultados sao referenciados por AXS.

Exceto quando especificado de maneira diferente, todos os resultados
apresentados sdo normalizados por K, o fator de intensidade de tensées de uma fissura
circular de raio a num meio infinito sujeito a um estado de tensfo uniforme, normal a

superficie da fissura e de intensidade o:

K, = 20\/§ (5.2)

No caso de fissuras elipticas, Ky esté relacionado ao seu maior raio.
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5.2 - Fissura eliptica em meio infinito

Os problemas de fissura eliptica plana em meio infinito sob estado de tensdo
uniforme, agindo na dire¢fo do eixo Z, e sob cisalhamento uniforme, agindo na diregdo
do eixo X, podem ser resolvidos diretamente pelo sistema de equagdes (3.14), com o
termo independente equivalente a tensdo aplicada. N&o hd a necessidade da
discretizagdo do contorno externo do problema. A geometria da fissura eliptica €

mostrada na Figura 5.2, sendo o angulo 6 medido na circunferéncia circunscrita.

Ty
»

Figura 5.2

Geometria da fissura eliptica.

Os resultados sdo apresentados nas Figuras 5.3 a 5.5 para os trés modos de
carregamento. Os resultados analiticos para o0 modo I sdo devidos a Kassir and Sih [37],
para o caso de tensfo uniforme, e para os modos II e III sdo devidos a Kassir and Sih

[38], para o caso de cisalhamento uniforme.
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K,/ K, para fissuras elipticas

1,20
1001 - I e
0,80 |
o T
X o060
!— Analitico - afb=1
Analitico - a/b=2
0,40 |
----- Analtico - a/b=4
.. __ _FGN-a/b=1
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....... FGN - a/b=2
= = = -FGN- a/b=4
0,00 : . . ; . . . .
0,00 10,00 20,00 30,00 40,00 50,00 60,00 70,00 80,00 90,00

0

Figura 5.3
K:/K, para fissuras elipticas em meio

infinito sob tensdo normal uniforme.
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K,/ K, para fissuras elipticas

0,80
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Figura 5.4
Ki;/Ky para fissuras elipticas em meio

infinito sob cisalhamento uniforme.
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K ! Ky para fissuras elipticas
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0,80
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0
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Figura 5.5
K:1:/Ky para fissuras elipticas em meio

infinito sob cisalhamento uniforme.

5.3 - Fissura circular sob pressao interna uniforme em uma placa infinita
O problema de uma fissura plana circular sob pressdo interna uniforme em

uma placa infinita foi discretizado por uma malha de 83 elementos quadraticos na sua

parte simétrica. A geometria e discretizagdo do problema s3o mostradas na Figura 5.6.
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Figura 5.6
(a) Geometria da placa fissurada.

(b) Malha de 83 elementos quadraticos.

Os fatores de intensidade de tensGes para o modo I de carregamento sio

apresentados na Tabela I. Os resultados de referéncia na coluna CSIF sdo devidos a Tsai

[39] e tém uma precisio cerca de 1%.

Tabela I

K:/K, para fissura circular sob pressdo interna em uma placa infinita.

Al Ky Ky e erros da FGN
FGN AXS % CSIF (+1%) %
0,50 1,079 1,076 0,28 1,075 0,37
0,70 1,183 1,173 0,85 1,164 1,63
0,90 1,317 1,297 1,54 1,277 3,13

Como ha uma distancia relativa grande entre a fissura € o contorno externo

do problema, as aberturas da fissura do problema complementar sio relativamente bem

comportadas e puderam ser avaliadas e integradas basicamente pela regra de integragédo

de 4 pontos de Gauss. O calculo dos resultados no contorno foi bastante rapido e o

tempo total de processamento, medido num microcomputador Pentium de 233 MHz, foi

de apenas 18 minutos, para o caso a/h = 0,50, e 45 minutos, para o caso a / h =0,90.
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5.4 - Fissura circular em uma barra cilindrica sob tensao uniaxial uniforme

O problema de uma fissura circular plana em uma barra cilindrica sob
tensdo uniaxial uniforme foi discretizado por uma malha de 24 elementos quadraticos na
sua parte simétrica. O material do cilindro tem coeficiente de Poisson igual a 0,25. A

geometria e discretiza¢do do problema sdo mostradas na Figura 5.7.

N

»
»

-~ -
i

A
NN NN N

(2) (b)

Figura 5.7
(a) Corte XY do cilindro fissurado.

(b) Malha de 24 elementos quadraticos.

Os fatores de intensidade de tensdes para o modo I de carregamento sdo
apresentados na Tabela II. Os resultados de referéncia na coluna CSIF sdo devidos a

Sneddon e Welsh [40] e t€m uma precisdo de cerca de 1%.
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Tabela I1

K;/K, para fissura circular em uma barra cilindrica tracionada.

Ki/Ky e erros da FGN
2R FGN AXS % CSIF (£1%) %
0,40 1,030 1,033 -0,29 1,036 -0,58
0,60 1,137 1,143 -0,52 1,142 -0,44
0,80 1,486 1,498 -0,80 1,474 0,81

Este problema foi também estudado por Sih [41] para v = 1/3. Os resultados

obtidos pela FGN apresentaram erros de até 4,81% em relacdo aos apresentados nesta

referéncia, embora tenham mantido o mesmo nivel de precisdo em relagdo aos

resultados da implementagdo axissimétrica de Elementos de Contorno. O tempo total de

processamento, medido num microcomputador Pentium de 233 MHz, foi de

aproximadamente 7 minutos, para o caso a/R=0,40, ¢ 1 hora e 17 minutos, para o

casoa/ R =0,80.

5.5 - Fissura circular sob pressao interna uniforme em uma esfera

O problema de uma fissura circular plana sob pressdo interna uniforme em

uma esfera foi discretizado por uma malha de 27 elementos quadraticos na sua parte

simétrica. O material da esfera também tem coeficiente de Poisson igual a 0,25. A

geometria e discretizagio do problema s3o mostradas na Figura 5.8.
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Figura 5.8
(a) Corte XY da esfera fissurada.

(b) Malha de 27 elementos quadréaticos.

Os fatores de intensidade de tensGes para o modo I de carregamento sdo
apresentados na Tabela III. Os resultados de referéncia na coluna CSIF sdo devidos a

Srivastava e Dwivedi [42] e teriam uma precisgo de cerca de 1%.

Tabela III

Ki/Ky para fissura circular sob pressido interna em uma esfera.

AR KKy e erros da FGN
FGN AXS % CSIF (%1%) %
0,40 1,084 1,082 0,18 1,087 -0,28
0,60 1,283 1,272 0,86 1,228 4,48
0,80 1,779 1,736 2,48 1,475 20,61

O tempo total de processamento foi de aproximadamente 7 minutos, para o

caso a/ R =0,40, e 1 hora e 25 minutos, para o caso a/ R = 0,80.
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5.6 - Fissura de bordo em forma de quarto de circulo

O problema de uma fissura de bordo em forma de quarto de circulo em uma
barra de se¢do quadrada sob tragdo uniforme foi discretizado por uma malha de 103
elementos quadraticos na sua parte simétrica. A geometria e discretizagdo do problema

sdo mostradas na Figura 5.9.

Z
A
) ﬁ
A
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j ] » X
| a | 4a |
1 I T
(a) (b)

Figura 5.9
(a) Corte XY da barra fissurada.

(b) Malha de 103 elementos quadraticos.

Os fatores de intensidade de tensdes para o modo 1 de carregamento so
apresentados na Figura 5.10. O resultado de minimos quadrados foi obtido da maneira
detalhada no inicio desta se¢do, usando a equagdo (5.1). Uma interpolagdo foi
introduzida no grafico, entre 0 = 42° ¢ o resultado de minimos quadrados, uma vez que
os resultados usuais obtidos pela FGN sdo localmente degenerados pela aproximagdo do
contorno externo do problema. Os resultados de referéncia, apresentados no CSIF, sdo

devidos a Tracey [43] e t€m uma precisio de cerca de 2%.
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K,/K, para fissura em forma de quarto de circulo

1,40
1,20 Y
1,00
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X
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o201 e FGN - Interpolagdo
e FGN -Minimos quadrados
0,00 , : ‘ — r T , T
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

Figura 5.10
K:/K, para fissura de bordo em forma de
quarto de circulo em uma barra de secgéo

quadrada.

Entre os exemplos numéricos apresentados, este foi o de maior custo

computacional. Seu tempo de execugdo ficou em torno de 13 horas e 50 minutos.

5.7 - Fissura de bordo semi-eliptica em cilindro de parede espessa

O problema de uma fissura de bordo semi-eliptica em um cilindro de parede
espessa foi estudado sob duas condigdes de carregamento. A primeira € a distribuicio de
tensdo uniforme sobre as superficies da fissura, que ocorre nos problemas de fissuras
pressurizadas. A segunda é a combinagdo ou superposi¢dio da primeira com a
distribuicdo de tensdo tangencial de Lamé. Esta superposi¢éo representa integralmente o
estado de tensdo que deve ser aplicado as superficies da fissura no problema do cilindro
fissurado sujeito a pressdo interna, que é uma simplificacdo do problema real de vasos

de presséo.
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Estas distribuigdes de tensio sobre as superficies da fissura sdo dadas pelas

seguintes formulas:

o(x)= o, , para a distribuigdo uniforme.

2 2
o(x) =0yl + R 1+ (R i t) , para a distribui¢fo combinada.
(2R +t)t X

A geometria e discretizagdo do problema sdo mostradas nas Figuras 5.11 ¢
5 12. O material do tubo cilindrico tem coeficiente de Poisson igual a 0,30. A solugdo
de referéncia foi obtida apenas no ponto de superficie A e no ponto interno B, para uma
relaggo fixa R /t=2. Com o objetivo de evitar o redimensionamento da malha para o
contorno externo do problema, as respostas obtidas pela FGN foram restritas a um valor

fixo do semi-eixo a da fissura. O semi-eixo b € variavel no intervalo 0 <b<a=t/2.
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Figura 5.11
(a) Corte XZ do cilindro fissurado.

(b) Corte XY do cilindro fissurado.
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Figura 5.12

Malha de 146 elementos quadraticos.

Os fatores de intensidade de tensGes para o modo I de carregamento sdo
apresentados na Figura 5.13, para a distribui¢do de tensdo uniforme, e na Figura 5.14,
para a distribui¢io de tensdo combinada. Todos os resultados da FGN foram calculados
com o procedimento de minimos quadrados na equagdo (5.1). Os resultados de
referéncia sdo devidos a Zheng, Kiciak e Glinka [44], e apresentam boa concordédncia
com os resultados de elementos finitos usados na elaboragéo de suas fungdes de peso.
Neste trabalho, estas fungbes de peso foram implementadas integralmente, para a
geracdo dos graficos que se seguem.

Neste problema, os resultados sdo normalizados pelo Ky dado pela seguinte

férmula:

onde
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Ki/Ko

K,/K, para a distribui¢cao de tensio uniforme

140

1,20 |

1,00 —@ ——
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—Zheng - B

0.20 e FGN-A

e FGN-B
0,00 ‘ : ‘ ‘
0,00 0,20 0,40 0,60 0,80 1,00
b

Figura 5.13
KI/KO para fissura de bordo semi-eliptica
sob a distribuicdo de tensao uniforme em

um cilindro de parede espessa.
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K,/K, para a distribuicao de tensao combinada
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Figura 5.14
KI/KO para fissura de bordo semi-eliptica
sob a distribuicdo de tensdo combinada em

um cilindro de parede espessa.

O tempo total de processamento, medido num microcomputador Pentium de
233 MHz, ficou em torno de 4 horas ¢ 56 minutos, para ambos os casos de

carregamento.
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Capitulo 6

Conclusdes

O objetivo principal deste trabalho foi o de estender a aplicabilidade da
fungdo de Green numérica (FGN) a problemas tridimensionais da Mecénica da Fratura,
€ sua maior importancia esta no fato de serem muito restritos os processos até entdo
disponiveis para o tratamento desses problemas pelo Método dos Elementos de
Contorno. Comparado aos outros dois principais processos disponiveis, o uso de
subregides e da formulagdio mista, o uso de fun¢des de Green se mostra bastante
vantajoso pelo fato de ndo implicar numa formal discretizagdo das faces da fissura por
elementos de contorno. O contorno da fissura é desacoplado do contorno externo do
problema, que assim pode ser resolvido com malhas bastante reduzidas e¢ sem o
emprego de elementos especiais nas frentes de fissura. Estas importantes caracteristicas
sdo mantidas na fun¢ido de Green numérica.

De uma maneira geral, o trabalho evidencia, por seus resultados, a
potencialidade do Método dos Elementos de Contorno na analise dos problemas da
Mecénica da Fratura. Pela andlise dos resultados numéricos apresentados, pode-se
verificar a precariedade de solugdes até entfio tomadas como referéncia. Em alguns dos
exemplos numéricos selecionados, as solugdes obtidas pela FGN se distanciam dos
resultados de referéncia, mas sio comprovadas por solugdes alternativas, como as
axissimétricas. A precisdo alcangada, satisfatoria do ponto de vista pratico, passou a ser
afetada por dois novos fatores. O primeiro, é a aproximac¢do geométrica da fissura, que
passou a ser mais elaborada que a dos primeiros problemas bidimensionais
apresentados. O segundo, é a forma de calculo dos fatores de intensidade de tensdes.
Nos problemas bidimensionais esse célculo era feito a partir de tensdes em pontos
internos, muito préximos das pontas das fissuras, e passou a ser feito a partir das

aberturas da fissura, calculadas para a configuragio real do problema tridimensional.
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A aplicagio da FGN aos problemas tridimensionais seguiu, basicamente, a
mesma metodologia desenvolvida para os problemas bidimensionais. Algumas técnicas
foram introduzidas para a avaliagdo das integrais de partes finitas que, agora,
apresentam singularidade mais forte, da ordem de 1/r. A implementagio que mais
avangou utiliza elementos lineares tangentes aos elementos de fissura nos pontos
singulares, de modo a provocar uma subtragdo de singularidades. Além disso, ela faz
uso da técnica de integragdo de Kutt para a avaliagdo de uma das integrais que surgem
no processo de regularizagdo, com ordem de singularidade de /7%, que passa a 1/r
quando reescrita em coordenadas polares. Esta implementag@o admite fissuras curvas,
multiplas, carregadas e subdivididas, além de uma série de aperfeicoamentos. Uma
segunda implementac¢8o faz uso exclusivo da técnica de integragdo de Kutt para a
avaliagdo das integrais de partes finitas. Neste caso, o primeiro par de abscissas e pesos
de integragdo sdo complexos. A terceira implementagdo utiliza uma técnica de
integragdo com pesos especificos para uma dada fungdo de singularidade e deve ser
aplicada diretamente em coordenadas retangulares. Esta técnica € bastante recente e esta
sendo desenvolvida na PUC do Rio de Janeiro, em pesquisas orientadas pelo professor
Ney Augusto Dumont. O trabalho a que tivemos acesso, uma versdo preliminar da tese
de doutorado de Marcos Aurélio Marques Noronha, com quem tivemos o privilégio de
interagir, data de 1998. Esta técnica apresenta uma convergéncia muito boa, tanto para
integrais singulares quanto para quase singulares. Contrariamente as outras, sua
convergéncia melhora & medida que a quase-singularidade se acentua. Apesar disso,
esta implementagdo foi a que menos progrediu. No seu estagio atual ela s6 pode ser
aplicada a problemas envolvendo fissuras quadradas. Os exemplos numéricos
apresentados foram todos obtidos pela primeira das implementagdes citadas.

Contrariamente ao que se deu na primeira implementagdo da FGN, para
problemas bidimensionais, durante sua implementa¢do tridimensional nfo tivemos
acesso a qualquer meio de comparagdo de performance computacional da
implementagdo. A implementacdo bidimensional da FGN vem se mostrando
competitiva e, muitas vezes, vantajosa, mesmo quando comparada as poucas fungdes de
Green analiticas disponiveis e, por isso, acreditamos que o mesmo se dé com a
implementagdo tridimensional. Os tempos de processamento foram fortemente
dependentes do tipo de problema analisado, sendo em geral bem maiores que os gastos
na resolucdo de problemas similares sem fissuras. Nos problemas de fissuras internas os

tempos tendem a ser menores que nos de fissura de bordo, nos quais ocorrem
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quase-singularidades decorrentes tanto de pontos fonte quanto de pontos campo no
contorno externo do problema. No caso dos problemas de fissura de bordo apresentados,
um passo a mais no refinamento de suas malhas externas dificultaria a analise deles em
microcomputadores. Por esse motivo, acreditamos que, apesar de todo o
desenvolvimento da FGN ter se dado em microcomputadores, a adaptagdo do cdédigo
fonte a computadores de grande porte seria um passo importante no seu progresso.
Conforme nossas experiéncias com o supercomputador CRAY J90 da COPPE, as
otimiza¢des automaticas feitas pelo seu compilador FORTRAN, visando uma maior
vetorizagdo do cddigo fonte, apesar de quadruplicarem a sua performance
computacional, acabam redundando em erros de execug@o. Por isso, estas otimizagdes
teriam que ser estudadas e efetuadas manualmente, o que demandaria tempo.

Além do custo computacional, um outro problema com que nos deparamos
foi a forma de aproximacgio geométrica da fissura. Embora a aproximac¢io geométrica
por elementos lagrangeanos seja aceitavel do ponto de vista pratico, ja que as fissuras
do mundo real nunca apresentam formas geomeétricas perfeitas, como circulos e elipses,
ela dificulta a comparagdo com os resultados de referéncia, principalmente quando
analiticos. Além de a frente da fissura geometricamente aproximada nunca coincidir
exatamente com a da fissura estudada, ocorre uma excessiva deformagdo do elemento
lagrangeano na vizinhanga dos seus vértices, quando s@o modeladas aquelas formas
geométricas perfeitas. Estes vértices acabam induzindo erros maiores que os verificados
no restante do perimetro do elemento, embora sejam erros bastante localizados. Desta
forma fica sempre a duvida quanto a origem de erros, quando estes superam os limites
esperados. Exerce, também, influéncia na resposta a locagdo dos nds geométricos
internos dos elementos de ordem elevada. Dependendo da locagdo destes nds a
superficie do elemento pode até avangar além dos limites do elemento real. Nestes casos
as respostas obtidas seriam completamente invalidas. Este problema foi resolvido com a
locagdo dos nos centrais dos elementos de ordem mais elevada de acordo com a locagdo
dada pelo elemento quadratico para as coordenadas naturais daqueles nos. O elemento
quadratico ndo apresenta este problema por ter apenas um né central, cuja locagdo ¢é
sempre Obvia. O uso de elementos da familia serendipity foi testado mas, além do
quadratico, eles nunca conseguem representar formas muito distorcidas, como circulos e
elipses, e foram logo descartados. A locagdo dos nds centrais de elementos de formas
especiais, como setores e calotas circulares, foi feita por softwares matematicos, para

ndo sobrecarregar a parte principal da implementagdo computacional.

84



As sugestdes para o desenvolvimento deste trabalho sdo muitas, estando
entre elas, algumas que, a principio, nés mesmos esperavamos abordar e a escassez de
tempo ndo permitiu ou ndo permitiu sua conclusdo. Para a eliminagdo dos erros
introduzidos pela aproximagio geométrica da fissura nossa sugestdo ¢ a implementagéo
de um elemento eliptico geometricamente exato, usando para as aberturas da fissura
uma interpolagdo funcional em coordenadas polares. Este elemento chegou a ser
esbogado e parece viavel desde que seja usada uma técnica de integragdo para a
avaliagdo das integrais de partes finitas que ndo implique no mapeamento do elemento
para um quadrilatero. Para este fim, o emprego da técnica de Kutt seria bastante
conveniente porque sua implementagdo se encontra em estadgio avangado. Além do
calculo analitico de todo o termo de mudanga de escala seriam necessarios apenas mais
alguns ajustes visando a melhoria de performance da implementag@o.

Uma outra alternativa para a redugdo drastica dos erros decorrentes da
aproximagio geométrica das fissuras seria o uso de elementos de superficie justapostos,
de forma que uma unica fissura pudesse ser representada por um conjunto de elementos
ndo tdo deformados. O caso de subdivisdo das fissuras é um caso particular desse, em
que cada subelemento tem seus lados sobre caminhos 1 ou n; constantes, provenientes
de um mesmo elemento de maiores dimensdes. Desta maneira os resultados sdo
coerentes. De outra, surgem irregularidades nas interfaces dos elementos, talvez devido
a algum erro de implementagdo que ndo pudemos encontrar. Entretanto, a maior
importancia do uso de elementos justapostos para a aproximagdo geométrica das
fissuras esta no fato de que muitas delas ndo podem ser representadas por um unico
elemento lagrangeano. Este € o caso das fissuras anulares.

Uma vez esclarecida a origem dos erros obtidos ¢ de posse de uma
implementagdo totalmente confidvel, nossa sugestdo seria a implementagdo completa da
técnica de integragdo com pesos especificos, desenvolvida por Dumont e Noronha,
usando os elementos lagrangeanos. Esta técnica de integragdo se mostrou bastante
estavel, precisa e, a principio, econdmica. Apesar de ser de implementagdo dificil (ndo ¢
esta a opinido dos autores), ela facilita muito a apresentagdo da FGN que, da forma
como esta implementada, se subdivide em varias integrais, cada uma com caracteristicas
proprias. Esta implementagdo estd na dependéncia de um termo de mudanga de escala
que ndo foi apresentado na tese de Noronha, a ndo ser para integrais unidimensionais.
Talvez, mais alguma interagdo entre os grupos de pesquisa envolvidos resolva este

problema.
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Além disso, a implementagdo deve ser depurada em busca de performance.
Este vem sendo um ponto critico, principalmente durante o seu desenvolvimento, que
exige muitos testes repetitivos até a defini¢do de um modo de proceder confiavel. Aqui,
voltamos a indicar uma otimizag¢do do codigo para computadores de grande porte.

Mesmo trabalhando em microcomputadores seria muito 1til a introdug@o no
programa de um solver capaz de particionar matrizes para sua triangularizacdo por
blocos, usando memoria virtual para o armazenamento dos blocos que num dado
momento ndo estio sendo operados. A falta de tal solver nos impediu de incluir
exemplos de torgdo interessantes na tese. Estes exemplos precisam de malhas externas
muito refinadas e as matrizes geradas ndo couberam na memdria das maquinas as quais
tivemos acesso.

Além disso, sugerimos a aplicagdo da FGN a problemas tridimensionais

dindmicos, de propagacdo de fissuras e problemas elastoplasticos.
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