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As equagoes de Huler compressiveis tém sido amplamante estudadas nos tltimos
anos devido & sua grande aplicabilidade. Observou-se que formulacoes upwind de
volumes finitos ou elementos finitos para as equacdes de Euler combinadas com
métodos explicitos de integracao e estruturas de dados por arestas fornecem solugoes
muito rapidas. Recentemente para estas formulacoes tem sido mostrado que métodos
umplicitos livre de matrizes podem ser mais rapidos que métodos explicitos, sem
sobrecarregar a memoria. '

Neste trabalho é apresentada uma implementaciao baseada nas aresias da for-
mulagao SUPG semi-discreta de elementos finitos com captura de choque para as
equagoes de Huler em varidveis conservativas. Desmembrando as matrizes dos e-
lementos finitos resultantes em suas contribuicoes para as arestas, os coeficientes
globais das matrizes resultantes, o residuo e o produto matriz-vetor necessrios nas
técnicas de atualizacdo de Krylov sdo calculados usando estrutura de dados por
aresta. O método de solucdo resultante é mais rapido e requer menos memoria que
implementacoes baseadas nos elementos. Além disso, apresenta-se uma estratégia
de passo local combinada com um procedimento para congelar o termo de captura
de choque quando a convergéngia estagnar. Nos experimentos numéricos mostra-se
que os esquemas implicitos com estrutura de dados por aresta podem convergir até

a precisdo da maquina.
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The compressible Fuler equations have been studied extensively in the past years
because of their broad range of applicability. Explicit upwind finite volume and
finite element formulations combined with edge-based data structures provide a
fast solution strategy, particularly for 3D applications. Recently it has been shown
that an implicit upwind, matrix-free edge-based solution method can be faster than
explicit methods, without a heavy memory burden.

In this work we present an implicit, edge-based implementation of the semi-
discrete SUPG formulation with shock capturing for the Euler equations in conser-
vative variables. By disassembling the resulting finite element matrices into their
edge confributions, edge coeflicients, residuals and matrix-vector products needed
in Krylov-update techniques are computed based on edge data structures. The
resulting solution method is faster and requires less memory than the standard
clement-based implementation. Further, we introduce a local time-stepping strat-
egy combined with a procedure to freeze the shock-capturing term when convergence
stagnates. We show in our numerical experiments that our implicit, edge-based

frozen-Jacobian scheme converges towards machine precision.
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Capitulo 1

Introducao

Aplicagées do método dos elementos finitos a problemas de mecénica dos fluidos
se tornaram populares no final da década de 60. Porém, bons resultados usando a
formulagio padrao de Galerkin sd eram encontrados para escoamentos potenciais.
Solugdes precisas para problemas predominantemente convectivos ou escoarnentos
compressiveis s6 eram obtidas por diferencas finitas ou volumes finitos com a inclusao
de alguma técnica de viscosidade artificial [2].

Solugdes usando a formulacdo de Galerkin em problemas onde a convecgio & pre-
dominante sio completamente deterioradas por ogcilagbes esplirias que se propagam
por todo o dominio. As formulagdes de Petrov-Galerkin, que modificam o espago
de fungbes peso, surgiram na tentativa de controlar essas oscilagbes. O uso de
fungoes descontinuas, primeiramente proposto por HUGHES ¢ BROOKS [3] com a
formulagdo SUPG (Streamiine Upwind Petrov-Galerkin) abriu um leque de possi-
bilidades no controle dessas instabilidades. TEZDUYAR ¢ HUGHES [6] extendem
a formulacao SUPG para resolver a equacio de Euler compressivel. Naquele tra-
balho atencao especial foi dada ao tratamento de grandes velocidades e ocorréncia
de choques usando varidveis conservativas. Os resultados encontrados sdo satis-
fatorios, porém oscilagbes espurias ainda permaneceram na vizinhanca das regides
de gradientes elevados.

A utilizagdo de variaveis de entropia em elementos finitos foi apresentada por
HUGHES et al. [8, 9], permitindo simetrizar as matrizes jacobianas da forma quasi-
linear da equacdo de Euler (ou de Navier-Stokes). Demonstrou-se que as solugfes
obtidas a partir desta formulagao satisfazem automaticamente a lei termodinamica
de conservagio de entropia. SHAKIB [21] usou varidveis de entropia ¢ acrescentou
a formulacio de Galerkin espago-tempo com Minimos Quadrados (GLS - Galerkin

Least Squares) um termo para evitar as oscilagbes nas regites de gradientes elevados,



denominado “captura de descontinuidades”. ALMEIDA e GALEAQ [7] acrescen-
taram a formulacdo espago-tempo SUPG o operador de captura de choque CAU
(Consistent Approzimate Upwind Method), proporcional ao residuo no interior dos
elementos. Resultados numéricos evidenciam o excelente desempenho da formulacio
SUPG acrescida do operador CAU.

Comparagbes entre varidveis conservativas e de entropia tém sido feitas nos
ultimos anos. Usando uma formulagdo SUPG semi-discreta com captura de de-
scontinuidades, LE BEAU et al. [12] e ALIABADI et al. [13] mostram que for-
mulagoes baseadas em varidveis conservativas produzem solucdes similares aquelas
obtidas com varidveis de entropia. Nas formulactes em varidveis conservativas o
termo SUPG ¢ ponderado através de uma matriz diagonal, simplificando a imple-
mentacio. Usando uma formulacdo espaco-tempo baseada em varidveis de entropia,
HAUKE e HUGHES [18] fizeram um estudo comparativo de varios tipos de varidveis
(entropia, conservativa, primitiva com relagio A pressio e primitiva com relacio 3
densidade), definindo tensores de transformacdo de varidveis a partir das varidveis
de entropia. O estudo conclui que existe semelhanga entre as solugdes obtidas no
limite compressivel e que somente varidveis de entropia e primitivas (em fungio da
pressdo) conduzem a métodos conservativos no limite incompressivel. Em geral,
todos os resultados sdo satisfatdrios, mas as varidveis de entropia ¢ primitivas pro-
duzem resultados ligeiramente mais precisos que varidveis de conservacio.

ALIABADI e TEZDUYAR [14] empregam formulacoes SUPG semi-discretas e
espaco-terapo com captura de choque na equacoes de Euler e Navier-Stokes usando
variaveis conservativas. As varidveis conservativas foram escolhidas pela simplici-
dade, j& que em trabalhos anteriores foi observada sua eficiéncia. As implementacoes
desenvolvidas sio aplicadas a problemas de grande porte, sendo essencialmente livres
de matrizes e paralelizdveis. O algoritmo de avanco no tempo é do tipo implicito
preditor/multicorretor. ALIABADI ¢ TEZDUYAR. [10] concluem que, para ma-
lhas que nao se movem ou se deformam com o tempo, solugdes muito boas sdo
encontradas pela formulagido semi-discreta, nao sendo portanto necessirio usar a
formulagao espago-tempo.

Do ponto de vista da implementagao computacional, estruturas de dados baseadas
nas arestas tem sido empregadas para solugdes explicitas de elementos finitos para
fluidos compressiveis em malhas ndo-estruturadas compostas por tridngulos e tetrae-
dros {23, 24]. Estas esiruturas de dados foram desenvolvidas a partir do método dos

volumes finitos aplicado a escoamentos compressiveis em malhas nio-estruturadas



[25, 28]. A vantagem dos esquemas baseados nas arestas em relacio acs esquemas
convencionais é uma redugio considerdvel nas operagdes de enderecamento indireto
e na memoria utilizada [29]. Permitem ainda implementagdes diretas dos esquemas
de estabilizacio baseado nas linhas de corrente (streamline upwind), no contexto do
método dos elementos finitos. Para reduzir ainda mais o niimero de enderegamentos
indiretos baseados nas arestas, LOHNER [31] propde novas estruturas de dados,
conhecidas por: stars, superedges e chains. Tais estruturas podem ser consideradas
como agrupamento de arestas simples. Dentre clas, as super-arestas (superedges) séo
as mais apropriadas para implementagio em computadores paralelos. Porém, em
uma implementacao paralela recente da solugio da equagio de Euler bidimensional
foi observada uma melhora insignificante do tempo de CPU a0 se usar super-arestas
em relagdo aos tempos obtidos com arestas simples [32].

A estrutura de dados baseada nas arestas também pode ser vista como uma repre-
sentacdo do grafo nodal de malhas compostas por tridngulos e tetraedros. Pode-se
dizer, entdo, que a representacdo por arestas é uma estrutura de dados alterna-
tiva para calcular o produto matriz-vetor global necessdrio nas técnicas iterativas
baseadas nos espacos de Kryloy. O desempenho dos primeiros experimentos efetua-
dos por VENKATAKRISHNAN e MAVRIPLIS [33] na solugdo implicita da equagio
de Navier-Stokes empregando-se estruturas de dados por arestas e volumes finitos
foram promissores. Além disso, VENKATAKRISHNAN [34] demonstra que o pro-
duto matriz-vetor baseado nas arestas usando a matriz transposta é mais eficiente
que o produto usando a matriz esparsa armazenada através de estruturas de dados
convencionais. Também foi verificado que em solugdes paralelas por elementos fini-
tos de varios problemas tridimensionais de escoamento potencial para configuragtes
industriais, as estruturas de dados por aresta sdo mais eficientes que a estrutura
de dados baseada nos elementos [22]. Recentemente LUO et al. [36] empregaram
um esquema implicito por aresta livre de matrizes com formulacio wupwind para
problemas compressiveis com grande sucesso.

O custo computacional de cada passo de tempo na solucio de problemas de
mecanica dos fluidos é, reconhecidamente, muito elevado. Em problemas esta-
clonarios os maiores esforgos para diminuir esses custos devem estar prioritariamente
baseados na dificil tarefa de acelerar a velocidade de convergéncia para o regime
permanente. Os maiores esfor¢os para acelerar a convergéncia acabam se concen-
trando nos algoritmos de solugdo. MAVRIPLIS [26] relata que estudos realizados

pela National Science Foundation concluem que avancos nos algoritmos de solugao



de problemas de mecénica dos fluidos crescem na mesma proporgio que avangos de
hardware. Portanto, a acelera¢do de convergéncia estd intimamente ligada a qua-
lidade dos algoritmos de solucio desenvolvidos, que por sua vez sdo responsaveis
majoritariamente pelos custos efetivos de hardware.

A velocidade dos processadores e a disponibilidade de meméria tem crescido
bastante nas duas 1iltimas décadas, porém os procedimentos de acesso & memoria
ndo tém acompanhado esse crescimento {26]. O desenvolvimento de algoritmos que
buscam otimizar o acesso aos processadores é um importante campo de pesquisa na
atualidade. A reordenagdo dos nés de malhas nao estruturadas é um exemplo de
estratégia que visa otimizar o acesso & memdria cache, aumentando a localidade dos
dados [43]. Em muitos casos esses procedimentos t&m dobrado, ou mesmo triplicado
o desempenho computacional.

Este trabalho emprega uma formulagio SUPG semi-discreta em varidveis de
conservagio para a equacio de Euler, similar 4 de LE BEAU e TEZDUYAR [11].
Discute-se a incorporacao de um operador tipo CAU a esta formulagio. Considera-
se uma particularizacio da formulacio para malhas ndo estruturadas compostas
de tridngulos com aproximacio linear onde, para auwmentar a eficiéncia da imple-
mentacao, evitou-se o uso de integracio numérica. B infroduzida nessa formulagio
uma, estrutura de dados baseada nas arestas dos elementos. lais estruturas sao
definidas a partir da malha de elementos finitos formadas por tridngulos, sendo
feito um desmembramento das contribuicoes de cada aresta. Comparagdes entre as
implementagdes por elemento e aresta mostram a maior eficiéncia do esquema por
aresta em relagio ao esquema por elemento, levando-se em conta o tempo de pro-
cessamento e a memdria utilizada. Os resultados numéricos da formulagao proposta
sao validados através da comparacdo com solucgdes exatas de problemas existentes
na literatura. Também sio desenvolvidas técnicas de aceleragio de convergéncia
dos processos de avanco no tempo. Mostra-se que, com a combinacao de algumas
técnicas, é possivel atingir a precisiio da miquina no algoritmo de avango no tempo
com um nuamero reduzido de passos.

O restante deste texfo é organizado como se segue. No préximo capitulo apre-
senta-se a dedugio das equacgdes de Navier-Stokes compressiveis em duas dimenSoes
e sua particularizacao para o caso das equacoes de Euler, objeto deste trabalho. No
capitulo 3 descreve-se a formulacgio de elementos finitos adotada, onde sdo apresen-
tadas as matrizes dos elementos e as componentes do residuo para a estrutura de

dados por elemento. O capitulo seguinte apresenta a mesma formulacio usando a



estrutura de dados por aresta. E feito um estudo de estratégias de armazenamento
mostrando as vantagens das arestas sobre os elementos. No final dos capftulos 3 e 4
sao apresentados exemplos de validacao para todas as formulagoes e estratégias ado-
tadas. O capitulo 5 trata de técnicas que visam acelerar a convergéncia do processo
de avanco no tempo. E apresentada uma técnica de escolha do passo no algoritmo de
avango no tempo e uma estratégia de congelamento do operador de captura quando
ge d& a estagnacao do residuo. Finalmente, no ultimo capitulo sio apresentadas as

conclusoes e sugestoes para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Equacoes Governantes

A definigao das equacdes que governam a Mecanica dos Fluidos estd baseada nos
conceitos presentes na Mecanica do Continuo [4]. Em muitos casos na Mecénica dos
Fluidos, forcas que governam ¢ movimento possuem denominagbes proprias, outras
acabam carregando denominagdes clissicas da Mecénica dos Sélidos. Neste texto sao
usadas essas denominacdes sem a preocupagio de definir cada propriedade. Malores

detalhes podem ser encontrados em [1] e [2].

2.1 Propriedades Fisicas dos Fluidos

2.1.1 Tensoes em Fluidos

A caracteristica essencial de um fluido é sua incapacidade de resistir a tensdes cisa-
lhantes em repouso. Um fluido sé suporta pressdes, ou seja, “tensdes” hidrostaticas.

Portanto, a variavel essencial na Mecinica dos Fluidos é a velocidade:

u = {uy,us,u3}’ ou wu; em notagio indicial (2.1)

A taxa de deformagao, que é a causa primdria das tensdes o;;, ¢ definida de forma

andloga as deformagcdes infinitesimais existentes na Mecinica dos Sélidos, ou seja:

£ — E(au,u + {')uj
R Oz;  Oz;

) (2:2)

A relacao tensfo-taxa de deformagéo de um fluido linear (ou newtoniano) isotrépico

requer a definicio de duas constantes:

e viscosidade, que relaciona as tensdes desviadoras 7;; &s taxas de deformacges

desviadoras:



1

. 1.,
Tis = Oi4 354;3'0’;6;; = 2,&(5@'3' — ga-ijgkk_) (2.3)

onde d;; ¢ o delta de Kroneker; op = 011 + 022 + 033 € g = €11 + £99 + E33; €
4 é a viscosidade cisalhante, ou simplesmente a viscosidade, sendo andloga ao
médulo de cisalhamento G em elasticidade, definido como, &G = ﬁ, sendo

E o médulo de Young e v o coeficiente de Poisson.

e coeficiente de viscosidade volumétrica, gue estabelece uma relagio enire as
variacOes da tensdo média e as taxas de deformagdes volumétricas, o que per-

mite definir a pressdo como:

Tkk

= = —Kyol€rt + Po (2.4}

onde &, é 0 coeficiente de viscosidade volumétrica, andlogo ao moédulo de
deformacio volumétrica B em elasticidade linear (B = ﬁ), po é a pressao
hidrostdtica inicial, que independe da taxa de deformagdo. Por convencio,
tanto p como py sao definidas como positivas quando as tensdes forem de

COMPpressao.

Sendo assim, pode-se escrever as relagdes constitutivas para fluidos newtonianos

isotrépicos por:

. 846 )
oy = 20(€5 — 233%) +£*5i_jﬂﬂoxfkk + 51‘;;1701 (2.5)
ou
Cij = Tij + 0yyp (2.6)
ou, ainda,
05 = 2pEi; + 04 (Kuor — 2/318)Exk + di5p0 (2.7)

usando a notacdo de Lamé, kyq — 2/31 = A, tem-se:



Oij = 2fi€ij + Oi5 Aépk -+ Sizpy (2.8)

assumindo que ndo hé viscosidade volumétrica, ou seja,

Ko 0 = A=-2/3u (2.9)

a relagio constitutiva pode ser reescrita por,

Osi€ ki
3

0ij = 24y — )+ 8ijp = T35 + 6y (2.10)

e reescrevendo-se a expressio de 75, tem-se:

o= |G+ 50 - 6,35 (21)
ou
Tij = Uz + i) + Adyjup g (2.12)

2.1.2 Conservacao de Massa

Considera-se um infinitésimo de fluido, com densidade p. A quantidade de massa
que passa etn uma drea infinitesimal dA por unidade de tempo é denominada fluxo
de massa, dada por pu;dA. Logo, se ndo ha perda de massa, o balango de fluxo de

massa entrando e saindo em um volume unitdrio estabelece que:

dp | O(pu;)

ot op =0 (2.13)
ou

dp T _

5+ V(W) =0 (2.14)



2.1.3 Conservagao de Quantidade de Movimento

A quantidade de movimento na diregiio j é dada por (puj)u;. A diferenca entre
a quantidade de movimento que entra e sai em um volume unitrio deve estar em

equilibrio com as tensdes o;; ¢ as forgas de corpo pbj, ou seja,

a(g:,j) N 3[(:;2)%] 3 3{%;) b =0 (2.15)
Aevg) | Bllpug)w] _ O(ry) 5’?‘ b =0 (2.16)

ot Oz; dr; Oz
2.1.4 Conservacao de Energia e Equacdo de Estado

Nas equagdes (2.14) e (2.16) as varidveis de interesse sio as velociadaes u;, a pressio
p ¢ a densidade p, sendo as tensdes o;; definidas em termos das velocidades. Entre-
tanto, se for possivel assumir que a densidade é constante (caso dos fluidos incom-
pressiveis) ou que exista uma relagiio entre pressio e densidade (fluxos isotérmicos

e fluido com pequena compressibilidade), o sistema se torna completo e soluciondvel.

De forma geral, a pressdo p, densidade p e a temperatura € estio relacionados

por uma equacio de estado da forma,

p=0(p,) (2.17)

Por exemplo, para um gés ideal a equagio (2.17) é dada por:

p

== 2.1
=2 (2.18)
opde I § a constante do gas (para gases perfeitos). Ou ainda,
p=(y—1)pc,0 = (%3 - 1) peutt (2.19)

onde ¢, e ¢, sdo, respectivamente, os valores do calor especifico a pressio e a volume
constante.
E necessério adicionar s equacdes governantes uma equacio de conservagao de

energia. Para tal, faz-se necessirio definir algumas grandezas:



o A energia interna por unidade de massa, também denominada de “densidade
de energia”, depende do estado do fluido, ou seja, depende da pressio e da

temperatura:

1 =18, p) (2.20)

e A energia total por unidade de massa inclui a energia cinética por unidade
de massa. Também é denominada de “densidade total de energia” e possui a

€XPressao:

2 .
et 2' =14 (2.21)
o A entalpia, dada por:
h=1+472 (2.22)
P
ou
AL - (2.23)
2 p

Admite-se que a transferéncia de energia possa se dar por convecgao ou por

difusdo. O fluxo de calor difusivo ¢ definido pela lei de Fourier,

00
= —kl; .
a-’I;i K g (2 24)

&= —kK

onde % ¢ o coeficiente de condutividade térmica. Para completar a definicio da
equagao de balanco de energia é necessario especificar os termos de fonte de calor.
Estes devem incluir termos devido a reagdes quimicas, r, e dissipacio de energia

devido &s tensoes, isto &,

Ooyuy) _ dmyjuy)  Opuy)
Oz; Oz Oz; (2.25)
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Logo, a conservagao de energia em um volume unitario é dada por,

d(pe) | Blpwe)  Oq  Opws) O(muws) .

ou sabendo que pu; I = puse + uip, tem-se:

Hoe) | OHpuwH) 8 [ 0F () -
ot + dz; 0z; KJBQ:A; - Oz; phyu; —r =10 (2.27)

onde o termo —pb;u; representa o trabalho realizado pelas forcas de volume. As
expressbes (2.14), (2.16) e (2.27) representam as equactes gerais da Mecanica dos

Fluidos, sendo denominadas de equacdes de Navier-Stokes.

2.2 Equacoes Governantes da Mecanica dos Flui-
dos

As equacdes de Navier-Stokes (N-3), dadas pelas expressdes (2.14), (2.16) e (2.27),

podem ser escritas de forma mais compacta, ou de forma conservativa, como:

U,+Fi; =FL+F em Qx[0,7] , (2.28)

onde para 2 C R2 et € 0,7, tem-se,

Uh 1
Ug Uy
U= Us =py Uz
U4 Uz
U5 €

sendo U, U, Us, Uy, Us varidveis conservativas e p, g, g, Uz, € varidveis primitivas.

1 ) 0
Uy 814
F,=pu; { ug p +p< Oy fluxo de Euler
U3 Oaq
e ) ;
(. 0
T3 | 1]
Ff = To; ¢+ 0 fluxo difusivo
T34 0
Tyjty ) i

11



by
F=p by vetor fonte
by
biu; +r

onde,

p ¢ a densidade do fluido,

u = {u, ug, us}’ é o vetor de velocidades,
e ¢ a densidade total de energia,

p ¢ a pressdo termodinimica,

8;; 6 o delta de Kronecker,

7 = [73;] é o tensor de tensdes viscosas,

q = {g1, %, ¢3}" ¢ o vetor de fluxo de calor,

b = {by,bs,b3}" é 0 vetor de forcas de volume por unidade de massa. Seguem-se

0s 3 tipos mais conhecidos: gravitacional, centrifuga ou de coriolis.
r ¢ a taxa de geracio de calor por unidade de massa.

As equagdes presentes em (2.28) representam a conservagao de massa, quanti-
dade de movimento e energia. A elas deve-se adicionar as relagbes constitutivas e

condigdes de contorno. Por exemplo, as equagoes constitutivas para o ar sio:

Equagoes dos gases perfeitos 1=c,0 e p= (v — D
Tensoes viscosas Tij = Muggls; + (g + uj;) (2.29)
Lei de Fourier 4 = —k0;

onde,
¢y € 0 calor especifico a volume constante,

¢ é a temperatura absoluta,

v = %, sendo ¢, o calor especifico a pressio constante,

A e p 530 coeficientes de viscosidade,

12



& ¢ o coeficiente de condutividade térmica.

As equagdes (2.28) podem ainda ser escritas na forma quasi-linear:

U, + AU, = (kiU )+ F (2.30)
onde,
A; é i-ésima matriz jacobiana de Euler
K = [k;;] é a matriz de difusividade, tal que k; U ; = F¢

Considerando {! o dominio de definicdo do problema, com contorno I' =1', U1,

as equagdes de N-S admitem condi¢des de contorno dos tipos:

e Condigdes de Dirichlet: Q(U) = g(¢) em I'y, onde Q(U) é a fungdo vetorial
nédo-linear das varidveis de conservagio U e g(t) sdo os valores prescritos de Q

no contorno I’y de (1.

o Condicdes de Neumann: F; e F¢ sdo especificados no contorno Iy, de €. Esta
condigao é similar a se especificar valores das derivadas primeiras de algumas

ou todas as variaveis dependentes do problema.

¢ Em outros casos podem ser definidas condigdes de contorno mistas [2].

2.3 Equacoes de Euler Bidimensionais

As equacgoes de FEuler podem ser entendidas como as equagoes de N-S compressiveis

comn difusio e termo fonte nulos, sendo representadas por:

U;+Fi; =0 em Qx[0,7] (2.31)

o1,

U’L + AiU,i =0 em £x [O,T] (232)

para Q C £t ng =1,20u3 et € [0,T]. Asequagdes de Euler formam um sistema,
inviscido de equagoes de conservacao, ou ainda, um conjunto acoplado de equagdes
diferenciais parciais ndo lineares de primeira ordem. O presenie trabalho limita-se

a problemas onde nyy = 2.
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2.3.1 DMatrizes Jacobianas dos Fluxos de Euler

As matrizes jacobianas A, ¢ A, sio definidas por:

oF oF

Sendo A; no caso bidimensional uma matriz de ordem 4 x 4, ou seja,

_[8F; OF, OF; OF;
~ |ouy U, au, U,

A, (2.34)

onde %?} é um vetor de 4 posicoes.
7

As componentes F,, ¢ F,, sio funcdes homogéneas de grau 1 com relagio ao vetor

de varidveis de conserva¢iio U para o caso de um gés perfeito. De forma geral, se o

fluido satisfizer & relacio:

p = pp(z) (2.35)

Tem-se que F(AU) = AF(U), VA, que implica em:

F
F(U) = g—UU = AU (considerando A = 1) (2.36)

obtido pela diferenciagdo com relacio a A. Em forma de componentes as matrizes

jacobianas podem ser representados por:

F, = A,U
F, = AU

Os vetores F, e Fy podem ser reescritos em termos das varigveis primitivas ou das

(2.37)

variaveis de conservagio, obtendo-se:

Conservativas’
Primitivas - ™ -
- - - = ( U, 2
o
AU U_22 o
puLuy +p th
F, = < b =< U, > (2.38)
U
puy g Ul
Lptne + puy ) WUy | Us
\ Ul Ul /
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(UB 3
( Pz A UsUy
Ploatlq UI
F, = < ) U2 > (2.39)
Pustis + P E +p
;pu2e+pu2.d U3U4 +p%
\ Ul Ul 7

Sendo a pressio p uma grandeza dependente das varidveis conservativas {(ou primi-

tivas), é possivel reescrevé-la através da expressio:

p=_(y—1) [U4 - %} (2.40)

2 — T 202
onde ”U23” = {UQ, U3} {Uz,Ug} =p IUI .
Para se obter as matrizes jacobianas é necessério calcular as derivadas da pressao

com relagdo a algumas grandezas conservativas. Assim, através de regras simples

de diferencia¢io chega-se a:

Ap Ugsl> p ul>  op
E A VL S L
ot 2U7 dp 2 Op
8p T T ap
= —{y — = (v — = = 241
Uy — (7~ DUz = ~(y = Dpu” = o (241)
B gy 0
8U4 N de
Portanto,
) 3
2 [0 0 \
'—ﬁ'i‘(’)’—l)w o (y—1)|uf?
oF, i 1 J —uj JF,
o= Uy = 2 alr:
1 - U12 — U1Us i P
Uy Ilee»IIZ} —wui(ye — (v = 1)uf?)
— 22l — (y— 1y [~ wilre — Y vy
|~ | (v—1) o |
(2.42)
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1 ) ” .
Uy
342
(8=7) U (B —7wm
oF, U [ _ | __OF,
8U2 - ﬁa - Us o 8u1
1
—1)
U (-1 2 2 e — L(|u|2 + 2u2)
— - 2U. )
R ) I
(2.43)
(O Y
U fO S
OF 0 Dﬁj (v = Du OF
- - 2
=Xl b = < b = = (2.44)
aU3 E 24 8?.!.2
—(y—1) UsUz = (7 — Durug
y vt )
rO 3 fo ™
8Fm_<('y—1)>_<(”¥—1)>_5Fm (245)'
6U4 a 0 o 0 o de )
Uy
\r}[Ul ) Tt /
A matriz jacobiana A, em varidveis primitivas é dada por:
0 1 0 0
A - | Ui b=t G~ 7w —(y—Duz (-1
€ —UrUs Uo Uy 0
—uilye = (y =) ye - LR +26]) —(v - Dwua Y
(2.46)
e em varidveis conservativas tem-se:
[0 1 0o . 0
2 2
~g + (- )l (B -7 ~(r-Dg (-1
A= | _ty Us Us, 0
Ui \ [ th
G [ - DIBE] B - SRl 420 —(r- D% A
(2.47)

Através de manipulagdes similares, obtém-se:
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0 0 1 0

A —UiU2 Us {741 0
= - 2
R ~(r-Du B-u (r-1)
—uz(ve — (Y= Duf) —(v—Duiug ye— 52 ([ul> +2ud) yuy
(2.48)
[ 0 0 1 0
W | T o o 0
= LIS 2
vE | g+ - )igE ~(r-DE B-NE (r=1)
2 —_
| -9 o - - DI - % B - G (Tl +203) 2B

(2.49)

2.4 Simetrizagao das Equag¢oes Empregando Vari-
aveis de Entropia

Com o objetivo de melhorar a precisio das solugbes numéricas encontradas para
as equagdes de Euler (ou N-S) tem sido investigado o uso de varidveis especiais,
denominadas varidveis de entropia, que simetrizam as matrizes jacobianas, [8], [13],
[14], [21]. Para tal, define-se uma fungdo escalar denominada funcio de entropia
generalizada H = H(U). Para

H(U) = ps (2.50)

onde s = In{L£)+ct é aentropia fisica por unidade de massa, define-se as varidveis
o1 :

de entropia por V¢ = Hy e o mapeamento U — V é tal que:

Wi —Us+pmy+1—3s)
Va 1 Ua

V= 1 2.51
v, 2 U (2.51)
Va Uy

onde s = In (("%}?ﬂ) epr=Us— “3—2(]31”3 O mapeamento inverso, V — U & dado

por:

{*‘/‘l Y
Va
U:pHV3 > (2.52)
1_'[/22_!_'1/23
L 7
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1
onde s = y—V; + V%;I/"S e g = ((—;%17.7) &= exp (‘%’fﬂ) Fazendo uso da mudanca
de varidvel U = U(V), definida pelas expressces (2.51) e (2.52), as equacdes de

Euler tornam-se:

AV, +AV,=0 em Qx[0,T] (2:53)

onde Ay = Uy é simétrica positiva-definida e A; = A;A é simétrica. As trans-
formacdes Ay e A; sdo obtidas a partir de diferenciagdes similares aquelas apresen-

tadas em varidveis conservativas. As matrizes Ag e (Ag)™" sdo dadas por:

~Vi VaVy VaVi Vi(l—ky)
; pr Wa—-VE VeV Valki —7)
Ay=Uy=—-—— _ 2.54
R T W= V2 Valth—a) | @Y
sim —ky
B+y Ve bV (k+ DV
- -1 Vi-V, Vo Vs V.V,
-1 _ _ 9 4 23 2V4
Ay =V = piVy Vi -V, ViV, (2.55)
ST Vi

onde &k = Vﬁ;;? ke =k — vk +vey=q-1.

A simetria de (2.53) é importante somente do ponto de vista matemdtico. A
forma simétrica para as equagdes de Navier-Stokes possibilita uma situacio global
de estabilidade fazendo com que a solugdo encontrada satisfaca automaticamente &
Inequacdo de Clausius-Duhem, que é a condigdo bésica de estabilidade ndo-linear
das equagdes de Navier-Stokes [21]. Tal condigdo implica que as solucdes de ele-
mentos finitos via formulagdo de Galerkin para as equacdes de Navier-Stokes de-
vem produzir entropia. Entretanto, uma formulacdo de Galerkin para as equacdes
de Euler conserva entropia. Isto significa que a formulacido de Galerkin é inade-
quada para a solugio das equacGes de Euler, onde se produz entropia como em
problemas com choques. Logo, mecanismos adicionais sdo necessdrios para garantir
apropriadamente a producdo de entropia. Tais mecanismos podem ser resumidos
em formulagdes estabilizadas (SUPG ou GLS) com operadores de captura de des-
continuidade que atuam nas regides de gradientes elevados [8, 7, 10]. Se por um
lado as varidveis de entropia representam com maior precisao o comportamento da
solucao nessas regides, as varidveis conservativas possuem implementagdes mais sim-
ples apresentando solucgdes bastante precisas [12, 13, 18]. Aqui adota-se o uso de

varidveis conservaftivas.
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Capitulo 3

Formulacao das Equacoes de Euler
em Variaveis Conservativas

Neste capitulo descreve-se a formulacdo em varidveis conservativas para as equacdes
de Fuler, primeiramente usada por LE BEAU e TEZDUYAR [11]. Na secdo que
se segue € apresentada a formulacgio variacional semi-discreta, enfatizando o cilculo
dos pardmetros dos operadores SUPG e captura de descontinuidades. Logo apés
880 descritas as diversas componentes da matriz efetiva do algoritmo de avanco no
tempo e o vetor de residuos. Finalmente sio apresentados testes para validagdo da

formulacio proposta.

3.1 Formulacao Variacional Semi-Discreta

A formulacfio semi-discreta caracteriza-se pela discreiizacio por elementos finitos
no espago seguida pela discretizagio por diferengas finitas no tempo. Considera-
se 0 dominio espacial {2 dividido em nel elementos, £, e = 1,2,...,nel, tal que
Q= U:"fl Qe e ;N80; =0, +# 7. Sejam o conjunto das funcdes teste S* e o espaco

das variagoes admissiveis V*, respectivamente definidos por:

8" = {U*U* € [H"™(Q)]", U/q, € [PHO9)]*, Uty = gi(t) em Ty}  (3.1)

V= {WHW" e [H'"(Q)]*, W"/q, € [PHQ9)], Whe, =0 em T, }  (3.2)

onde H'™(£2) ¢ C°(£2) é um espago de fungdes de dimensao finita sobre €2, P1(2°)
representa o conjunto de polindmios de 12 ordem em 0 e I'y, é o contorno de 2

com condigoes de Dirichlet prescritas.
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A formulacgio semi-discreta para a equagio de Euler é dada por: encontrar U” €
S* tal que ¥ W € V*, tem-se:

h 13
fW’” (—aU +A8U )dﬂ +

Ox;
nel
AWh\  [eUh au*r
. A,
;/ETT’“(axk) [Bt + amz]dg +
nel
aWh au*
Z f T i} = 0 (3.3)

A primeira integral na equagio (3.3) corresponde ao termo de Galerkin. O
primeiro somatdrio ¢ o termo de estabilizagao SUPG, enquanto o segundo somatdrio
de integrais no elemento é o operador de captura de descontinuidades. Na equacio

(3.3) os tensores T, podem ser dados por:

A2
T, — { Ay (formulagio A? ) (3.4)

Al (formulagio A*A )
sendo essas definicdes propostas inicialmente por HUGHES e TEZDUYAR [6]. Se-
gundo os autores a definigio Ty, = Ay, produz os melhores resultados, fato também
verificado nos testes realizados no presente trabalho, que serdo mostrados adiante

na secao 3.6.

3.2 Parametros de Estabilizacao

A matriz de estabilizagio T que aparece na expressio (3.4) serd definida através de
varias matrizes diagonalizadas, simplificando a implementagio da formulacio. Hsta
forma de estabilizagio foi adotada inicialmente por HUGHES e TEZDUYAR 6] e
aperfeicoada em [14]. Em muitos trabalhos sfo encontradas varias definicdes nio
diagonalizadas para a matriz 7, aumentando a complexidade da implementacéo.
Sao utilizados dois operadores de captura de descontinuidades. Um operador intro-
duzido por ALIABADI ¢ TEZDUYAR [10], e outro desenvolvido por ALMEIDA e
GALEAO [7].

3.2.1 Matriz de Estabilizacao SUPG

A matriz 7 = 71 depende do pardmetro 7, que segundo ALIABADI e TEZDUYAR
[10], é definido por:
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T =maz[0, 7 + { (14 — 75)] (3.5)
onde:

e 7; ¢ 0 pardmetro de estabilizagfo correspondente aos termos dependentes do

tempo

2
"~ 301+ 2aCFL)™ (3.6)
® 7, € 0 parAmetro de estabilizago correspondente aos termos advectivos
h
(3.7)

T, = ——
" 20+ [ugl)
® 75 é 0 pardmetro de estabiliza¢io para descontar os efeitos do termo de captura

de descontinuidades

§
=, 3.8
(+ TuBIP %8)
e O parametro ¢ é umn coeficiente usado no algoritmo do tempo
2cCFL
= 3.9
¢ 14+ 2aCFL (39)
o C'FL é ntumero de Courant-Friedrichs-Lewy
At
CFL = (C—H};ﬁ—')— (3.10)
e 3 & um vetor unitdrio arbitrdrio dado por
VU2
B == (3.11)
IVI[OIz]]2
sendo |||l = ||.||z ou ||.||A51. a é o parmetro que controla a precisio e a

estabilidade da integragdo no tempo e § é o parimetro do operador de captura
de choque. Ambos serdo definidos adiante. A velocidade acistica ¢ é dada por
¢? =v(y—1)(e— %) e f é um pardmetro de malha. No caso de tridngulos
lineares, que serdo usados neste trabalho, adota-se & = v/2A4, sendo A a 4rea

do tridngulo.
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3.2.2 Operadores de Captura de Descontinuidades

Primeiramente descreve-se o operador de captura de descontinuidades desenvolvido
inicialmente por SIHAKIB [21], em varidveis de entropia. Posteriormente ALIABADI
e TEZDUYAR [14], através de transformagtes matriciais, reescrevem este operador
em varidveis conservativas. O pardmetro deste operador, denominado por d¢p,
depende das matrizes A;, A, e !16 ! & das derivadas globais e locais de U”, podendo

ser representado por:

| AL+ A2 2 T8
T Oz ~U—l

Sop = % (3.12)
IVeUr 15
onde
Az U dy 5Uh dz AU oy 8U
h R | i —

Os componentes %% 580 os termos da matriz de transformacéo das coordenadas
fisicas para o sistema de referéncia das coordenadas locais (£) nos elementos.

Outro operador de captura de descontinuidades baseado na formulacio de Up-
wind aproximado consistentemente (CAU, em inglés) de ALMEIDA e GALEAO [7]
serd utilizado no presente trabalho. O parimetro deste operador, denominado por

dcar, pode ser representado por:

EVEL e |y 0

doar = { IVeViliss | o # (3.14)
0 se  |[VVPa, =0

onde o residuo no interior do elemento é dado por,
L avh
LV = AV, + A, e (3.15)
Az OV oy ov*Hh 0z OVh By ov*h
Al =[] = —= - ha - 3.1

Lembrando o mapeamento das varidveis de entropia para as varidveis de conservacao
definido em (2.51) e (2.52), tem-se V} = Vyn U% = A7'U%. Através desta definigiio

¢ possivel obter as igualdades:
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LV po1 = [LUp
VeV A = [VeU (3.17)
|vvh|Ao = |V'I-Th|A0“1

Assim, o parimetro do operador dcay pode ser reescrito em varidveis conservativas

por:
m—,,—” cut | se AVASL 0
dcav = { IVeOt iz | a0 # (3.18)
0 se  |[VUP|s, =0
onde
5 " ou”

3.3 Matrizes dos Elementos

Sejam as aproximagOes usuais de elementos finitos para um elemento triangular

Linear:

U" = Nv
Wh = Nc (3.20)
U% =Nv =Na

onde v é o vetor (dependente somente do tempo) de valores nodais de U, ¢ é um
vetor de contantes arbitrarias, a é a derivada no tempo de v (a = &) e N é a matriz

de interpolaco (dependente somente de x) podendo ser representada por:

Ny 0O 0 0 N2 0O 0 0 N3 O 0 0O
|10 N O 0 0 N 0O 0 0 Ny O 0
N= 0 6 N 0 0 0 N 0 0 0 N3 0 (3'21)
0 0 0 N 0 0 0 N O 0 0 NpJ,,,
ou ainda de forma mais compacta:
N=[MI NI NI] (3.22)

23



onde N;, N, e N3 sfio as fungbes de interpolagiio no interior do elemento [5] e
I é a matriz identidade de ordem 4. As fungGes de interpolacio para elementos

triangulares lineares (Figura 3.1), sfio dadas por:

Ni=¢ Nyg=n Ny=1—¢—1 (3.23)

r=3\0D

@

i=1 j=2
00) w g

Figura 3.1: Elemento Triangular Linear

A matriz jacobiana que define a transformagdo das coordenadas globais para as

coordenadas locais é dada por:

oz Ox
J:&z;,; _ 73 an :[ 13 —3332]
0% @ @ —Ys1  Yes
9 O

(3.24)

sendo x; e y; coordenadas globais do elemento e, e z;; = z; — 25, 4,7 = 1,2,3. A

transformacao inversa é dada por:

o %

J1 = 0z Oy :%:L[ms 5632]
on 9y Ox; 24°| ya1 %13
oz dy

(3.25)

onde A® é a drea do elemento e. } comum definir o operador gradiente discreto das

fungdes de interpolagio por:

ON

B.,] {6z
B:{By}m x (3.26)

Ay

24



Pode-se, entao, reescrever B por:

y23 O 0 0 ya1 O 0 0 gz 0 0
0 y2z O 0 0 ¥ O 0 0 yiz 0
1 0 1] yaz O 0 0 ys1 O 0 0 Y12
B — B, | _ 0 0 0 g3 O O 0 wm 0 0 D
- By - 2 Ae zgz O 0 0 13 O 0 1] w21 0 0
0 z3a QO 0 0 1z 4 1] Q a1 O
0 0 wz2 0 1] 0 z13 O 0 D T2
4] 0 0 z32 0 0 1] 1z O 0 1]

Ou ainda as matrizes B, ¢ B, podem ser representadas por:

1
B, = 5 A [ yasI yal nol |
B, = L 1 I I
YT [ Tzzl T3t ITn ]

Portantto as derivadas de U" com relagdo a z e a y sio:

Uf"z =B,v
U{; =B,v

0

0

0

2

0

0

0

21
(3.27)
(3.28)
(3.29)
(3.30)

As aproximacoes definidas em (3.20) levam a formulagdo (3.3) a um conjunto

acoplado de equagtes diferenciais ordindrias ndo lineares que pode ser escrito como:

MaJ+ Cv=0

(3.31)

onde M é a matriz de "massa” generalizada e C é um operador ndo-linear de v re-

presentando os termos das equagdes de estado. E conveniente representar as parcelas

de (3.31) em termos das contribui¢bes de cada elemento. Assim, agrupando-se os

termos dependentes de a em (3.3), obtém-se:

nel
M = Agme)

m® = [m¢,], a,b=123

mg, = / (Nl + Ny o7 Ty -+ Ny, 7Ty) Npd2°

Desta forma, a matriz do elemento e é dada por:
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mé = / NTNdQ + 7 / (BIT,N + BI'T,N)d0® (3.33)
fle le

sendo a primeira integral a matriz de “massa” e a segunda os termos da corregéo

SUPG. De forma similar, agrupando os termos dependentes de v, em (3.3), obtém-se:

C= Al(ce)
c’=[c}], a,b=1,2,3

Cop = /Qe [(NaAaNoo + NoAyNy) (3.34)
+ 7 (Voo TsAsNog + Noo T AyNyy
+  NayTyA Npg + NoyTyAyNyy)
+ 8 (NawNog + NoyNoy)] d2°

ou ainda, a matriz do elemento e pode ser representada por:

o /ﬂ (NTA,B, + N7A,B,) d°
T Ta:A:a TmAy e
+ T./ne B [ T,A, T,A, BdQ2 (3.35)

+ 6 B BdO®
Qe

sendo a primeira integral a matriz de convecgiio, a segunda a correcio SUPG dos
termos convectivos e a lerceira o operador de captura de choque. As matrizes A,
A, e Aj', definidas respectivamente em (2.47),(2.49) e (2.55), deveriam ser avali-
adas nos pontos de integracdo do elemento. Entretanto SOULAIMANI e FORTIN
observaram [16] que os resultados nio sao significativamente alterados se as ma-
trizes forem avaliadas somente no baricentro do elemento. Assim, com o objetivo de
simplificar a formulago as matrizes A,, A, e A;" serdio avaliadas somente no bari-
centro de cada elemento, o que significa considerar apenas um ponto de integragéo.

Para tal, observa-se que:

o

T
v = {v1, v2, v3, 1, Vs, Vs, U7, Vs, U, V1o, V11, Y1z} (3.36)
T W
né 1 né 2 né 3

Sendo v no baricentro do tridngulo definido por:
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Ul M+ Vs 1 Uy

_ U2 _ 1 Vo + Vg + V10
" YU (T3 vz + v7 + U (8:37)
U, U4 + Vg + V12

De forma. similar pode-se definir o valor nodal da derivada temporal a por

T
a' = {a1, 02, a3, 04, a5, G5, a7, Gs, 09, 010, O11, 013} (3.38)
- g g
né 1 noé 2 né 3

e seu valor no baricentro é dado por:

a) + a5 + ag
a:l @3 + G 1+ 1o
b 3 a3 + ar +an

Qs+ Qg + a1y

Portanto, A, = Ay(vy), A, = A (vy) e Agt = Ay (ve)

(3.39)

3.3.1 Matriz de Massa

Na expressdo (3.33) a contribuicdo referente a matriz de massa é dada por f Qe NTNdQe.

Considerando a defini¢iio (3.22) para a fungio de interpolacio N, tem-se:

N1
m = / Nl | [ NI NpI NsI ] de (3.40)
Qe NgI

Resolvendo cada integral trivial envolvida, obtem-se:

2 00 0 1 0 0 0 1 0 0 0]
02 00 0 1 000TI1O0O0
00 200 010001 0
000 2 000100 01
ge| L 00020001000
e 0L 0002 0O0O0T1 00
My=390o0 1000200010 (3.41)
000 1 000206 01
1 000100020 0°0
01 000100020 0
001 60010006 20
000 10001000 2]
m¢ pode ainda ser reescrita de forma mais compacta por:
A 21 T 1
mg = E I 2T 1 (342)
I I 21
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3.3.2 Correcao SUPG da Matriz de Massa

Reescrevendo o termo referente & correcio SUPG da matriz de massa contido na

expressdo (3.33), tem-se:

mé, =17 /Q (BTN + B} T,N)dQ* (3.43)

Avaliando-se também T, e T, em funcdo das grandezas no baricentro do elemento

tem-se,

m;, = 7BLT,([ NdQ°)+rBIT,([ Nd°) (3.44)
e Qe

A integral das funcdes de interpolagao NNV;, definidas em (3.23), pode facilmente

ser calculada. Tem-se que fne N;dE = %. Assim, obtem-se:

100010001000

e 2A° 01 0001000100
QeNdQ_ﬁ 001000100010 (3-45)

6 001 00O0T1O90OO0O0°1

ou de forma mais compacta pode-se representar (3.45) por:
2A¢
Ndﬂez?[l I 1] (3.46)
QE

Comnsiderando os resultados contidos em (3.46) a matriz my, pode ser represen-

tada por:
o | Yeal ;| Zal
mg, =< | yul T,[I 1 I]+g zi3l | Ty[TI 1 1] (3.47)
Y121 Tg11

Y23 Ly + 32Ty y23Tp + 2237y yuTy + 23Ty,
Y1 Te + 13Ty y51Te +213Ty yaTe + 23Ty (3.48)
112Te + T Ty 12Ty + 20Ty 115Ty + 20Ty

A matriz descrita em (3.48) pode ser representada a partir de 3 submatrizes de

ordem 4, ou seja,
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ml

D
m§9 m;, m’ (3.49)
mp

onde

m,, = 23Ty + 232 T,
mf,g =y31 Ty + :1:13Ty (350)

mf’,g = ylsz + ﬂIngy

3.3.3 Matriz de Conveccao

A matriz que contém os termos convectivos devidos & formulagio de Galerkin, pre-

sente emn (3.35), pode ser reescrita por:

cf = A (NTA,B; + NTA,B,)dQ° (3.51)
e
Portanto, a matriz de convecgao ¢ pode entdo ser representada por:

ot = ( f NTdQe) ABy+ ( / NTdQe) A,B, (3.52)
(e Qe

De forma similar & expressdo (3.46) pode-se dizer que:

I
2A°

NTdQe = I (3.53)
Qe I

A matriz de convecgdo pode ser representada por:

I I
2A° 1 2A¢ 1 :
cg = G i A—m% | yesl sl wil |+ 5 i Ay2—Ae [ Zaol @131 @oiI |

(3.54)

Qu, também em forma matricial:

YozAg + oAy ynhAy +z3A, yA; +HraA,
¢t = 5 Yoz Ay + TaaAy YnAg + 3134y YA+ A, (3.55)
Yo3Ag + Ty ysAg +z13A, yAL +TnA,
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A partir da expressdo (3.55) observa-se que a matriz de convecgio ¢, pode ser

representada por apenas trés submatrizes distintas de ordem 4, ou seja:

1 c; cg cg
cgzg c, < cg (3.56)
€ €
onde
C; Y3 Ag + T3 A,
Cﬁ yglA +3313A (357)
03 = 128 + Tn A,

3.3.4 Correcao SUPG da Matriz de Convecgao

O termo da corregdo SUPG da matriz de convecgdo, definido em (3.35), pode ser

reescrito por:

ot =1 / B7 { %i: gyi: } BdO* (3.58)

Para facilitar as notagoes, introduz-se a seguinte denominacéo:

T, A, T, A A Ay

Os coeficientes de A sdo obtidos através de operagbes triviais de matrizes. Além
disso, observa-se que os termos do integrando de (3.58) s&o constantes no elemento
e, uma vez que as matrizes T; e A;, 2 = z, vy, sdo avaliadas no baricentro. Portanto,

pode-se dizer que:

yasl @3l

e _ T ysl yaI ol

cpg__4Ae ygl:[ .’ElgI A 3’)321 .’L']_31 $21I (360)
izl zol

A matriz c¢

>, definida em (3.60), pode ser representa por:

T Bll B12 B13
C;g = AA° Bgl B22 ng (3.61)
B3l BBZ B33
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Os coeficientes da matriz (3.61) sfio submatrizes de ordem 4, cujos coeficientes B;;

Sa.0:

By = y23(¥s1 Az + T13A4y) + Za(Ya1Aye + T13Ayy)
Bis = ya3(y12Ags + Ta1Agy) + Taa(Y12Ays + 221 Ayy)
By = y31(¥23Aae + Ta2Agy) + T13(YoaAye + ZazAyy)
Bos = y31(¥12A00 + 21 Agy) + T13(Y12A s + To1 Ayy)
B3 = y12(yeaAae + Ta2Agy) + To1{asAys + Ta2A ) (3.62)
Bss = y12(ys1Az0 + T13A5y) + 221 (ys1Ays + T13Ay,)

Bi1 = —(Biz + Bus)

By = —(Bg; + Bag)

By = —(B3), + Bsg)
3.3.5 Matriz de Correcao do Operador de Descontinuidade

A matriz que contém os termos do operador de captura de descontinuidades, presente

em (3.35), pode ser reescrita por:

chp = / §BTBdQ” (3.63)
Qe

sendo ¢ o pardmetro do operador de descontinuidade definido por (3.12) ou (3.18).
Como 4 é constante no interior do elemento,a matriz (3.63) pode ser representada

por:

5 Yozl maal
Cop = 1A ysl w5l
yigl onl

A matriz (3.64) é simétrica e apresenta deficiéncia de posto. Portanto, tem-se:

yosl sl yiol
Taal w13l zon1 (3.64)

5 —(B12 + Bua) ~ By ~ ]?13
Cop = 1A? —(Bi2 + Baa) By (3.65)
—(Bi3 + Bayy)

sendo as trés submaftrizes distintas dadas por:

Bis = (Yasys1 + 232713)]
Bis = (yost12 + Ta2m )1 (3.66)

Bys = (ys1712 + T13297 )1
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3.4 Residuo

O residuo da equacdo diferencial ordingria (3.31) é definido por:

R=-Ma-—Cv (3.67)

Da mesma forma como foram tratadas as matrizes M e C, na se¢io anterior, o

residuo pode ser obtido através das respectivas contribuigtes em cada elemento:

R= é(rg) (3.68)

r® = —m®a® — ¢tve

sendo m® e ¢® dadas respectivamente por (3.33) e (3.35). Os vetores a® e v° podem

ser representados por:

a; Vi
a®= | ag vi=| vy (3.69)
az V3

onde os indices 1, 2 e 3 representam respectivamente as contribuigées dos vetores a®

e vPnos nés 1, 2 e 3. O residuo r® ainda pode ser representado por:

i Top + T, rﬁp) (3.70)

Para calcular as componentes do residuo em cada elemento como descrito em
(3.70) é conveniente escrever as equages integrais que definem as matrizes de massa
e convecgao no elemento e aproveitar algumas simplificagées que ocorrem nos produ-
tos m®a® e c®v®. As componentes do residuo relativas & matriz de massa sao dadas

por:

Ae 21 T 1 ay Ae day + ag
o, = ([ N'NdQ%)a® = 1 21 1 a | =15 | da+ag (3.71)
f2e I I 21 ag da; + as

onde o vetor a;, representa a derivada temporal avaliada no baricentro do elemento,
definida em (3.39). As componentes do residuo relativas a m,, podem ser represen-

tadas por:
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= (r /ﬂ (BIT.N + BT, N)d2)a’

De acordo com (3.46) pode-se dizer que:

e a;
(| NdQ%a®= 143;— [I I I]]|a; |=A%%,
Qe 8

Assim a contribuigao da matriz mj, no vetor de residuos é dada por:

yas Tyay + a2 Tyay

- a3l r A | T
Tmpg = 5 | Yol | Totp + 5 | 21l | Tyay = 3 Y31 Tpay + 213 Tyay
Y121 Tl
y12T:1:ab + xElTyab
ou ainda,
1
Tmpg
e _ 2
Tmpg = | Tmpg
3
Timpg
onde:
1 T
Trpg = 5(?}23Tmab + 232 Tyay)
9 T
Tnpg = §(y31Twab + z13Tya,)
3 _ .l 2
Tinpg = (rmpy + rmpg)

(3.72)

(3.73)

(3.74)

(3.75)

(3.76)

As componentes do residuo relativas & matriz de convecgido podem ser represen-

tadas por:

re, = ( / NTdQﬂ) A B,ve + ( / NTdQe) A,B,v°
Qe Qe ’

Levando-se em consideragiio as expresses (3.30) e (3.53) tem-se que:

I
. 24°
= } (AU + A, U
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ou seja,

Teq
o, = | Teg (3.79)
Teg
onde:
A° h B
Teg = ?(AmU,m + AyU,y) (3.80)

As contribuices dos termos de Petrov-Galerkin na matriz de convecgdo para o

residuo podem ser obtidas a partir de (3.58) e (3.59), podendo ser escritas por:

A, A B
e 4 t T TY frd e e
omr(f [ ][5 o
Considerando as defini¢Ges (3.29) e (3.30) obtem-se:
A, A Ut
e __ e t 13 fritd Ty ©
o, =T (/e d) ) [B% Bi] { A Ay } [ Uf;; ] (3.82)
o
y23Aa:fo1$ + y23A-:L‘yUf; + $32Amef§; + $32AyyUf;
.
I'f;pg = 5 y31Aa:a:Uf;; -+ y3lA-:I;yU?y + $13Amef; + $13AyyUﬁ, (3.83)
Y1280 U + 11280, U 4 231 A U + 290 A,, U
ou ainda,
1
Tepg
rl, = T, (3.84)
3
Fepg
onde

r
r: E(y%Ang" + yQE'AWUgJ + $32Ame‘:r + $32AyyUf;,r)

epg —

T i
1o, = §(y31Ame; + Y31 Ay Ut + 2134, U% + 2134, U") (3.85)
ripg = “(répg + rgpg)
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Finalmente as contribui¢oes do residuo devido ao termo de captura de descon-

tinuidades sao dadas por:

ry, =0 [B:

(B B!] le } v (3.86)

B,

Devido as definicbes (3.29) e (3.30), pode-se representar rg, por:

Yoz U + 23, U"
re, =6 [ d9°[B: B!] UEB _9 Y3 U + 2,3, U" (3.87)
op e x K U y 2 31 s& 13 W !
12U + 35, U,
ou ainda,
r,,
o, = |2, (3.88)
TS,
onde

)
I"l)p = (yg,gU‘:;. + $32U$)

T2
)
r2, = S Ul + 215U%) (3.89)
rgp = _(rip + rgp)

3.5 Integracao no Tempo

Para solucionar o sistema (3.31) é usado o algoritmo Preditor/Multicorretor, en-
contrado em [14]. Neste algoritmo a equagao (3.31) é discretizada por diferencas
finitas. Sendo n o contador de passos de tempo, as aproximagdes para a(t,) e v(,),
representadas por a, e v,, respectivamente, e At o passo de tempo, o algoritmo

pode ser resumido nos seguintes passos:
Dados v, e a,,
Predicao:
i=0

v = V1 = Vo + (1 — a)Ala,
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ay) =0
Correcéo:

t=1+1
calcule: R = —(Maf(flll )y CVS:: ))
Resolva: M*Aa=R

R () BN (A Y
Atualize: a;}, = a, ;" + Aa

(@) (-1}

Atualize: v 4= Va1 +altAa

Observagbes:

e o C [0,1] é um paradmetro que controls, a precisdo e a estabilidade do método
de integracio. Nos métodos implicitos alguns valores de o sdo amplamente
conhecidos. Por exemplo, para o = 1 tem-se as diferencas atrasadas (conheci-
das por backward). Para o caso de o = 0.5, o procedimento é denominado por
regra trapezoidal. Para os métodos explicitos, considerando o = 0 tem-se as

diferencas adiantadas (conhecidas por forward).

e A defini¢io para a matriz M* depende do tipo de método a ser escolhido.
No caso do método explicito ALTABADI e TEZDUYAR {14] escolhem uma
matriz diagonal obtida através da diagonalizacao da matriz de “massa”. A
simplicidade da inversdo de matrizes diagonais torna o algoritmo rapido e
barato. Porém, a penalidade desta aproximacdo est4 no tamanho do passo de
tempo, que deve satisfazer & condigdo de CFL. Em geral, para se garantir
a convergéncia, o passo de tempo deve ser bem pequeno, cujos detalhes sdo
tratados por SHAKIB [21]. No caso do método implicito, que sers usado aqui,

a matriz M* é definida por:

M* = M + aAiC ' (3.90)

onde M* é uma matriz nao simétrica, porém com perfil simétrico, isto é, para
cada mng; existe my;, sendo mj; # mj;. M e C 5o definidas respectivamente por
(3.32) e (3.34) . Os métodos mais usados atualmente para a solucio do sistema
de equacoes lineares resultantes s3o métodos iterativos de Krylov. Variantes do

método GMRES séo empregadas por [10, 12, 13, 14, 15] com diferentes formas
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de precondicionamento. No presente trabalho adota-se o método GMRES,

descrito no Apéndice A com um precondicionador bloco-diagonal nodal.

e No capftulo 5 serdo discutidas técnicas de aceleragio de convergéncia para o
regime permanente, baseadas na introdugfo de passo local e congelamento do

operador de captura.

3.6 Exemplos de Validacao

S30 considerados trés exemplos padrao na andlise de escoamentos com gradientes ele-
vados regidos pela equagio de Euler: Choque Estaciondrio Unidimensional, Choque
Oblfquo Bidimensional ¢ Choque Refletido Bidimensional. Os resultados sdo com-
parados com as respectivas solugdes analiticas. Para a formulacido em varidveis
conservativas verifica-se que a forma A%, definida em (3.4), produz os melhores re-
sultados, sendo adotada em todos os casos. No algoritmo de avanco no tempo foi
considerado a regra trapezoidal (o = 0.5} e o nimero de multicorrecdes foi fixado
em 3. Em todos os exemplos serdo considerados gases compressiveis com expoente

adiabdtico y =1.4 e ¢, = 716.5.

3.6.1 Choque Normal Unidimensional

Este problema consiste em observar o escoamento através de duas regiGes separadas
por um choque normal, ou seja, no instante inicial (¢ = 0) a velocidade de escoamento
apresenta um salto, que se mantém invariante. Considera-se uma malha com 39 x 2
células, sendo 2 elementos triangulares em cada célula, distribuidos no retangulo
0 <z <39,-0.5 <y <0.5, conforme descrito na Figura 3.2. O choque ocorre em
x = 20 e as condigdes iniciais, em um sistema compativel de unidades, sio dadas

por:

=0 '

x=) x=39

Figura 3.2: Choque Normal (1D) - Esquema do Problema
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M =2 M = 0.57735
p =1 p = 2.66667

5<20 £>20 S0 T areo (3.91)
p = 0.17857 p = 0.80357

A componente da velocidade ug é nula em toda andlise. Densidades, temperaturas
¢ velocidades sdo consideradas prescritas na entrada do escoamento (fronteira da

esquerda) e a temperatura na saida (fronteira da direita).

T T T T T T T T T T T T T
EXATA — EXATA
ir G+CD ¢ ] Ir G+CAU o
G+SUPGHCD -+ G+SUPG+CAU -+
—’.'QQW*W “—g‘-wm
4 ¥
25 ¥ - 25 | I
f 1
21 2} R
15 F . . L5 | j
! g
$
) ;
1 $oeceosooocovoooet | 1 $oerec000000000006
1 i 1 L 1 1 1 1 1 [} 1 L 1 1

D S 10 15 20 25 30 35 40 ¢ 5 10 15 20 25 0 35 40
X X
(a) Densidade com Operador CD (b) Densidade com Operador CAU
Figura 3.3: Choque Normal (1D) - Perfis de Densidade
1 T T T T T T T l T T T T T T T
BXATA —— EXATA ——
G+CD - G+CAU o
G+SUPGHCD -+ GHSUPGHCAT -+
oo B F Wﬂ“ﬂ
0.8 5
y
s |
04 h
02k f‘ 1
U 1 1 3 ] 1 L] 1 0 1 i 1 1 L] 1 1
D5 10 15 20 25 30 35 40 0 5 I 15 20 25 30 35 40

x X
{a} Pressdo com Operador CD (b) Pressiio com Operador CAU

Figura 3.4: Choque Normal (1D) - Perfis de Pressao
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§ 1
0.0006 1 0.0006 T
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0 5 10 15 20 25 30 35 40 0 5 10 15 2 25 30 35 40
X X
(a) Temperatura com Operador CD (b) Temperatura com Operador CAU

Figura 3.5: Choque Normal (1D) - Perfis de Temperatura

As Figuras 3.3, 3.4 e 3.5 mostram respectivamente a comparacio dos perfis de
densidade, pressdo e temperatura entre a solugio exata e as formulacdes do pre-
sente trabalho, apds 300 passos. Considerou-se 5 vetores de Krylov para o algoritmo
GMRES e tolerincia de 0.005. Nessas figuras os resultados obtidos com a formulacio
dada pela equagio (3.3) e os operadores de captura de descontinuidades definidos
nas equagdes (3.12) e (3.18) sio identificados respectivamente por G+SUPG+CD
e G+SUPG+CAU, e quando o termo SUPG nao é considerado, as solucdes sio
identificadas respectivamente por G+CD e GH+CAU. Observa-se que as solucgdes
com o operador CD estdo mais préximas da solugio exata. Nota-se na Figura 3.5
que os perfis de temperatura apresentam pequenas oscilagdes na regiao do choque.
Este comportamento também foi observado por HAUKE e HUGHES [18], que o
associam ao emprego de varidveis de conservago. QOutro fato que pode contribuir
para a formagio dessas pequenas oscilagdes é a defini¢io da matriz de estabilizacio
SUPG, pois considera a forma diagonalizada com um 1tinico coeficiente para densi-

dade, velocidades, pressio e temperatura.

3.6.2 Choque Obliquo Bidimensional

Este problema consiste em um escoamento bidimensional supersénico (niimero de
Mach M=2) de um fluido inviscido sobre uma cunha, fazendo um angulo de —10° em
relagdo a malha, conforme mostra a Figura 3.6. Pode-se determinar analiticamente

a formagdo de um choque obliquo a 29.3° com a fronteira (y = 0) [2]. O dominio
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Figura 3.6: Choque Obliquo (2D) - Esquema do problema

computacional 0 < z < 1e 0 < y < 1 é discretizado em 20 x 20 células com
dois elementos triangulares em cada célula. Supondo-se um sistema compativel de

unidades, as condicoes de contorno prescritas na entrada e no topo do dominio sao:

M = 2

p = 1

u; =  cosl0® (3.92)
14y = —senlQ®

p = 0.17887

Além disso, a velocidade uy é nula na parede inferior, ndo sendo imposta nenhuma
condicio na saida. As condigGes iniciais sdo consideradas como de escoamento livre.

A solucao exata na saida abaixo do choque é dada por:

M = 1.64052

o = 145843

w = 0.88731 (3.93)
Uy = 0

p = 0.30475

Em todos os testes observa-se o comportamento da solugdo apos 300 passos. As
Figuras 3.7, 3.8 e 3.9 comparam respectivamente os perfis de densidade, pressao e
temperatura em z = 0.9 para as formulagdes, com e sem a parcela de estabilizagio
SUPG, considerando os operadores de captura CD e CAU. Observa-se que as
solugdes com a parcela SUPG representam melhor o choque. Porém as solugoes so-
mente com os operadores de captura também sdo satisfatorias. Note que os perfis de
temperatura apresentam valores imprecisos junto a fronteira (y = 0). Provavelmente

isto se deve a discretizacio do dominio e a imposicio das condigdes de entrada.
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Figura 3.7: Choque Obliquo (2D} - Comparacéo de Perfis de Densidade para z = 0.9
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Figura 3.8: Choque Obliquo (2D) - Comparagéo de Perfis de Pressao para z = 0.9
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Figura 3.9: Chogue Obliquo (2D) - Comparagio de Perfis de Temperatura para
z=10.9

A Figura 3.10(a) mostra o comportamento do residuo em todas as formulacdes
considerando a tolerdncia para o GMRES igual a 0.005 e o nimero de vetores de
Krylov igual a 5. Observa-se que nas formulagdes onde o operador C'D foi usado o
residuo atinge valores menores. Uma comparagio de tolerdncias para o algoritmo
iterativo GMRES usando a formulaciio com SUPG e operador CD é feita na Figura
3.10(b). A solu¢iio para as diversas tolerincias & a mesma, e os residuos apresentam
comportamentos bastante similares. Portanto conclui-se que ndo é necessédrio usar
valores pequenos de tolerancias do algoritmo GMRES para se obter bons resultados.

Inspirados na observacdo descrita por LYRA [30] sobre efeitos de orientacio de
malha na formulagao Galerkin TVD para as equagtes de Euler, decidiu-se verificar
esses efeitos na formulagio proposta. Considera-se o mesmo exemplo com a ori-
entacdo da malha invertida, onde as condigdes de contorno descritas s3o assumidas
na lateral direita do dominio e o &ngulo de incidéncia do escoamento é de +190°.
Denomina-se condi¢ées “A” ¢ “B” os casos de dngulo de escoamentos —10° e +190°,
respectivamente. As Figuras 3.11(a) e 3.11(b) comparam os perfis de densidade
e pressao para as condigdes “A” e “B”. Observa-se que a condicdo “A” conduz a
melhores resultados. -

A Figura 3.12 mostra as isocurvas da densidade obtidas usando as formulacdes
com e sem a parcela de estabilizagdo SUPG, para as condigdes “A” e “B”, usando o
operador de captura CD. As isocurvas da densidade com o termo SUP®, mostrada

nas Figuras 3.12(a) e 3.12(b), sfo menos difusivas. Além disso, observa-se que, em
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geral, as solugoes para a condicdo “B” sfo mais difusivas, evidenciando um efeito de
orientacao de malha.

A Figura 3.13(a) mostra os perfis de densidade para uma malha com 80 x 80
células, com 2 elementos em cada célula. Observa-se nesta figura que os resulta-
dos para as formulagées G+SUPG+CD e G4+SUPG+CAU sdo praticamente coin-
cidentes. A Figura 3.13(b) apresenta as isocurvas de densidade para a formulacio
G4-SUPG+CD para uma malha néo estruturada com 766 nds e 1466 elementos,
sendo bastante refinada na regido do choque [7]. Pode-se observar a boa precisao da

solugao obtida.

1.6 T T T T

G+SUPGHCD ——
GHSUPGHCAU -+
L5F EXATA -~ .

14

13

09

0-8 1 1 1 1
0 02 0.4 0.6 08 1

¥y o T
(a) Perfis de Densidade para malha 80 x 80 {(b) Isocurvas de Densidade para,
766 nos e 1466 elementos

f;a;lha com
Figura 3.13: Choque Obliquo (2D) - Resultados para a Densidade

3.6.3 Choque Refletido Bidimensional

Este problema estaciondrio bidimensional é composto de trés regices de escoamento
separadas por um choque obliquo e sua reflexdio ao longo de uma parede, conforme
a Figura 3.14 . Para Mach = 2.9 na entrada (fronteira da esquerda) tem-se os

seguintes dados, em um sistema compativel de unidades:

M = 29
p = 10
Regido 1 u = 2.9 (3.94)
Ug = 0.0
p = 0.714286
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Figura 3.14: Choque Refletido (2D) - Esquema do problema

e considerando que a incidéncia do choque faz um &ngulo de 29°, tem-se a solugéo

exata dada por:

M = 23781
p = 17
Regido 2 w = 2.61934 (3.95)
1y = —0.50632
p = 1.52819
M = 1.94235
0 = 2.68728
Regido 3 w; = 2.40140 (3.96)
Uy = 0.0
p = 2.93407

O dominio computacional 0 < 2 < 4.1 e 0 < y < 1 é discretizado em 60 x 20
células com dois elementos triangulares em cada célula. Sao consideradas prescritas
densidade, velocidades e pressao no contorno da esquerda e no topo. Na parede
inferior a velocidade ug é nula e na saida (fronteira da direita) nio sfo impostas
condigdes de contorno. Sdo consideradas condigdes iniciais de escoamento livre.

As Figuras 3.15(a), 3.16(a) e 3.17(a) mostram respectivamente os perfis da densi-
dade, pressio e temperatura apés 300 passos, considerando a tolerdncia do GMRES
ignal a 0.1, e nimero de vetores de Krylov igual a 5. Os resultados sao satisfatdrios,
porém observa-se que o choque entre as regies 1 e 2 é mais difusivo que o choque
entre as regides 2 e 3 para as trés grandezas. Provavelmente como consequéncia da
orientagdo da malha com relacéo & posicio do choque. As Figuras 3.15(b), 3.16(b) e
3.17(b) apresentam respectivamente as isocurvas da densidade, pressio e tempera-
tura. Nota-se que as isocurvas da temperatura também neste exemplo apresentam
pequenas oscilagdes. Contudo testes realizados com malhas mais refinadas demons-

tram que os procedimentos sdo estdveis, ou seja, a medida que a malha é refinada
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a precisio aumenta, como pode ser comprovado na Figura 3.18, que mostra perfis
de densidade para uma malha com 60 X 20 células, considerando 4 elementos em
cada célula, onde cada célula foi subdividida ao longo de suas diagonais principais.
A Figura 3.19 mostra isocurvas de densidade, pressio, temperatura, velocidades e
ntimero de Mach para uma malha nao estruturada com 1837 nés e 3594 elementos,
sendo bastante refinada na regifo do choque. Observa-se também uma boa precisio

da solugéo obtida.

sl G+SUPGHCD ——
G+SUPG+CAU -+
EXATA -

25

15
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0 05 1 15 2 25 3 35 4

(a) Perfis de Densidade {y=0.25) {(b) Isocurvas de Densidade (G+SUPG+CD)

Figura 3.15: Choque Refletido (2D) - Malha 60 x 20 - Densidade
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Figura 3.16: Choque Refletido (2D) - Malha 60 x 20 - Pressio
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Figura 3.18: Choque Refletido (2D) - Perfis de Densidade para malha 60 x 20, com
4 elementos por célula,
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Figura 3.19: Choque Refletido (2D} - Isocurvas do Choque Refletido com operador
CD - Malha nao-estruturada adaptada com 1837 nds e 3594 elementos
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Capitulo 4

Implementacao da Formulacao
Estabilizada Semi-Discreta das
Equacoes de Euler por Aresta

Eiste capitulo é organizado como se segue. Inicialmente apresenta-se um breve estudo
sobre estruturas de dados para armazenamento de matrizes esparsas, explorando as
relacOes entre grafos, mathas e as matrizes correspondentes. Procura-se mostrar
que as estruturas de dados por arestas sdo mais vantajosas para o caso de matrizes
esparsas oriundas de discretizacoes de elementos finitos. Em seguida, mostra-se
como se constroem as matrizes de arestas a partir do desmembramento das matrizes
de elemento provenientes da formulagdo SUPG para as equagdes de Euler, vista no
Capitulo 3. Da mesma forma que no Capitulo anterior, apresentam-se as expressoes
resultantes das matrizes de arestas e dos termos do vetor de residuos. Descreve-
se entdo em detalhe o algoritmo para o produto matriz-vetor esparso necessdrio
no método GMRES empregando-se as estruturas de dados por arestas, procurando
compard-lo com algoritmos elemento-por-elemento e métodos esparsos gerais. O
Capitulo termina com exemplos numéricos para validacio da implementacio por

arestas.

4.1 Estruturas de Dados para Matrizes Esparsas

Liste item tem por objetivo comparar estratégias para representacio de matrizes
esparsas enfatizando esquemas de armazenamento. Um breve estudo de grafos e

representacao de malhas por grafos também é apresentado.
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4.1.1 Representacao de uma Matriz Esparsa por Grafos

Formulagoes de elementos finitos em geometria complexa geram matrizes esparsas.
Neste caso, os elementos néo nulos ocorrem em posigdes arbitrarias, sendo necessario
o conhecimento de sua localizagao sempre que for preciso acessi-los. A eficiéncia dos
métodos iterativos estd fortemente ligada a esse fato, pois estes manipulam somente
os coeficientes nédo nulos da matriz. A Teoria dos Grafos é uma importante ferra-
menta para representar mafrizes esparsas, sendo usada, por exemplo, nas técnicas
de paralelismo por diversos algoritmos de solugéo de sistemas lineares [37].

Um grafo ndo direcionado G = (V, E) poder ser definido pelos conjuntos:

¢ Um conjunto de vértices:
V= {’Ul,’Ug,. ‘s ,'Un}

¢ Um conjunto de arcos E que consiste do par (v;,v;), onde v; e v; 880 elementos
de V,istoé, ECV x V.

Uma matriz esparsa de ordem n pode ser representada por um grafo G = (V, B),
sendo as n varidveis representadas pelos n vértices em V. Os arcos representam a

relagdo bindria estabelecida pelas equagbes, da seguinte forma:
Egiste um arco do né i para o nd j quando a;; # 0
Este arco representard entdo as relagbes bindrias:

Hauacdo i envolve o varidvel j

Bauacdo § envolve a varidvel

4.1.2 Representagcao de Grafos para Malhas de Elementos
Finitos
Existe uma associaciio intrinseca entre a maftriz esparsa originada pelo método dos
elementos finitos e a topologia da malha [37]. Estas propriedades topoldgicas podem
ser exploradas através da associagfo de grafos, malhas e matrizes esparsas. Trés
tipos de grafos sio mais utilizados: grafo nodal, grafo dual e grafo de comunicagéo
[38]. O grafo nodal tem como vértices os nés da malha e a ligagio dos vértices
sdo definidas pelas arestas, enquanto o grafo dual tem por vértices os elementos e a
ligacdo entre vértices ocorre quando hé arestas comuns a dois elementos adjacentes.

O grafo de comunicagéo também tem por vértices os elementos, porém a ligacio
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entre eles é definida por todos os elementos que tem pelo menos um né comum.
A Figura 4.1 mostra um exemplo de malha de elementos finitos e os trés tipos de

grafos correspondentes.

3 5@ 1
© ©
o |96

2 7 5

{a) Malha de elementos
finitos

(c) Grafo Dual {(d) Grafo de Co-
municacio

Figura 4.1: Diferencas entre tipos de grafos para um malha de elementos finitos

Observa-se ainda que para elementos triangulares o grafo nodal equivale ao grafo
da matriz esparsa correspondente & malha de elementos finitos. Assim, percorter
os arcos do grafo nodal equivale a percorrer as arestas geométricas da malha de
elementos finitos, ou seja, referenciar os termos envolvendo as equacdes ¢ e j da
matriz esparsa correspondente. O mesmo néo ocorre ao se percorrer o grafo dual,
isto é, os elementos da malha, uma vez que estes se associam indiretamente a matriz

esparsa através das contribuicées das matrizes de cada elemento.

4.1.3 Esquemas de Armazenamento de Matrizes Esparsas

Virias técnicas tem sido definidas com o objetivo principal de armazenar somente
os elementos diferentes de zero de uma matriz esparsa. Neste item ¢ {eita uma
comparacio entre técnicas que usam estrutura de dados diferentes, visando reduzir
a quantidade de memoria utilizada. Considera-se uma matriz esparsa A de ordem

n com um niimero total de elementos diferentes de zero igual a nnz.
Estrutura de Dados usando o Formato CSR (Compressed Sparse Row)
Na estrutura CSR. sfo necesséarios 3 vetores, sendo:

e Um vetor real AA, contendo os valores reais a;; # 0, armazenados linha por

linha, da linha 1 até a linha n. AA tem nnz elementos.
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» Um vetor de inteiros JA, contendo o indice da coluna de cada elemento a;;

armazenado em AA, com nnz elementos.

e um vetor /A de inteiros, contendo os ponteiros onde comecam cada linha em
AA e JA. Ou seja, o elemento TA(%) contém a posicio de AA e JA onde a
i-ésima linha comega. O tamanho de IA é n + 1, com TA(n + 1) contendo o
nimero JA(1)+nnz, isto é, o endereco em AA e JA do comeco de um nimero

de linha ficticio n + 1.

Figura 4.2: Malha de elementos triangulares lineares com 8 elementos, 9 nés e 16
arestas

A Figura 4.2 representa wmna malha de elementos triangulares, considerando ape-
nas uma varidvel em cada né. A matriz esparsa correspondente possui 41 coeficientes

diferentes de zero:

® x X X
X ® X X X
X & X
X ® x X X
A= x x X ® x X X
X X X ® X
X ® X
X X X ® X
L X X®.l

O armazenamento do tipo CSR para esse exemplo pode ser representado por:

1 5 38
Ad=["® x x x "% @ x x ... "x x x |
JA=[ 1 2 4 5 1 2 3 5 ... 5 6 8 9
JA=[ 1 5... 3% 49]

Para este caso sfo necessérias 92 posicOes de memdria.
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Estrutura de Dados usando o Formato MSR. (Modified Sparse Row)

Uma variagio comum do esquema CSR explora o fato da diagonal principal de A
ser usualmente de elementos diferentes de zero e ser acessada com maior frequéncia,

que os demais elementos. O formato MSR utiliza somente 2 vetores:

o Um vetor AA de reais, contendo os elementos nao nulos de 4. A diagonal
de A ocupa as n primeiras posigdes de AA. A posicio (n+ 1) do vetor AA
nio é usada para coeficientes de A, mas pode ser usada para alocar alguma
informaggo adicional de A. A partir da posigio (n + 2) os coeficientes nio

nulos sdo armazenados por linha.

¢ Um vetor de inteiros JA, contendo nas (n-+ 1) primeiras posicdes os ponteiros
de comego de cada linha de AA. Nas posiches restantes estio as colunas
correspondentes de cada elemento em AA, ou seja, para cada elemento AA(k),
o inteiro JA(k) representa o indice da coluna na matriz A. No esquema a seguir

encontra-se o armazenamento do tipo MSR para a malha ilustrada na Figura

4.2:

11 14 40
AA=[ ® ® ... ® * "x x x "x ... X x ¥
JA=[ 11 14 ... 40 42 2 4 5 1 ... &5 § 8]

Neste exemplo sdo necessdrias 84 posigdes de memoris.

Estrutura de Dados Elemento-por-Elemento

Neste caso os coeficientes da matriz esparsa A sio armazenados a nivel de cada
elemento. Considerando elementos triangulares lineares, tem-se em cada elemento
uma matriz de ordem 3, ou seja, 9 coeficientes. Para uma malha de elementos finitos
com nel elementos todos os coeficientes nio nulos da matriz esparsa A podem ser
armazenados na matriz de reais AA, com 9 colunas e nel linhas. Além disso, é
necessario um arranjo de inteiros, a matriz de localizaggo lﬂi(nel, 3), que contem o
nimero das equagdes globais associados a cada né do elemento, conforme definida
por HUGHES [5]. Maiores detalhes sobre as estruturas de dados elemento-por-
elemento podem ser encontrados em [21, 27]. Em geral a diagonal de A é acessada
com frequéncia, sendo guardada separadamente em um vetor diagA de ordem 7.
Para o exemplo de malha ilustrado na Figura 4.2, tem-se o seguinte esquema de

armazenamento:
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X X X X
X X X _ X
AA= | X X X ... ... X | com 8 linhas e 9 colunas
| X x X% X |
(1 4 5]
1 5 2
Im=12 5 6 , com 8 linhas e 3 colunas
| 5 9 6

diagd=[® @ ® ® @ @ ® @ ®)

Sa0 necessdrias 72 posi¢des de memdria para AA, 24 posicdes de meméria para
Im e 9 posighes para diagA, totalizando 105 posigoes de memoria. Observa-se que
neste caso sao armazenadas informagdes redundantes, j4 que cada coeficiente da
matriz esparsa global A recebe contribuicio dos elementos adjacentes. Além disso,
a diagonal principal é armazenada de forma compacta e por elemento. Para aliviar
essa redundéncia pode-se armazenar a diagonal de forma compacta e as matrizes de
elemento sem og termos da diagonal. Portanto, neste caso, o arranjo AA ficaria com

8 linhas e 6 colunas resultando em 81 posices de memdria.

Estrutura de Dados Aresta-por-Aresta

Os coeficientes da matriz esparsa, A sdo agora armazenados a nivel de cada aresta
da malha. Tem-se em cada aresta uma mairiz de ordem 2, com 4 coeficientes. Para
uma malha com nedges arestas os coeficientes de A sio armazenados na matriz
de inteiros AA com 4 colunas e nedges linhas. Da mesma forma, que no esquema
por elemento, define-se uma matriz de localizagio para as arestas, lm(nedges, 2),
contendo o nimero das equagBes globais associadas aos nés das arestas. Além disso
¢ necessario um vetor de n posicdes para armazenar diagA. Para o exemplo de

malha ilustrado na Figura 4.2, tem-se o esquema de armazenamento:

AA=1| . |, com 16 linhas e 4 colunas
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-1
B =
SN

Im=]9 1], com 16 linhas e 2 colunas

diegA=[® ® ® ® ® ® ® ® Q]

S8o necessarias 64 posi¢des de memdria para AA, 32 posicies de memdria para
Im e 9 posigbes para diagA, totalizando 105 posicdes de memdria. Da mesma forma
que no esquema por elemento pode-se armazenar somente os coeficientes fora da
diagonal das matrizes das arestas, evitando-se assim redundancia de informagdo
no armazenamento da diagonal. Portanto, para esse exemplo o arranjo AA ficaria
com 16 linhas e 2 colunas, resultando em 73 posicdes de memdria. B importante
ressaltar que os termos de fora da diagonal das matrizes das arestas correspondem
aos coeficientes da matriz global A. Dessa forma, pode-se dizer que o esquema
de armazenamento por aresta usa o8 mesmos arranjos do esquema elemento-por-
elemento, porém para um clemento de 2 nds, isto é, uma aresta.

Para esse exemplo simples o esquema de armazenamento por aresta é o mais
economico. Em malhas de grande porte, onde o niimero de arestas é aproximada-
mente de 2 a 3 vezes maior que o mimero de tridngulos [24, 25, 27], observa-se, ainda

assim, que o esquema por aresta é mais vantajoso.

4.2 Estrutura de Dados por Arestas

A partir das matrizes dos elementos oriundas da formulacio estabilizada apresentada
no capitulo 3, representadas em (3.32) e (3.34), define-se um desmembramento dos
coeficientes gerando as contribuices de cada aresta, que podem ser representadas

por:

e o x x 0 0 0 0 X 0 x

¢ ¢ =| X X 0|4+70 x x|+]0 0 0 (4.1)
¢ s 0 0 0 0 0 x X x 0 x
elem;nto e ares?a ij a,res‘:{?a Gk ares?a ki

onde e, X e 0 representam submatrizes de ordem 4. Além disso, sobre a aresta s
incidem informagdes dos elementos adjacentes a ela, como pode ser observado na
Figura 4.3. Assim, todas as contribuicies referentes 3 aresta s, estdo presentes nos

elementos e e f
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Figura 4.3: Elementos adjacentes a aresta s, formada pelos nos i e j.

o o X X X X

o= ] (42
b eV al 4 ~ i -

aresta s elemento e elemento

onde ¢ e X também representam submatrizes de ordem 4.

A estrutura de dados convencional para uma malha triangular linear define a
relacdo entre nés e elementos onde cada elemento e estd associado aos nds 2, j e &
da malha, de acordo com a Figura 3.1. Na estrutura de dados baseada nas arestas
cada aresta s esté associada aos nés i, 7, k e {, conforme a Figura 4.3. A mudanca de
estrutura de dados é feita considerando que os dados referentes & malha de elementos
jd existam. As informacoes geométricas e topoldgicas da malha sdo manipuladas de
forma a gerar a nova estrutura baseada nas arestas dos elementos. Para tal, € usado
uma técnica usual de busca em tabelas conhecida por Hash Table, descrita com
detalhes para, esta aplicagao em [35]. Assim, as matrizes definidas em (3.32) e (3.34)

também podem ser escritas por:

nedges
M= A )

nedges

C = A (c*)

s=1

(4.3)

onde nedges € o nliimero de arestas da malha. Assim sendo, é claro que a matriz

efetiva, MI* também pode ser calculada a partir das contribuicoes das arestas.
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4.3 Matrizes das Arestas

A partir das contribuigdes de Galerkin, corregio SUPG e operador de captura de
descontinuidade das matrizes dos elementos descritas no capitulo 3, pode-se obter
as contribui¢bes das matrizes das arestas. Como visto no esquema descrito em
(4.2), cada aresta possui parcelas de contribuigdes dos elementos adjacentes a ela. A
formulagio estabilizada baseada nos elementos considera as grandezas A, Ay AT
T, e T, constantes em cada elemento. Com o objetivo de manter a simplicidade da
formulacgo baseada nas arestas, tais grandezas assumirio valores também constantes

em cada aresta. Para isso o vetor de valores nodais em cada aresta é definido por:

T _
Vg = {313”2,113,“@:3)5,”6,”7:”8/} (44)
T '
no 1 no 2

e seu valor no ponto médio da aresta é dado por:

Uh Vi + Vg
U2 1 Ug + Vg
= = — 4.5
Vm U, 3 2 3 + Ur ( )
U4 Vg + Vg
De forma similar pode-se definir o valor nodal da derivada temporal a por;
a, = {01, 0z, a3, 04, 05, 05, a7, a5} (4.6)
n6 1 nd 2
e seu valor no ponto médio da aresta é dado por:
a1 -+ ap
1) ayg+as
== 4.7
Arm 2| az+ar (47)
a4 + ag

Portanto, Ay = Ay(vim), Ay = Ay(ve), Agt = Ay (v), Ty = Tm(vm) e T, =

Ty(Vm). Assim, na implementagio por aresta tem-se 3 avaliages em cada elemento.

4.3.1 Matriz de Massa

Na formulagio baseada nos elementos a mairiz de massa representada por (3.42),
guarda as contribuigdes do elemento e na matriz da aresta s, conforme a Figura 4.3,

e pode ser representada por:
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my =51 1] (48)

A matriz de massa total da aresta s é dada por uma soma das contribuic¢bes relativas

aos elementos e e f:

(4.9)

s A+ ANTI I
e = I

4.3.2 Correcao SUPG da Matriz de Massa

A corregdo SUPG da matriz de massa no elemento e, formada pelos nés i = 1,
Jj=2ek =23, ¢édada por (3.49). Fazendo manipulacdes algébricas triviais nos seus

coeficientes, representados em (3.50), obtém-se:

3 1
. T _(mgg '2" mpg) lmpg ) mj‘éﬂ
mp, = & m§9 —(m,, ;i—mpg) m,, (4.10)
m;, my —(my, —|— m} )

Portanto a contribui¢io do elemento e na matriz da aresta s é dada por:

T _m2 ml
s ye — 2 g P.‘]
(m,)* = [mgg m ] (4.11)

O elemento f com nés j = 2,4 =1 e ! = 4 possui contribuicdes similares. Levando-

se em congideragio as conetividades dos elementos e e f, a matriz total da aresta s

é dada por:
_sm!  sm? ]
m,, = P (4.12)
onde:
1 1 e f '
smpg = —6— [T (y3le + $13Ty) + 7 (y]_4Tm -+ $41Ty):| N (4 )
13
1
Smf,g ~ 5 [Te (y28Fs + 232Ty) + 7/ (42T + $24Ty)]

4.3.3 Matriz de Conveccao

Fazendo manipulagtes algébricas triviais nos coelicientes da matriz de convecgio do

clemento e, dados por (3.57), obtém-se:
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I A |
c; = 8 cgl, —(c, ;i— c)) lcg . (4.14)
c, c’ —(e, +c2)

Assim a contribui¢do do elemento e na matriz da aresta s é dada, por:

1[—c?2 ¢?
sye _ g (i
(cg) g { C; —c}J (4.15)

Levando-se em consideragio as conectividades dos elementos e e f, a mairiz total

da aresta s é dada por:

—scl  sel! ]
o = [ Cy 5 (4.16)
9 sc; —sc;
onde:
;1
8¢, = 6 [(ys1 + yie) Ay + (13 + $41)Ay]
1 (4.17)
scg =3 (s + y12) Ay + (%22 + T2s) Ay

4.3.4 Corre¢ao SUPG da Matriz de Conveccgao

A corregdo SUPG da matriz de convecgdo, dada pela expressio (3.61) com coefi-

cientes (3.62) para o elemento e, possui as seguintes contribuigdes na aresta s:

s e_'r_e —Bip B
(Cpg) - 4Ae I:B21 _B21:| (418)

E a matriz total da aresta s, levando-se em conta as contribuicdes dos elementos e

e f, pode ser representada por:

1

— 1 .
¢ = [ Sgpg Scpg} (4'19)
SCpg  ~SCpg .

sendo:
1
SCpy = 81A 4 + 89 A4y + $3Aye + 544,

) (4.20)
Scpg = SlA-:r;m + S3A.my =} Sszm + S4Ayy
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onde:

T rf
8§ = —— —_—
1= g e Yzva + 1AT 2
T rf
89 = @’923%3 + my@ﬂ?@
e iy (4.21)
83 = @%2%1 + mmym
7€ 7t
84 = Bgﬁszﬂim + miﬂzﬂu

4.3.5 Matriz de Correciao do Operador de Descontinuidade

A matriz com os termos do operador de captura de descontinuidades para o elemento

e, representada em (3.65), possui as seguintes contribuicbes na aresta s:

g [4‘312 Bi } (4.22)

CS e — =
(Cca) 44¢ | Bz —Bp
E a matriz total da aresta s, levando-se em conta as contribuictes dos elementos e

e f, pode ser representada por:

s _ |=8Ced SCeq
Cea = [ SC.g _Sccd:l (423)
onde:
SCeq = —5‘:( + Z39213) + 6f( + I (4.24)
ed = | 4 de Yazla1 32%13 447 Y4Y42 T T41T24 .

4.3.6 Resumo das Matrizes por Aresta

A matriz de massa na aresta s é dada por:

e el 2
m?!=m’+4+m’ = A_ [ i i ] + [ Snllpg Smpg ] (4_25)
Smpg fsmpg

com smy, e smy, definidos em (4.13). A matriz ¢® da aresta s ¢ dada por:

1

1 1 1
—sC, SC —sc SC —8Cyg  SCgq
T o e B b Y P B R TS
sc, —sc; ¢y, —SC SCy —SCuy

onde scj, sC5, (para i = 1,2) e 8¢y s80 respectivamente dados por (4.17), (4.20) e
(4.24).
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4.4 Residuo

O residuo definido pela expresséo (3.67), pode ser representado pelas contribuicGes

nos elementos por (3.68) ou pelas contribuicdes nas arestas por:

R = ;Al (r) (4.27)

& L. |

rf = —m?®’ — ¢°v

sendo m’® e c® dadas respectivamente por (4.25) e (4.26). Os vetores a® ¢ v* podem

ser representados por:

a’ = { & } Ve = ["1 ] (4.28)

dy Vg

onde os indices 1 e 2 representam respectivamente as contribuicdes dos vetores a® e
v®nosnds 1 e 2 da aresta s. O residuo r® ainda pode ser reescrito pelas contribuicdes

das vérias parcelas associadas, ou seja:

r’ = —(rfng + T T I0y + rgpg +12) (4.29)

As componentes do residuo relativas a matriz de massa sio dadas por:

Ac+ AT | tag
T = Mya’ = —— (4.30)
' 12
a; +a
As componentes do residuo relativas a m,, podem ser representadas por:
1 2
—S8in, a; + sim__as
r,,=m a’ = % e (4.31)
mg — TUpgc T 1 2 :
sIy,,a1 — Sm,, 8,
ou ainda pode-se dizer que:
1
r
s | mpg
Ty = { ) (4.32)
Limpg
2 _
onde Iy,. = —Tp,.

As componentes do residuo relativas a matriz ¢® podem ser representadas por:
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8.8 l: ch(v2_v1)jl (433)

2
—sc, (v — V1)
As componentes do resfduo relativas a correcio SUPG da matriz de conveccio

sdo dadas por:

g :csva‘:

rCPQ Pg

[ (V2 = Vl)} (4.34)

—scf,g(vg —vy)

As componentes do residuo relativas ao operador de descontinuidades podem ser

representadas por:

eilva = Vi )} (4.35)

o = CogV’ =
—8Ceg(Ve — Vi)
ou ainda pode-se dizer que:
1
Ted
= [ 2 } (4.36)

3 _ 1
onde r7; = —r_,.

4.5 Produto Matriz-Vetor para as Equacoes de
Euler

Em cada iteragio do algoritmo GMRES descrito no Apéndice A é necessirio executar
o produto matriz-vetor esparso. Esta operagéo pode ser feita usando uma estratégia
local, que pode ser executada a nivel de cada elemenio, denominada elemento-por-

elemento, ou a nivel de cada aresta, denominada aresta-por-aresta. Assim, tem-se:

ap=Aap, TR

onde nn é o numero de elementos, ou arestas da malha, A, é a matriz efetiva do
elemento ou da aresta, descritas respectivamente no capftulo 3 e na secio 4.3, e p,
sao as componentes de p restritas aos graus de liberdade do elemento ou da aresta.

As matrizes efetivas dos elementos e das arestas para as equacées de Euler podem

ser representadas esquematicamente por:
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An A Ay
Af = A21 A22 A23 (438)
Az Ag Ay

onde A;;, para 4,7 = 1, 2,3, sio submatrizes de ordem 4.

Ay Ap
As = [An A 4.
[Am Azz] (4:39)

onde Ay, para 4,7 = 1,2, sio submatrizes de ordem 4.

Observe que cada elemento tem 3 ndés e a matriz do elemento possui 3 x 3
submatrizes de ordem 4. Da mesma forma tem-se que cada aresta possui 2 nés e a
matriz da aresta possui 2 x 2 submatrizes de ordem 4. Outra grandeza definida a
partir das matrizes de elementos ou de arestas € o arranjo bloco diagonal nodal BD,
que guarda as contribuigbes dos blocos diagonais de cada estrutura local (elemento
ou aresta) por né. Assim, para cada né o arranjo BD possui uma submatriz de
ordem 4.

Considerando o armazenamento do arranjo BD e das estruturas locais (por ele-
mento e por aresta) é possivel otimizar o produto matriz-vetor desconsiderando a
redundéncia de armazenamento dos blocos diagonais de cada estrutura local (39, 40].
Bste esquema pode ser entendido como uma extensdo do esquema de otimizacio
proposto por GIJZEN [41], que considera apenas a utilizagio da diagonal principal
ao invés dos blocos-diagonais nodais. Sendo assim, o produto matriz-vetor esparso

é representado por:

Ap=BD(A)p + é(AT — BD(A,))p. (4.40)

Este procedimento diminui o nimero de operacdes de ponto flutuante e de en-
deregamentos indiretos necessérios. A implementacio da multiplicacdo matriz-vetor

para as estruturas locais, em linhag gerais segue o seguinte algoritmo:

Para cada estrutura local r faga

localizar p, em p
calcular v, = (A, — BD(A,))p,

espalhar + acumular v=v + vV,
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fim dor
v=BD(A)p+v

E importante notar que este algoritmo apresenta um 6timo potencial de veto-
rizagdo e paralelizagao, uma vez que os passos localizar e calcular podem ser
executados independentemente para cada estrutura local. Porém o passo espalhar
+ acumular envolve operacio de acesso 4 escrita de dados globais. Para estruturas
locais adjacentes as operagGes de acesso sdo executadas em enderecos comuns de v.
Portanto, operagbes concorrentes de espalhar + acumular sio possiveis somente
dentro de grupos ndo adjacentes de elementos ou arestas. Estes grupos sfio cons-
truidos a partir de um pré-processamento de elementos ou arestas por um algoritmo
de coloracdo de malha do tipo guloso [37]. As operagies localizar e espalhar
sao efetuadas através da matriz de localizacio lm(nn, nd), onde nn é o ndmero de
clementos ou arestas e nd é o nimero de graus de liberdade por elementos ou por
arestas. Hste arranjo define o mapeamento entre os graus de liberdade locais da
estrutura local e os graus de liberdade globais do problema, [5].

A operacdo BD(A)p ¢ executada pela soma dos valores nodais. Neste caso nio
hé problemas de acessos simultineos, pois o arranjo BD guarda em cada né a soma
de todas as contribuigdes das estruturas locais s quais o né pertence. Para executd-
la sd0 necessérias 28 flop (operages de ponto flutuante} e 12 i/a (enderecamentos
indiretos) em cada né da malha.

A seguir, apresenta-se o algoritmo de multiplicagio matriz-vetor elemento-por-

elemento e aresta-por-aresta.

4.5.1 Multiplicacao Matriz-Vetor Elemento-por-Elemento
A expressdo (4.40), quando a estrutura local é o elemento, pode ser representada
por:
nel )
ap=BD4)p+ A, - BD(A)D. (@41
e= e

onde nel é o ntiimero de elementos da malha. A operagio de multiplicacdo local

pode entao ser representada esquematicamente por:

O Ap Ay 351
(Ae - BD(Ae))pe = A21 O A23 P2 (4.42)
Ay A32 O Ps3
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Eista operagdo local é tratada através do seguinte algoritmo:

parae=1,... ,nel faga

( localizar as componentes globais de p¢)
neql = im(e,né 1)
neq2 = lmf{e, né 2)

neq3 = {m(e,né 3)

p1 = p(neql)
P2 = p(neq2)
P3 = p(neq3)

{ multiplicagio matriz-vetor elemento-por-elemento)
apl = Az * pz + A3+ p3

ap2 = Ay * p1 + Agz # p3

ap3 = Aj; * p1 + Ag * Py

(espalhar e acumular ap global)

ap(neql) = ap(neql) + ap1

ap(neq2) = ap(neq2) + ap2

ap(neq3) = ap(neq3) + ap3
fim do e

onde neqi, para ¢ = 1,2,3 é um arranjo de 4 inteiros contendo a posi¢ao no vetor
global p das componentes locais pi, que contém as 4 incognitas do né 4. Observa-se

que em cada elemento sfo necessarios 192 flop e 36 ifa.

4.5.2 Multiplicagao Matriz-Vetor Aresta~por-Aresta

A expressao (4.40), quando a estrutura local é a aresta, pode ser representada por:

nedges

ap=BD(A)p+ A (4, - BD(A)p, (4.43)

onde nedges é o nidmero de arestas da malha, A operacao de multiplicacdo local

pode entdo ser representada esquematicamente por:
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(A~ 8D~ |0 4] [ 2] (444

Esta operacao local ¢ tratada através do seguinte algoritmo:

para s = 1,... ,nedges faga

( localizar as componentes globais de p*)

neql = /m(e,né 1)

neq2 = [m(e,né 2)

p1 = p(neql)

P2 = p(neq2)

( multiplicacdo matriz-vetor elemento-por-elemento)
apl = A x P2

ap2 = Ay *py

{espalhar e acumular ap global)

ap(neql) = ap(neql) + apl

ap(neq2) = ap(neq2) + ap2

fim do s

Da mesma forma tem-se que neqi, para¢ = 1,2, é um arranjo de 4 inteiros. Observa-

se que em cada aresta sio necessirias 64 flop e 24 i/a.

4.5.3 Custos Computationais do Produto Matriz-Vetor Es-
parso

Devido a importéncia do produto matriz-vetor no processo de solucio implicita
das equagdes de Fuler é fundamental escolher a melhor forma para realizéd-la. Nas
seqoes 4.5.1 e 4.5.2 foram apresentados respectivamente algoritmos para o produto
matriz-vetor utilizando as estratégias elemento-por-elemento e aresta-por-aresta.
Além dessas estratégias pode-se citar a operacio matriz-vetor considerando o ar-
mazenamento da matriz esparsa gerada pelos métodos CSR ou MSR, tratados na
secao 4.2. Segundo SAAD [37], para este tipo de armazenamento existe um fator

prejudicial na vetorizagio e paralelizagio, j& que o comprimento efetivo da Operagao
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de multiplicagiio de vetores ddot corresponde ao ntimero de coeficientes ndo nulos
das linhas, o que é muito pequeno. PINAR [40] propGe estratégias para minimizar
esse problema, porém as estratégias locais ainda possuem vetores bem mais longos,
melhorando o desempenho de vetorizagio e paralelizacéo.

Considerando-se as relagdes de Euler entre nimero de vértices (nds), faces (ele-
mentos) e arestas em uma triangulacio no plano, dadas por exemplo por CAREY
[27] ou LOHNER [31], pode-se assumir que nel /& 2xnn0s e que nedges = 1.5xnel =~
3Xnnos. Nessas estimativas supos-se gue o nimero de nés na fronteira é desprezivel
frente a0 mimero de nés no interior do dominio. Sendo assim, a Tabela 4.1 compara
a demanda de meméria para se armazenar a matriz esparsa, o niimero de operacdes
de ponto flutuante (flop) e o nimero de enderecamentos indiretos (i/a) necessarios
para se efetuar o produto matriz-vetor esparso para as estratégias elemento-por-
elemento e aresta-por-aresta do item 4.5. Note que os dados nesta tabela consideram

a operacao completa conforme as equacdes (4.41) e (4.43).

Tabela 4.1: Comparacdo de custos computacionais para o produto matriz-vetor

| Estrutura de dados | Meméria, fop | t/a ]
Elemento 208 x nnos | 412 x nnos | 84 % nnos
Aresta, 112 x nnos | 220 x nnos | 84 * nnos

Observa-se nesta tabela que a utilizacdo do esquema de armazenamento dog
coeficientes da matriz esparsa por arestas reduz a demanda de meméria € 0 nimero
de operagbes de ponto flutuante para o cdleulo do produto matriz-vetor esparso em
praticamente 50%, mantendo-se constante o nmimero de operagoes de enderecamento
indireto. Estas estimativas favorecem bastante o esquema por arestas. Com respeito
808 esquemas esparsos gerais, deve-se lembrar que o esquema por aresta, tal como
apresentado, armazena somente os termos nio nulos da matriz esparsa A, como os
esquemas CSR e MSR. Porém, o esquema por aresta necessita da matriz de locali-
zaGio das arestas, o arranjo lm(nedges, 2), o que significa um arranjo de inteiros da
ordem de 6 x nnos. J4 o esquema CSR, por exemplo, necessita de dois vetores, /A
e JA, respectivamente de comprimento nnz e (n + 1). Considerando que o nimero
de termos néo nulos é da ordem do nimero de coeficientes a serem armazenados no
esquema por aresta listado na Tabela 4.1, isto é, 112 x nnos, e que n & 4 X nnos,
pode-se argumentar que o esquema por aresta, implica em uma utiliza¢do de ponteiros
bem inferior aos esquemas esparsos gerais.

Recentemene LOINER [42, 43] e LOHNER et al. [44] evidenciaram que para
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se atingir um desempenho préximo do ideal em méquinas paralelas com memdria
compartilhada escaldvel, técnicas de renumeracao especiais dos nds e arestas se fazem
necessarias. Entre as técnicas de remumeragio nodal que procuram minimizar o
acesso & memaria cache, aumentando a localidade dog dados, LOHNER [43] sugere
a utilizagdo de algoritmos de minimizacio de banda. Em todos os exemplos deste
capitulo que envolvem malhas nao-estruturadas, apresentados adiante, os pontos
nodais foram reordenados pelo algoritmo Reverse Cuthill-McKee (RCM) [27]. Nao
foi feito nenhum esforco de se otimizar a contengdo de memdria ou os efeitos de

sobreescrita na memdria cache utilizando-se das técnicas sugeridas por LOHNER et
al. [44].

4.6 Exemplos de Validacao da Implementacdo por
Aresta

Séo considerados dois exemplos, j4 estudados no capftulo 3: Choque Obliquo Bidi-
mensional e Choque Refletido Bidimensional. Os resultados sio comparados com
as solugbes usando a formulacdo por elemento. O algoritmo de avango no tempo é
0 mesmo descrito na segdo 3.5, sendo o nimero de multicorregdes também fixado
em 3. Em todos os casos foi considerada, a correcdo SUPG e o operador de captura
de descontinuidade. Assim, a notacio CD indica que foi usada uma formulagio do
tipo G4+SUPGHCD, e da mesma forma uma notagao CAU indica que foi adotada
uma formulagio do tipo G+SUPGHCAU. Em todos os casos obtem-se a solugio
considerando 5 vetores de Krylov, tolerancia igual 2 0.1 e 1000 passos. E impor-
tante observar que, em geral, a solucéio j3 convergiu apos 200 passos. Detalhes serio

tratados no préximo capitulo.

4.6.1 Choque Obliquo Bidimensional

As Figuras 4.4, 4.5 e 4.6 mostram, respectivamente, comparagoes de perfis de den-
sidade, pressfo ¢ temperatura entre as implementagdes por elemento e aresta para.
a malha 20 x 20, com 2 elementos em cada célula. Observa-se que as solugles por
aresta sao praticamente iguais 3s solugdes por elemento. A Figura 4.7 mosira perfis
¢ isocurvas de densidade para a malha com 80 x 80 células, considerando dois ele-
mentos em cada célula. Observa-se, portanto, que a solu¢@o para uma malha mais
refinada também apresenta Gtimos resultados.

A Tigura 4.8 apresenta o comportamento do residuo da densidade com relacdo
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(a) Densidade com operador CD (b) Densidade com operador CAU

Figura 4.4: Choque Obliquo (2D) - Malha 20 x 20 com 800 elementos, 441 nés e 1240
arestas - Comparacao de Perfis de Densidade para z = 0.9 para as implementagoes
por elemento e aresta.
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(a) Pressio com operador CD (b) Pressao com operador CAU

Figura 4.5: Choque Obliquo (2D) - Malha 20 % 20 com 800 elementos, 441 nés e 1240
arestas - Comparacio de Perfis de Pressio para 2 = 0.9 para as implementagdes por
elemento e aresta.
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(b) Temperatura com operador CAU

Figura 4.6: Choque Obliquo (2D) - Malha 20 x 20 com 800 elementos, 441 nés e 1240
arestas - Comparagéo de Perfis de Temperatura para x = 0.9 para as implementacoes

por elemento e aresta.

| X4 T T T T
CAU aresta ——
CAU elemenio —+-—
15 exata ----- T

12 - b

1l F b

09 | b

0'8 1 L] 1 - 1
0 02 0.4 0.6 0.8 i

¥
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Figura 4.7: Choque Obliquo (2D) - Malha 80 x 80 com 12800 elementos, 6561 nds
e 19360 arestas - Densidade com operador CAU - Formulagio por aresta.
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a0 tempo de CPU, executado na maquina SGI O2, para a malha 80 x 80 com 12800
elementos, 6561 nds e 19360 arestas, usando o operador CAU. A implementacio por
aresta ¢ 1.73 vezes mais répida que a implementagio por elemento. Observe que a
solugéo por elemento estagna para um residuo de densidade um pouco menor que
1 X 1073, com um tempo de CPU em torno de 0.3, enquanto que a solugdo por
aresta atinge residuos de densidade préximos a 1 x 107%, com um tempo de CPU
menor, em torno de 0.2. Com relaciio a memdria necessaria para armazenamento
dos coeficientes da matriz efetiva, no esquema por aresta sio necessirios 2 blocos
de 16 componentes para cada aresta para armazenar os coeficientes da matriz efe-
tiva fora dos blocos diagonais e 1 bloco de 16 componentes em cada né da malha
para armazenar os blocos diagonais, totalizando, neste exemplo, 724,496 posicoes de
memdria. Em contrapartida, no esquema por elemento sdo necessirios 6 blocos de
16 componentes em cada elemento para armazenar os coeficientes de fora dos blocos
diagonais da matriz efetiva, além de 1 bloco de 16 componentes para armazenar
08 blocos diagonais em cada né da malha, totalizando, neste exemplo, 1,333,776
posi¢des de memdria. Observa-se, portanto, que a memdria necessiria no esquema
por aresta ¢ igual a 54.32% daquela necessdria para o esquema por elemento, fato

j& estimado na Tabela 4.1 para casos gerais.

T T T T
Aresta —
Elemento —---
0.1 1
0.01 E
0.001 4
0.0001 | 1
16'05 1 ] L 1 L ] £l 1 1

0 01 02 03 04 05 06 0.7 08 09 1
CPU relativo

Figura 4.8: Choque Obliquo (2D) - Malha com 12800 elementos, 6561 nds e 19360
arestas - 1000 passos do residuo da densidade com operador CAU para as formulagdes
com aresta e elemento.

O tempo total de execugio do processo de solugio é praticamente todo preenchido

pelas rotinas de montagem das matrizes efetivas locais (tri2d), montagem do ve-
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tor de residuos (resid) e solugdo do sistcma de equagdes (gmres). A Tabela 4.2
mostra as porcentagens do tempo gasto em cada rotina citada para as estratégias
por elemento e por aresta. Observa-se que o tempo gasto na solugio do sistema pela
estratégia aresta é praticamente a metade daquele gasto no esquema por elemento.
Isso se deve ao fato de que o produto matriz-vetor por aresta necessita de menos
flop que o produto por elemento. Na implementagdo por arestas o cédlculo dos coefi-
cientes da matriz efetiva e do vetor de resfduo dominam os custos computacionais,
j4 que a tolerancia do método GMRES é de apenas 0.1 e o produto matriz-vetor est4
bastante otimizado. O tempo necessério para se calcular os coeficientes da matriz
efetiva e as componentes do residuo é relativamente maior para a implementacéo
por aresta quando comparado com a estratégia elemento. Isto aconiece porque em
cada aresta os pardmetros de establizagio da formulagio SUPG ¢ dos operadores de

captura de choque séo calculados para cada elemento adjacente & aresta.

Tabela 4.2: Porcentagens do tempo gasto das rotinas tri2d, resid, gmres para o
choque obliquo bidimensional.

| Rotina | clemento | aresta

tri2d | 33.39% | 43.50%
resid | 6.64% | 21.25%
gnres | 58.55% | 32.81%

4.6.2 Choque Refletido Bidimensional

A Figura 4.9 mostra as isocurvas de densidade, pressao, temperatura, velocidade e
nimero de Mach para uma malha no-estruturada uniforme com 5440 elementos,
2829 nos e 8268 arestas. J4 a Figura 4.10 mostra as mesmas isocurvas para a
malha néo-estruturada com 3594 elementos, 1837 nds e 5430 arestas, apresentando
um refinamento na regiio do choque. Esta malha foi utilizada no Capftulo 3 na
validagao da formulagio por elemento. Observa-se um 6timo comportamento para
as duas malhas, sendo os resultados semelhantes Aqueles obtidos com o esquema por
elemento. '

As Figura 4.11 e 4.12 apresentam o comportamento do residuo da densidade com
relagdo ao tempo de CPU, também executado na mdquina SGI O2, para a malha
nao-estruturada com 5440 elementos, 2829 nds e 8268 arestas, respectivamente para
os operadores CD e CAU. A implementagio por aresta é cerca de 1.4 vezes mais

ripida que a implementagdo por elemento para os dois operadores. Observe que
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Figura 4.9: Choque Refletido (2D) - Isocurvas do Choque Refletido com operador
CD - Malha néo-estruturada uniforme com 5440 elementos, 2829 nds e 8268 arestas

- Formulagao por arestas.
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(c) Isocurvas de Temperatura
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(e) Isocurvas de V, (f} Isocurvas de M

Figura 4.10: Choque Refletido (2D) - Isocurvas do Choque Refletido com operador
CD - Malha néo-estruturada adaptada com 3594 elementos, 1837 nés e 5430 arestas

- Formulagio por arestas.
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para o operador CD a soluciio por elemento estagna para um residuo de densidade
superior a 1x 107*, com um tempo de CPU em torno de 0.3, enquanto que a solugdo
por aresta atinge residuos de densidade préximos a 1x 107, com um tempo de CPU
menor. Para o operador CAU o comportamento é semelhante, porém os residuos
de densidade estagnam em ordem de grandeza major. A memoria necessiria para
armazenar todos os coeficientes da matriz efetiva para a estratégia por elemento é
de 567,504 posigbes, e para a estratégia por aresta ¢ de 309,840 posigdes ( 54.59%),

confirmando mais uma vez as estimativas mostradas na Tabela 4.1.

1 r T T T T T T T T T

Aresta —
Elemento

0.1 b

001 ff |

0.001
b

!
\i‘ EERRLERER 4 i A & I.ﬁ 1
00001 S

1e-05 1 ] t t 1 1 El ! I
0 01 02 03 04 035 06 07 08 09 1
CPU relativo

Figura 4.11: Choque Refletido (2D) - Malha ndo estruturada com 5440 elementos,
2829 nos e 8268 arestas - 1000 passos do residuo da densidade com cperador CD
para as formulagbes com aresta e elemento.

A Tabela 4.3 mostra as porcentagens do tempo de execuciio das rotinas que
dominam o tempo de CPU para as estratégias por elemento e por aresta. As mesmas

observacoes feitas para o choque obliquo cabem para este caso.

Tabela 4.3: Porcentagens do tempo gasto das rotinas tria2d, resid, gmres para o
choque refletido bidimensional.

| Rotina | elemento | aresta |

tri2d | 35.04% | 43.10%
resid | 7.88% | 20.73%
gnres | 55.85% | 34.41%

As Figuras 4.13 e 4.14 apresentam o comportamento do residuo com relagio

ao tempo de CPU para a malha nfo-estruturada com 3594 elementos, 1837 nds
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Figura 4.12: Choque Refletido (2D) - Malha néo estruturada com 5440 elementos,
2829 nos e 8268 arestas - 1000 passos do residuo da densidade com operador CAU
para as formulagtes com aresta ¢ elemento.

e 5430 arestas, respectivamente para os operadores CD e CAU. A implementacao
por aresta também ¢é aproximadamente 30% mais rdpida que a implementacio por
elemento. Para o operador CD também tem-se que o residuo da densidade para
a implementagfo por aresta é inferior o da implementacio por elemento. Para o
operador CAU os residuos estagnam na mesma ordem de grandeza, porém a imple-
mentagio por aresta necessita de um tempo de CPU menor. A memdria necessdria
para armazenar todos os coeficientes da matriz efetiva para a estratégia por elemento
é de 374,416 posicoes, e para a estratégia por aresta é de 203,152 posicdes (em torno

de 54%), mais uma vez confirmando as estimativas da Tabela 4.1.

4.6.3 Analise de Desempenho Vetorial e Paralelo

Neste item ¢ analisado o desempenho vetorial e paralelo da implementacdo por
aresta. O exemplo escolhido fol o choque obliquo com a malha 80 x 80, pois é o
exemplo que apresenta o maior nimero de arestas. Os testes foram realizados no
CRAY J90, sendo usado as ferramentas disponfveis para medida de desempenho.
Para uma CPU utiliza-se o hardware performance monitor (hpm) e o profiling tool
(perfview), ¢ para 8 CPU’s utiliza-se a ferramenta atezpert. Os pardmetros bésicos
para as medidas de desempenho nesta méquina sio o niimero de operagdes de ponto
flutuante por segundo (flop/s) ¢ o ganho em tempo de CPU (speed-up).

O tempo total de execucao com uma CPU foi de aproximadamente 1 hora. A
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Figura 4.13: Choque Refletido (2D) - Malha adaptada com 3594 elementos, 1837
nos e 5430 arestas - 1000 passos do residuo da densidade com operador CD para as
formulagoes com aresta e elemento.
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Figura 4.14: Choque Refletido (2D) - Malha adaptada com 3594 elementos, 1837
nos e 5430 arestas - 1000 passos do residuo da densidade com operador CAU para
as formulagdes com aresta e elemento.
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Tabela 4.4 mostra o tempo relativo de CPU e a taxa de operagées de ponto flutuante
(flop/s) nas rotinas que dominam o tempo de execucio, sendo tri2d a rotina que
monta a matriz efetiva, resid a rotina que monta o vetor de residuo, matvec a
rotina que calcula o produto matriz-vetor e sblkd a rotina que executa as operacdes

relativas & agio do precondicionador bloco diagonal nodal.

Tabela 4.4: Desempenho vetorial das principais rotinas da implementagio por aresta,
- Choque Obliquo - Malha 80 x 80.

| Rotina | tempo (%) | Mflop/s |

tri2d 50.7 97.0
resid 41.8 107.6
matvec 3.4 105.9
sblkd 1.1 129.0

Observa-se um tempo muito pequeno para as principais rotinas de solucio do
sistema. linear (matvec ¢ sblkd) quando comparado com o tempo das rotinas res-
ponsdveis pela montagem do sistema (tri2d e resid ). Este fato Jja é esperado,
pois, além da rotina matvec estar bastante otimizada, a tolerdncia do método GM-
RES é de apenas 0.1, necessitando de um nimero muito pequeno de iteractes para a
convergéncia. As taxas de Mflop/s alcancadas pelas principais rotinas situam-se em
torno ou acima de 50% da performance de pico da mdquina (200 Mflop/s). Com-
parando estas taxas com dados conhecidos, verifica-se que o desempenho alcancado
pelo benchmark da NASA CG-Classe A [45] no CRAY J90 é de 95 Mflop/s. Este
benchmark emprega o método dos gradientes conjugados, e foi projetado para tes-
tar calculos tipicos de problemas em malhas ndo-estruturadas. O desempenho do
benchmark é dominado pelo produto matriz-vetor esparso. Desta forma, observa-se
que o desempenho da rotina para o produto matriz-vetor do presente trabalho é
um pouco superior ao do benchmark. A Figura 4.15 mostra o speed-up paralelo,
considerando a execucgao com 8 CPU’s. Neste exemplo o algoritmo de coloracio de
malha definiu 6 blocos de cores. Note o 6timo desempenho .paralelo das principais
rotinas do cédigo. Além disso, observa-se que o programa como um todo (job) apre-

senta um desempenho paralelo muito bom, quando comparado ao alcancado pelo
benchmark da NASA CG, que é de 4.57 em 8 CPU’s.
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Figura4.15: Speed-up Paralelo no CRAY J90 - Choque Obliquo (2D) - Malha 80X 80.
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Capitulo 5

Técnicas de Aceleracao de
Convergéncia na Solucao da
Equacao de Euler

Neste capitulo sio apresentadas estratégias que visam acelerar o processo de solugao

da formulagdo descrita nos capitulos 3 e 4 para a equacio de Euler bidimensional.

5.1 Estratégia de Passo Local no Avanco do Tempo

Estratégias de escolha do passo adequado nos algoritmos de avanco no tempo sao
um fator importante para a economia de tempo de processamento. Varios trabalhos
enfatizando técnicas de escolha do passo tem sido desenvolvidos. Baseado na teoria
de controle, COUTINIIO e ALVES [46] implementaram uma escolha automéatica do
passo para algoritmos transientes de escoamentos misciveis, aumentando a robustez
do codigo. Usando varidveis de entropia na solugio das equagdes de Navier-Stokes,
JOHAN, HUGHES e SHAKIB [47] apresentam uma heuristica automatica no al-
goritmo de controle do passo usando relages simples entre as varidveis fisicas do
problema, o tltimo passo calculado e um passo méximo especificado. Qs resultados
demonstram que tais heuristicas reduzem os custos computacionais.

Outro tipo de estratégia, que também vem sendo usada com sucesso, é definir
tamanhos diferentes de passos em regiGes distintas do dominio. O tempo de CPU
diminui bastante quando [21] define passos de tempo distintos para cada né da
matha a partir das condi¢des de estabilidade do algoritmo de avango no tempo, us-
ando uma formulacio espago-tempo GLS (Galerkin Least Squares) com varidveis
de entropia. Considerando uma formulagio SUPG com varidveis conservativas LE
BEAU e TEZDUYAR [48] usam um algoritmo de integracio do tipo preditor mul-

ticorretor que emprega passos de tempo diferentes em regides distintas do dominio.
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Sao considerados grupos de elementos que possuem passos de tempo apropriados
com procedimentos de interacio entre esses grupos. DE SAMPAIO ¢ MOREIRA
[49] apresentam uma formulagio unificada para escoamentos compressiveis e quase
incompressiveis usando uma estratégia de passo local originalmente desenvolvida
para problemas incompressiveis em regime transiente com refinamento de malha.
No caso das equagdes de Fuler, a convergéncia para o regime permanente pode ser
acelerada avancando-se no tempo cada né da malha de acordo com um passo de
tempo local. Para uma formulagio explicita com volumes finitos, considerando ma-
lhas néo estruturadas, MAVRIPLIS ¢ JAMESON [25] definem um passo de tempo
local que depende das propriedades difusivas e convectivas dos diversos volumes de
controle ao redor dos pontos da malha. A partir dessas idéias este trabalho apre-
senta uma estratégia de passo local, definindo para cada né da malha um passo de
tempo diferente a partir de propriedades dos elementos (ou arestas) que concorrem
neste n6. Em geral, nos algoritmos de avango no tempo cada passo At é considerado
fixo em toda a anilise e em todo o dominio. Para se obter a solucio estaciondria
em algoritmos transientes o passo At deve ser escolhido de forma a satisfazer certas
condigoes de estabilidade e precisao. Sendo assim, pode-se dizer que o passo de

tempo ideal pode ser expresso em funcio de,

At = g(CFL, h,u) (5.1)

onde C'FL é o nimero de Courant-Friedrichs-Lewy, h é o pardmetro de malha que
determina o tamanho do elemento e u é a velocidade do escoamento. Em algoritmos
de integragao explicitos a condicao de estabilidade geralmente requer CFL < 1.
Ja com algoritmos implicitos pode-se obter solucoes suficientemente precisas com
CFL > 1. Usualmente impd&e-se uma condigio de CFL para a malha, o que implica,

em se considerar um passo fixo, isto é,

At =min{At.}, r=1,2,...,nel (ou nedges) (5.2)

Contudo, observa-se que h ¢ u sdo componentes locais, ou seja, para cada elemento
da malha tem-se valores distintos. Assim, para um determinado valor fixo de Aft,
em algumas partes do dominio essa relacao poderia ser aproximadamente satisfeita,
e no restante o valor de At poderia ser muito menor que o necessario. Este fato
conduz a uma convergéncia lenta para o regime permanente e um consequente au-

mento dos custos computacionais. Alternativamente, pode-se determinar localmente
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o tamanho do passo mantendo condigdes ideais de estabilidade em todo o dominio.
Considerando as condicdes de estabilidade no interior de cada elemento, a partir da

expressdo (3.10), tem-se:

he
(ce + [ueB,|)

sendo CFL constante para toda malha, A, o pardmetro que mede o tamanho do

At, = CFL (5.3)

elemento e, ¢, a velocidade acistica, u, é o vetor velocidade calculado no baricentro
do elemento e e 8, é um vetor unitario arbitririo descrito em (3.11). Portanto, tem-
se que o vetor passos de tempo local para o passo corrente no algoritmo de avancgo

no tempo pode ser definido por:

At(no;) = mineea{dt.} parai=1,2,... nnos (5.4)

onde A é o conjunto de todos os elementos que contém o né no;. Essa definigdo
é vélida tanto para a estrutura de dados por elemento quanto para a estrutura de
dados por aresta.

No algoritmo preditor multicorretor de avanco no tempo descrito na secac 3.5,
para cada tempo ¢, € calculado o vetor de residuos R e a matriz efetiva M*, dados
respectivamente por (3.67) e (3.90). Considerando o célculo local de At & possivel
reescrever a matriz efetiva, considerando a estratégia por elemento esquematica-

mente por:

M* = [m}]

i
el (5.5)
m;; = A(mfj + 0.5At(noi)c;)

para 4,7 = 1,2,3. m§; e cf; so submatrizes de ordem 4 e foram definidas na segao
3.3. No algoritmo de avango no tempo foi considerado a regra trapezoidal (o = 0.5).
Na estrutura de dados por aresta a matriz efetiva M* & representada de forma

similar, podendo ser escrita esquematicamente por:

M* = [mj}]
nedges (5'6)
m* = A1 (n’.l,fJ -+ 0-5Af’-(noz)c:j)

S=
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para os operadores CD e-CAU para a malha adaptada com 5430 arestas, usando a
estrutura de dados por aresta e estratégia de passo local, considerando CFL = 2.0 (
0.004 < At < 0.4). Observa-se que as isocurvas de densidade com o operador CD sdo
praticamente iguais Aquelas obtidas com o passo fixo, At =0.01 e CFL,,,, ~ 4.5
(Figura 4.10). As Figuras 5.2(c) e 5.2(d) mostram comparag()esr de residuos de
densidade para passo local e passo fixo para a estratégia por aresta, respectivamente,
com os operadores CD e CAU. Observa-se que os residucs de densidade sio menores
apos 250 passos apenas com o operador CAU. Quando o operador CD é considerado
o residuo de densidade estagna em valores superiores Aqueles obtidos usando passo

fixo de avango no tempo.

B
7:;.; . Ja\‘\ 7

i y.ll e 4oh

(a) Isocurva de Densidade com operador CD (b) Isocurva de Densidade com operador CA
(Passo Local) (Passo Local)
I T T T T l T T T T
CID PI, (aresta) cfl=2,0 — CAU PL (aresta) cfl=2.0 ——
CD GLOBAL (aresta) di=0.01 - ] CAU GLOBAL (arestay dt=0.01 ~——

0.01 E 0.01

M 0.001 3

0.000t ! . ! ! 0.0001 L ! —1 L
50 100 150 200 250 50 160 150 200 250

(¢) Residuo com operador CD (d) Residuo com operador CAU

0.001

Figura 5.2: Choque Refletido (2D) - Malha nfo estruturada adaptada com 3594
elementos, 1837 nés e 5430 arestas - Comparaces de Densidade - Passo local com
estratégia por aresta, _ .

Na maioria dos casos estudados observa-se que apés 200 passos os residuos estag-
nam, tanto com passo local, quanto com passo fixo. O préximo item apresenta uma
estratégia que visa acelerar a convergéncia fazendo com que os resfduos diminuam

até a precisdo da maquina,
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5.2 Congelamento do Operador de Captura de
Descontinuidades

A solugdo das equages de Euler implica na resolugdo de um problema discreto al-
tamente néo-linear. JOHAN, HUGHES e SHAKIB [47] usam uma formulacio de
elementos finitos GLS (Galerkin Least Square) espago-tempo em varidveis de en-
tropia para as equagoes de N-S e observam que a linearizagdo do sistema produz
solugGes que estagnam. Este fato ocorre uma vez que a linearizagio dos jacobianos
se d4 de forma inconsistente. Para resolver esse problema os autores sugerem o
uso de uma estratégia livre de matrizes, onde o efeito do jacobiano é aproximado
por duas avaliagOes sucessivas de residuos. Este método é usado com sucesso por
muitos autores, por exemplo, [36, 50, 51]. Por outro lado, VENKATAKRISHNAN
[34], usando métodos explicitos em volumes finitos com esquemas upwind de alta or-
dem, também chega a solugdes que estagnam. 10 investigado entdo o uso de técnicas
de congelamento de limitadores das grandezas fisicas do problema no contexto do
método dos volumes finitos e proposto um novo limitador, ndo monoténico, que
converge para a precisio da miquina. O mesmo problema de estagnacio da con-
vergéncia foi observado por LYRA et al [29] em formulacGes TVD explicitas de
elementos finitos para as equacdes de Euler. Nesse caso foi utilizada a estratégia de
congelar o operador de captura de descontinuidade quando o residuo decresce em
torno de duas ordens de grandeza.

Para a formulagdo implicita de elementos finitos em varidveis conservativas deste
trabalho, observa-se que, a partir de um determinado niimero de passos, o residuo
também nédo decresce mais. A estratégia a ser adotada visa congelar o operador de
captura de descontinuidade a partir da estagnacio do residuo de densidade. Para
justificar tal procedimento é considerado o exemplo do choque refletido, descrito
na Figura 3.14, para a malha com 60 x 20 células, considerando 2 elementos em
cada célula. A Figura 5.3 mostra os valores do pardmetro do operador de captura
de descontinuidades dcay em cada elemento da malha nos passos 1,2, 100, 200
e 300, com a estratégia por elemento. O operador CAU foi escolhido, pois seu
valor é proporcional ao resfduo no interior do elemento. Observa-se que a partir de
um determinado nimero de passos existem valores de doay significativamente mais
elevados que os demais, conduzindo 3 estagnacio do residuo. Quando os operadores
sao congelados a aproximagdo no passo corrente é obtida sem a atualizacio dos

efeifos nio lineares do operador de captura de descontinuidades e, consequentemente,
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o residuo pode ser reduzido, até eventualmente atingir a precisio da méiquina.
Para congelar o operador de captura adota-se uma heuristica que mede a variacao
média do residuo dentro de um determinado ndmero de passos. Para tal, considera-se
dentro de um grupo de 7ipgs505, 0 residuo médio (resmeq), 0 residuo minimo (res;i,),
o resfduo méximo (resmq,), a razéo minima de variagio (vym,) € a raziio mixima de
variagdo (Vmaeg). No processo de avango de passos é considerado o seguinte algoritmo

para congelar o operador de captura:

para ip.es0 = 1,2,3,... faga

calcular residuo de 754450

em cada grupo de Tpggees faga
8€ TCSmin =~ Vmin * T€Smed © T€S8maz < Umaz * T€Smeq faga
congelar o operador a partir de 4pgss0

fim do se
fim do grupo de Tipgssos

reinicializar componentes para o préximo grupo de Npesses

continuar procedimentos de tpas40

.

fim do para

5.2.1 Experimentos Numéricos

Mais uma vez é considerado o problema do choque refletido descrito na. secao 3.6. A
Figura 5.4 mostra os resultados obtidos para a malha adaptada com 3594 elementos,
usando a estrutura de dados por elemento com congelamento para os operadores CD
e CAU. Os parimetros de congelamento adotados foram 7ipasses = 30, Vpin = 0.8
€ Umge = 1.2 para o8 dois operadores, sendo que o congelamento ocorreu no passo
240. As Figuras 5.4(a) e 5.4(b) mostram as isocurvas de densidade, respectivamente,
para os operadores CD e CAU. Observa-se que os resultados sao praticamente iguais

aqueles obtidos sem o congelamento, mostrados, respectivamente, nas Figuras 5.1(a)
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.000000
. 006675
-013351
0zo0z6
.0z6702
033377
.040053
.0D46728
.053404

© 00 0o o oo oo

(a) Operador de captura CAU no passo 1

.000000
.122096
244192
.366289
' . 488385
610481
732577
854673

. 976762

(b) Operador de captura CAU no passo 2

0.003886

8.811252

17.618618
26.425983
35.233349
44.040714
£z.848080
€1.655445

70.462807

(c) Operador de captura CAU no passo 100

: 0.001758
10.823123
21.644487
32.465851

> 43.287216
54.108582
64.929947
75.751212

86.572670

(d) Operador de captura CAU no passo 200

0.001073

13.197089
26.393105
39.5891z23
5§2.785137
65.981155
79.177170
92.373184

105.569206

(e) Operador de captura CAU no passo 300

Figura 5.3: Choque Refletido (2D) - Malha 60 x 20 - Evolucio do parametro do
operador CAU - Estratégia por elemento
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e 5.1(b). As Figuras 5.4(c) e 5.4(d) comparam o residuo de densidade, respectiva-
mente, para os operadores CD e CAU. Observa-se que a solugio converge para um

tolerdncia de 1071 em aproximadamente 700 passos para os dois operadores.

(a} Isocurva de Densidade com operador CD (b
{congelamento) {congelamento)
l T T T T T T L) L) T 1 T T T T T T T T T
CD PL {elemento) cfl=1.0 — CAU PL (elemento) ¢cfl=1.0 —
CD PL (elemento) efl=1.0 congelamento ------ CAU PL (elemento) cfl=1.0 congelamenta —--—

™y
N
|
\
\\
\\
\
le-10 1 1 1 1 1 1 1L 1 1 1e-10 1 1
D 100 200 300 400 500 600 700 80O 900 1000 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
passos passos
{¢) Residuo com operador CD (d) Residuo com operador CAU

Figura 5.4: Choque Refletido (2D) - Malha ndo estruturada adaptada com 3594
elementos e 1837 nds - Passo local com Congelamento (estratégia por elemento)

A Figura 5.5 mostra os resultados obtidos para a malha adaptada com 5430
arestas, usando a estrutura de dados por aresta com congelamento para os operado-
res CD e CAU. Os pardmetros de congelamento adotado foram 745505 = 30, Upnin =
0.8 € Upqz = 1.2 para os dois operadores, sendo que o congelamento ocorreu no passo
180 para o operador CD e no passo 210 para o operador CAU. As Figuras 5.5(a)
e 5.5(b) mostram as isocurvas de densidade, respectivamente, para os operadores
CD e CAU. Observa-se que os resultados sdo praticamente iguais aqueles obtidos
sem o congelamento mostrados, respectivamente, nas Figuras 5.2(a) e 5.2(b). As
Figuras 5.5(c) e 5.5(d) comparam o resfduo de densidade, respectivamente, para os
operadores CD e CAU. Observa-se que a solugio converge para um tolerncia de
107! em menos de 500 passos para os dois operadores.

O residuo de densidade decresce mais rdpido na estratégia por aresta que na
estratégia por elemento. Conclui-se, portanto, que a implementagio usando passo

local com congelamento permite obter a convergéncia até a precisio da méquina.
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(d) Residuo com operador CAU
Figura 5.5: Choque Refletido (2D) - Malha ndo estruturada adaptada com 3594

elementos, 1837 nés e 5430 arestas - Passo local com Congelamento (estratégia por
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Capitulo 6

Conclusoes

Este trabalho apresentou uma formulagiio semi-discreta estabilizada usando varidveis
conservativas para as equagoes de Fuler, empregando uma estrutura de dados baseada
nas arestas de malha de elementos finitos composta por tridngulos. Foi implemen-
tada uma formulagao implicita semi-discreta, com pardmetros de estabilizacdo e al-
goritmo de avango no tempo do tipo preditor/multicorretor, que simula com sucesso
escoamentos na presenca de choques. & usada uma matriz de estabilizacdo SUPG
diagonalizada, simplificando bastante a formulac¢io. Sao utilizados dois operadores
de captura de descontinuidades, denominados CD e CAU. O operador CAU, origi-
nalmente definido em varidveis de enfropia, neste trabalho é reescrito em variaveis
conservativas através de transformacoes matriciais. Observa-se que as solugfes en-
contradas para os dois operadores sdo praticamente iguais e bastante precisas, ou
seja, representam bem o choque. Entretanto, a temperatura apresenta pequenas
oscilagbes. Além disso, observa-se que em todos os exemplos testados os residuos
sao maiores quando o operador CAU é usado.

A estrutura de dados por aresta, quando comparada com a estrutura de dados
por elemento, reduz o tempo de processamento, necessitando de menos memoria.
A memoria para armazenar o8 coeficientes da matriz efetiva, necessaria no algo-
ritmo preditor/multicorretor, na estratégia por aresta ¢ praticamente a metade
daquela necessdria para armazenar os coeficientes na estratégia por elemento. Além
disso, a estrutura por aresta reduziu o tempo de processamento em torno de 30%
para todas as aplicagbes executadas. Foram desenvolvidas técnicaslpara. executar
o produto matriz-vetor usando a estratégia por aresta que diminuem bastante o
numero de flop e enderecamentos indiretos, deixando os cédigos bastante otimiza-
dos. Observa-se que para aplicagOes de escoamentos em regime permanente o método

de solucao do sistema linear resultante (GMRES) converge para tolerincias muito
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baixas. Verificou-se também que na maioria dos exemplos testados as solucdes por
aresta estagnam com residuos mais baixos para os dois operadores de captura de
descontinuidades. Uma importante consideragao recai sobre o termo SUPG da for-
mulagéo implicita, que além de oferecer maior estabilidade & solugdo também per-
mite que a convergéncia seja mais répida, como mostra a Figura 3.10(a).

O tempo de execugéo é dominado pelas rotinas de montagem das matrizes efeti-
vas locais, montagem do vetor de residuo e a resolugio do sistema linear de equacdes.
O tempo necessdrio para a resolucio do sistema na estratégia por aresta é pratica-
mente a metade do tempo necessdrio na estratégia por elemento. Na estrutura de
dados por elemento o tempo é dominado pela solugio do sistema, enquanto que na
estrututa de dados por aresta o tempo é dominado pela montagem da matriz efe-
tiva local e do vetor de residuos. Isto deve-se ao fato de que na estrutura de dados
por aresta os pardmetros de estabilizagao nao sdo calculados em cada aresta, mas
avaliados nos dois elementos adjacentes, ocasionando um nimero maior de flop e
enderecamentos indiretos.

As técnicas de aceleragio de convergéncia no processo de avancgo no tempo desen-
volvidas contribuem para que a implementacao apresentada neste trabalho convirja
até a precisdio da médquina na maioria dos casos estudados. Com a estratégia de
passo local, obtém-se solugdes com C'FL > 1 tdo precisas quanto aquelas obtidas
com CFL menores. O congelamento do operador de captura permite atingir a
precisdo da maquina em um nimero reduzido de passos.

Muito ainda ha por realizar empregando estruturas de dados por arestas. Uma
extensdo natural seria a implementacdo de aplicacoes tridimensionais com termos
viscosos (equagdes de Navier-Stokes). As equagbes de dguas rasas também repre-
sentam uma classe de problemas que possuem muitas caracteristicas comuns com
as equacOes de Huler, sendo portanto outra extensiio natural. Além disso, novas
estratégias de aceleracao de convergéncia podem ser desenvolvidas, tais como novos
pré-condicionadores e controle automéatico do tamanho do passo de tempo. Para
diminuir o tempo de montagem das matrizes efetivas locais e o vetor de residuos
podem ser estudadas aproximagoes consistentes do cdlculo dos pardmetros de esta-

bilizagio diretamente na aresta, e nfio nos elementos adjacentes.
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Apéndice A
Método GMRES

Seja o sistema

Ax=Db (A1)

onde x* = {Z1,... ,Zneq}’ é 0 vetor de varidveis nodais, sendo neg o nimero de
incégnitas; A é a matriz ndo simétrica neg x neq; b é o vetor de termos indepen-

dentes também de ordem neq.

A matriz A e o vetor b sdo construidos a partir da montagem das contribuicfes

dos elementos ou das arestas da malha de tridngulos lineares, isto 6,

A= éAT (A.2)

b= éb,. (A.3)

onde A, e b, podem ser descritos descritos a nivel de cada elemento ou de cada
aresta da malha.

O método iterativo GMRES [37], [21] tem por objetivo basico minimizar a norma,
residual do sistema (A.1). Considerando x; a solugfo inicial, uma. solugao apro-
ximada apresenta a forma x; + z onde z é um vetor do espago de Krylov K =
span{ry, Ary, A’rg,... ,A*rg}, sendo rg = b — Ax e k é a dimensio de K. O

método GMRES determina z tal que a norma do residuo seja minima, isto é,

xp +2z & solugdo de (A1) se ||b— A(xo+2)| ¢ minima.
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onde ||.|] denomina norma euclideana.

Uma base ortonormal de K pode ser obtida pelo Processo Modificado de Gram-

Schmidt [21):

Parai=1,...,k faga

;41 = Ay
Para j=1,...,7i faga
Bir1y = (41, 1;)

i1 4 W1 — Gy, 1y

Fim do 7
o Tuipy
Wit 1 = Tl
Fim do ¢

Seja Uy = [uy,uy,...

H;, é a matriz superior de Hessenberg de ordem (k + 1) x £,

[ fa

|02l

0
H;, =

0

Ba.1
ﬁ3,2

[Fts|
0

0

Beni  Bria |
Bre  Briiz
B k-1
laell  Brtie
0 [[dgg |

,ux). Pode-se entdo, mostrar que AUy = U, H; onde

(A.4)

Seja z = Ele yius e e = {||xo|,0,...,0}" com k + 1 termos. Observe que

rg = Ugyqe, portanto, tem-se:

b — Azo + 2)||

Assim o problema de minimizacio em questdo pode ser reescrito por:

llro — ACSE_ yyuy)|
llro — AUyl
[|Uk+1(e — Hyy)||

lle — H;y||

Minzex||b — Az + 2)|| = mingepulle — Hyyl||
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A matriz Hy tem um estrutura quase triangular superior, necessitando-se so-
mente eliminar a diagonal contendo [|||, {[Ts]],... ,||[figs1]|- A transformacio de
H; em uma matriz triangular superior pode ser feita pelo algoritmo QR, usando
em cada passo o processo de rotacdes de Givens para obter um novo problema de

minimizagao, maiores detalhes podem ser vistos em [21]. Assim, obtem-se:

MiNyeps||€ — I-ikyll (A.7)

onde H; é uma matriz triangular superior. O sistema pode entao, ser resolvido
facilmente por retrosubstitui¢do e um novo residuo é calculado com 3 aproximacao
enconfrada. Se a convergéncia néo for atingida dentro de um ciclo (formado pelo
ndmero de vetores na base de Krylov), a solu¢io mais recente sera usada para iniciar

a préxima iteragio. Resumindo, uma iteracdo do Método GMRES consiste de:

e formacao de uma base ortogonal para o espago de Krylov pelo processo modi-
ficado de Gram-Schmidt.

e triangularizacio da Matriz de Hessenberg pelo algoritmo QR.

o Retrosubstituicdo para obter a solucio aproximada.

Com estas consideragbes descreve-se um algoritmo padrao do método GMRES.

Para tal define-se os pardmetros:

€1 — tolerdncia
k — numero de vetores de Krylov
lmaz — nUmero maximo de iteragtes

Dados A, b, %, €451 © lpas
(Inicializagdes)

E 4+ Eorb

x=0

(ciclo GMRES)
Paral=1,... 1. faga

u =b— Ax
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€= [luy]

u; = ﬁﬁ
(iteragbes do GMRES)
Parai=1,...,k faga
W1 = Aw;
(Ortogonalizagio modificada de Gram-Schmidt)
Para j=1,...,% faga
Pit1,; = (Wi, 1y)
Wip1 ¢ Uigr — fig1, 54
Fim do j
(Fim da ortogonalizagio modificada de Gram-Schmidt)
h® = {Bir1, - B w37
Wit ”E,ﬁ
(Algoritmo @R)
Paraj=1,...,:—1 faga

Fim do j

e JOT G
R

¢ =

oo

B r

E‘z('?l «0

€it1 = —85;6;

e; = C;€;

(Fim do algoritmo QR)

Teste de convergéncia: Se |é,;+1| < Etal, fim do %
( Fim da iteracio GMRES)

Resolver v:

o i e -
rY L REY R " &
0 : : : _ :
' R R || v &1
0 0o A9 v &
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Célculo da Solugéo:
7
X—x+4+ Zyjuj
j=1

Teste de Convergéncia: Se |g41| <ég, fim dol
(Fim do ciclo GMRES)

X é a solucdo aproximada

A fragilidade dos métodos iterativos com relagio a rapidez de convergéncia é
amplamente conhecida, portanto técnicas que permitam acelerar a convergéncia tem
sido desenvolvidas. Tais técnicas sdo caracterizadas pelo uso de pré-condicionadores.
Grosseiramente falando, um pré-condicionamento é uma maneira explicita ou impli-
cita de modificar um sistema original de forma que se possa resolvé-lo “facilmente”
por um dado método iterativo. Por exemplo, o escalonamento de todas as linhas de
um sistema linear feita pelos coeficientes da diagonal principal é uma forma explicita

de pré-condicionamento. Outros exemplos poderiam ser:

M 'lAx=M"'b (A.8)
M 'AN 'Nx=M"'b (A.9)
ANT'Nx=b (A.10)

onde (A.8) é conhecido como pré-condicionador & esquerda, (A.9) é conhecido por
pré-condicionador & esquerda e direita e finalmente (A.10) é conhecido como pré-
condicionador 2 direita. M e N podem representar simples decomposigdes ou com-
plicadas transformacoes de A. Em geral, a eficiéncia do pré-condicionador é inversa-
mente proporcional a complexidade da transformagao, pois levando em consideracio
que o maior objetivo é diminuir o tempo de execucdo, os pré-condicionadores com
decomposicdes simples acabam sendo mais vantajosos. Segundo Saad em [37], en-
contrar um bom pré-condicionador para resolver um sistema, linear é frequentemente
visto com uma combinacio de arte e ciéncia. Resultados tedricos sfio raros e algu-
mas técnicas oferecem resultados surpreendentes para algumas aplicacdes, ¢ para
outras nem tanto. A eficiéncia da operagado matriz-vetor, mais uma vez é a maior

preocupagao, pois nela baseia-se a transformagédo do sistema.
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