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CIENCIAS (D.5c)

ANALISE NAO-LINEAR DE ESTRUTURAS SOB A ACAD DE
CARREGAMENTOS NAO CONSERVATIVOS
PELD METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Marcos de Paula Jung
Junho de 1991

ORIENTADOR: Nelson Francisco Favilla Ebecken
PROGRAMA:: Engenharia Civil

A analise nd3o-linear de estruturas sob carre-
gamentos ndo conservativos pelo método dos elementos fi-
nitos, @ o principal objetivo deste trabalho.

Us sistemas estruturais podem ser discretizados
através de elementos de péortico, casca ou da combina¢do dos
mesmos .

Na analise estadtica, resolve-se o problema do
sistema ndo simétrico de equag8es algébricas n3%0 Llineares,
atraves do método frontal. As equagSes dindmicas pela in-
tegragio direta.

0 estudo da perda da estabilidade dos sistemas,
ou seja, a pesguisa dos parametros criticos quando atuam as
cargas ndo conservativas, & feita através do método desen-
volvido e denominado subespago frontal n3o0 simétrico.

Finalmente apresentam-se alguns exemplos e con-
clusdes, cujos valores numéricos foram obtidos atraves do
programa ANER, desenvolvido especificamente para as finali-
dades deste trabalho.
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The main purpose of the present work 1is the
non-linear analysis of structures under non-conservative
forces by finite element method.

The structural systems may be discretized in
beam-elements, shell-elements or in a combination of these.

In statical analysis, the unsymmetric non-linear
system of equations is solved by the frontal method. The

dynamic equations are solved by direct integration.

The stability loss of the systems, this meaning
the search of critical parameters under non- conservative
loads, is studied wusing a developed method named

unsymmetric frontal subspace.
Finally, some results and < conclusions are
presented, being the numerical examples solved in the

computer program ANER, specifically created for this work.
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CAPITULD I

INTRODUCAD

A analise de sistemas do tipo nB0 conservativo, é
um importante estudo associado com varios problemas na
engenharia aeronautica e espacial, como também em varios
campos mals modernos da mecanica aplicada e engenharia.

Os carregamentos convencionais considerados na
teoria da elasticidade e na estabilidade elastica, bem como
em outros campos da mecanica aplicada s8o forgas
conservativas as guais possuem uma dnica func3oc potencial.
Tais forgas satifazem o principio da conservac30 da energia
e o trabalho por elas realizado sobre um deslocamento
admissivel em um corpo & independente da trajetaria do
corpo.

Exemplos simples, seriam as cargas permanentes
que, permanecem constante em intensidade e diregc3c durante
a deformacdo e movimento do corpo.

As forgas ditas n3o conservativas, s30 muito
comuns. Surgem por exemplo da interag3o meclnica de um
sistema continuo com o meio que o envolve. G530 forcas de
interacdo, por exemplo, forgas de contato que aparecem da
interacdo com outros corpos sobre uma certa superficie de
contato. As forgas de contato em geral dependem da
deformac30 e do movimente do corpo em que atuam e s3o guase
sempre devido a sua natureza, ndo conservativas.

As cargas que surgem oriundas de pressoes
causadas por gases,; agua ou vento, podem ser consideradas
como os mais importantes tipos de carregamentos que ocorrem
na analise estrutural.

Estas cargas sdo dependentes dos deslocamentos e
portanto ndo podem ser consideradas como de diregio
constante. Estes carregamentos sdo do tipo nao
conservativos e quando atuam em conjunto ou isoladamente
sobre um sistema estrutural, geram problemas de analise n3o
conservativas,.

Os tipos mais comuns de forgas n30 conservativas,

sdo as chamadas forgas circulatorias, tais como "follower®



forgas e momentos, isto & forgas n8o0 derivaveis de um
potencial e n3o dependentes explicitamente do tempo, e que
seguem completa ou parcialmente as deformagBes dos pontos
onde estdo aplicados.

As forcas generalizadas externas que atuam em um
sistema mecanico, podem classificar-se com relac3o a
existencia de uma fungl3o0 potencial (fung8o0 trabalho) em
duas categorias, forgas monogenéticas e poligenéticas. As
primeiras s8o0 forgas que podem derivar do valor de um
funcional escalar (fung3o potencial ou trabalho) e s3o
particularmente importantes «quando ‘utiliza-se formulaclo
variacional. Seu trabalho infinitesimal sobre um incremento
infinitesimal arbitrario dos deslocamentos generalizados &
a diferencial desta func3o0 escalar.

Em contraste, as forgas poligenéticas n3o s3o
derivaveis de uma fung30 (trabalho) potencial e o seu
trabalho virtual n8o0 @ a variac80 desta fungB80 escalar. No
caso geral. a func3o0 potencial associada com forgas mono-
genéticas, e uma fung8o dos deslocamentos generalizados,
velocidade e tempo.

Definem-se portanto, como forgas conservativas
qualquer forga generalizada monogenética associada com um
valor estacionario de wuma fungl80 potencial dependente
somente dos deslocamentos generalizados. Seu trabalho para
qualquer deslocamento atual compativel do sistema depende
somente da configuragdo inicial e final do sistema. Também
o seu trabalho sobre qualquer deslocamento virtual do
sistema, 'pode ser escrito, como a primeira variac8o0 da
fungdo potencial dependente do deslocamento. Forgas conser-
vativas podem ser independentes dos deslocamentos (cargas
permanentes) ou dependentes dos deslocamentos tais como
forgas centrifugas. '

De acordo com a definig80 dada acima, de forgas
conservativas, as forgas poligenéticas bem como as
monogenéticas possuindo potencial (generalizado) dependente
da velocidade ou tempo devem ser consideradas como n3o
conservatives. Forgas n8o conservativas dependentes expli-

citamente do tempo s30 denominada forgas instacionarias.

Forgas ndo conservativas estacionaria C(independentes do




tempo) podem -classificar-se em dependertes ~ da  velocidade,

sendo mono ou poligeneticas ou independentes da velacidade,

isto e, puramente dependentes do deslocamento. No Gltimo
caso, sao forgas poligeneticas e denominam-se forgas
circulatorias. Forgas dependentes da velocidade e que

realizam um trabalho negativo s83p ditas dissipativas.

Uma exceg830 as definigBes dadas acima diz
respeito as forgas reativas poligenéticas (trabatho nulo)
que de acordo com os conceitos acima devem ser consideradas

conservativas, apesar de elas n3o se derivarem de um

potencial.

Uma outra excegdo s30 algumas forgcas dependentes
da velocidade como momentos Giroscopicos e forgcas Coriolis
para as quais a dependeéncia da velocidade ocorre de uma tal
maneira que o trabalho sobre um movimento real do sistema &
sempre nulo. Cargas deste tipo, s3o ditas Giroscopicas e

s30 obviamente conservativas Hde  acdrdo com as

classificagBes anteriores.

0 efeito de forgcas nd3o conservativas do tipo
circulatorias em uma formulag80 pelo método dos elementos
finitos expressa-se pela contribuicB80 de "uma matriz a
matriz de rigidez tangente, a qual ¢é denominada na
literatura de matriz de rigidez, que Lleva em conta o
comportamento da carga, ou matriz de correcl30 de carga,
sendo que em geral a matriz resultante é n8o simétrica.

Com relag30 ao compartamento ‘dos sistemas
estruturais sujeitos as forgas circulatérias, dois tipos de
instabilidade podem ocorrer. Em termos gerais pode-se dizer
que na analise de problemas de estabilidade elastica, a
natureza dos carregamentos externos, determina a ca-
racteristica do problema de autovalor a que se chega na
formulag80 das equagles que regem o problema. Sendo o
carregamento conservativo, a solugi3o leva a problemas de
autovalores associados a - matrizes de rigidez efetivas
simétricas e somente autovalores reais. Para carregamentos
ndo conservativos, por exemplo dé tipo circulatorio (forgas
poligenéticas n8o explicitamente ‘dependentes do tempo),
‘chega-se a um problema de autovalor, associado a uma matriz

de rigidez efetiva n83o0 simétrica, ocorrendo  &autovalores



complexos e reais.

Pode-se distinguir duas formas de instabilidade:

"Instabilidade estatica ou divergéncia', exis-
tindo uma configuracdo de equilibrio adjacente. A estrutura
passa por uma posicdo de equilibio nd8c trivial antes de
atingir a instabilidade, isto @, a transig80 da estrutura
da estabilidade para a instabilidade ocorre com um auto-
valor nule. Para valores da carga acima da de flambagem,
todos os autovalores s3c reais, sendo que o autovalor nule
mencionado anteriormente torna-se real e negativo.

"“Instabilidade dinamica ou flutter", oscilagbes
senoidais com amplitudes crescentes exponencialmente acima
da carga critica. Nestes casos a perda da estabilidade do
sistema ocorre com autovalores diferentes de zero. De fato
a instabilidade do sistema manifesta-se por si mesma em
oscilagBes com amplitudes crescentes ilimitadamente. A
perda da estabilidade ocorre quando para um valor finito do
carregamento, carga do flutter, pelo menos dois autovalores
consecutivos tornam-se iguais. Alem deste valor o movimento
perturbado do sistema apresenta as mencionadas oscilac8es
divergentes, com os autovalores criticos tornando-se
complexos conjugados.

Expressando a intensidade da carga externa por um
parametro p, o limite da estabilidade pode ser pesquisado
observando o comportamento dos autovalores assim que o

parametro da carga varia, isto &, pela relaglo0 A=A(p),

conforme as figuras I.1 e 1.2, onde hi' i=1, 2, 3,... sao
os autovalores do problema considerado.
Se p=0 todos os autovalores s30 reais e
] » L o »
positivos, eles sao as freguéncias da estrutura sem

carregamento. Para valores das cargas aplicadas inferiores
a critica todos os autovalores s80 positivos e reais
(estavel). Para a carga critica o menor dos autovalores
torna-se nulo, iste @, a curva correspondente intercepta o
eixo das cargas p, atingindo-se a carga de flambagem.

Subsequente a p o autovalor torna-se real negativo,

critico
sendo o fenomeno da divergéncia, ou ent3o0 conforme a fig.
I.2, os dois autovalores de mais baixo valeor aproximam-se

um do outro ate convergirem, tornando-se complexos



conjugados para cargas alem das criticas; fendmann
flutter.

figura I.1 - Divergeéncia

figura 1.2 - Flutter

Com relagdo ans métodos de analise, os estudos

demonstram a n3o0 aplicabilidade dos chamados metodos



estaticos quando da anidlise da instabilidade dos sistemas,
para os quais a perda da estabilidade se da na forma da
instabilidade dinamica ou flutter. D método do equilibrio e
o da energia chamados métodos estaticos, nos guais a carga
critica @ associada a uma bifurcac8 do caminhamente do
equilibrio ou com uma transic80 da energia potencial total
de positiva definida para positiva semidefinida, permanecem
validos como critérios para os sistemas do tipo divergente,
sendo o método dinamico mais geral, o apropriado ao estudo
da instabilidade, onde ocorre o fenomeno do flutter e
valido também para os casos onde ocorrem diverg&ncia.

Com relagi3oc a forma da instabilidade, os sistemas
podem ser classificados em quatro tipos. Se as forgas
externas possuem um potencial <(dependente apenas dos
deslocamentos), s3o conservativas e a perda da estabilidade
se da apenas por instabilidade estdtica ou divergéncia. Se
as forgas s3o0 ndo conservativas, a forma pela qual a perda
de estabilidde ocorre, requer um exame especial para cada
problema. Ambas as formas de instabilidade s30 possiveis
neste caso, isto &, o sistema pode perder estabilidade por
divergéncia ou flutter. Com relacBo aos tipos de sistemas
de acordo com a forma de instabilidade, os mesmos
classificam-se em:

- Sistemas Puramente Conservativos:

530 sistemas sujeitos a forgas externas do tipo
convencional conservativas (forgas que derivam de uma
fungde potencial), possuindo uma matriz de rigidez
simétrica. Estes sistemas s3o0 classicamente conservativas,
isto @, com respeito ac funcional da energia, a qual e
conservada. A perda da estabilidade se da somente na forma
de instabilidade estatica, divergéncia. As codigBes de
divergéncia podem ser obtidas aplicando o método estatico
ou dinamico. '

-Sistemas Ndo Conservativos do Tipo Divergente

As forgcas externas atuantes no sistema s3o0 de

caracteristicas n3o conservativas. 530 classicamente nS3o
conservativas, isto e, com respeitoc ao funcional da
energia, desde que a sua energia n30 é conservada.

Entretanto, dependendo das condicBes de contorno outro



funcional especifico, sem ser o da energia, apresenta
caracteristicas conservativas.

Entretanto, na formulag3c do metodo dos elementos
finitos, a matriz de rigidez efetiva global, certamente
permanece nao simétrica.

Estes sistemas constituem uma classe excepcional

dos sistemas nd3o0 conservatives, os gquais mecanicamente
comportam-se como os conservativos, tornando-se instaveis
por divergencia e n3o0 por flutter. Vale, portanto, para

estes casos o criterio estatico.

-Sistema N3o Conservativos do Tipo Flutter:

580 sistemas sujeitos a forgas externas n3o
conservativas, por exemplo do tipe circulatorio, possuindo
matrizes de rigidez efetivas n3o0 simétricas. A perda da
estabilidade pode ocorrer somente na forma de flutter,
portanto apenas o método dinimico & adequado a analise da
estabilidade.

-Sistemas do Tipo Hibrido:

Este tipo especial de sistema & também solicitado
por forgas ndo conservativas, por exemplo, também do tipo
circulatorio, mas podem apresentar os casos de divergéncia
ou flutter. Dependendo das relagles entre os parametros
mais relevantes, geometria, condigBes de contorno, a carga
critica minima pode corresponder a da perda de estabilidade
estatica ou a oscilatdoria, flutter. Se a menoar carga
critica é& do tipo divergente o sistema & denominado
pseudo-divergente. No caso da carga critica minima
corresponder a do tipo flutter, o sistema e denominado
sistema do tipo pseudo-flutter.

A solugdo de problemas n8o conservativos por
métodos analiticos resolve poucos casos, principalmente se
forem n3o0 lineares.

Os primeiros estudas de problemas nao
conservativos considerando forgas circulatdorias conforme
relata BOLOTIN (1943), tiveram inicio com NIKOLAI (1928).
Neste seu primeiro trabalho estudou a estabilidade da forma
retilinea de wuma barra flexivel engastada em uma
extremidade @ Llivre na outra sujeita a uma forga de

compressaoc e a um mamanto torgor aplicados nesta



extremidade livre. Observou gque quando o vetor deo momento &
tangencial, isto &, na direg3 da tangente do eixo
deformado da barra, nenhuma forma de equilibrio existe aleém
da Llinear. Conclui portanto que o método usual de
determinagdo de forgas criticas n8o & valido para este
problema. Apos formular a equacd30 para paquenas oscilac8es
em torno da posiglo de equilibrio, desprezando 0
amortecimento e considerando uma sec30 de forma circular,
mostrou que a mesma era instavel qualquer que fosse, o
valor do torque.

Em seus trabalhos subseqientes, NIKOLAI (1928),
estudou o mesmo problema anterior s0 que considerando barra

com rigidez a flex3o variavel, sendo que neste caso, para

pequenos valores do momento torgor, a forma retilinea e
estavel. Acima deste existe um valor critico para o qual a
forma retilinea deixa de ser estavel. Finalmente no 30
Congresso Internacional de Mecanica Aplicada, NIKOLAI

(1930) apresenta um trabalho sobre a estabilitade de eixos
giratorios flexiveis em compress80 e torg30. Os trabalhos
que se seguiram, de outros autores, eram variantes dos
citados anteriormente e também comprovag8es dos resultados
obtidos.

Na década de <quarenta, devido as solicitacS8es
principalmente da inddstria aeronautica, houve um grande
interesse por problemas de estabilidade de eixos em torc3o,
podendo-se citar o trabalho de MORRIS (1951), que estudou a
estabilidade a flex30 e torgd3o de uma barra em balango de
segdo circular sujeita a uma forga de compress80 e a um
momento torgor aplicado na extremidade tendo em vista a
utilizac3o em eixos de turbinas de aviSes.

Outros problemas interessantes foram resolvidos
paor PFLUBER (1950) e BECK (1952). Basicamente, trata-se da
estabilidade de wuma barra flexivel engastada em uma
extremidade e sujeita a wuma forga normal de compress3o
tangencial a deformada da barra. 0 primeiro autor
demonstrou que para estes casos n3o0 existe nenhuma posic3o
de equilibrio proxima da indeformada. 0 segundo calculou o
valor critico da forga. Outros autores a seguir, incluindo

PFLUGER (1955) consideraram o mesmo problema apenas



incluindo a massa concentrada e distribuida

Foi na decada de 50 gue surgiram os primeiros de
uma série de trabalhos de ZIEGLER (19664), relacionados com
a estabilidade de wuma barra flexivel sujeita a varias
condigdes de torg80. Ele inclusive em ZIEGLER (1952) mostra
que o critéerio de estabilidade dinadmico @ o que deve ser
utilizado no problema apresentado por PFLUBER (1950) que
conclul que por n3o existir nenhuma configurac3o de
equilibrio adjascente, a grandeza da carga podia crescer
indefinidamente sem atingir um wvalor critico  segundo o
critério de EULER.

HERMANN e BUNGAY (1944) apresentam um trabalho em
que mostram para barras elasticas sujeita a forgas n3o
conservativas os varios modos de instabilidade dependendo
do grau de n8o0 conservativismo da forga.

Outro pesquisador da estabilidade que apos o
término de seu Doutorado em 1959 na Escola Técnica Superior
de Stuttgart, Alemanha e gue passou a publicar desde os
anos de 1960 uma série de trabalhos foi LEIPHOLZ (1970).
Mais recentemente podemos destacar entre seus varios
trabalhos LEIPHOLZ e PFENDT (1982), onde apresentam as
varias formas de instabilidade de placas em fung8c da
relagdo entre largura e o comprimento da mesma, quando
sujeitas a forgas circulatorias uniformemente distribuidas
ao longo do plano da placa.

Dentro desta série de trabalhos analiticos e mais
particularmente ligados a engenharia civil pode-se destacar
os trabalhos de BURBUESS (1975), (1974), (1979) onde estuda
a estabilidade de estacas esbeltas durante a cravag80 e a
influéncia dos desvios sofridos pelas mesmas quando da sua
instalagdo. Em trabalho anterior HERMANN e SMITH (1972)
estudaram uma viga sobre fundac8o0 elastica com carregamento
ndo conservativo.

Outro metode de solugdo de problemas nao
conservativos é apresentado por ALTMAN e OLIVEIRA (1982),
(1984a) e (1984b) ,que wutilizam o funciomal <quadratico,
exemplificando o metodo na solug30 do problema de BECK.

BAILEY e HAINES (1981), atraves de uma formulac3o
HAMILTON-RITZ, obtem solugdes analiticas diretas para
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forgas circulatérias, apresentando as equagBes matriciais
aplicadas a viga-coluna.

Atravas do metodo dos elementos finitos, a
solug3o de problemas n8o conservativos ja se torna mais
ampla que as solugdes analiticas. Até o momento a mailor
parte das solugles s3o para problemas de estabilidade
lineares, existindo varios trabalhos ja publicados, como
par exemplo BATUZ (1979), HIBBITT (1979), LOGANATHAN et
alii (1979%9), SMITH (1979), GALLAGHER e MANG (1981), JUNG
(1985).

Em problemas ndo lineares, se considerarmos a
formulagi3o da matriz de rigidez tangente nfo simétrica, que
se obtem somando-se a matriz de rigidez a matriz de
correcdo de cargas, a maior parte das anidlises existentes,
despreza a rigidez de corregdo de carga, ou quande muito
simetriza a matriz tangente.

ARGYRIS e SYMEONIDIS (1981) e ARGYRIS e STRAUB
(1981), apresentam pelo metodo dos elementos finitosuma
formulacao natural aplicado a sistemas que sao
discretizados por elementos de portico. No primeiro
trabalho pesquisam a estabilidade de sistemas estruturais,
a maioria nio lineares. No segundo trabalho fazem uma
analise nao linear dindmica do que ocorre com os sistemas
estruturais apos a perda da estabilidade. No primeiro
trabalho, os citados autores ja chamam a atenc30 de que nem
sempre a matriz de correg30 de carga & n8o0 simétrica.
Exce¢des podem ocorrer dependendo de certas condig8es
geométricas de contorno, ou seja, nestes casos pelo fato
das forgas aplicadas mudarem de direg30, n3o surge nenhuma
parcela adicional de trabalho para qualquer deslocamento
virtual compativel. Nestas condigles a matriz de rigidez
global & simetrica, apesar da matriz de rigidez do elemento
ser n3o simetrica.

SCHWEIZERHOF e RAMM (1984) mostram via méetodo dos
elementos finitos quando a carga sendo de aparéncia n3o
conservativa pode resultar em matrizes simetricas. N3o
pesquisam para as cargas distribuidas a existéncia ou n3o
de um potencial global, mas sim através da express3o da

variagdo do trabalho externo das cargas do tipo pressoes,
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mostram gque sob certas condigBes;, como a8 Cargas Serem
uniformes, determinados deslocamentos serem nulos ou
prescritos, da extensado do carregamento, ou seja gquando as
parcelas n3o simétricas se tornam nulas ou desaparecem da
expressao da variag3o do trabalho externo. Chamam a atenc3o

de que para certos problemas deve-se fazer antes uma

analise da situacl3o antes de assimila-los coma nao

conservativos. Mostram tambeéem atraves de exemplos
s - * ] - - n - .

numericos, gqgue a tecnica de simetrizaclo da rigidez

tangente, para certos casos produz resultados razoaveis.

Mais recentemente e utilizando também o metodo
dos elementos finitos, junto com uma superposic8o modal,
AGAR (1988) e AGAR (198%), analisa a estabilidade de pontes
suspensas, gquando o vento atinge determinadas velocidades,
dando origem a forgas aerodinamicas atuando no piso da
ponte, forcas essas responsaveis pelo efeito do flutter.

0 presente trabalho apresenta uma formulacio
atraves do método dos elementos finitos para solug3c de
sistemas ndo conservativos, com possibilidade de sa
realizar atraves do programa que fol desenvolvido e
denominado "ANER", analises estatica e ou dinidmica de
estruturas que possam ser discretizadas por elementos de
portico espacial ou casca, bem como por elementos mais
simples que se originam dos anteriores. Os carregamentos
podem ser conservativos e/ou n3o0 conservativos: sendo estes
Gltimos do tipo circulatdrio estacionarios ou insta-
cionarios.

0 programa ANER, permite também a analise da
estabilidade estatica ou dinamica através do histdérico da
evolugdo dos autovalores para pesquisa das cargas criticas
e dos componentes dos deslocamentos.

A estrutura & dita estavel se perturbagfes
admissiveis no seu estado de equilibrio estatico ou
dinamico, s8o0 seguidas de deslocamentos cujas magnitudes
permanecem dentro de limites admissiveis durante o tempo de
utilizacdo da estrutura.

Para pequenos deslocamentos, vale a elasticidade
infinitesimal, porem gquando a instabilidade & precedida de

grandes deslocamentos, tem-se que considerar equag8es nio
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lineares para o movimento. Para problemas complexos a
analise da estabilidade dinamica deve ser feita a partir da
resposta transiente, atraves do estudo das variaveis
cinemadticas e das freqlencias dos principais modos de
vibrac3o da estrutura.

Criterios mais especificos como os adotados por
exemplo na instabilidadde dinamica por BOLOTIN (1944) ou
com modelos discretos por EBCKEN (1982) podem ser adaptados
a programacao.

No capitulo dois, apresenta-se a discretizag8lo
pelo método dos elementos finitos onde s3o apresentadas as
equagoes gerais de problemas n8o0 conservatives bem como as
matrizes de rigidez de corregc3o de carga para 0s
carregamentos considerados.

No capitulo tres, apresenta-se a analise estatica
onde utiliza-se o método frontal para solug30 do sistema de
equacdes nao lineares e n3o0 simétrico dentro do processo
incremental iterativo.

No capitule quatro, as equagles din3micas n3o
lineares, tendo sido adotado o método de integrag3o direta
de Newmark.

No capitulo cinco a estabilidade com destaque
para a formulagdo do metodo do subespago frontal n3o
simétrico, para obteng30 de autovalores reais e complexos.

No capitulo seis, s8o0 apresentados alguns estudos

de casos, tendo em vista principalmente testes das
formulagBes apresentadas. Problemas mais especificos de
engenharia, envolvendo grandes malhas com muitas
incognitas, exigem processamento numérico imenso, que se

torna incompativel com o computador disponivel no momento,
mas porem de grande wviabilidade dispando-se de um

supercomputador,
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CAPETULD II

DISCRETIZACAO PELO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

I1.1) EQUACAD DD MOVIMENTO PARA UM SISTEMA NBED CONSERVATIVO

A analise de estruturas elasticas, sujeitas a
forgas nao conservativas do tipo circulatodrio,
estacionarias ou instacionarias, ou seja, dependentes dos
deslocamentos e independentes ou ndo do tempo, quando se
utiliza uma formulagd3o através do metode dos elementos
finitos, tais forgas d3o origem a uma matriz de rigidez
adicional, em geral n8c simetrica, denominada matriz de
correcao de carga. Adotando-se a aproximag80 da matriz de
rigidez tangente, esta torna-se também n83o simétrica.

A obtengdo da matriz de rigidez de corregd3oc de
carga pode ser baseada na formulagao ‘convencional,
considerando-se deslocamentos cartesianos, ou conforme
ARBYRIS e SYMEONIDIS (1981) atraves da formulag3oc natural,
considerando-se os deslocamentos naturais ou modos naturais
do elemento, técnica ja aplicada com bastante generalidade
para problemas conservativos desde finais da decada de
setenta, e apresentada nos trabalhos de ARGYRIS, DUNNE e
SCHARPF (19783, ARGYRIS, DUNNE, GSCHARPF e MALEJANNAKIS
(1978), ARBYRIS et alii (1979). Para o elemento triangular
plano, as consideragdes sobre os modos rigidos e naturais
s3o apresentadas em ARGYRIS, DUNNE, MALEJANAKIS e SCHELKLE
(1977>.

Neste trabalho, para manter uma consistencia com
as formulacBes conservativas n3o lineares de BENJAMIN
(1982> e CHUEIRI (1985), %80 considerados nos desen-
volvimentos, deslocamentos nodais cartesianos ao invés dos
naturais.

Para se obter as equagfes discretas através do
método dos elementos finitos, supBe-se a nivel de um
elemento gue os deslocamentos locais u possam ser expressos
em func¥o dos deslocamentos nodais ~cartesianos d pela

N
especificag80 de um conjunto de fungBes de 1interepolaclo
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¢B' conforme a equagao abaixo:

u (E) = fa(k) SN I1.1
onde L @ um vetor de coordenadas, por exemplo de area, que

constituem um sistema de coordenadas locais.

. NC NC NC . .
Seja p_ s p e P, 7, 1 =1,..., K forgas circula-
~S i ~ 1l
torias de superficie, de volume e discretas atuande em um
elemento finito arbitrario no espaco. Como as forcas
internas do elemento elastico formam um conjunto

conservativo, o n3o conservatismo do elemento resulta da
natureza das forgas circulatorias externas. As matrizes de
rigidez linear € a n30 Llinear podem ser obtidas pela
formulag3o convencional e o comportamento das cargas

externas & que sera analisado, principalmente.

Em wuma configurac3o deformada arbitraria do
. . NC NC NC
elemento, os vetores de carga circulatoria Pe + P, e Py

sao considerados como conhecidas fungdes n30 Llineares dos
deslocamentos locais do elemento u(L). Podem ser escritas
~NooowN

na farma funcional;

PNE L L w oy,

~S Se ~ ~n ~n

N AT Y 11.2
pNE A FLu (L)), i= 1, .. K

~ 1 1al » ~l

onde L.l e o vetor das coordenadas do ponto de aplicag3o0 das

. NC
forgas discretas F’i ; & 05 escalares hs‘ Kv’ hi nulaos ou
n
positivos, s3o0 os parametros de carga.
“As fungOes vetoriais f , f e f, dependem
~S ~nV ~

logicamente do tipo da carga circulatoria e assume-se serem

continuas e diferenciaveis com relagl a u e u(Li)
~N v

o~

respectivamente. Na configuragc3oc indeformada (u = 0) do e-
~n "~
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lemento as fungOes fse fireproduzem a distribuigldo inicial
o~ n

das forgas.
NC

0 trabalho virtual S das forgas nao
conservativas pode ser escrito na forma;
. k
suVC - [ sul pNC g5 f Sul BNy 4 T Sul(L OFNC 11.3
LSN ~n LVN o~ lml N

onde assumindo-se pequenas deformagBes pode-se em geral,
sem erros significativos avaliar a integral sobre a
geometria indeformada do elemento.

Introduzindo (IT.1) e (I1.2) em (11.3), tem-se

NG LT T K K
SW s &d A $ (LXf d5 + & ¢ (L)f dU +L. A ¢ (L )f =
~N s{ wB o ws . ~0 ~ 0
w1 |
15
- édT FNC I11.4
~ N ~e
onde F:C representa ) vetor das forgas nodais
cinematicamente equivalentes, resultantes das forgas
circulatorias externas em correspondencia com os

deslocamentos nodais dN

Da equagido (II1.4) tem-se:

K
T LT
J @G(k)i ds + A j P (LOF dv +izlai b (L0, I1.5
v N

0 trabalho virtual W de todas as forgas externas
atuantes no elemento pode ser escrito, em geral, como a

soma das contribuigB®es conservativas e n830 conservativas
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AWT e ﬁwNC respectivamente.

AWo= AWE ¢ BWNT = Bd, FS o+ &dy F I1.4
. NN ~oo- NN ~e

Considerando uma formulag30 incremental, )

equilibrio do elemento em uma configurag3c deformada, ou

seja, no inicio de um incremento do carregamento pode ser

expresso pelo principio dos trabalhos virtuais.

| seToav = su® + sNC - sg 11.7
UNN

Considerando agora as variagOes incrementals nas
tensbes e deformag8es do elemento, bem como as nos
deslocamentos nodais e correspondentes, forgas nodais para
uma variag3o0 diferencial da geometria do elemento ocorrida
entre a configurag8o inicial e final ligada ao incremento
da carga, a equacgao de equilibrio partindo de (II1.7) pode

ser posta na forma,

NC

at | sToav ) = 4 (au + a cas 11.8
VNN

D primeiro termo do Llado direito da equagdo
reproduz a contribuig8o convencional devido a mudanga no
module da forga conservativa nodal entre as duas
configuragdes. 0 segundo termo pode ser escrito de uma

forma mais explicita como;

Fog) I1.9

NCy _ aql geNC . 5dL diNC 4 gF

d (5w ~N ~
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Portanto a variagao incremental total dﬁzc de E:C
entre uma configuragdo inicial e incremental do elemento, e
composta de duas parcelas. A primeira relativa a wvariagio
da grandeza da forga circulatoria externa entre duas
canfiguracbes e a segunda, que surge devido a mudanga de
diregdo da forga n3o conservativa dependente dos
deslocamentos, quando o elemento deforma-se e sofre
deslocamentos finitos (rotacBes) ao longo dos incrementos
no carregamento. As diferenciais que aparecem em (II.9)

podem ser escritas na farmaj;

NC ﬁfzc afgc k ~2C
dF om an dA. + S dh, * & o dAys
s 1wl
s da_(] @l £.dS) + da (] @l f_dV) J<g da, @f (L.OF
- !\5 S I\I-G ~ S fV v NG IAY i 1 !i NG Ni Ni
11.10
e
éF:C
ngg - ddy, =
ady
_ A ¢T o M ¢T Ay av
g NG ﬁd dS + v NG d
5 N Yy ady
k T af
N T (et dd 11.11
" i A6 =i ~N
b | BdN

Na express3o do trabalho virtual, equaglo (I1.9),

.. . NC .
o unico termo novo e dF sendo que define-se

~ved’
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NC
ne | e
¥y

IT.12

como a matriz de rigidez de correg3o de carga do elemento
referida aos deslocamentos nodais gN' A equacdo incremental
geral de equilibrio obida a partir da equag8o (II.8) e que
(11.9) fornece a parcela nova do segundo membro, sendo oas

demais caonhecidos, pode ser escrita na forma,

_ C NC NC
(KL o+ Ky 2ddy = df + dP 0+ dP g I1.13
Tendo em conta (IT1.11) e (II1.12)

- c NC NC
(5L + ENL)dSN = dE + dﬁem + E dEN' IT1.14

ou considerando-se a formulag30 com incrementos pequenos

mas finitos

kK, + K. - kNCyad = aF€ 4 ARNE

~l ~NL ~ ~N o ~Em 11.15

A matriz ENC e n3o simétrica e por definig80 uma
funcdo ndo linear dos deslocamentos do elemento, dependendo
tambem do carregamento anterior da estrutura, como indicado
pelos fatores de carga Rs' Rv e Ki‘

A equacdo (II.15) pode ser escrita:

Ky Ody = &FF 4 éfgg 11.16
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com

. . -NC

Ry = K+ By - B I1.17
A matriz KT representa a matriz de rigidez

tangente do sistema nd3o tinear. Considerando-se todos os

elemantos finitos, a matriz de rigidez tangente global ETG
pode ser obtida pelos processo correntes de assembler da
analise estrutural.

& equag3o0 do equilibrio instantaneo de um sistema
elastico ndo linear, solicitade por um carregamento n3o
canservativo do tipo geral, ou seja, gquando o carregamento
e dependente do deslocamento, velocidade, acelerag30 e do
tempo, pode ser obtida a partir da equivaléncia das cargas
externas conservativas e n3o conservativas ao vetor nodal
resultante das tensdes internas e das forgas de inmércia que
atuam nos nos do sistema discreto, bem como se forem
considerados tambem a inclusdo neste vetor das forgas de
amortecimento atuande nos nos. Considerando a ndo

linearidade do problema e que a mesma e valida para

pequenos (infinitamente pequenos) deslocamentos tem-se:

NC D

. - c
K+ Ka0ddy v Cdy vty = enD v ol do g o

+ dFNCCdy, dys dyt) 17.18

No primeiro membro da equacgdo (I1.18) C e M s3o

matrizes de amortecimento e massa, sendo d, e d,, os vetores

~ ~n

. . nc
das velocidades e aceleragdes nodais. No segundo membro Fe
~

(d,,, d,, dy: t) representa o vetor das forgas nodais
~NT SN AN

cinematicamente equivalente as forgas nao conservativas de
superficie volume e discretas aplicadas aos elementos, e

NC ©

Sin (gN' BN’ SN' t) as discretas ou diretamente aplicadas

- - n ~n ~
aos nos. No caso geral estes dois vetores s3o0o fungOes nao
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tineares dependentes dos deslocamantos nodais dN & sSuas
~

derivadas, assumindo-se que sejam fungdes diferenciaveis

com respeito a d, dN’ dN' A matriz diagonal A representa
~N ~

"~ ~

os fatores das cargas concentradas nos nos.

De uma forma analoga a obteng30 anterior da
NC

matriz de rigidez K7, ou seja, observando a dependéncia

~n

funcional do segunde e terceiro membro da equagdo (II.18)

em d,, e dN' surgem as matrizes de amortecimento e massa nio

~ n

conservativas alem da de rigidez de correclo de carga.

o - Nt aENC
C'"(dys dys dys t) = A + £ II.19
~ NN N NN {?d. éd.
~N ~N
NC A - oS
M7 0d,, dy, dys ) = A + I11.20
N NN NN NN aa‘ {!"(‘:!.
~N ~N
NG o aFc  aFl"
K" (d,,, dn, d,,, t) = & + IT1.21
~ ~N" oNY SN ad ad
~N ~N
Considerando-se uma formulag3c incremental e

tendo em conta (I11.18) a (II.21) resulta a equacio geral de

equilibrio instantaneo.

- - NC - - .
Kpldys dye dye ©ady + [C - C7F0dyy dyy dyy £)1dy +
NC C .
LM MG dye dye B 1dys
- NC - NC
= AR+ AAR T U dye dy ) x 8F 11.22
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II.2) DISCRETIZACAD DOS SISTEMAS ESTRUTURAIS

& superficie curva e continua de uma casca sera

representada pelo comportamento de uma superficie
constituida de pequenocs elementos planos, ocorrendo
canvergéncia a medida que a subdivis3o0 decresce. Em uma

casca, 05 elementos estl3o sujeitos a flexBes e forgas no
plano, causando deformagles independentes no caso de
elementos planos, restrito a deformagbes Llocals pequenas.
As matrizes de rigidez s&o portanto avaliadas a partir das
de flex80 e estado plano combinadas adequadamente, sendo
que s80 wutilizados elementos triangulares, pois estes
adaptam-se as cascas de geometria arbitraria.
Considerando-se as aproximagfes nas aplicagOes da
engenharia optou-se pela associagdo dos elementos

triangulares de estado plano, dois deslocamentos em cada

no, com o de flex3o, trés deslocamentos por no, conforme
apresentado por ZIENKIEWICZ (1971, resultando em um
elemento com cinco graus de liberdade por no, tres

translagfes e duas rotagOes, aplicavel tambem em problemas
ndo lineares onde elementos de ordem superior Llevam a
solugdes complexas.

A matriz de rigidez de cargas & formulada para
cargas distribuidas no plano do elemento bem come naormais a
este mesmo plano, considerando-se deslocamentos nodais
cartesianos. 0Obtém-se a matriz de rigidez de cargas
relativa a todos os deslocamentos nodais, flex3c e estado
plano, uma vez que para esta matriz de corregd30 de carga
existem interac8es entre carregamentos atuantes a principio
no elemento de placa com os deslocamentos do elemento de
membrana e vice-versa, ou seja, as componentes dependentes
dos deslocamentos:; oriundas de um carregamento nio
conservativo, associado ao elemento de flex83c de placa,
realizam trabalho wvirtual n3o0 conservativo sobre os
deslocamentos do elemento de membrana, o mesmo ocorrendo
cam os carregamentos associados aos elementos de membrana.
obrigando-se a formular a matriz de rigidez de correg3c de
carga global do elemento, ou seja, para o elemento

resultante da associag8o0 do de flex30 com o de membrana,
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nao sendo possivel a superposigd3o das matrizes, coma nos

casos da rigidez linear e ndo linear.

C elemento triangular de estado plano,
ZIENKIEWICZ (1971), com dois deslacamentaos u, e v, por no .,
trés pontos nodais, esta esquematizade na figura II.1

em relag3o aos eixos locais x, 4, z.

Figura II.1

Sendo os deslocamentos nodails

d? = |1 i= 1,2,3 11.23

As coordenadas de area Ll' LZ' L3 de um ponto P

530 definidas conforme a figura I1I1.2.
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Figura I1I.2
R - T |
1 A 2" A’ -3 A

Onde A @ a area do triangulo 123, sendo que nos pantos

2L, =1, Ly =L, =0

As relacldes entre as coordenadas de area Ll' L2 e

L3 e as cartesianas locals x, 4y, z s3o0 dadas pela expressao
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X x1 X5 X g -'L1
g - 4, Yy yg L2 11.24
1 1 1 1 L3
0 campo de deslocamentos assumido e
-Cl .
C2
u 0 0 0 €y
v = 0 « c 11.25
5 4
€5
— C6 -

onde €5 i= 1 a & s30 os deslocamentos generalizados.

As constantes cy podem ser obtidas resolvendo os

dois sistemas de tres equagoes que se obtem
particularizando x, y para os pontos nodais 1, 2 e 3 e
igualando o deslocamento u e v aos nodais correspondentes,
resultando u e v em termos dos deslocamentos d?.
Substituindo (II.24) resulta: )
Y1
Y1
{ u ] ) [ Ly O 5 0 5 0 Uy
v B 0 0 0 v 11.26
o 1 2 3 "2
Y3
_VB_
ou
o e A gl 11.27
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0 elemento triangular de flex3oc de placas, ZIEN-
KIEWICZ (1971), VENANCIO (1971), LIMA (1972> E CHUEIRI
(1985), com trés pontos nodais e trés deslocamentos W, exi

e ggi por no esquematizado na figura II.3.

Figura I1I1.3

Sendo os deslocamentos nodais:

W, W,
1 1
8w
F ]
d; = e Il - I11.28
Fw
ax ‘i R ¢ i= 1,2,

0 campo de deslocamento assumido para a deflexdo

w em coordenadas de area & definido por:



[ w ] = [ L11 LZI LBJ

(

L

LZ

TT2"3

cartesianas versus coordenadas de area,

derivadas,

f = fi{x, y
onde,

x = X(LIJ
Yy = H(Ll;

)

L

sendo

2
2

)
)

as exXpressoes:

- Lol

3

2
2

L.L

1

21

3

26

Lol

2

). (LaL? -

1

af _ _af ax_ | af 2y
aL, = ax a., .. ay aL
1 1
af _ _of _ax , _af _ &y
&LZ" % al. ay éLZ

Considerando (I1.24),

3

Lylgr (LyL
Lytg2] [ e

1

obtem-se:

2
2

=

Considerando a expressao (I11.24) das

1

- L

a

2

L

2
1

).

I1.29

coordenadas

obtem-se

Para as

11.30

I1.31
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B y
a
A
1 =
_a
- aLz el
S5endo.
e = X, = X .
ij i J

J4 a matriz Jacobiana
~n

27

Por inversdo de (I1.31) obtem-se:

2
@x 1
3 T2A

L 9y

Y A
31 L,
X A
13 L,

Onde em coordenadas locais:

1 1

28 = | X1 %2
Y

1 52

Para

de corregdo de

entre os deslocamentos em um ponto qualquer

ou seja,

Partindo de (I1.29) pode-se escrever

e

oo g

N

obtermos posteriormente a mateiz de

carga,

necessita-se

o campo de deslocamentos

estabelcer

funcdo

a

com Os

dos

11.32

I1.33

I1.34

rigidez
relagan
nodais,

nodais.
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*
o
W o
%) "
Ayl = A Aap A3 | % 11.35
" dw J &
1)
)
“a
e Q{9 -t
onde
L1 L2 L3 LILZ L2L3 L1L3
AR 0 -1 fg = | L Ly -Lytl,
0 1 -1 L1 —L1+L3 —L1
i 2 2 2 2 2 2 1
L1L2 - L2L1 L2L3 ~ L3L2 L3L1 - L1L3
i 2 2 2 2
7§13f L2 -~ 2L2L1 L2 - 2L2L3 —L1 + 4L1L3 - L3
2 2 2 2
—L1 + 2L2L1 L3 - 4L2L3 + L2 le + 2L1L3
Sendo o os deslocamentos generalizados, repre-
senta-se a equagio (II1.35) por
- - o« 11.36
~l b I )

Particularizando (I11.35) para os pontos nodais
1,2,3
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por

™ o=
[ 4

¢ d

- N
rnversao

29

Dbtendo-se @”1 por invers3o, tem-se:

-1
$rL -

)
- O e O 00O O

-1/2

-1/2
1/2

~1/2

1

O = o= OO O QO = O

112

1/2

-1/2
-1/2

-1/2
112

o O~ O O O O O

-1/2

I1.37

IT.38

I1T.39

QO O~ O O O O
'

I11.40
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Considerando a equac3o (II.31) pode-se escrever:

- .
l — o
- 1 0 o 1l 1
Bw
| )i ]| O x93  Yq3[] 0
g "y 0 X H 0
B | 23 23|
aL
_L 2.’ i—
ou
F oo F
dig = dr 4
sendo
1 0 0
_ 0 y X
Jr o= 13 31
| 0 Yoz X3p

Considerando todas os
2, 3 na equag8o (I1.423,

dr 0 01 T 4
F
dre = |9 Jr a1 1 d
0 0 97|

Substituindo (I1.44) em (II1.39):

WTINT 1

deslacamentos nodais,

11.41

IT.42

11.43

i= 1,

I1.44
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2 0]
[aR §]
- E
dq
a= U | d
F
|43

T

=

31

0 0] ¢ F -
~ ~ | 94
F
Jp 0 do
a5

0 e A

11.45

I1.46

Sendo ¥ a matriz que transforma os deslocamentos nodais em
~

generalizados.

Uiq
W= Uy
Uqq
onde
1
Uyq= 0
0
0
Uqg=]0
1

w12
~22

~32

Usg
Upq 11.47
Uqg

0 0 0 0

0 Ujp=| 1 0 0

0 0 0 0

0 <23 7 %13 X233 7 *13

0 2

0 Usq=|0 0

0 0 Y3 13

2 7|




u

22"

w31

=337

w

ax

'S

-W(4,2)

k!
2

-Wi(4,2)
0

Wia,2)

s ,5)

(e, 2)

32

-WC4,3)]
y ,
23 Ugo=
5 23
0 -l
W4, 3)]
0 Ugp=
Wia,3) |
0
UCH,6)
(9 ,3) |

0

K

.

1

-1

~1(5,8)

-U(6,2)

-(4,2)>

-(5,8)

-U(5,6)

-W(6,3) ]

-W(4,3)]

-0(5,6)

Retomando a equagdo (II.33) pode-se escrever:

0

- -
0 3w
1 ax -
0 Sw
iy
0 0
HZBIZA H3112A
x32/2é x13/2A

11.48

Substituindo em (I1.48) (I1.35) na forma compacta
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(I11.36) e utilizando o valor de o« dado em C(II.46).

&
= O
o
<
RO

493

R 0 x32,2ﬁ x13/2A
x

~n

/26 yg,i2Al ¢ U 11.49

RO 20
WTN T

ou

},.
Xqp/2h  x q/28) ¢ U-d

2R 124

~f T

I1.50

0

Y Y
ax 3z 13

ou

= Jop @ U di 11.51

Sendo que as matrizes que aparecem na equagao
(IT1.51) est30 explicitas e dadas nas equagBes (II.50),
(IT1.35) e (I1.47), respectivamente.

0 produto das matrizes ?L ? sera representado

pPOP:

AUX (1) AUX(2) Coe AUX(9)
@L U= | auxicly AUX1(2) .o AUXTC?) I1.82

~N

AUX2C1) AUX2(2) Coe AUX2(9)



AUX(1)

AUX(2)

AUX(3)

AUX(4)

AUX(S5)

AUX(8)

AUXC7)

AUX(8)

34

Sendo os coeficientes da matriz acima dados por:

2 2 2 2
L1 - L1L2 + L1L2 + L1L3 - L3L1
"y -y y
23 " Y13 13
Lle[ 7 } — bbby -
-‘:’ -B --> - H -
23 ~ 913 9 o 13 2
- [ 5 }[Lle - L2L1J -7 |l3ts
 x - X 3 X
13 - %23 13
L1L2{ 5 I - B
"% - % 7 X
13~ %23 | 2 2 13 2
+ t 5 J_L1L2 - L2L1} L) [L3L1
2 2 2 2
Ly + Lyl - L3, + 1oL, - L2,
Ty y 1 y
13 = Y23 23
L1L2{ 5 ) IR I
Y Y 1 - y -
13 ~ Y23 2 2 23 [ 2
t { 5 } Lyl = Lplh) - —5—|Lste
Y - X X
23 "~ *13 23
L1L2L 5 } LlgE3—
X - X X -
23 ~ ¥13 2 2 23 2
[ 5 ]{L1L2 - Lol v 3 [LaLz
2 2 2 2
Ly - Lgl% + L3, - Loty + LA,
=] Y Y
23 13 23 2 2
bolbg =5+ Lylyg=—%— - —3 [F3L2 - Lolg
H .
13
- T3 [LaL

- L,L

1-3

2°3

)

J
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X X .
] 23 13 23 2 2
AUX(9) = -LoL —23— - Ll s —2 [L3L2 - L2L3J .
X . .
13 2 2
v LLBLl - LlLBJ
i 2 2 2
AUXLCD) = 1+ 2Ll + 4Ly - L2 - 15 - 12
AUX2(1) = 2L L, - 2L L,
AUX1(2) = go (Lo - L2 % 2L.LL) = —— g (La-
5~ Hyplly - Ly 1bo 5~ 91303
2 2
L - e an, -
1 2 1 .2
AUX2(2) = - = woCly ¢ LT - 2Ll - gl - LS
+ 2L1L3)
AUX1(3) = —— xan(lo - L2 & 2L.L.) + Xoollo - L. - L%
5~ Xqlle - Lo 1to 5~ X13¢l3 1 1
2
ALyl - LD
! 2 1 2
AUXZ() = = xp,(Ly ¢ LD - 2LiLo) + —— xggC-Ly - LS 4
+ 2L1L3)
AUX1C4) = - 2Lil, + 2L,y
i 2 2 2
AUX2(4) = 1+ ZLoL, + dlply - L2 - 12 - 12
AUX1CS) = = yonllot L2 2L.Lo) + —— yooll, + L2 - 20,120
2 d12tk2T b2 1-2 2 923 b2 2 2“3
1 2 - ) 2
2
- alyly + LD



AUX1(6)

AUXZ2(6)

AUX1(7)

AUX2(7)

AUX1(8)

AUX2(8)

AUX1(9)D

AUX2(9)

36

1 2 1
gy + LE - 2LiL) - xpa(l, b
2
L2 - 2Lyl
L - L% e 2LLL) - —e L. - Lo o+ L2
5 Xqplly - Ly k2 57 Xgglly = Ly + Ly
2
- aLyly + LD
2 2 2
-1 - 2L2L3 - 4L1L3 + L1 + L2 + L3
2 2 2
-1 - 2L1L3 - 4L2L3 + L1 + L2 + L3
1 2 1
= upgloly + LS - 2LL) 4 =i oLy - Ly .
2. 2
+ L1 - 4L1L3 + L3)
1 2 2. 1
T B I I R e T
2
+ L1 - 2L1L3)
1 2 1
" Xp3ltly by - 2lolg) - xgglbg - Ly 4
2 2
P L2 ALy + LD
1 2 2
"7 Xe3fhy byt by - dlplg Ly -
1 2
- kgl f L2 -2

A matriz final gTF ?L % sera dada por:
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AUX(1)

AUXTCTY + x,AUXZ2(1)

32 13

£

24

32AUX1(1) + 513AUX2(1)

2A

Incluindo-se o efeito

X AUXT(?) + x

32

AUX(?)

13

AUX2(9)

432

2A

AUX1C9) + HlBAUX2(9)

de

membrana

24

expressao final que relaciona os deslocamentos de um

qualquer do elemento com os nodais.

onde

- [?11 Ao §13]
L, 0 0
0 Ly 0
0 0 AXIC1,1)
0 0 AXI(2,1)
0 0 AXI(3,1)

0

0
AXIC(1,2)
AXI(2,2)

AXI(3,2)

AXIC1,3D

0 1

0

AXI(Z,3)

AXI(3,3)

IT.53

obtem-se a

ponto

I1.54
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i ]
L2 0 0 0 0
0 L2 0 0 0
612 = |0 0 AXI(1,4) AXI(1,5) AXI(1,4)
0 0 AXI(2,4) AXICZ,5) AXI(2,63
| 0 0 AXI(3,4) AXI(3,5) AXI(3,48) |
L3 0 0 0 0
g6 - L3 0 : HO 0
A13 = {0 0 AXTIC(1,7) AXICT,8) AXI(1.,9)
0 0 AXI(2,7) AXI(2,8) AXI(2,9)
0 0 AXIC3,7) AXI(3,8) AXI(3.,9)
ou
4= P dy I1.55
No caso de cascas enrijecidas, o0s enrijecedores
serdao discretizados por elementos de viga espacial, com

dois pontos nodais e seis deslocamentos por no.

A formulag3o n8o se restringe obviamente apenas a
utilizagao de enrijecedores, sendo valida tambeéem para
qualguer tipo de estruturas reticuladas ou de associacgilo

destas com placas, cascas ou estado plano.

IT1.3) MATRIZ DE ROTACAD OU TRANSFORMACAO DAS CARGAS NAOD
CONSERVATIVAS

Seja um pseudo vetor de rotacdo ¥ com rotacgles

o~

8,8, @ nos eixos O locais.
z XYz
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q? = {E?x; esl ez} 11.56
sando

1/2
| | = (E§+EJ§+E?§) 11.57

Para rotagles finitas, Ex' EH e Bz nao podem ser

consideradas como componentes de & por n3o0 existier uma
n
identidade vetorial para &, devido a n3o comutatividade de
~n

duas ou mais rotagbfes finitas, pois a sequencia de aplica-
c3o0 leva a resultados diferentes.

Considerando carregamentos distribuidos circu-

latdrios descritos pelo vetor:

nc ne ne nc
P ={p ’ ;1 P } II-SB
~ Y z
nec . nc nc
sendo P, perpendicular ao plano do elemento e P e PH
contidos no plano do elemento . Assim «que o elemento se

ne . .
deforma p mantem-se sempre normal a superficie deformada
nc fic ;.
e p e PH permanecem tangentes a mesma superficie, ou
seja, a carga como um todo segue completamente as rotacgOes
da estrutura.
Na posic3o0 indeformada, o carregamento e definide

pelo vetor:

nc 0 0 0
= { .
P Px'Pg’pz} 11.59
Se considerarmos configuragdes deformadas
incrementais, o vetor pnc @ obtido pela transformac3o
~n
exata:
nc ne
= 2 .
P Tet®leg I11.60

onde TP(S) @ uma fungdo0, em geral, n3c Llinear do
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pseudovetor de rotagao ?. A transformagao (II1.60) e
apresentada em termos analiticos em Llivros clasicos de
mecanica tedrica e calculo vetorial. Em uma forma nova
matricial, foi utilizada pela primeira vez por ARGYRIS e
SYMEONIDIS (1981), sendo posteriormente estabelecida e
estudada com mais detalhes por ARGYRIS (1982).

Representa-se TP(9) pela express3o:

) 2
B sen ¥ 1 sen #/2 7.2
To =lgr —5—5 + = { B/ 7 } 5 IT.61
sendo
o, - o
z Y
< .| e . " I1.42
~ zZ X
e 2 0
|y X ]
e® 4 &%) o a o a
y z Xy X zZ
52, a6 (e 4 8% o a 11.43
~ X 4 X z Yy Z
aa & e (&% + a%)
i Xz y z x Y]

Na expressdo (I1.61) se as fungOes trigonome-

tricas forem expandidas em serie em termos de & e em um

nr

segundo passo considerarem-se as potencias em S obtéem-se:
N

) 1 .2 1 .3 1 on
T = 53 + % + 57 g + 37 § .. T g N I11.64
ou a expressao de T
T = e2 11.45
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A matriz 5 e a matriz de rotagB80 associada a

pequenas rotagles. As formulagles seguintes, restringem-se
[ » -

a pequenas rotacoes incrementais. Como resultado a expres-
sao (I1.60) para o vetor de carga nB30 conservative na
configuragd3o deformada corrente reduz-se a uma fung3o
lirnear ou no maxime gquadratica dos incrementos dos
componentes do vetor de rotagdo &. De fato a equacio

n

(I1.641) da matriz TP para ¥ — 0 tem a forma:

I1.664

Na aplicagao da express3o (II1.66) au na sua forma

linear (I, + 5), deve-se analisar cada caso, e se preciso
~N [

introduzir corregdes, para melhor representar 0

carregamento nd3o conservativo,

CARREGAMENTD NAO CONSERVATIVO VERTICAL

Seja o elemento triangular plano, sujeito ao
carregamento vertical uniforme, n3o0 conservativo, normal ao
plano do elemento, conforme indicado na figura 1II.4, onde
est8o indicados tambeéem os deslocamentos dos nds 1 a 3 do

elemento.

Figura I1.4
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Sendo o carregamento na posiglc indeformada dado

por:
Pnc - 0 11.67
~0 0
Py
Utilizando (I11.40) obtém-se o vetor p"° nas
configuragtes deformadas incrementais dado por:
ne _ o nc
e = B R t1-60

Considerando em primeira aproximag30 a expressio

(I1.64} restrita ao comportamento incremental linear

= I, + 5 11.68

l.Logo

p"C = (15 + 5)pp© 11.49
Pela equagdo (II1.42) e lembrando que para o

elemento n8o se consideram rotagBes em torno do eixo z, e

levando-se em conta (II.47).

- C-
pX
0 0 0 e,
PN = s |0 0 -9 0 11.70
-5 (] 0 p
pnc =] b4 rid
, }
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Com relag30 a rotagio EE: pode-se tambem dizer
. . nc
que a mesma nao da origem a novas componentes para o p .

~n
sendo portanto nulo o trabalho virtual n3o0 conservativo.
Sendo o vetor na posig3c deformada em primeira

aproximacao aobtido da equagdo (I1.70), resultando

0
(]
P Py Y
PﬂC = - POE I1 71
Yy z X : i
nc 0
—Pz - L. PZ o

CARREGAMENTO NaD CONSERVATIVO NO PLANO DO ELEMENTO

Na figura II.5 abaixo indica-se o carregamento no
plano do elemento, bem como o vetor de carga na posicgio

indeformada

Figura I1.5
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Desprezando-se a rotagdo Ez' e considerando as
. . . . 0 .
forgas uniformemente distribuidas Px e pg na posig3o

indeformada, paralela aos eixos Ox e 0Oy respectivamente,
obtem-se em primeira aproximac3oc para o vetor na posigdo
deformada, utilizando (II.62)

I1.72

Atuando um carregamento na direg3o dos trés eixos
Ox, Oy e 0z, basta superpor 1I1.71 com 11.72.

II.4) CARREGAMENTO DISTRIBUiIDO NAOQ CONSERVATIVD DO TIPOD
CIRCULATORIOD

IT1.4.1) MATRIZ DE CORRECAO DE CARGA PARA O ELEMENTO DE CASCA

Formula-se a seguir a matriz de corregdo de carga
relativas aos carregamentos distribuidos n8c conservativos
apresentados nas figuras 11.4 e 11.5.

Considerando a express3o do trabalho virtual n3o

conservativo das forgas distribuidas.

- e

S0 = T &uTp%ds = [ (8u &v &w) [p0°| ds 11.73
5~ 5

Denominando @G a matriz constituida das tres
"
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primeiras linhas de linhas de ¢F equactes II1.54 e II1.55, o

vetor dos deslocamentos de um ponte interior do elemento e

u o= P dy 11.74
sendo
syl - 5dN " 11.75

Substituindo-se (II1.75) em (I11.73):

NC

W = ad cr ZCdS) I1.764

L

Tendo-se em conta I11.4

Fe'r = [ @ pe” 11.77

"~ N

Sendo o carregamento em primeira aproximac3o0 dado
por (II.469) e substituindo na matriz 9, dada pela equacgilo
11.62 as rotacgles Bx ) BH expressas em fungan dos

deslocamentos nodais, equagdc II.54.

nc nc nc

et ko 2RIV Ro .8
ou

ne nc NC

PO = Py + Edy 11.79
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Substituindo (I1.79) em (II.77)

NC

Fe'" = [picLy [0S + CNUd 1 dS I1.80
adN
Considerando (I1.10) e (II1.12) e sendo B4 °
| dy
[115], onde [115] @ a matriz identidade de ordem (15 x 153,
NG ar M Ne
KN s = = [ ¢ (L0 + C'-1 d5 11.81
5 ad e
oN 5"
ou
kNE - T ¢GCL) cNCas 11.82

que @ a expressao que nos fornece a matriz de rigidez de
corregio de carga do elemento triangular plano.
considerando o estado de flex30 associado ao de membrana.

0 segundo termo da equagdo I1.78 pode ser escrito

na forma.

0

px
NS | 0

S(edyOrg = [ B B13l [Py I1.83
0

onde

] . i
f11° 0

(¢ )

' a
F5191 Prs2v 1t ¥, 15537 |
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] . i
0
f12°
| (Prg1Yy * PRgzvp *Prq,15%37
PrgiU1*Pegeve* - s, 15%,3)
Aig= | CFFa1t1 PrazYa e Prg, 1553
bae: 0 —
ou
o A
NP0 | R2a I1.84
23
onde
I 0 0 0 0
0117 [ “PF51PY1t FEspP Ve * BEgaPpvg v o-es ¥ ¢F5,15Pz$53]
| 0 _ 0 0 0
Ro1™ |~ CPra1P Y% PrazPz¥1 * PRaaPpvy * oo $F4,15p2553}
) 0 0 0 0
ﬁza‘[‘¢F41PH'¢F51PX)”1*(¢F42P5‘¢Fssz)vl* e

0 0
* ‘¢F4,15P5'¢F5,1spx7633]

ou tendo-se em conta a equaglo (II.79)
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NCy - a 11.85

E ]

onde

0
Pr51Py PEgoP,

0
A o= “Pr41P, “Pr42P,

0 0 0 0
(Peg1Py - Pr51Py)  (PraoPy ~ ®pgePy)?

0
®r5, 15P;
0
“%F4, 15P;
0 0
(®e4,15Py ~ PF5, 15P%° |

Substituindo na equacd3o II.82 as matrizes CNC e

~N

-
$G tem-se:
~n
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P11 P21 PE3n
Peio ¥R PR32

NC
KT = f Pr13 Proz PR33 f ds I1.86

Pr1,15 PF2,15 %F3,15]

A matriz SNC sera obtida por integrac3o0 numerica,
uma vez que os coeficientes que aparecem em (II.86) podem
ser todos facilmente avaliados atravées das expressoes
estabelecidas anteriormente.

Se a carga for variavel, na forma 50= Pt fﬁd tem-se
que avaliar na integrag3o numérica tambéem seus valores nos
pontos de integrag8o0, ou seja, determinar a express8o de
50 em coordenadas, Ll' L2 e L3.

No caso da matriz de rigidez de correcao de
carga, pode-se tambem utilizar a matriz de transformagido na
forma quadratica, equaglo (II.66). Neste caso, a equagdo
11.78 quando substiuida em (I1.77) resulta, considerando

apenas a parte variavel do carregamento em I1.78.

1 2 nc
f ¢G[S(¢Fd ) + —— 57 (ged, ) 1p,"dS 11.87

~n

Sendo

NC 1
KW = S j ¢Gcsc¢ dy) + -5 S (@FdN)lggcdS 11.88

39N

ou em forma mals compacta

NC _ , nc
K™ = j ¢G ad [Cls dyo Py 1dS 11.89

~N
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INTEGRACAD ER COORDENADAS DE AREA

Para a integrag80 em coordenadas de area,
utiliza-se o procedimento desenvolvido diretamente para
elementos triangulares por HAMMER et alii (1950).
Utiliza-se quatro pontos de integragdo, conforme a figura
I1.6. Esta integragao fornece resultados exatos quando da

- nN - ”n - * -
integragao de polinomios cubicos.

pontos Coordenadas Peso
L1 L2 L3 Wi

a 1/3 1/3 1/3 -27148

b 0,6 0,2 0,2 25148

c 0,2 0,6 0,2 25748

d 0,2 0,2 0.4 251748

Figura II1.6
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resultando;

d
- 1 -
1=] T fllys Ly Lgddlydl, = BW,fo(lys Loy Lgd
0 O i=a
I1.90
ou sendo dA = dxdy
I =] fllys Ly LgddA =
AT S S
= jg fllgs Lps Lgddet J dl,dl, = I1.91
= 2A jgchl, Lp» Lgddl,dl,

CONSIDERACAO DA ROTACAD BZ

A inclus3o da rotac¢3o Ezi' i=1,2,3, tem como fi-
nalidade facilitar assembler. Os coeficientes de rigidez
correspondentes s3o0 introduzidos com valores nulos, uma vez

que as rotagBes n3o foram consideradas na formulagdo do

D>
n

elemento. A matriz (II1.86) passa a ser (18 x 18) com tr
linhas e colunas correspondentes a Ez nulas. As rotacgdes EZ
‘ n o~ L ¥ »
em um nNo naon san consequentemente avaliados e nao
contribuem para a energia de deformagB8o0 armazenada no
elemento.
No sistema local, a matriz de rigidez do elemento
.. No
zi

sistema global esta singularidade desaparece, a n3o ser gque

@ singular, pois s30 nulos os termos relativos a &

exista algum no planar, (um no que pertence a mais de um
elemento,os quais se encontram em um mesmo planao).
Neste caso ocorre equag30 na diregdo de Ezi’
igual a
0 =0

Para evitar mensagens de erro no programa e

tendo-se em conta que ezi nd3oc afeta as tens8es e n3o ha
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acoplamento do sistema de equacBes com relag30 a & .,
qualquer valor pode ser inserido na diagonal 1ii, kg -

resultando a equagao

Como a matriz de rigidez de correg8c de cargas é
somada a de rigidez linear e n3oc linear, onde ja se
introduz para estes casos um valor para a rigidez,
mantem-se para 5NC>05 valores originais.

A rigidez é introduzida porém, somente na rigidez
linear, com valor correspondente ao elementoc da diagonal
equivalente a rotaglo Ezi do no planar em questdo. O wvalor
desta rigidez, pode ser unitario no caso do no planar ou
independente do no ser ou nao planar, introduzir

coeficientes de rigidez dados pela relag80 abaixo, onde o

equilibrio em coordenadas locais n3o e perturbade, isto e: ™

- . =]
g 1 -0,5 -0,5 Fzi
z1 . .
- = T :
| = eet al-o.s 1 0.5 ['8,; 11.92
-0,5 -0,5 1 8
M
s Zk—

Sendo =« » 0, um valor a arbitrar.

EIX0S5 LOCAIS E GLOBAIS - TRANSFORMACGES

Sendo a matriz de rigidezNKNC, calculada em eixos
locais (x, 4, z) pode-se obter a matriz vENC referida
eixos (X, Y, Z) que podem ser os mesmos para todos os
elementos estruturais, sendo neste caso o sistema global,
no qual faz-se o assembler dos elementos conforme

ZIENKIEWICZ (1971).

a
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O0s deslocamentos do no i no sistema Llocal diF+M
. . '—.F+M - NN
relacionam-se com os globais di atraves da expressao:
g, FHM g P 11.93
as forgas nodais
F e e 11.94

e as coordenadas locais X4 do ponto i, sendo a origem dos

eixos lLocais o no 1, Figura II.1 e I1.3, e n3o0 coincidente

com a origem dos eixos globais x, sendo QT = [x, 4, z]
x, = x, + L x, 11.95
~ L N1 v n~ld

ou tambem

- T. - -
x., = L (x., - x.) 11.964
~l ~n ~l Nl

sendo tambem de interesse para a fase n30 linear, para

[ » . . n - ’
corregoes da matriz de rigidez, a expressao que nos da as
t" 4 .
novas coordenadas X: 3p0s ocorrido um deslocamento u, no
~n i~
. . . 4 o-
ponto 1 com coordenadas no estado inicial, Xy sendo u,
~ ~
medido com relag3oc ao sistema inicial.

H

tii u, +%%. 11.97

Nas expresstes anteriores, a matriz L @ dada por:
N n
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L = ‘ I ' ’ I1.98

<
L

sendo X a matriz dos cossenos diretores dos angulos

"

formados, entre os dois sistemas de referencia Llocal e

global, ou seja

-
AxX AHX thV

A= AXY RHY AZY 11.99
_}xZ haZ &ZZ_

Na matriz acima hxX por exemplo @ o cosseno dos
angulos formados pelos eixos Ox e DX e assim sucessiva-
mente.

Para todos os deslocamentos e forgas nodais,

pode-se escrever:

SN = IKSN I1.100
EN = IKEN I1.101
sendo TK a matriz de rotag3o (ortogonal) dada por:
L 0 0 ]
TK = 0 L 0 11.102
0 0 L

atraves de transformagBes ortogonais obtém-se a matriz de
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rigidez de correcdo de carga referida aos eixos glaobais

atraves da expressao:

eNe oo G NE D I1.103

Para obteng3o da matriz k, considere o elemento
ot

da Figura II.7 abaixo:

Figura II1.7

No sistema local x, 4y, z, o eixo x e paralelo ao
lado 2-3 e o eixo z perpendicular ao plano do elemento.
Obtém-se os cossenos diretores dos eixas x: & o, & o, A
x X xY XZ

’* n
atraves das expressoes;



Y =

~ X

onde 123 e
[

log = X5y

sendo

X3 = X3

Y3p = Y3

Lgp = g

Como Dz e perpendicular ao plano do elemento

Sendo

comprimento do lado 2-3 dado por:

zX

zY

z7Z

-+

= —5a— A, AV

1
24

X

~l1l2

32

32

32

56

I1.104

IT1.108

I1.106

I1.107

I1.108
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resulta
o] Y3pZ1p = Z3p71p
zX
1 ,
= r e~ v 11109
~Z zY 2A Y32X12 - X32212
S
27
- X32Y12 = Y32%42]
g finalmente
[~ N r?- Z - ;bx Y i
1S ‘zYT32 zZ 32
yX
1
= A = A A A = ——
~Y yY ~ i, L23 :AZZXBZ - AZXZBZ 11.110
A
Ly -
P2x 32 7 PayXaz)
sendn a area A em coordenadas globais.
2 pa Z

2A= l(Y Zoo-ZosYas)

32L10"Z35Y 10 + (Z X1o-Xonl ) + (XgoYan-YaosX.5)

32712 732712 32 12 '32712
IT.111

IT.4.2) MATRIZ DE CORRECAOD DE CARGA FPARA O ELEMENTO DE
FORTICO

A matriz para o elemento de portico, para cargas
distribuidas variaveis nos planos xz e xy e tangencial ao
ltongo do eixo x, foi obtida por ARGYRIS E SIMEONIDIS
(1981), através de uma formulagdo natural. Para adaptar a
matriz para o triedo direto conforme indicado na figura

I1.8, aplica-se uma rotac3o definida pela matriz R abaixo:
. ~n
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X,U, 0x

%y/ 4 R,
pLF y 4
noi y
,/G;Vhez no 2
I
}Vley/
___—-————r‘—l"_?’_—"___
AT T Tt
j R4 P -
né / né2
Z,W,ez
Figura I11.8
RO
R = RO
~ RO
RO
sendo
1 0
RO= {0 0 1
- 0
Troca—se'também;

o vetor de cargas de pz

Pxm= (P2 + P1y/2
X X

Pym= (P% + PL1y/2
= Y

Pzm= (P2 + P1y/2
Zz Z

Pxd= P2 = P!

X X

2 1

Pud= P2 — P

Pzd= PZ — P!

p4 z

I1.112

11.113

para p_ & p para
Y 4
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(—PZ); obtendo em coordenadas naturais de 4&dcordo com a

figura II.8 a matriz

ne R Ao 11.114
Kn' = 1A A
~ n21 n22
onde
0 0 0 0 L -1 1
pzm pym
0 0 0 -1 0 gl
PZM pxXm
0 0 0 L -l 0
pym pxm
fAq=
0 0 0 0 0 0
0 0 0 -1%pud 1%pxd 0
12 12
o o o %pzd 0 Poxd
i 12 A
[ lpzd Lpyd ]
p 0 —I5 — 5= 0 0
-lpxd -lpzd -
0 0 0 1z —— 0
-lpxd Fpyd
0 0 12 0 12 0
Ao
0 0 0 0 0 0
0 szxd szxm 0 -Lzégm 0
60 12 12
0 0 0 —szxm «lzqzm —L?pxd
i 12 12 &0 |
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0 0 0 0 lpzd - lpyd

12 12
0 0 0 ~1%pyd -1%pxd 0
120 120
0 0 0 L “pym —szxm 0
12 12
By, = )
0 0 0 -L%pzm 0 -l Tpxm
12 12
0 0 0 0 0 0
0 0 0 :LEEEQ_ 0 LEEEQ_
A 120 120
B lpzd lpzm Lpym 0 Lpyd |
&0 12 12 ' 60
0 —szxd —szxm 0 szsm 0
1680 : 120 120
0 szxm —lszd 0 ' _if&ﬁﬂi_ 0
120 240 240
[
w22
0 0 0 —szxd —szzd lszm
240 240 120
0 0 0 0 0 0
0 0 0 -szxm —lzpzm -szxd
] 120 120 1680

A matriz de corregd3n de cargas em coordenadas

cartesianas, e obtida através de

A I1.115

onde AN @ a matriz gque transforma os deslocamentos nodais
~
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referidos a um &sistema de coordenadas cartesianas em
deslocamentos generalizados contendo os movimento de corpo
rigido e determinados modos naturais de deformagd3o. A

matriz AN com relagBo0 ao triedro direto & dada por
™~

0 -2/1 0 0 0 -1 0 271 0 0 0 -1

A matriz de rigidez de correg3o de carga em eixos

globais e obtida através da expressao

NC To-+TNC

K = RO RT'K " “RT RO IT.117

~ g

onde a matriz 50 e a que transforma o sistema de referéncia
global para o local fixo, sendo a mesma obtida em GERE e
WEAVER (1970). A matriz BT & por sua vez a que transforma o
sistema de referéncia local fixo para um sistema de refe-
rencia local que acompanha o elemento em sua posig3o0 defor-
mada denominado sistema de referencia Llocal movel. A
determinagdo0 da posigdo do sistema de referéncia movel e
feita através de angulos de EULER, e apresentada de uma
forma bastante explicita no trabalho de BENJAMIN (1982).

Ressalta-se apenas que na determinac3oc de seno de @« e
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cosseno de {8, (equagdes (4.51a) e (4.51b) da referencia
anterior), quando os giros do sistema de referencia medidos
pelos angulos @« ou & forem maiores que noventa graus as
expressoes de seno de e cosseno de /& devem ser
negativas, permanecendo positivos as expressfes de cosseno

de o e seno de £.

I1.5) CARREGARENTO CONCENTRADD NAO CONSERVATIVD
CIRCULATARIO

As cargas nao conservativas, seja para o elemento
de portico ou triangular, s3o0 consideradas inicialmente em
eixos locais. Na figura I1II1.9 indica-se a orientag3oc dos
eixos com relagd3o0 a incidéncia dos nos.

Para uma determinada carga concentrada aplicada
por exemplo no no K, s3o0 obviamente idénticas as matrizes
de correcac de carga, se a mesma estiver aplicada no no K
do esquema A, B, € ou D. Para o elemento triangular,

inclui-se também carga no no L, sendo a formulag3o0 a mesma.

Vi Y
Xz
//
/
X /
’ — - - /
/J « X X J
3 (Cll )l :
ol (b)
X
-
MX
Z
— .
L N
Y

e

Figura 11.9
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A matriz de correg3o de carga, para cada
elemento, & calculada observando a incidencia deos nos, a
direcd30 e sentido do carregamento, a orientagao dos

#lementaos bem como os valores dos deslocamentos. Obviamente
como as cargas sao aplicadas aos nos, assim participam como
cargas nodais na montagem do sistema de equacles. Para o
calculo da matriz de rigidez de correg3c0 de cargas como a
matriz de rigidez global da estrutura @ montada a partir
das matrizes de rigidez dos elementos que compdem a malha,
consederar-se-a para esta finalidade, a carga n3o como
nodal, mas sim repartida em n parcelas, sendo n o numero de
elementos que concorrem no ponto de aplicag3o da «carga e
cada parcela como atuante na extremidade de um s6 elemento.
Na figura 1I1.10 exemplifica-se para o <caso de tres

elementos de barra.

4
U
Pv/ 3
i+l
Figura II1.10
Para cargas concentradas nas extremidades de um
elemento, a equagdo II.2 para a carga circulatoria

concentrada, pode ser escrita de forma mais simples, em
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fungdo dos deslocamentos dos nos.

NC | xPNCch) 11.118

270

onde A @ a matriz diagonal dos fatores da carga.

0 incremento do vetor da forga circulatoria entre

duas configurac8es incrementais da estrutura é:

FLP, (d, )]
dPNC - aaPNCeg ) 4 el WNTT gy I11.119
ou em termos incrementais
ApNC o azP?C + a kNC Ad, 11.120
Antes de se obter a expressdo geral da matriz de
correci0 para uma barra deformada, apresenta-se a matriz

para uma barra em balango discretizada por um dGnico

elemento conforme a figura II.11.

Figura IT.11
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0 vetor de cargas, equagao I1I.118 sera:

0
0
PN o o -p, -P, 0] 0 I1.121
~i v v
sen U6
tos U6
. 0 -l
A matriz de corregdo KNC
0 0 0 0 0 0 ]
0 0 0 0 0 0
NC 4] 0 0 0 0 0
Ne oL T 11.122
~ Toad T 10 0 0 0 0 -P cosl
-~ N v &
0 0 0 0 0 -F’vsenU6
o 0o o 0o 0 0|

CARGA VERTICAL - EXPRESSGES DA RIGIDEZ

Considera-se um no intermediario, que inclui o~
caso do no extremo, caso de carga aplicada na ponta de um
balango, figura II.12. Supondo que as rotagBes possam
ocorrer no sentido horario e anti-horario e lembrando que o
trabalbho realizado pelas cargas n3o conservativas depende
da trajetoria percorrida entre a posiglp inicial e final,
torna-se dificil generalizar as expressbes da rigidez.
Supfe-se a principio para os elementos de portico que as
cargas acompanham totalmente as rotagdes U6 ou U12 dos nos.
A incidencia dos nos e sempre JK. Para obter expresstes
iguais para casos analogos, porém com inversde de sentide

da forga, trabalha-se com valor algébrico da forga e modulo
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da rotag3o.

—

—)= {

[
!
y DEFORMADA

G-

£
L

. - K

LOK J 1 ,

UgKOK +— " K. Ug>0

, KiY "
|

[

Ut2>0 J

Hipdtese 2

Figura II1.12

Observando a orientdg3o0 dos eixos, figura I1I1.9,
tem~-se as componentes do vetor de

cargas indicados na
“figura I1.13.

= |
N
<

R P
e , AN %

<
P
N\

X 8
5
<’U
& c
N
A\
(o)
N
AN
N

figura 11.13
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Resultando para os coeficientes n30 nulos da
matriz de rigidez de corregdo de carga.
Rotag3do U6 y 0 Rotag3o U6 ¢ 0
Ry = -P,sen (U] Ry = P sen U]
I1.123a I11.124a
R2 = P cos |U6{ R2 = Pvcns luéf
NC NC
Kl,é = —Pvcosiuél Kl,é =~Pvcos]U61
11.125a I1.124a
NC NC
Kg,q = ~PyseniU,| Kg,q = ~Pyseniu,]
Para a rotag3o U12, expressoes analogas as anteriores
Rotagio U12 y 0 Rotagdo U12 ¢ 0
.R7 = -vaen lUlzl R7 = vaen lUlzl
11.123hb I11.124b
Rq = P cos ’Ulzl Rg = P cos lUlZ'
NC NC
K7 12= ~Pyeos|Uy,| K7 12= Pycos{Uys]
11.125b I1.126hb
NC NG
Kg, 12= ~PysenlUp,| K, 12= -PysenlUypl
No caso de rotagles cujos angulos sejam maiores
que noventa graus, conforme indicado na figura 1II.14,
resulta para as componentes do vetor de carga supondo
90 <« U12 ¢ 180.
o
R, = P cos c;u12{ - 90 ) = P sen '“12' 11.127
Ry = Psen (U | - 90 = P cos|U,,| 11.128
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e se |U;,] » 180

2180 )

ki

R, =-P_sen (|U
v

2 P, sen |U

12i 12l

I1.129

111

©
Rg =-F,cos C|u -160 ) = P _cos|U
v v

12! 12,

Upe<0

Figura I11.14

As expressbBes (I1.127), (I1.128) e (II1.129) s3o
analogas as (II.124) o que da coeficientes de rigidez
iguais aos das equagdes (I1I1.126).

Como no caso acima, tambem nd3oc se alteram as
expresstes se a superficie superior da deformada for conve-

Xxa, com a carga atuando para cima conforme a figura II.15.
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figura 1I1.15

Considerando a carga aplicada ao no J

e
'

= vaeniuég

1
11.130a
R, = P cos|U, |
NC
Ki'e = Py cos |U, |
I1.131a
NC
Koy =-Py sen [U, |

Se a carga estiver aplicada no no K resultam

~n - n . .
expressoes identicas as anteriores:

1

P sen|U; ]

I11.130b

Pvcosiulzi
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NC

K7 127 PyeosiUy,]
I1T.131b
NC -
Kg,12° “Pysen{Uys]
Todos os coeficientes da matriz de rigidez cal-
culados anteriormente, s80 em relag3c aos eixos fixos
locais.

Em resumo o que interessa e o sentido das
rotacoes. Em fung30 destas, surgem as matrizes de rigidez
que se diferenciam apenas se a rotagd3o & positiva ou
negativa. No gquadro II.1, alguns casos para rotagdes

positivias e negativas.

QUADRDO II.1

CONFIGURACAD ,
ROTACAD DEFORMADAS E CARREGAMENTOS
" INICIAL

b » 2 ' S Xtuoo

- v :5: u>0 ~k;/,’_ ,
@ 3 ® - ‘ ’

Rigidez J o OK$J K§ ‘ ////)\ - Wo

tipo 1 fou : AL

e, | t‘—/j.\( u>o
o ] ¢
'b( uxo

v .
« 0 ' l }
. . '_‘! @‘ oy N
Rigidez J K:J ” »
. 1 - 4
tipo 2 ' L:%;

Sendo Pv a carga vertical e U12 e U6 as rotagles
dos nos K e J tem-se para os coeficientes de rigidez para

os elementos a e b os valores apresentados no quadro II.2.
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QUADRDO TII1.2
TIPO 1 TIPO 2
u»> o0 u<o
NC - UNC
KT7(7,12) = - Pycos|U, ] K = Pycos|U,,|
a)
NC NC
K'"(8,12) = - Pysen|U,,]| K = - Pysen|U s
NC NC
K™(1,6) = - Pycos|U, | K = Pycos|U, |
b)
NC NC
K"c2,6) = - Pysen]u, | K = - Pysen|U,|

No caso da carga acompanhar as rotagbes U4 e U10

em torno do eixo x;, obtem-se os valores apresentados no
quadro II1.3.
QUADRO I1I1.3
TIPO 1 TIPO 2
> 0 U ¢ 0
NC NC
KT(8,10) = - Pysen|U,,] K'™(8,10) = - Pysen|U, .|
a)l
NC NC
K""(9,10) = PvcoslUlol K'™(9,10) = - Pycos|Usq].
NC NC
K'(2,4) = - Pysen|U,] K = - Pysen|U,]
b) '
NC NC
K'7(3,4) = PUCDS!U4! K" 7(3,4) = - Pvcosiu4[

CARGA HORIZONTAL - EXPRESSGES DA RIGIDEZ

Consideram-se

as mesmas

deformadas

do quadro



72

I11.1, porem atuando no no carga concentrada P, contida no
H

eixo x Llocal 1inicial. SupBe-se que a carga acompanhe

totalmente a rotaglo U6 ou U12 do noe J ou no K

respectivamente, conforme a figura II.16.

POSICRO INDEFORMADA

Figura II.ié

Obtendo-se para os coeficientes de rigidez nio

nulos os valores.

u-» o u <o
R, = R, = Pycos U] Ry = Ry, = Pycos |U]
I1.132a 11.132b
Ry, = Ry = PHsenlU! R, = Ry = -PHsen{Ui
kNCe1,6) = (7,120 = Pusenc|U, | ou U, ]
’ ' H 6 12
I1.133a
NC
KN“(2,6) = (8,12) = PcosC|U, | ou [U,[)
kNCe1,6) = (7,120 = -P_senc|U, | ou [U,, ]
’ ' H 6 12
I1.133b
NC
KN“(2,6) = (8,12) = -PucosC|U, | ou (U,
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Considerando a deformada no plano xz, ou seja,
acompanhando a2 carga a rotagio U5 ou U11 totalmente, hasta
nas expressoes anteriores permutar 2 — 3, 8 — 9, &6 — §,

12 — 11 @ o sinal de y — -z, obtendo-se os coeficientes.

NC
K"-(1,5) = (7,11) = -PHsenc}US[ ou |U11l’
Uy o 11.134a
NC
K"-(3,5) = (9,11) = -PHcos(}U5| ou [u11|)
kNCe1,5) = (7,110 = -P_sent|Uo] ou |U,,|D
! H 5 11
U« o0 11.134hb
NC
K"(3,5) = (9,11) = PHcos<]u5| ou !Ulll)
CARGA NA DIRECAOD Z
Na figura I1.17,  apresenta-se a posig3o

indeformada no plano xz e yz.

,.,
3
>

Figura II1.17
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Obtém-se para os coeficientes de rigidez nio

nulos:
KN,y = (7,110 = PocosCUo] ou (U, ])
! ! z 5 11
’ I1.135a
NC
K'“(3,8) = (9,11) = -P_sen([Uc| ou [Ug, )
U » 0
NC
K'“(2,4) = (8,100 = -P_cosC|U | ou |U,q])
I1.136a
NC
K'“(3,4) = (9,100 = -P_senC|U | ou [U,q])
kNCC1,8) = (7,110 = -P_cosC U] ou U, ])
' ’ z 5 11
' I1.135b
NC
K'(3,5) = (9,11) = -P_senC|Ug| ou Uy, [
U ¢ 0
NC
KT7(2,4) = (8,100 = P _cosC|U ] ou U q|d
IT1.13é4b
NC
K'“(3,4) = (9,100 = -P_senC|U,| ou [Uy,])

Sendo as equagoes 1I.135 quando a rotacBo0 & em

torno do eixo y e as equacOes I1.134 em torno de x.

RIGIDEZ DE CORRECA0 DE CARGA — ELEMENTO TRIANGULAR

Consideram-se a principio dois tipos de elementos
triangulares, quanto a geometria e 1incidencia dos nos,
tendo-se em conta que os eixos locais s3o0 determinados em
fung3o da numeragd30 e geometria do elemento.

Na regido onde ocorrem cargas, os elementos que
possuem este no em comum, devem ser triangulos retangulos,
ou seja, malha ortogonal nesta regi8o. Na figura 1I.18,
indicam-se como devem ser numerados os nas, para 0s

elementos tipo I e II.
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-5

Figura II.18

A matriz de rigidez & calculada com relagdoc "ao ™

primeiro eixo local, em qualquer posicd3o deformada. Neste
caso, supde-se que a carga acompanhe apenas uma das

n » - - [
rotagoes em torno dos eixos x ou 4y lLocais fixos.

ELEMENTOS TIPO I

Indica-se na figura I171.19 o elemento tipo I, com

carga concentrada nos noas.

PvL

Figura 11,19
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CARGA ACOMPANHANDO A ROTACAO EM TORNOD DO EIXO X

Suponde a carga acompanhando a rotag3o0 conforme a

figura II.20.

Figura I1.20

Obtem-se para os coeficientes de rigidez F’v

R. = -PV,sen|U_|
a 1 c
Ry = PViCUS]UCi
kNCia, by = -PV,cos|U_|
1 C
kNCeb, ©) = -PV,sen|U_|
1 C
R_= PVU.,sen|U_|
a 1 [
R, = PVicos[ch
KNC(a,c) = PV,cos|U_|
1 [
kNCeb,c) = -PV.sen|U_|
1 C

U»o
R_ = PH,cos|U_|
a i c
I1.137a
Rb = PHisen]UCI
K"“(a, €3 = -PH sen|U_|
IT.138a
KNCCb; c) = PH,cos|U_|
i c
Uco
R. = PH.cos|U_|
a i c
11.137b
Rb = -PHisenlUcl
KNC(a, c) = -PH,senfU_|
i c
I1.138b

kKNCeb, ¢ ) = -PH.cos|U_|
1 c
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sendo

No i a b C
J 2
K 8 9 10
L 14 15 16

Como um outro exemplo apresenta-se o caso das
cargas PVi acompanhando a rotac3o0 em torno do eixo y e PHi

em torno de z conforme a figura I11.21.

”

Figura I1.21



u» 0
Ra = PUisen‘UCl Rd = —PHisenIUf’
11.139a 11.140a
R, = PYycos|u_| R, = PH cos|U]|
KNCca, €y = PU cos|uU_| KNCed, e) = -PH cos|u |
11.141a 11.142a
kNCeb, ) = -PV,.sen|U | kNCee, £ ) = -PH,sen|U, |
i c i f
U< o
Ra = -PUisen]UC] Rd = PHisenth!
I1.139b I1.140b
R, = PV,cosfu_]| R, = PH cos|u|
K"Ca, €3 = PV cos|U_| KN“¢d, e = PH, cos|U, |
I1.141b I1.142b
kKNCeh, © = -PV,sen|U_| kNC(e, f ) = -PH,sen|U, |
i c i f
sendo
No i a b c
J 1 3 5
7 9 11
L 13 15 17
No i d e f
J 1 2 6
K 7 8 12
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ELERENTO TIFO II

Na figura 11.22, apresenta-se o elemento tipo II,

Figura I1.22

sendo que com relag30 aos eixos locais, as expressdes dos
coeficientes de rigidez ser3o0 as mesmas que as do elementa

tipo I.

GRANDES DESLOCARENTOS E ] CARGA CONCENTRADA NAD
CONSERVATIVA ACOMNPANHANDO TOTALRMENTE APENAS una DAS
ROTACGES DO N6 EN QUE ESTA APLICADA

Para o elemento de portico, considerando os eixos
globais, os locais fixos e os locais moveis, em uma posigio
deformada qualquer, a rigidez de correc3o de carga e

~ . - »
.calculada sempre com relagao aos eixos locails fixos, sendo
. . . N . . : "
que obtida a rigidez nao linear nos eixos moveis e que
depois desta ser somada a linear e atraves da matriz de
rotacdo transformada para os eixos locais fixos, @ que se

subtrai a rigidez de correcao de carga. Obtem-se
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posteriormente através da rotag8o fixo-global, aplicada
snpbre a rigidez resultante nos eixos fixes a rigidez
efetiva do elemento, utilizada para montagem do sistema de
equagoes, ou melhor, da matriz global.
Com relagd30 ao elemento triangular a matriz de
~ L . n
corregao e calculada em qualguer posicido deformada com
n - . - 4 n
relagao ao primeiro eixo local, sendo atraves da rotac3o
eixo local l1-global, transformada para o0s eixos globais,
sendo entdo subtraida da rigidez linear mais a n30 Llinear
em eixos globais.
Considerando portanto para o elemento de portico
ou o triangular, sempre o calculo da matriz de rigidez de
~n n . - *
correcao de carga em relagao aos eixos locais fixos
(portico) ou locais iniciais (triangular), na acorréncia de
n » * , » - I
grandes rotagoes, ndo seria valido superpor os coeficientes
calculados anteriormente, caso a carga ou cargas acompanhem
mais de uma rotag3o. Observar portanto nestes casos, as
combinagtes de carregamentos a serem considerados conforme
indicado em a, b ou c.
Considerar

al PVi. PHi ou PZi isoladamente, ou

b)Y PV, com PH, e PZ, = 0, ou
i i i

c) PZi com PHi e PVi 0
Sendo ainda que em:
a} Se houver F’Ui # 0, acompanha a rotagl3c x ou z
(Portico) ou gy (Triang.).
P’H.1 # 0, acompanha a rotag30 y ou z (Partico)
x ou z (Triangulo)
b) Ambas acompanham a rotagdo z

c) Ambas acompanham a rotag3o y

GRANDES DESLOCAMENTOS, CARGA CONCENTRADA NBO CONSERVATIVA
ACOAPANHANDO TODAS AS ROTACOES DD N6 EM QUE ESTA APLICADA

Para © caso da carga acompanhando todas as

rotagOes do seu ponto de aplicag30 e sendo estas rotagOes
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finitas @ consequentemente deixande de serem grandezas
vetoriais a posig30 final do vetor carga vai depender da
ordem em que as rotagOes ocorrem e novas consideracdes
tornam-se necessarias.

A rigidez de corregd0 de carga e calculada em
fungdo da posigao deformada, tornando-se necessario
estabelecer relagdes entre a deformada inicial e a atual.
Existem na literatura varias formas que expressam estas
relag8es, porem com termos n3o lineares que relacionam os
deslocamentos do ponto de aplicagd3o da <carga, tornando-se
bastante complexo obter as componentes da carga em uma
posic30 deformada <qualquer para posterior obtencd3o da
rigidez de coregdo de carga.

Conhecendo porém a matriz de rotag3o0 de wuma

posig3o deformada para uma fixa inicial, (os wvalores
nomericos que permitem as transformagBes), pois se forem
utilizadas as expressoes analiticas surgem os mesmos

problemas relacionades anteriormente para explicitar as
componentes em fungdo das grandes rotagles, adota-se a
solug3o0 incremental, consistente com a linearizag3o0 adotada
na analise conservativa.

Seja a figura I1.23, onde considera-se uma carga
vertical aplicada, no no K de um elemento i, com valor

inicial igual a AP.

f Yeixo

AP

<> VVF,K'Xon

ZFIx0 Zk-1

Figura I1.23
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Sendo conforme a figura 11.23, Xy 1 Hypr 2z, 0s
gixos moveis atuais, conhecido o valor da carga e dese-
jando-se obter %Uk que define a éosicgo deformada k + 1,
calcula-se:

a) No eixo movel k a rigidez n8o0 Llinear mais a
linear (constante). Transforma-se esta rigidez para o eixo

fixo, atraves da matriz de rotag3c atual, do eixo k para o

fixo.

b) Calcula-se a matriz de corre¢3o de carga, com

n . - nN n
relagan a X1’ utilizando expressdoes em fungao dos
Y . k-1 .
deslocamentos incrementais AU conhecidos, sendo que
~n

neste incremento as expressoes s3o0 praticamente
independente da ordem em que ocorrem as rotagoes
incrementais. Posteriormente transforma-se a matriz de

rigidez para o eixo fixo, através da rotag3o0 anterior, eixo
k-1 para o fixo.

Como exemplo, apresenta-se a matriz de rigidez de
corregao de carga para uma carga concentradda vertical que
acompanha todas as rotagdes do seu ponto de aplicaclo. Para
ficar consistente com a analise conservativa, supfe-se que
as rotagles acorram dentro de um incremento conforme os
angulos de EULER, na ordem indicada na figura I11.24, ou
seja uma rotag30 em torno de y medida pelos valores
incrementais aus e aUll. uma segunda rotag3do em torno do
eixo z, medida por AUé ou aulz e finalmente uma terceira em

torno do eixo x, AY, ou &Ulol passando o sistema de x, Yy, z

4
para para x", y", z",

Figura 11.24
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. A carga vertical &a4P, acompanha todas as
rotagtes, obtendo-se as seguintes componentes do vétor de
n . n

carga com relagdo do sistema x, 4, z sendo que a rotagao

éUS n3o influencia, conforme a figura II1.25.

~

ALP COS|AUg! COSI AU,
9% A7"TTTA

]
o |
W |
- f ,
1
R, >.(_
ALP SEN| AU
z 48
ol
¥ |
Figura I1.25
R, = A&Psen!éuéf
R, = AdPcos|aU, |cos|aU,| ~ I11.143
R3 = R&Pcoslﬁuélsenfﬂu4]

Sendo os coeficientes da matriz de rigidez para &Ué ¢ 0 e

AU4 y 0.
KN“(1,4) = AaPcos|au, |
kNCe2,4) - -AdPcos |aU, |sen|al |
! & 4
NC
K'7(3,4) = héPcosfﬁuélcosj&U4[ 11.144
kNC(2,6) = -aaPsen|al, [cos|aU |
’ & 4
NC

K'7(3,6) = —AaPsen{auéisen}aU4{
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Se por exemplo ﬁU4 { 0 as componentes R1 e R2

permanecem as mesmas, ficando porém R:3 negativa:

Ry = -h&Pcoslauéisen]ﬂU4} : ' I1.145

sendo que os coeficientes n30 nulos da matriz de rigidez
NCi3,4y o

{3,4) que ter8p sinais contrarios aos de (1I.144). Se a

permanecem os mesmos de (I1.144) com excegdo de K
KNC
carga estiver aplicada no no K, basta na numeragdo 1, 2,
...6 utilizar 7, 8, ..., 12.

De forma analoga aoc caso apresentado pode-se
obter a matriz de rigidez de correglo de carga para varios
outros tipos de carga concentrada. Tendo-se em conta que na
realidae n8o existe a carga concentrada, o melhor e refinar
a malha, nos pontos de aplicacdo das pseudo cargas
concentradas e considera-las como distribuidas, utillizando
a formulacao para cargas distribuidas apresentada no item
(11.45.

Pode-se também fazer uma formulag3o para as
cargas concentradas., utlizando a matriz de transformac3o em
sua forma linear ou quadratica:. conforme apresentada em
(I1.62) e (I1.463), Utilizando-se a formula linear (I11.62),
obtem-se uma solug8o valida mais para problemas Llineares,
conforme alguns trabalhos citados no capitule I, sendo a

forma quadratica mails consistente tcom as equacdes (II1.143).
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CAPITULD III
ANALISE ESTATICA
II1.1i) INTRODUGAO

Analisando apenas Linearmente ‘um sistema
estrutural, pode-se obter uma estrutura segura, porem com
pouco aproveitamentoe do material ou ao contrario com uma
margem de seguranca bastante reduzida podendo ate que a
mesma chegue ao colapso. Estes fatos occorrem e so podem ser
determinados previamente realizando-se wuma analise n3o
linear, a qual mostra que o0s efeitos n3o Llineares se
conduzirem a um enrijecimento do sistema estrutural,
resulta se a analise for Llinear em wuma estrutura anti-
economica e se os efeitos n80 lineares se caracterizam por
perda da rigidez ou instabilidade, a analise Llinear pode
levar atée mesmo a ruina da estrutura. Existem casos em que
a instabilidade so ocorre com grandes deslocamentos, sendo
os valores criticos obtidos somente por uma analise n3o
linear.

Basicamente os casos mais correntes encontrados
na literatura s30 os de anilise n3o0 linear devido a grandes
deslocamentos, os de comportamento n3c linear do material e
os de grandes deformacBes ou seja alongamentos e distorgOes
grandes em relag30c a unidade ou ent30 a associag3oc dos
casos anteriores. 0 primeiro caso e denominado de analise
nao linear geométrica e o segundo de n3o Llinearidade
fisica, sendo estes os mais correntes na pratica.

Quando se adota a hipotese de pequenos
deslocamentos, translagdes e rotagOes pequenas comparadas
as dimensfes da estrutura ou a wunidade, isto implica em
pequenas deformagles, sendo que a hipotese de pequenas
deformagOes ou seja alongamentos e distorgBes pequenos em
relagdo a unidade pode ocorrer com grandes deslocamentos,
pois as deformagdes referem-se a um volume infinitesimal do
corpo.

Neste trabalho adota-se o comportamento fisico do

material como linear, pequenas deformagOes e grandes des-
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Llocamentos, tanto para o elemento de portico como o de
casca, sendo que a matriz de corregao de carga independe do
comportamento do material.

Para o elemento de portico, adota-se a formulagdo
desenvolvida por BENJAMIN (1982), que considera um elemento
de eixo reto e secd3no transversal constante com dois pontos
nodais com seis incognitas por no, trés rotagBes e tres
translag8es. Com hipotese das pequenas deformagdes, as
segOes permanecem planas apos a deformag3c e também que o
elemento esta sujeito apenas a rotagBes de <corpo rigido,
mantendo o eixo reto e a segl0 transversal e o comprimento
constante. As relagBes entre as configuragBes deformada e
indeformada & uma transformag3o linear. Alem disto a adogao
de um sistema de referénca movel ou seja a adog3o da
configuragdo anterior como referencia, o campo de des-
Llocamentos & referido a estes eixos moveis, podendo-se
utilizar as fungOes de interpolagl3c da analise Llinear,
hipoteses analogas as adotadas no Capitule II.

Para o elemento de casca, adota-se a formulagao
geometrica nao lLinear desenvolvida por CHUEIRI (1985) para
o elemento apresentado no item II.2, onde transforma-se o
problema tridimensionmal em um bidimensional, ou seja
conhecendo-se os deslocamentos da superficie media pode-se
ter os deslocamentos de toda a estrutura. Adota-se para
tanto as hipoteses de Kirchhoff para placas delgadas,
segundo a qual, as retas normais a superficie media per-
manecem normais apos a deformag3o0, alem de ndo sofrerem
extensibilidade. A formulac3o adotada e proposta par Von-
Karman, que considera grandes rotagdes, bem maiores que as

deformagOes, porem desprezives em relag3o a unidade.

III.2) ELEMENTO DE PAGRTICO
ITII.2.1) EQUACOES DE EQUILIBRIO NAD LINEAR

0 problema basico em uma analise n3o0 Llinear e

encontrar o estada de equilibrio de um corpo correspondente
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as cargas ou agentes externos aplicados. 5e: o corpo for
discretizado através de elementos finites, a condigdo de

equilibrio pode ser expressa por

R - "F =20 ITI.1

t . .
onde o vetor R contem as forgas externas aplicadas nos
©“

pontos nodais na configurag3o do sistema de elementos

tF as forgas

~N

nodais equivalentes as tensties de elementos nesta mesma

finitos correspandentes ao tempo t e o vetor

configuracio.

Em uma analise estatica a variavel t que aparece
na equagao (III.1), bem como posteriormente &t e . a
expressao t+At ndo significam efeitos do tempo, mas sim
apenas para representar a configuragcdo correspondente a
certo nivel de carga bem como a alterag3oc deste nivel
atraves de incrementos que se adicionam as cargas
obtendo-se nova configurag3o deformada. Ficam assim as
expressoes gerais, sendo que no estudo da anaise dinamica a
mesma sera basicamente wuma analise estatica aonde sao
introduzidas as forgas de inercia e amortecimento.

0 equilibrio do corpo considerando-se wuma for-
mulag8o0 Lagrangeana BATHE (1982), ou seja, quando
acompanha-se o movimento de todas as particulas de um corpo
desde a configurag30 inicial ate a final, e sendo a
formulag3o0 tambem incremental, no instante ou configurag3o
t+At a equagdo de equilibrio pode ser expressa atraves do

principioc dos trabalhos virtuais na forma

’c+A’cT
t+£3tV

15 “teat®i; PrOtgy -

tedtp 111.2

t+ﬁtT 5

onde i uma componente cartesiana do tensor de
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tensdes de Cauchy na configuragdo t+Aat e & significa

variac3o em

que @ uma componente do tensor de deformag3c na mesma
configuragaes t+At e t+atE @ o trabalho virtual das cargas
aplicadas.

Uma dificuldade que aparece @ que na equagao
I11.2 a configuragdo do corpo no incremento de carga t+At e
desconhecida e também que para uma solugdo incremental onde
a configurac3o do corpo muda em cada incremento, & que o
tensor de Cauchy em t+At, n3o pode ser obtido simplesmente
adicionando ao tensor de tensdes de Cauchy em 't um
incremento de tensBes devido somente a deformag3c do
material, porque no calculo do tensor de Cauchy no tempo
t+at também deve-se levar em conta a rotag3o do corpo  como
rigido, porque as componentes do tensor mudam quando o
mesmo esta sujeito apenas a movimento de <corpo rigido.
Lembra-se que uma nova configuragdo & atingida apos o movi-
mento e deformac3o dos elementos de volume infinitesimais
atraves de uma deformac3o0 propriamente dita, uma rotagBo de
corpo rigido e uma translag3o0 ate a posigdo atual.

Para superar estes problemas, utiliza-se o
segundo tensor de tenstes de Piola-Kirchhoff, que alem de
ser como o de Cauchy simétrico, as suas componentes sao
invariantes sob rotagtes de corpo rigido. Com relaglo ao
tensor de deformaglo, utiliza-se o tensor de deformagdoc de
Green-Lagrange que alem de simetrico, os movimentos de
rotagdoc de <corpo rigido do material n30 mudam suas
componentes. Alem do mais pode-se demonstrar que o trabalho
virtual pode ser calculado usando o tensor de Cauchy ou o
20 de Piola-Kirchhoff sendo as integrais realizadas no

volume corrente ou original, obtendo-se o mesmo resultado.
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A equacdo I11.2 considerande a configuragio

inicial do corpo como referencia, pode ser escrita na forma

t+at Lot _ ,
J; 0?35 & o8y 9V = b 111.3
v
onde
t+ﬁi515 - @ uma componente cartesiana do 28 tensor de
tenstes de Piola-Kirchhoff.
t+&2515 - @& wuma componente cartesiana do tensor de

deformag3do de GBreen-Lagrange.

Na notac3o anterior, o indice esquerdo superior
(t+At) indica a configuragdo em que a componente do tensor
ocorre e o indice esquerdo inferior (o) a configurac8oc com
relagdo a qual a grandeza no caso tensor & medido.

0 trabalho wvirtual externo e calculade pela

expressao

Brotp o [ EBYS sy an s [ U s ay 111.4
04 0y

onde

t+&tf§ - sao as componentes cartesianas das forcas de
superficie.

t+At B

f, - s30 as componentes cartesianas das forgas de massa

ﬁui - variag3o0o virtual das componentes cartesianas do ve-

tor de deslocamentos totais.
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A equagao (III.3) pode ser Llinearizada, para
tanto decomple-se as tenstOes e deformagcOes incremental-
mente, conforme BATHE (1982).

tidte bty L g I11.5
0 1) g 1] 0 1)

e

trAt, te 4+ £, I1I1.6
0 J o 1) 0 1)

sendo que o incremento da componente do tensor de deforma-

¢80 é constituido de duas parcelas, uma linear e outra nao

linear.

o¥1i T o%1j ¥ o"ij I111.7
Utilizando para equag3o constitutiva a aproximagao

oSij N DCijPS 0%rs IT1.8

e como aproximag3oc para variacdo do incremento das

componentes de deformacgdo

& E = &

0%i; * “0%i; IT1.9

obtem-se a equagdo (III.3) em uma forma incremental
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linearizada.

0 0

, ot 1 )
Jo, ofiirs o%es %0%is WVt Jo o%i5 %oniy 9V -
t+at t " o
= iz IOU o515 Sp=py 9V I11.10

A equagao (III.10) pode ser wutilizada para
calcular um incremento nos deslocamentos, o qual e usadao
para avaliar aproximagoes para 0s deslocamentos.,
deformagBes e tensfes correspondentes a configurag3eo t+at.
A aproximagaoc para os deslocamentos t+At e simplesmente
obtida somando-se aos deslocamentos calculados na
configuragi3o t os incrementos obtidos atraves da equac3lo
(ITI.10), e as deformagdes usando os deslocamentos nas
equagoes cinematicas ou seja no tensor das deformagdes. As
tenstes dependerao obviamente da equacido constitutiva
utilizada.

Umna vez obtida a aproximag3o0 para os des-~

locamentos, pode-se avaliar o erro através da express8o

Erro = SOtR L [ BHALGED g BALLDY 0y, I11.11
~ v o 1ij 0713

onde o indice superior direito (1), sugere que uma ite-

ragao, em geral sera necessaria, sendo que a equacao

(IT1I.11) guando comparada com (I1I1I1.10) mostra gue devem ser

equivalentes as variagodes

£, . I1T.12

quandae os deslocamentos da mesma configuracgao forem
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utilizados.

Para reduzir o erro, devem ser feitas 1iteracdes
dentro de um mesmo incremento até que a diferenga entre os
trabalhos virtuais externo e interno, (equag3op III.11) seja
inferior a uma tolerancia considerada. Portanto a equacgio
(II1.10) resolvida repetidamente para o indice k wvariando
de 1, 2, 3, ... sera

(k) 0 t . (k) O
Toy oFiirs %es %0%15 9V * Jo oS5y 8 Boniyt @V -
=t+&tm _ I0t+&t5§g~1) §t+at€§g-1) OdU I11.13
~ v ij 071
sendo os deslocamentos dados por
t+ﬁtugk) - t+ﬁtu§k-1) . &u§k) 111.14

As equagbes (III.13) e (III.14) correspondem ao
metodo de NEWTON-RAPHSON modificado, uma vez que no 10
membro da equacdc (III.13) nd30 se atualiza os tensores de
tensdo e constitutivo. Isto equivale a se wutilizar uma
matriz de rigidez tangente <constante dentro de cada
incremento.

A aproximacdo do método dos elementos finites na
equagao (III.13), com atualizac3o dos tensores de tens3o e
constitutivo em cada iteragde, ou seja, utilizando-se o
método de NEWTON-RAPHSON conduz a

t+AtK(k-1) ﬁU(k) . teaty o tat

NT ~n o~

plk-1 111.15

sendo a matriz de rigidez tangente a soma das rigidez
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tinear (em geral constante) e a.nao linear

tet, (k-1) b+t (k-1
5T - EL ¥ ENL I11.16
No casoc de carregamentos nao conservativos,

considera~-se a matriz de corregdo de carga (equagldoc I11.17)

que reescrita fica

t+ﬁt5%k-1) - EL ' t+ﬁt5§t-1) _ t+étE&E—1) 111.17

os deslocamentos sao calculados por

t+étg(k) =t+ﬁtg(k—1) + éH(k) 111.18
Substituindo (III.16) em (II1.15), pode-se

identificar as integrais da equagao (III.13) com a

aproximagdo do método dos elementos finitos e calcular as
matrizes de rigidez linear, n3o linear bem como o vetor das
cargas nodais equivalente as tensdes de elementas, sendo
ainda que nesta discretizacd3o pelo metodo dos elementos
finitos um ponto relevante e que devido a adog3o do
referencial movel, o tensor de tens3o wutilizade & o de
Cauchy, ou seja, nos eixos moveis o tensor de Cauchy e
igual ao 22 de Piola-Kirchhoff referidoe ao referencial

fixo.

ITI.2.2) MATRIZ DE RIGIDEZ LINEAR

A matriz de rigidez linear que aparece na equacao

(II1.16) @€ a mesma utilizada na analise linear e se mantem
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constante durante o processo incremental. Esta matriz e
calculada com relagdc ao referencial movel, o que permite
que a mesma permanega constante, sendo que a passagem do
referencial movel para o fixo @ que leva em conta a mudanga
na geometria. Esta matriz pode ser obtida na Lliteratura
corrente, BERE E WEAVER (1970), cujos coeficientes nao

nulos s30 transcritos abaixo

Kiq] : K7
Koo Kog Kog Ko, 12
K33 K3g K39 Ky, 11
Kgq K4, 10
Kgsg Ko Kg, 11
KL= Keo Kea Ky, 12
K77
s{ime|TRijca | | |¥es | .12
Koo Kg, 11
K10, 10
Ky1,11
K2, 12
I11.19
EA
K1 = 7T Kyz = -K11
12E1_ GEI,
K = K =
29 3 26 K
Kog = ~Kop Ko, 12 = Kog
12E1 4EI
K = g K - g
33 3 35 7
Kgg = -Kgg K3, 11 = K35
6L
Kag = Ka,10 = “Kaq
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4EIH 6E1I

K = Ke =

55 L 5.9 L2

2EIH 4EIZ

K = K -

5,11 L qb L

—6EIZ 2EIZ

K = K =

68 L2 6,12 L
K7 = Kqq Kaa = Koo
Kg,12 = “Kag Kgg = Ki3
Kg,11 = “Kzg Kio,10 = K4,4
Ki1,11 = %s,5 Kiz, 12 = K¢, 6 111.20
Ax - area da segdo transversal

« " constante de torcilo

I - momento de inercia da segdo transversal em relacl3o ao
o eixo y

IZ - momento de inercia da seg30 transversal em relag3c ao

eixo z
E - modulo de elasticidade
G - modulo de elasticidade transversal {G = ————E————J
2(1 + 1)
1 - coeficiente de Poisson

I11.2.3) MATRIZ DE RIGIDEZ NAD LINEAR E VETOR F

A matriz de rigidez n30 linear bem como o vetor
das forgas nodais equivalentes as tensbes de elementos
foram totalmente explicitados por BENJAMIN (1982), cujos

valores reapresentam-se abaixo.
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MATRIZ DE RIGIDEZ NAO LINEAR ER EIX0S HMOVEIS

Os coeficientes n3o0 nulos de KNL

sa0
e
B
s
5
N
K11
N
K13
F
6
= Fp+ —T
i Fs
5 L
Fa
3
Fa  F
5 T
121 e
3, 1 - 3L
X
61, . Fy
A Fa 10
X
121
y 6
F, + F
3, 1* B0 Fq
X
61, . Fy
2 1 0
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Kgs = —75 Fsp
N o fa s
48 5 3
N N
Ké,10 © Kaa
N N
Ki1,12 = “Kas
F
N o s
Kgz = —T
41
N r4 L
Kee =~ Ta 1 - 5 F
KN = 612 F, + Fl
6 = 71 10
N
4,12 A T1 ' 30
NN
K7 = Kio
N N
Kz,11 = K1, 11
N N
Kgg = Koo
N N
Kg,12 = Koq
NN
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NN N N
Kg,11 = K35 Ki0,10 = K44
N N N N
Ki0,11 = K45 Ki0,12 = Kae
N N N N
Ki1,11 = Kgg Kig,12 = Kae

A matriz de rigidez Llinear e n8oc Llinear s3o
calculadas nos eixos moveis. A passagem destas para o
referencial global e feita através de express3o0 analoga a

utilizada para a de correg8o de carga dada pela equacio
(11.117).

VETOR DAS CARGAS NODAIS EGQUIVALENTES A TENSGOES

Em uma analise 1incremental iterativa, em uma
configurag3o e nivel de carga t+At, em uma iteracl30 k., o
vetor de cargas nodais equivalentes a tensfes de elemento

pode ser calculado atraves da expressio

t+AtF(k) - t+ﬁtF(k-1) s K &U(k) 111.21

~l

Em eixos globais o vetor @ obtido por

tate (O gy

~

T T taeAt_ (kD

RT F I11.22

III.3) ELEBRENTO DE CASCA
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III.3.1% MATRIZ DE RIGIDEZ LINEAR

A matriz de rigidez linear pode ser obtida na
Literatura corrente sendo relacionadas a seguir as matrizes
para estado planc de tens3oc e flex3c de placas que

superposta resultam na matriz do elemento.

RIGIDEZ PARA ESTADOD PLAND DE TENSAOD

A matriz pode ser obtida da integral

i T
=] B, DB,V 111.23

sendo a matriz B1 que relaciona as deformagdes e os deslo-
~

\ - M
camentos nodais & = B.d
~N

oqgy (i = 11 2, 3

do3 0 937 0 Yy 0
B, = —=— & |0 y 0 % 0 % I111.24
1 2 32 13 21 )
%32 923 X13 931 X21 921
e D a matriz que relaciona as tens8es e as deformacdes
0 =D %, para materiais isotropos.
1 [
E
D = o Ly 1 I11.25
~ 1_1.’
1 - w
0 0
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Em (I11.23) sendo os termos constantes e chamando

de t a espessura do elemento e A a area

N
Km © 91 B 81 At I111.26
MATRIZ DE RIGIDEZ PARA FLEXAO DE PLACAS
A matriz pode ser obtida atraves da integral
Ke = [ BY DB B, dA I11.27
f A 2 o o m2 ’

sendo DB a matriz que relaciona os momentos fletores as
~

curvaturas m = DB K
t3
Dg = 5 g I11.28

e a matriz 82 dada por

o
]
? -
2T
4w

IIT.29

sendo T a matriz que relaciona as curvaturas kK com as cur-
"~ o~

vaturas kK_ em coordenadas naturais ou de area, kK = T &k
~ N ~ v o~
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2 2 2
423 931 431923
o1 2 2 |
I = 5 X35 X13 2x13x32 I111.30
44
|%%32923  2X13931  2(X13¥p3 * X33437) ]
A matriz F e a relag30 entre o vetor kn e os
deslocamentos generalizados o kn = F o
0 0 0 0 0 2 2L2 —2L2 6(L1 - L3)
F o=
~ 0 0 0 0 2 0O -2L1 —6(L2 - LB) ZL1
F 0 ¢ -1 1 1 2(L1 - L2) -2(2L2 - LB) 2(2L1— L3)-
I11.31

e finalmente a matriz U a que elaciona os deslocamentos
- ,

p
generalizados ao nodais o = g SE (i =1, 2, 3) conforme a
a equagdo (I11.47).

Para explicitar a matriz dada pela equagan
(I1I.27), calcula-se a mesma em termos dos deslocamentos

generalizados = atraves da expressio

o T
Pl ETHE 11.32
sendo H
T
H=T DBT I111.33

Na equagdo (III.32) as integrais de polinomio do
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tipo

I = IA RATRANTY

s30 calculados por

_ mi nl pl _
I = 2A m* n+ p + @y com dA = 2A,dL,dL,

A matriz Kf e obtida pela expressio
~n

A matriz K esta explicitada no

LIMA (1972).

o
f

A matriz do elemento superpondo os

membrana e flex3o0 é:

[ KT, 0 Ko 0 K73
f f
0 K11 0 K12 0
0 0
m m m
Koq 0 Koo 0 Kos
i f £
K=t 0 Ko 0 Koo 0
0 0
m m m
K31 9 Kip 0 K33
f f
0 K31 0 K3o 0
I 0 0

TI1.34

trabalho de

efeitos de

2
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sendo os coeficientes acima obtidos da subdivigldo das
matrizes de rigidez do estado de membrana Km e de flex3o Kf

na forma abaixo com i= 1,2,3.

m m m
K11 K1z K13
jFXI ( U ]
_ m m m
= | K59 Koo Kos IIT.36
F v
d i Km Km Km i
| K31 K3o K33]
- f f f o
K K K
IF 1 K11 Kiz S13] ., ]
X
ol or f f
'fo = | Kop Koo Kozl 1 % 111.37
F @
Y. f f f Y/,
L K31 Kag K33 i
onde
[
X
a M &
]
F
gy Fu

~N s I3 .
sao os vetores que contem as forgas nodais equivalentes.

IT11.3.2) MATRIZ DE RIGIDEZ NAO LINEAR E VETOR F

A formulag3o adotada e a que foi desenvolvida por
CHUEIRI (1985), sendo esta bastante especifica para o

elemento consideradao.
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A condigao de equilibrio pode ser escrita
B -F =09 I111.38

sendo que pelo principio dos trabalhos virtuais o trabalho

internao wi sera

n

W, = Fldd, = [ ol ag v I11.39

As relagdes entre deformagBes e deslocamento

§-= E SN} I1I.40
fornece
df = B dgN IIT.41
resultando em
F=[ 8"aadv I11.42
~ v o~ ~

Como W e F dependem dos deslocamentos gN' a

equagao (III. 38) @ nao linear.
Sendo a matriz de rigidez tangente para o caso
conservativo a «que relaciona incrementos de forgas e

deslocamentos
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dﬁ = ET dSN I11.43

A diferencial da equac8o (II1.42) com relag3o aos

deslocamentos dN sara
~n

. T T

df + dB" ') dV III.44

que pode ser escrita apos obter as expresses de dF e da
parcela dB'Tﬁ, veja CHUEIRI (1985) na forma

aF= | [ [B*T p* B* + @' T' 6] dv| ad I11.45
o L ’ dn

ou mais explicitamente

By 0] M o] B[O 0
dF = I ) ) i dAf-d
T T ’ T, ‘. ~N
AMlBs Bz LD DBILO  Bol LO G-t eB
111.46

onde

1,2,3

comparando (III.44) com (I11.43) obtem-se a matriz KT
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. ‘e - T* + R
| B1tDM°By ByDt*Bg

T& * Tg * ‘
Bg *OM*By  Bp*DBeBy + Bg*DM*Bg + G M *G

I111.47

A matriz KT pode ser representada pela soma de

duas matrizes

Ky = K+ KL - 1IT.48
onde
T{ *
By, ¢ - j
K = jA | : I11.49
T& * ) '
0 Bs*DB*B,

@ a matriz apresentada no item (III1.31) e KNL a nao linear

dada por
. T
0. BytDMeBg
kNL= N _ + dA I1I1.50
T Tl
Bg'DM'By  BgDMBg ¢ §1oNT'D

Na express3o anterior DM @ a matriz obtida de
n

DM = t D I1T.51
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A matriz BS e a que relaciona os incrementos das
~n

deslocamentos nodais ddN com 0os incrementos das parcelas
~n

"~ . n .
nao lineares das deformagoes ou seja

ag'b - B dd

Be ddy, II1.52

sendo a deformag3c total dada pela soma das parcelas

lineares e n3o0 Lineares

£ = £ + £ IIT.53
A matriz M @ a que contém os esforgos ou seja
N N
X Xy
M° = I1I1.54
N
XY Y

e finalmente a matriz B @ a que relaciona os deslocamentos
~
nodais com as derivadas com relag30 a x e y do deslocamento

W ou seja

DW = 6 ddN ITI.55

~

As matrizes citadas estao explicitadas no
trabalho de CHUEIRI (1985).

0 vetor E das forga nodais internas equacgdo
(I11.42) pode ser escrito
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T.

Byon
Fo= - da 111.56
~ A

T, T,

Bg*n + Byem

Sendo o vetor n o que contem esforgos e m os
momentos fletores.

Para obter a rigidez ndo linear equagl3c (III1.50)
e do vetor das forgas internas equag30 (III.54), como nem
todas as matrizes podem ser explicitadas, utiliza-se a
integragdo numérica andloga a descrita no item (II.4.1).

As matrizes anteriores sdo calculadas nos eixos
locais moveis e sdo transformadas para os eixos globais

atraves da matriz de rotag3o apresentada no item (II.4.1).

III.4) SOLUGAD FRONTAL NAD SIMETRICA

As tecnicas de solugdo de sistemas de equag8es
algébricas lineares ou n3o0 lineares, basicamente se enqua-
dram em dois métodos, com relagd3c a forma de se fazer a
montagem das equagdes e a obteng80 dos resultados. € obvio
que devido ao computador utilizado n3o ser30 consideradas
as tecnicas desenvolvidas para supercomputadores ou aqueles
equipamentos que permitem processamento paralelo, sendo que
o método adotado neste trabalho também tem sido wutilizado
por alguns autores em equipamentos do tipo super.

0Os métodos convencionais de solug80 adotados nos
programas existentes ma literatura, partem da matriz cheia
com a solugdo por invers3o0 BERE & WEAVER (1947), banda fixa
WEAVER (19467) com solugdo por invers3oc ou CHOLESKI e também
banda fixa com BGauss-Seidel ou metodo da matriz esparsa
ZIENKIEWICZ (1971). Com o aparecimento de computadores de
maior porte na década de 70, bem como do surgimento de for-
mulagBes n8o lineares incrementais iterativas aparecem pu-

blicagOes com a consideracBo0 da banda variavel WILSON e
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BATHE (1976) com o armazenamento da matriz em forma de
sky-line e tamhém, trabalhos onde se utilizam outra tecnica
chamada frontal, IRONS (1970) e mais recentemente rotinas
detalhadas como em HINTON e OWEN (1977), 1IRONS e AHMAD
(1980), HINTON E OWEN (1980). Tanto o Sky-Line como o meto-
do Frontal utilizam uma solugdo direta atravées da eli-
minag8o de Gauss para obteng3o0 das incdgnitas sendo porém
que nos trabalhos anteriores consideram-se apenas sistemas
de equacles simetricas.

Adota-se neste trabalho a solugdo frontal que
segundo IRONS E AHMAD (1980) é o metodo de solug3o mais
natural pois considera a contribuic3c de elemento por
elemento na montagem das equac¢des. A origem do metodo & um

segredo, poréem @ certo que surgiu dentro da Companhia

Boeing por volta de 1958. A primeira referéencia e o
trabalho de GREENE, STROME e WEIKEL (19&1).
Para sistemas nao simétricos, existem varios

trabalhos fora do método frontal para grandes sistemas,
esparsos, tais como KEY (1973), GUPTA e TANJI (1977) ou
CROTTY (1982) para grandes sistemas de equagles nao
simétricas com solugB80 em bloco, porém com rotinas bastante
extensas. Outro trabalho semelhante ao anterior @ apresen-
tado por GOPALAKRISHNAN e PALANIAPPAN (1982) com a solugdo

toda na memoria. A comparag3o0 entre os métodos encontram-se

em varios trabalhos, sendo de destaque a excelente
publicag3o0 de WILSON, TAYLOR e SACKETT (1980) que para
certos tipos de problemas e wutilizande de micro a
supercomputadores comprovam que frontal VErsus banda

variavel perfazem praticamente o mesmo nimero de operag8es
para se decompor o sistema e tambem durante a resolug3o.

Em problemas simétricos a solugd30 frontal tem
sido otimizada, podendo-se reduzir o Front tais como nas
rotinas apresentadas por RAZZAQGE (1980), PINA (1981),
RANDOLPH e SLOAN (1983), geracBes automatica SADEK (1981) e
nos casos de problemas com grande Llargura de front a
solucdo por partig3o BEER e HASS (1982).

Recentemente, conforme trabalhos de BRUSSINO e
S5ONNAD (1989) e HOWARD, CONNOLEY e ROLLETT (1989) os

métodos iterativos do tipo Gradientes Conjugados e suas
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variantes tem sido utilizadas em lugar dos metodos diretos,
‘por serem comprovadamente muito mais eficientes, conforme
resultados apresentados pelos autores anteriores, inclusive
com utilizagcdo de supercomputadores.

A solugdo frontal adotada para a soluglo de
sistemas de equagdes ndo simetricas @ de TAYLOR e HUGHES
(1981), que tem como referencia ou base os trabalhos de
HOOD (19742, HOOD (1977a) e HOOD (1977b). A rotina de
TAYLOR e HUGHES (1981) destina-se a solug3o0 de problemas de
escoamento de fluidos viscosos, ou seja, das equagbes de
NAVIER-STOKES, sendo que a rotina sofreu varias adaptagOes
¢ implementacOes tais como a resolugl8c de sistemas gquando
muda apenas o vetor dos termos independentes, varios veto-
res de termos independentes para atender a iteragBo inversa
maltipla com ou sem resolug3o, e outras tendo em vista a
solucido das equactes de equilibrio dindmico e calculo de
autovalores.

0 objetivo do método frontal ¢ a eliminagio de
variaveis assim que as contribuigOes de todos os elementos
que influenciam um determinado ponto nodal =~ ou suas
variaveis, ja est3o0 computadas na matriz global. Assim que
uma variavel ou as variaveis de um ponrto nodal ja possuem
as equacbes totalmente montadas e a matriz do front esta
preenchida ou todos os elementos ja foram considerados, as
variaveis ou equagdes sdo eliminadas.

A matriz global completa,nunca sera montada, a
nao ser no caso dela ser de ordem inferior a dimens3oc do
front.

Em uma solug3o0 simetrica apenas a metade da
matriz do front e armazenada na memoria. Na solucg3c n3o
simetrica além se de armazenar todos os coeficientes das
egquacdes que estdo no front, o pivot na eliminagB80 de Gauss
e escolhido sempre entre o coeficiente de maior valor da
diagonal principal. Assim que uma equagaoc e ‘eliminada, a
equacdo na forma reduzida é escrita no disco, fazendo-se um
destocamentn nos coeficientes da matriz e do vetor
independente do front, tornando a UGltima Llinha e <coluna
nulas. A seguir faz-se nova eliminaglo0 e assim sucessiva-

r - = . " n
mente ate que se crie espago no front para consideracao da
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contribuicio de um novo elemento ou se todos os elementos
ja contribuiram, faz-se apenas eliminagdes porem des-
locando-se os coeficientes e zerando sempre as UuGltimas
linhas e colunas, o que corresponde a uma otimizac3o com
relag3c ao frontal convencional pois trabalha-se com menos
valores nulos. Apos eliminar as equagfes as novas con-
tribuig8es entram nas vagas deixadas por estas.

Em termos resumides: a rotina c¢cria em uma
primeira etapa uma matriz que contém para cada elemento a
numeragi3o dos nos nas colunas dois em diante e um sinal
negativo caso o no aparega pela Gltima vez neste elemento.
Isto @ que permite saber se a equaglo esta ou n3o montada.

Em outra parte da rotina apos definidas as
dimens8es das matrizes que irdo trabalhar no front:. tais
como a rigidez global e vetores independentes, define-se um
parametro NCRIT de forma que novas contribuigBes de um
elemento so entrardo na matriz-global quande o ndmero de
equagbes existentes for menor que este wvalor NCRIT. Este
valor em geral e igual a dimensao do fromt menos o nUmero
de variaveis de um elemento.

Outro ponto de destaque @ a criagdo primeiro a
nivel local de um vetor que indica para cada variavel do
elemento que esta sendo considerado a correspondencia com a
variavel global, inclusive se houver sinal negativo e
porque a contribuig8o0 esta toda somada, e outro vetor a
nivel global, sendo que indica 9que wvariavel global esta
armazenada em cada linha no front e se a equagio esta toda
montada. Para cada elemento que esta sendo considerado
cria-se também um vetor que diz em que linha e coluna da
matriz ou parte da matriz global que esta no front, os
coeficientes da matriz do elementoc devem se somados.

Apos preencher a matriz do front ou seja quando o
ntemro de equagdes e maior que NCRIT perfaz-se a eliminagdo
pelo método de Gauss escolhendo sempre como pivet o maiar

valor diagonal, sendo ent30 os coeficientes da nova matriz

K PIVOT, 3

LPIVOT, LPIVOT

fica kij - ki'LPIUDT C X IIT.57

[
Can



112

e 0s vetores do segundo membro

bLPIVDT)j III.SB

LPIVOT, LPIVOT

byy fica bye - bovpryor + X

obtem-se uma nova matriz, por exemplo, com valores obri-
gatoriamente nules, na coluna do pivot a excegdo do
proprio.
LPIVAT

0

0

0

0

0

0

0
LPIVOTIE (G (U |A JC |A 10 A 1A R IM 1A IZ IE N A IR

0

0

As condigdes de contorno s8o0 introduzidas antes
da eliminagdo ou seja quando se checa se a equag3c esta
toda montada pesguisa-se tambem através de um outro vetor
que indica que a variavel tem ou n80 um valor fixo e em
caso afirmativo introduz-se zeros na linha e coluna e o
valor unitario na diagonal e o prescrito no segundo membro.

Apos as eliminacdes e armazenamento das equacgfes
pivotais em disco, juntamente com o vetor que indica gquem e
quem no Front, pode-se realizar a retrosubstituicgao
obtendo-se os valores da variaveis, as quais s3do calculadas
na ordem em que aparecem no front, mas no final da
retrosubstituig3o o vetor das variaveis esta ordenado.

No processo incremental iterativo, ou seja na

solugd3o da equagdo (III.15) onde a matriz t+AtKT(k—1) de
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rigidez tangente na forma geral & a dada por (III.17) sendo
que a rigidez linear e ndo Llinear para o elemento de
partico sdo as apresentadas nos itens (II1.2.2) e (II1.2.3)
e para o caso de casca nos itens (III.3.1) e (III1.3.2),
sendo a rigidez de corregao de carga para o elemento de
casca no item (I1.4.1) e a de portico em (I1.4.2). Para
carga concentrada, no item (II.5).Considera-se que ha
convergeéncia na solug3o0 da equag3o0 (III.15) quando obtido o
incremento dos deslocamentos em uma iteragd3o k e os

deslocamentos por (I11.18) verifica-se o critério

Jau 2,
= T0L
”t+&t9(k)ﬂz
onde | l, representa a norma Euclidiana e TOL uma tole-

rancia adotada.



114

CAPITULO IV

ANALISE DINAMICA

IV.1) CONSIDERACGES GERAIS

Na decada de setenta as maltiplas exigéncias por
solucBes atraves de wuma analise dinamica n3c Llinear,
levaram a varias pesquisas sobre o assunto afim de se
obterem eficientes procedimentos capazes de atenderem a
demanda por projetos mais representativos e «com seguranga
também mais definida. Atualmente uma grande variedade de
problemas podem ser eficientemente resolvidos, mas a
analise ndo linear e um assunto ainda inesgotavel dentro da
vis3o atual.

Em geral os problemas dinamicos podem sep
basicamente de dois tipos, propagagi3oc de oandas e de
vibragao de estruturas. Para este Gltimo tipo de problema,
basicamente s3o0 dois os métodos quando deseja-se obter a
solucdo, ou seja, a superposig3c modal e a integrac3o
direta do sistema de equagles que representa o equilibrio
instantaneo.

Considerando a equagao (II1I1.15), com a introduc3o

das forgas de inercia e amortecimento dadas por —Mt+&tU(k)
e —Ct+&tU(k) no vetor t+&tR, onde M e C s3o as
matrizes de massa e amortecimento t+&tU(k) e t+AtU(k)

respectivamente as aceleragfes e velocidades no instante

t+At na iteragd3o (kJ,

t+.ﬁt--(k)+

Ui t+at-(k)+ temst  (k-1) (k)_ t+at

i ¢ NI R . tratZ(k-1)

NT ~n 14 ~

C

n

M
k= 1,2... IV.1
A solucdo da equaglo (IV.1) através da super-

posicdo modal pode ser encarada como uma forma de reduzir o

numero de equagOes de maneira que se possa utilizar com
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maior eficiéncia um método de integraglo direta.

Comprovadamente a superposig3o modal & bastante
eficiente em uma analise linear e também se alguns poucos
modos sdo excitados pela carga, tendo também sido aplicada
com sucesso em problemas com n3o0 linearidades localizadas.
A eficiéncia acima diz respeito a exatid¥0 dos resultados
quando considera-se problemas representados por milhares de
equagbes,; bem como o tempo de CPU.

Em uma analise n3o Llinear mais abrangente a
matriz de rigidez tangente muda a cada instante ou
incremento e sendo o carregamento n8c conservativo além
disto sera nio simetrica, podendo ocorrer grandes variacBes
nos autovetores e valores e, conseqlUentemente, para se
obter a resposta atraves da superposig3o modal, wutilizando
os modos da vibrag3o livre sem amortecimento, que é a forma
mais utilizada na pratica para se reduzir um sistema de
milhares de equagles a algumas dezenas, o custo
computacional pode até ultrapassar o da integrac3c direta
do sistema de equagOes originais.

Considerando a superposig30 modal, o objetive da
mesma e realizar uma transformac80 dos deslocamentos nodais

na forma

t+ At V.2

t 3 =
n
2O
2
')
-+
7

onde X(t) @ um vetor dependente do tempo e denominado
N
deslocamentos generalizados. A matriz P na pratica & em
nN
geral a que contem os m primeiros modos ou autovetares do

problema de vibragdes livres obtidos da soluc8c da equac3o.

t+at, (k-1 o, - m% IV.3

M &,

) - ~ "~
ou considerando apenas algumas configuracSes, da equac3o

w

n.'
TR
21D
1
RN N
E4
2T

IV.4

Py
[
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Ds deslocamentos (IV.2) s3o obtidos por

m t+At
t+ﬁtu -5 o x. 1V.5
~ 1=1 ~ 1
QL
t+At
TR XCt) IV.6

onde ? e a matriz de ordem (n x m) contendo os m primeiros
autovetores e denominada de matriz modal e %(t) de desloca-
mentos nas coordenadas modais.

Quando utiliza-se no calculo de autovetores e
valores o méetodo de LANCZOS (1950), a matriz modal a, ira
conter arranjados em colunas, n3o os m primeiros autove-
tores, mas sim devido a eficiéncia do algoritimo os
autovetores correspondentes aos m modos que mais influ-
enciam na solugBo independente da ordem dos mesmos no
spectrum. Neste caso o metodo da superposic30 modal passa
a ser denominado de método da superposigd3o de modos de
lLanczos, obtendo-se com um custo computacianal menor e com
uma aproximacdo melhor os deslocamentos e principalmente os
esforgos, quando comparado com a <classica superposigao
modal .

Trabalhos sugerindo a utilizag3c de algoritimos
do tipo LANCZOS, foram realizados por WILSON et alii
(1982), WILSON (1985), NOUR-OMID e CLOUGH (1984> e
(1985).

Outros trabalhos que comprovam a excelencia do
processo tambéem para sistemas simétricos, lineares ou com
ndo linearidades localizadas e amortecimento proporcional
sdo os de LIMA, LANDAU, EBCKEN e ELLWANGER (1985), COUTINHO
et alii (1986) e COUTINHO, LANDAU, LIMA e EBCKEN (1987).

Aplicando a transformagdo de coordenadas dada por
(IV.6) com ? contendo m autovetores calculades por LANCZOS

obhtem-se o sistema de equacles reduzidas na forma
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BrAbG(K) |, o ErAtGCK) | T o 0K

~im ~ ~iM ~ ~ ~
k=112..

sendo

-8 Mo V.8
Nm ~ o~ o~
C =8 Ceo V.9
Nm n n ~n
K g % @ V.10

obtendo-se por integracd3o numérica de (IV.7) o vetor &X(k)

e as coordenadas modais por

t+ﬂtx(k) - t+&tx(k—1) s &x(k) V.11
k= 1,2

e os deslocamentos por

t+AtU(k) - o t+&tx(k) V.12

RIGIDEZ NAO SINETRICA E AMORTECIMENTO NEZO. PROPORCIONAL

A solug30 de problemas n3o0 simétricos com ou sem
amortecimento utiliza em geral duas bases para a transfor-

macao das coordenadas. Na realidade existe uma certa
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relagdo com a ortogonalidade dos modos quando s3c conside-
rados os autovetores da transposta, ou seja, considerando

um problema de autovalores dado pela equagao

T -

Kea = w Mg, V.13
~ wl Iy

e o da transposta por

T
Ty, = oMoy, V.14
”n NJ J n NJ

supondo M simeéetrica se for massa consistente e os

~ -
autovalores iguais quando o determinante de'K & igual ao da

v T, T ~
transposta 'K .

~

Considerando a transposta de (IV.13) pos multi-

plicada por wj e (IV.14) premultiplicada por E{,

T T, T _ 2 T
9 K W o= w8 My, 1V.15
T T, 2 T
9 K ¥ o= wy 9 My IV.14
ou
a8 My, (a> - w2 = 0 V.17
vl v W] 1 J

sendo m? & m?

1 2

T My, =yl Me-=o0 V.18
[0 TR YRR VI R w) ~ wl

e escalando os autovetores e premultiplicando (IV.13)
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A

por %J

DT e - o | - V.19
w~ ) o~ ~ Ll ~l

Existindo amortecimento proporcional os autove-
tores ? e y desacoplam o sistema de equag8es (IV.1) ou no
caso de amortecimento n3o proporcional reduzem o sistema de
equacBes, podendo o mesmo ser resolvido através de um
processo de integrac3o numérica.

Os dois conjuntos de autovetores a esquerda E e a
direita ?, podem ser complexos e o serdo com certeza no
caso do amortecimento nd3o proporcional. Além disto, caso
deseje-se fazer uma superposigido modal mais representativa,
ou seja, ao 1invés de considerar os dois conjuntos de
autovetores obtidos das equagOes das vibragBes LlLivres sem
amortecimento (IV.13) e (IV.14), se incluido o amorteci-
mento, o calculo dos autovetores sera ainda muito mais
trabalhoso.

Recentemente surgiram trabalhos onde a aritmetica
complexa e contornada, pois n30 s30 calculados os autove-
tores verdadeiros do problema, mas wuma ou duas bases
formadas por vetores de LANCZ0OS que alem de reais, s3o0 bem
mais faceis de serem gerados, sejam em problemas simétricos
com amortecimento n3o0 proporcional, como em TAYLDOR e CHEN
(1988) ou em problemas n3o simetricos CRAIG e KIM (1988),
ou para sistemas de equagles com matrizes gerais NOUR-OMID
e REGELBRUGGBE (1989), sendo ainda que o sistema de equagdes
reduzido, obtido usando os vetores de Lanczos é ainda menor
que aquele que se obtem quando s3o0 utilizados os modos de
vibragao livre sem ou com amortecimento.

A formulagdo consiste basicamente em transformar
o sistema de n equacOes diferenciais de segunda ordem dado
por (IV.1) em um de 2n equagdes de primeira ordem atraveés
da introduc30 de um novo conjunto de variaveis, ou seja, o

vetor velocidade.
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t+&t\«‘ - ~t.+.&ft-u' o . IV .20

~ ~

e utilizado na transformag30, podendo caom (IV.1) e (IV.20)
escrever 0 sistema de duas equagfes, cansiderando a rigidez

em uma configuraclo T,

0 M [ t+4At 1 M 0 ( t-hﬂtv 1 [ 0 -
4 : = ¥
v C 1 AL ; J 0 Ty 1 trat, J’ l teaty
Iv.21

ou
I Y N N TV Py -
sendo a solugd3o da forma
braty | g oMt V.23
resulta
ABea+ AE=0 IV.24
e
ABy+ AW =0 V.25

A utilizag3o do algoritimo de Lanczos aplicado as



equagdes (IV.24) e (IV.25) fornecem os dois Conjuntos de m
vetores 9 e E de Lanczos que formam uma base e sao
utilizados em conjunto com um metodo de pesos e residuos
para reduzir o sistema de 2n equagles a um de m equagles
que sdo resolvidos por um método de integrag3c direta, n3o
envolvendo operagBes com valores complexos. Obtida as co-
ordenadas de Lanczos faz-se a superposigi0 através dos ve-
tores de Lanczos gerados pela equagdo (IV.24), ja tendo si-
do obtido bons resultados com m da ordem de L a - de n.
50 100

Com relac3o aos autovalores, os mesmos sdo
obtidos do problema reduzido gque se obtem ao projetar o
sistema original dado por (IV.24) no subespago formado
pelos vetores de Lanczos,

Como foi visto a superposicido modal envolve sem-
pre uma integracdo numérica e considérando a formulagBo de
problemas com grandes ndo linearidades, a principio imple-
mentou-se no programa ANER, apenas a integrag8o numerica

conforme o item IV.2.

IV.2) ALGORITIAG DE NEWRARK

0 algoritimo escolhido para a solugd3o das equa-
cdes de equilibrio dindmico & o de NEWMARK (1959), ja
bastante conhecido na titeratura. Em resumo:, constitui-se
em um método de integrac8o0 direta com soluc3c estavel sem
restrigdes porem implicito, ou seja, envolve a soluglo de
um sistema de equacGes analogas as da analise estatica para
obtenc3o dos deslocamentos nodais aoc Llongo do tempo., ou
melhor, em intervalos de tempos prée-determinados.

Como hipdteses fundamentais pode-se enumerar:

a) Ao inves de satisfazer o sistema de equacles
em qualquer tempo t, satisfaz-se o mesmo somente em inter-
valos discretos At. Todas as técnicas das solucgBes esta-
ticas s8o0 validas, pois a dinamica é a estatica acrescida
das forgas de inercia.

b) As variacOes dos deslocamentos, velocidades e
aceleragdes s830 assumidas nos intervalos At. Dependendo

desta variac8o tem-se um algoritime particular. Este
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baseia-se no metode da acelerag3o linear.

c) Para se obter a solug3o no tempo t+&t, suple-

se conhecido alem de DU,DU,DU a solugldo também no tempo t.

~

Despreza-se o amortecimento e assume-se que:

trat; _ 1V.24

£33 o
i
-
-+
| —— |
TS
o
1
i
S
-
-3 o
3
[y
-~
4
nd
-
4 o]
| IO |
B
-t

t+ At

b3 ot
b
s
-+
b
[
-
<
| e |
T,
N
1
@
Tamssmsiriornsarns’
A+
{amd

(j } at? 1v.27

sendo = e & parametros que se relacionam com a estabilidade
e exatid3oc da integrag8o. Adota-se para o0s mesmos os
valores correspondentes ao metodo da aceleragio media per-
manente. 0 esquema do algoritimo resume-se em:

1) Formar as matrizes de Rigidez K e Massa M.
~ ~n
. . .« s s O, O; o
2) Fixar condigfes iniciais U, U e "U.
~n ~N ~

3) Selecionar incremento At e calcular as «cons-
tantes de integragio a; i=1 a 7.
4) Obter a rigidez efetiva K = K + a, M

~

Para cada incremento de tempo 5) a 7).
5) Calcular o vetor de carga efetivo no tempo t+
At

tratp | tratg w oty ¢ a2y o+ a2t

4) Obter os deslocamentos no tempo tiaAt

t+AtK t+&tU - t+ﬁtR

n ~

7) Calcular aceleragdes @ velocidades no tempo

t+at

traty [t+ﬁtu tu] R T R
~ 0 . ~ ~ 2 ~ 3 o~

t+ﬁtu - tU v oa, tU ' a, t+AtU
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No passo & resolve-se o sistema pelo metodo
frontal, sendo que nos demais incrementos, n3o havendo
alteragdo da rigidez se for analise linear ou se n30 se
atualizar a rigidez nas iteragles dentro de um incremento
no caso da analise n8oc linear, utiliza-se a resoluglB0,  ou
seja, a matriz de rigidez Jja esta eliminada e opera-se
apenas o vetor das cargas.

L4 - - 1 3 1
Noe caso da analise ndo linear com == 5 e &= = em
4 2

(IV.26) e (IV.27)

t+étU - tU + ;_ﬁi tU' . t+tﬁstu V.28
o~ ~n 2 ~n N

Eraty b, oar [to s Boty ©1v.29
~n (474 2 w ~n

e sendo

t+&tu(k) B, t+&tu(k—1)+ &U(k) IV.30

obtem-se de (IV.28) a (IV.30)

trat k) 42 [t+&tu(k¢1) Y +_au‘k)} _ Aty Lty
~n ﬁt ~ ~No-

IV.31

e substituindo IV¥.1 com € = 0, obtém-se

~n

K ay s R - 3 5

trato(k-1) (k) t+At tratoCk-1) [ 4 {t+ptu _tu] _
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sendo

t+atK(k-1) - t+AtK(k—1) ., A M V.33

~ At
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CAPITULD ¥V

CALCULD DE AUTOVALORES

V.1) ANALISE DA ESTABILIDADE
V.1.1) CONSIDERACGES GERAIS

A estabilidade iniciou-se nos estudos de ARISTO-
TELES e ARQUIMEDES. 0 primeiro analisava o movimento que
ocorria apos a perturbag30 e determinava a estabilidade do
estado ndo perturbado atraves do curso de movimento. No
Gltimo caso a pura situacg3c geométrica do estado perturbado
era utilizado para determinar a estabilidade do sistema n3o
perturbado. 0 primeiro @ o método cinematico, gque tornou-se
importante nas Gltimas decadas, com relac3o a estabilidade
do movimento dos sistemas tecnicos. 0 segundo método & o
geometrico, ligado aos trabalhos de TORRICELLI, LAGRANGE e
outros, que dominou os estudos no campo da mecanica, ateé
poucas décadas atrés, o que foi por sinal pouco benefico ao
desenvolvimento do assunto.

0 metodo da energia, constitui-se em um terceiro
método, usado para determinar a estabilidade de uma posig3o
de equilibrie de um corpo elastico, com wvarias aplicagdes
feitas por 5. Timoshenko, porem, restritas a certos casos.
Até hoje, varios metodos existem separadamente e varias
teorias de estabilidade s30 formuladas sendo que em geral o
método geométrico - estatico e o da energia, est80 ligados
aos problemas da elasticidade e estatica, e o cinematico
predominando na dinamica.

Ndo ha uma definig3c absoluta de estabilidade,
ela evolui e se ajusta aos requisitos particulares do
problema em estudo. Por exemplo, na analise da estabilidade
din3mica de estruturas, de acordo com o problema analisado
e o critério adotado, existem varios conceitos e definigBes
na literatura. EBECKEN (1982) apresenta exemplos, dos quais
destaca-se a "ressonancia paramétrica", fendmeno largamente

estudado por BOLOTIN (1944) para varias formas estruturais
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‘e por ele denominado instabilidade dinamica, onde o sistema
@& dito instavel se wuma perturbagc3c sobreposta a sua
resposta devido a cargas (periodicas) resulta em um
acrescimo ilimitado das componentes de deslocamento.

A estrutura e dita estavel se perturbagbes admis-
siveis, no seu estado de equilibrio estatico ou din3mico,
sao seguidas de deslocamentos cuja magnitudes permanecem
dentro de limites admissiveis durante o tempo de utilizag3o
da estrutura.

Para pequenos deslocamentos, vale a elasticidade
infinitesimal. Porém. quando a instabilidade e precedida de
grandes deslocamentos, tem-se que considerar equacoes "N3o
Lineares" para o0 movimento. Para problemas complexos a
analise da estabilidade dinamica deve ser feita a partir da
resposta transiente, através do estudo das variaveis
cinematicas e das freqguencias dos principais modos de
vibracao da estrutura.

Para outros tipos de problemas, por exemplo

cascas axissimetricas o criterio de calculo das cargas

criticas @ definido pela variag3c maxima de volume de
deformagdo relative aos carregamentos impostos. Para
carregamentos inferiores ao critico, a relagd3o entre o

parametro de deformag3c e o carregamento atuante & apro-
ximadamente linear. Existe porem um valor do carregamento
para o qual um pequeno acrescimo correspondente a uma
grande variac3o do parametro de deformac3co. Este & admitido
como carregamento critico. As referencias anteriores apre-
sentam varios exemplos. 7

Em termos gerais, as caracteristicas comuns de
todas definigdes modernas de estabilidade, consistem em
especificar um estado sem perturbag8o cuja estabilidade e
para ser analisada. Aplicar ao estado anterior wuma per-
tubagdo. Fixar normas para cada estado. Determinar as
mudangas nas normas na transicd3o de um estado para outro.

Baseado neste comportamento chega-se a conclus3o
da estabilidade ou n3o0 do estado n3o perturbado. Apesar das
simples hipoteses, os metodos que as wutilizam levam a
varios criterios e conceitos conforme comprova a literatura

corrente.
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V.1.2) CRITERIOS DE ESTABILIDADE

Considerando-se a principio os criterios de
estabilidade, ditos estaticos, dois deles s3a Llargamente
usados para a determinag3o das regifBes de estabilidade, bem
como os limites de estabilidade. S30c eles os criterios da
energia, e estatico. As aplicagles destes critérios denao-
minam-se o método da energia e o método do equilibrio.

Ho método do eguilibrio assume-se que por causa
do estado de equilibrio neutro no limite de estabilidade,
posigOes de equilibric adjacentes podem existir para as
mesmas condig@es de cargas. Se & assumida a posigi3c de
equilibrio trivial para a qual os deslocamentos s3c nulos,
a aplicac3o do métode do equilibrio, postula que posigles
de equilibrio ndo triviais existem. Se elas ocorrem, podem
ser determinadas por metodos da estatica. Neste caso deno-
minma- se "criterio de estabilidade estatico", por causa de
que o parametro critico é determinado a partir da existén-
cia de posicBes de equilibrio n3o0 triviais. A instabilidade
ocorre quando excede-se o valor critico deste parametro.

A primeira objegcan seria a validade geral dos
dois criterios classicos de estabilidade foi feita por
ZIEGLER (1977). Ele mostrou que o critério estatico so pode
ser automaticamente wusado para problemas conservativos.
Isto porque em geral para problemas n3oc conservatives n3o
ha nenhuma posig8o0 de equilibrio n30 trivial.

ZIEGLER (1977) recomenda um terceiro critério

para os casos em que o35 dois anteriores n3c podem ser

aplicados com certeza. Este @ o "critério cinematico" que
consiste no seguinte: - deslocamentos com relag30 a posigio
de equilibrio do sistema elastico s80 impostos. Discute-se

o movimento perturbado que ocorre. Se ele permanece Llimi-
tado por todo tempo, implica na estabildade da posic3oc de
equilibrio.

Considerando primeiro a equac30 do movimento de
um sistema com apenas um grau de liberdade pode-se obser-
var CLOUGH e PENZIEN (1975) que as equagbes do movimento
apresentam solucBes estaveis com movimentos com amplitudes

limitadas, quando a solugdoc da equagdo caracteristica
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apresenta raizes imaginarias puras, no caso de nao haver
amortecimento e ralzes reais negativas ~ (amortecimento
critico) ou raizes complexas com partes reais negativas
para amortecimento inferior ao critico.
0 criterio cinematico corresponde a se obter
o n » - - 4 = 2 ol bl »
solugdes nao triviais da equagao do movimento de um sistema
estrutural, sem aplicag8c de forgas extermnas a n3o ser
aquelas necessarias para iniciar o movimento e gque s3o
expressas sob a forma de condigles iniciais, ou seja,
- n . " 3 -
considerar a equagao das vibragoes livres, por exemplo, sem

amortecimento.

Ky UGt + M Ucty = 0 V.1
onde cada solug30 nd3o0 trivial, ~caracteriza um modo de

vibrag3o0 em que todos os graus de liberdade descrevem movi-

mentos harmonicos em fase. Supde-se solugl3o do tipo
Uct) = @ et V.2

onde @ @ a freqUencia natural (rad/seg) associada ao modo

natural de vibrac3oc % gue @ o0 vetor formado pelas amplitu-
~n

des maximas dos deslocamentos correspondentes.

Substituindo (V.2) em (V.1) obtem-se o problema

de autovalor generalizado

K @ = W M @ V.3
Fazendo w2= A e W= i(h)llz na equagao (V.3)
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Sendo a equagdoc " caracteristica que fornece o

autovalor A para solugdes nao triviais (@ = 0),
n ~

det |K

T ".}aM} = 0 ' ’ U.S

Como os deslocamentos s38o dados pela equagio
(V.2), o comportamento do movimento perturbade bem como a
estabilidade é decidida pelo termo e®t.

Conforme observagles anteriores: se w & imagina-
rio, ha um movimento de oscilag30 que pode ser dito ESTA-
VEL. Depende logicamente do comportamento do autovalor A. A
estabilidade é dada por A e pela estrutura da matriz 5 . A
investigac3o da estabilidade & conduzida tragando-se no

plano complexo (figura V.1), o caminhamento do auvtovalor A.

0 eixo real positivo @ a regifio de estabilidade, (somente
se A e positivo e real pode w ser imaginaric). O0s dife-
rentes valores de A que permitem tragcar o grafico, origi-

nam-se por ser A func3c de um parametro, por exemplo o car-
regamento. Se o carregamento varia, o ponto representative
da imagem de x muda de posi¢30 no plano complexo. Perde-se
a estabilidade quando a imagem de » deixa o eixo real posi-
tivo. Isto pode ocorrer se A passa pela origem ou se A tor-
na-se complexo. 0 valor do parametro para qual isto ocorre

e o critico, sendo que interessa o menor valor critico.

1 MAG

INSTAVE L

(, fRinco” o

Figura V.1
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Supondo ser S simetrica, entBo 'KI tem " somente
autovalores reais e positivos e a imagem de A move-se
sempre ao longo do eixo real.

Neste caso, a perda da estalilidade ocorre
somente se A passa pela origem e torna-se negativo. & entdo
tem uma parte real positiva ocorrendo a instabilidade. 0O
limite de estabilidade & dado por A=0.

0 raciocinio anterior, foi elaborado sobre o
problema de autovalor na forma generalizada.

Parém, sendo 5 simetrica, e supondo n positiva
definida (obtida por uma formulag3o considerando massa
consistente ou diagonal com massa concentrada com ms s . 02,
o problema generalizado pode ser postao na forma standard
ET ? = A ?: sendo que se 5 e simetrica, resulta emAg tam-
béem simetrica, a qual por sua vez terd autovalores também
»>0 e iguais aos autovalores da forma generalizada.’

Sendo o limite de estabilidade dado por 2=0, isto
implica em det ‘ET’ = 0, que @ o critéerio de estabili-
dade estatico., que corresponde também a uma pasicdo de e-
quilibrio nao nula.

LConsidera-se a seguir 0o caso em que E @ uma
matriz ndo simétrica, e deixando de lado as consideragles
sobre matrizes fracamente assimetricas e as n3o simeéetricas’
que podem tornar-se simetricas, sendo que para ambos os
casos pode-se aplicar o criterio estatico. Considera-se que
desde que a matriz seja nBo simétrica, 'utiliza-se o
critéerio a ser discutido neste segundo caso. Como no caso
anterior, para haver estabilidade A deve ser real e A = 0,
paorque entdo # € imaginario e o movimento perturbado
consiste de pequenas oscilagbes em torna da posigi3o de
equilibrio. Sendo E' ndo simetrica, isto significa que ela
pode ter autovalores complexos para valores suficientemente
grandes do parametro considerado, sem que qualquer
autovalor, torne-se primeiro nule. Assim que 2 torna-se
complexo, @ tem uma parte real positiva, o que significa a
perda de estabilidade. Graficamente pode-se visualizar o
processo (Figura V.2), como a imagem " de * movendo-se do

eixo real positivo, diretamente para o plano complexo,

regido de instabilidade sem antes passar pela origem.
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IMAG.

INSTAVEL

;////V/%

PARAM. ./ _/\PARAMBIRO=0 REAL
CRITICO /
/ i

Figura V.2

A curva de autovalor (freguencia X 'carga) nunca
intercepta o eixo da carga. N30 existe nenhuma posic3o de
equilibrio ndo trivial, n3%o0 podendo-se usar o critério
estatico. Este tipo de instabilidade s6 pode ser discutido
pelo "critério cinematico". Deve-se resolver a equac3o de
autovalor na forma indicada em (V.4) ou (V.5).

Ocorre a instabilidade assim que um dos autova-
lores A torna-se complexo. Uma técnica de pesquisa das
raizes seria arbitrar valores para o parametro envolvido
com 5T e pesquisar na solug3o da equag30 anterior os
valores de &,

Ocorre o fenomeno de "FLUTTER" quando dois auto-
valores ﬁi' Ri+1' convergem, tormnando-se complexos conju-
gados para valores do parametro acima deste critico.

Com relagdo a influéncia do amortecimento frente
aos criterios apresentados, pode-se resumidamente dizer
LEIPHOLZ (1970), que o criterio estatico & suficiente se a
matriz ET e simétrica e a matriz g de amortecimento e
diagonal e positiva, ou antissimetrica. Tambem se ET faor
simetrizavel, porem E= c 5 sendo os coeficientes de amorte-
cimento ¢ » 0.

. S5e K

ol
cinematico & suficiente, desde que C = ¢ I, (c ) 0). De ou-
n N

for n30 simétrica (fortemente), o criterio
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tra forma se S e uma matriz diageonal positiva, porém com
elementos diferentes um dos outros, ha uma descontinuidade
na condigd30 de estabilidade com relagd3c ao caso sem
amortecimento. Tal problema deve ser calculado Llevando-se
realmente em conta o amortecimento.

Considerando o amortecimento a equag3o do movi-

mento tem a forma

M GCt) + C ult) + Ko uCt) = 0 V.6

~

Solugdes serao da forma

uCt) = 8. eP" V.7
resultando
2
[p M + pC + K ] 8. =0 V.8
Para solugles n3o0 triviais, a equac30 caracte-
ristica, sera
2 .
det [p“M + pC + K| = 0 V.9

Conforme consideragdes anteriores o sistema é
estavel se todas as raizes tiverem partes reais negativas.
Se pelo menos uma das raizes tiver parte real positiva, o
sistema @ instavel. Raiz nula indica a possibilidade de
instabilidade estatica ou dinamica. Se n3c ha raizes com
partes reais positivas, mas um par de ralzes imaginarias
puras, tem-se um caso critico, o sistema pode ser estavel
ou instavel.

No caso geral, havendo amortecimento. igual ou
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superior ao critico, as raizes s3o0p reais e -negatiwvas.
Inferior ao critico, complexas com partes reais negativas,
quando o sistema e estavel.

Em geral na pratica n80 se resolve a equagdo
(V.9) e sim transforma-se o sistema de n equagoes diferen-
ciais de 228 ordem dado por (V.4) em um sistema de 2n equa-

coes de 12 ordem que podem ser posta na forma

B Y(t)+ A Y(t) = O V.10
onde
0 M -M 0
B = ™ " ' A = ~ " V.11
~ M C ~ 0 K
e
1
yepy= | YR V.12
uce)d
At ~
Sendo Y(t)= ? e , equacao (V.10) para o problema

de autovetor a direita e

AB& 4+ A8 =0 V.13
e a esquerda
A BTW + ATW = 0 V.14

Em geral e muito dificil obter todos os autova-
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lores e vetores das equagles acima (V.13) e (V.14) o gque
leva a tecnicas de reduzir o problema de 2n x 2n equagdes a
uma de ordem m x m, com m (< 2n, n3an so com ohjetivo da
superposicao modal, conforme item (IV.1), capitulo IV, como
tambem para calculo de autovalores item (V.2) e (V.3).

A pesquisa de carregamentos criticos atraves do
compaortamento dos autovalores pode portanto ser feito
atraveés do criterio estatico ou dinamico, sendo o criterio
dinamico o Gnico capaz de prever a ocorréncia de flutter.
No caso de carregamento conservativo, se a instabilidade
ocorre de forma estatica (flambagem) ou se for n8c conser-
vativo (divergeéncia) qualquer um dos critérios pode ser

adotado para calculo da carga critica.

EQUACOES DE EOUILIBRIO ESTATICO NAQ LINEAR

Em um nivel de carga t+At ou t+’mtR a equagdo de
equilibrio sera
teAat, (i-1) | t+at,(i-1) i _ t+at t+at_(i-1)
{f;L * Kne KNe } al” = R - £
V.15
apos a convergeéncia obtem-se
t+&tu(i)= t+&tu(i-1) ' aui V.16
sendo a rigidez tangente”
beat, i teat i teAtd
Ke = KL+ KnL- KNG V.17
resolvendo o problema de autovalores
K s (t+atKi _ teatbd ‘{ — V.18
NL N k_ NNL NNC} o~ ~
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+ At

0 carregamentot B @ critico se A = 1. Se 1isto
nd3o aocorrer considera-se um novo incremento e assim suces-
sivamente.

Se o problema for fracamente nd3c linear pode-se

obter o carregamento critico atraves de

_ t+At
~CRIT ~

ou por extrapolagdo no grafico da figura V.3

ﬂ’J’«ATdV N
T

T+AT)

NIVEL
/CRITICO

T-&T T FaaAT NIVEIS DO
CARREGAMENTC

Figura V.3

Se a analise for linear o termo entre parenteses

na equagao (V,18) se reduz a matriz de rigidez geometrica.

EQUACDES DE EQUILIBRIO DINAMICO NAD LINEAR

A equag3o do movimento e
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! t+at, (1-1) t+At,(1-10] L, i t+At i
T TR e
traty  t+Ato(1-1) V.20

obtem-se
tratyi | teat (i-1) 8 V.91
sendo a rigidez tangente
et 1 _ t+at i teat )i

KT = KL KNL ™ KNC V.22

resultando o problema de autovalor

lg:-w Mo | V.23

~n ~ ~owN

t+ 4t

=

Pesquisando os varios niveis de carga tem-se
flambagem (carregamento conservativo, KNC= 0) ou divergen-
~n

cia (n30 conservativo) caso ml = 0. Se mi = mi+1 (reais)
tem~se o limite que defime a carga critica de FLUTTER.
Acima deste valor do carregamenteo mi e wi+1 tornam-se com-
plexos conjugados.

Se a analise for linear ou fracamente n30 Llinear
e a instabilidade se da por flambagem ou divergéncia pode-
se obter uma aproximag¢3o0 para a carga critica solucionando
para um nivel de carga TE o problema de autovalor, (com

KNC= 0 se o carregamento @ conservativo);

~n

T , T" .2 -
[EL+A [ KNL ~ ENCJ] g=u Mo V.24

. 2
ou seja, fazendo w = 0
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T T A _
[5L + oA ( KNL - ENCJ] e@=20 V.23

obtem-se de (V.25) &, sendo a carga critica (flambagem oau

divergencia)

.
Rerzr= > R V.26

No caso de flutter pode tambem no caso de Llinea-
ridade ou de nd3o linearidade localizada ou fraca tentar
como primeira aproximacido resolver a equag3o (V.24) para
alguns niveis de carga obtendo pares de valores w?e m§+1,
i= 1,2,3 ..., tragando-se o graficoe da figura V.4 para

obteng30 aproximada do parametro critico.

! Pardmetro Critico

valor orico -

— o e—.

2 2
i - | Wi Wit
w2 2 R

Figura V.4

V.2} PROBLEAAS DE AUTOVALORES E VETORES

Problemas envolvendo o calculo de autovalores e
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vetores, podem ser representados nas conhecidas formas
standard ou generalizadas. Além disto as matrizes envol-
vidas podem ser simétricas ou nao, contendo coeficientes
reais ou complexos.

Problemas na forma standard, com matrizes sime-
tricas reais, ja sao resolvidas com eficiéncia desde a
decada de 60, WILKINSON (1945), sendo que para os mesmos na
forma generalizada e envolvendo milhares de equagdes,
surgiram na década de 70 algumas técnicas bastante efici-
entes, BATHE (1982). Mais recentemente conforme sugerido
por WILSON et alii (1982) e comprovados por outros autores
cemo NOUR-OMID e CLOUGH (1984) e (1985), LIMA et alii
(1285), COUTINHO et alii (19864) e (1%987), MARQUES., COUTINHO
e LANDAU (1986), consegue-se uma otimizag3o, ou seja,
através do algoritimo de LANCZDS5 pode-se transformar um
problema envolvendo milhares de equagdes em outro reduzido
contendo apenas algumas dezenas de equagdes, que resolvidas
fornecem os autovalores podendo-se a seguir obter os
autovetores, que dependendo de parametros iniciais poder3o
vir a ser o conjunto de pares de valores de maior repre-
sentatividade, constituindo-se em algoritimos que em
termos praticos s83o0 altamente satisfatorios. Em contraste é
bem mais dificil obter-se algoritimos com igualdade de
eficiencia no caso ndo simetrico. Primeiro porgue os
autovalores de uma matriz nd3c simetrica podem ser muito
sensiveis a pequenas mudangas nos elementos da matriz.
Segundo, a propria matriz pode ser defectiva, tal que n3o
existe um conjunto completo de autovetores. As dificuldades
citadas anteriormente s3o0 como propriedades de certas
matrizes n3o0o simetricas e n30 ha um procedimento numérico
capaz de resolvé-lo. O melhor que se pode fazer & adotar
procedimentos que ndo tornem ainda mais intenso tais pro-
blemas., 0Os erros de arredondamento, pioram ainda a
situagdo. Ainda n3c ha um algoritimo perfeitamente seguro
para determinar se uma matriz e defectiva ou n3o. Em geral
os metodos correntes, principalamente os de transformag3o
tentam obter um conjunto completo de autovetores e deixam
por conta do usuario da rotina a tarefa de inspecionar e

selecionar os resultados.
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0 algoritimo de Lanczos, caoanforme ja citado in-
clusive no capituleo IV, tem sido utilizado no caso de
problemas ndo simetrico mais como forma de se obter as ba-
ses para fazer a superposigdoc modal, sendo que os autovalo-
res podem ser obtidos do problema reduzido e n3oc se calcu-
lando em geral os autovetores do problema real, tal como
CRAIG e KIM (1988), NOUR-OMID e REBELBRUGGE (1989).
RAJAKAMUR (1990) apresenta o algoritimo de Lanczos, desta-
cando-se um reortogonalizacdp nos vetores de Lanczos afim
de obter os primeiros autovetores do problema n8o simetri-
co, sendo que os mais altos destes primeiros autovalores e
vetores ja apresentam diferengas quando comparados com os
tedriocs e com o método do subespago e n3o havendo nenhuma
consideragao caso algum autovetor seja complexo, ou seja, a
convergencia dos vetores de Lanczos diretamente para os
autovetores a esquerda e a direita (uma vez que a obtengao
do problema reduzido envolve sempre estes dois conjuntos de
vetores ou autovetores), ja e tarefa ardua e se forem cam-
plexos o algoritimo nada apresenta gquanto a convergencia.

Neste trabalho optou-se pela iterag3o0 em subes-
paco com maior enfase no calculo de autovalores, tendo em
vista a pesquisa de parametros criticos. Despreza-se o
amortecimento, uma vez que a consideragl30 do mesmo na
técnica do subespago com matriz n30c simetrica de rigidez
conduz a autovetores complexes. Isto pode ser evitado
adotando-se o Algoritimo de Lanczos, ou seja, a parte as
dificuldades inerentes ao calculo de autovalores e vetores
de problemas n3o simétricos, a aritmética complexa poder
ser contornada uma vez que os vetores de Lanczos que
constituem a base para transformar ou obter o problema
reduzido, sd3o sempre reais. Isto ja nd3c ocorre no caso do
subespaco, com inclus3o de amortecimento, pois trabalha-se
sempre com aproximagOes dos autovetores do problema
original. As equa¢bes reduzidas apresentam independente do
algoritimo que se utilizou para chegar as mesmas, auto-
vetores e valores que podem ser reais e complexos, mesmo
sem amortecimento.

No algoritimo do subespago ou em outro algoritimo

tipo Lanczos, @ de importancia fundamental a soluc30 do
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problema reduzide de autovalores e vetores. As solugdes
deste problema envolvendo em geral algumas poucas dezenas
de equagtes podem ser obtidas atraves de métodos puramente
de transformagdo, iterativos ou de interpolagdes. No caso
nao simetrico as solugdes adotadas desde a década de 70 e
inclusive na de 80 para o desenvolvimento das rotinas
constantes de manuais ou como parte de programas perten-
centes a bibliotecas de sistemas computacionais, se carac-
terizam como metodos de transformag3o, pois calculam todos
os autovalores e vetores, porem dentro de ciclos
iterativos.

Basicamente as rotinas s3c na grande maioria
desenvolvidas para o problema na forma standard, as <quais
fornecem resultados bem melhores, porem envolvendo a
inversao de uma das matrizes o que nem sempre & possivet.
Estas rotinas s2o desenvolvidas em quatro etapas. A pri-
meira @ onde se faz um balanceamento da matriz, na segunda
transforma-se a matriz para a forma de Hessenberg, na
terceira calculam-se os autovalores utilizando o metodo @R
e, finalmente, os autovetores atraves em geral da soluglo
do sistema de equagles ou por iterag80 inversa que & melhor
no caso da matriz ser defectiva. £ obvio que o problema na
forma generalizada se torna bem mais complicadoe e tem-se
que adaptar as transformagdes afim de se obter a matriz do
lado esquerdo da equagdo na forma de Hessenberg e a do lado
direito em uma triangular superior para poder aplicar com
mais eficiencia uma variante do métode OR para o problema
generalizado.

Para o problema na forma standard o balanceamento
@ o primeiro procedimento a ser executado, ou seja, e uma
forma de reduzir a sensibilidade dos autovalores a erros de
arredondamento durante a execug3o dos algoritimos envol-
vidos nas outras etapas. Os erros nos procedimentos nume-
ricos para obtencdo dos autovalores e vetores sao em gerais
proporcionais a norma Euclidiana da matriz, isteo &, a raiz
quadrada da soma dos quadrados dos elementos. A ideia de
balancear e de usar transformagdes similares afim de que as
linhas e colunas da matriz tenham normas parecidas,

reduzindo a norma global da matriz e mantendo (devido a
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utilizag8o0 das transformagGes similares) invariaveis os
autovalores. A matriz simetrica ja se apresenta balanceada.
Sendo o numero de operagoes envolvidas muito pequeno quando
comparado com todas as etapas, recomenda-se sempre balan-
cear matrizes nd3o0 simétricas, pois a precis3o sempre
aumenta quanto comparada com o calculo efetuado sobre uma
matriz n3o0 balanceada. Muitas vezes alguns autovalores ja
aparecem na diaganal da matriz quando desta etapa de
balanceamento e podem ser detectados por inspeg30, ou seja,
se todos os elementos fora da diagonal de wuma Llinha ou
coluna s30 todos nulos, este @ um autovalor e esta linha e
correspondente coluna deve ser removida inclusive para
prevenir caso este autovalor seja wmal condicionado, ou
seja, pequenas alteragdes nos elementos da matriz em etapas
subsequentes pode conduzir a obtenc3o deste autovalor pelos
procedimentos seguintes com grande margem de erro.

As tecnicas para realizagdo das transformacdes
similares variam, sendo que uma de facil wutilizag3o e
atraves de matrizes diagonais B, ou seja, obtém-se uma
matriz balanceada ﬁ5+1 com relagao a original A atraves da

~n

n
equagan

o
Age1 = O™ Ag Dg v.27

sendo que para se evitar a introdugc3o0 de erros de arredon-
damento, os elementos de 9 restringem-se a potencias exatas
da base empregada na aritmética do ponto flutuante, em
geral 2 para a maioria dos computadores.

A reduc30 a forma de Hessenberg @ uma estrategia
utilizada para encontrar os autovalores de wuma matriz de
forma geral, semelhante ao que se wutiliza no caso de
matrizes simétricas. Uma matriz na forma de Hessenberg
superior contém =zeros em todas as posigBes abaixo da
diagonal principal, exceto no primeiro elemento subdiagonal

de cada linha, ou seja, os elememtos satisfazem a equacio

aij = 0 para 1) j+2
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Uma das tecnicas para se obter a matriz na forma
superior de Hessenberg & atraves de uma sequencia de
transformactes de Householder, cada uma zerando os corres-
pondentes elementos em uma coluna da matriz. Uma alter-

. r . ’ . ” ~n
nativa e um procedimento analogo a eliminagao de Gauss com
pivotamento, sendo o mesmo duas vezes mais eficiente que o
metodo de Householder. Podem existir, mas s3o raras;
> - 3 . n n 4 ’,
matrizes para as qualis a eliminagao nao e estavel.
A eliminag3o direta de BGauss n3o0 @ uma tranfor-
~N - - - - = ~n
magao similar e recomenda-se procedimentos de eliminagao
ligeiramente diferentes. Antes de uma etapa r, a matriz
original A = 1 tornou-se Ar' a qual se encontra na forma
n o~ n
superior de Hessenberg nas r-1 primeiras linhas e colunas.
A etapa r consiste ent3o0 das seguintes sequencias de ope-
£ d
ragoes:
a) Encontrar o elemento de maior magnitude na coluna r
abaixo da diagonal. Se for zero, salte os itens b e ¢, e a
etapa esta pronta. No caso contrario, suponha que o
elemento maximo esteja na linha r’.
b) Trocar Linhas r” e r+1, sendo esta a operagl0 de pivo-
tagem. Para tornar esta permutagdo wuma transformacgdo

similar, trocar tambem as colunas r’ e r+1.

c) Para i=r+2, r+3,... N, calcular o multiplicador
a,

n — ir

. 1 .

i‘r+l a

r+l.r
Subtrair da linha i a linha r+1 multiplicada por n. . Para
ir
tornar a eliminagao wuma transformag3c similar, somar a

coluna r+1 a columna i multiplicada por ni,r+1.
A Gltima etapa no caso do problema na forma
standard @€ a aplicag80 do metodo QR. As equacles do pro-

cesso com "SHIFTS" podem ser escritas em uma etapa s como;

a. [a. - k. 1] =R V.28
~ 7
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onde @ e ortogonal e R triangular superior. A equacgao
"

~

anterior pode ser expressa também atraves de

i T
Ag,1= Rg Ug + kgl V.29
ou

Ac .= Q. A. QF V.30
Ag,1® g fig Qg '

A transformag8c0 QR preserva a forma de Hessenberg
superior da matriz original A = Alr sendo gque quando s —% o
A

9
~
isolados na diagonal ou s30 os autovalores de uma submatriz

N
converge para uma forma tal que os autovalores estao

de ordem 2 x 2 na diagonal.

Para uma rapida convergencia e essencial a utili-
zacao de SHIFTS, sendo que para matrizes reais n3o sime-
tricas, que podem ter autovalores complexos torna-se
necessario um artificio para evitar a aritmética complexa.
Isto e obtidao, na pratica, fazendo dois passos do algo-
ritimo OR, cada um com dois shifts realils kS e kS+1 ou com
valores complexos conjugados kS e k5+1E Fé. 0s valores
numéricos destas mudangas com relagdc a origem em cada
etapa sao os autovalores da matriz 2 x 2 situada no canto
inferior direito da matriz ﬁS corrente, aque definira se
serdo reais ou complexos conjugados kS e k5+1. Estes dois

passos resulta em uma matriz real AS+2 onde

~n

T T
fAg,2® Q5,1 85 Ag U 8g,, v.3l
sendo as Dé determinados por
A. - k. 1 = 0! R V.32
~9 S ~ ~9 ~9 )
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Ag,1™ Og g g V.33

T R V.34

k 5 - 95+1 ~9+1

S+l T TS41

utilizando (V.33) a equaglo (V.34) pode ser reescrita

T AT

5 = %541 1 = U5 U541 Rg41 U5 V.35
entdo, definindo-se

M= [ﬁs " Ksug E] [ﬁs - kg l} V.36
equagao (V.32) e (V.35) fornece

B = 9 ﬂ V.37
onde

¢ =085 09 V.38
R = Rsi1 Rs V.37
A equacdo (V.31) pode ser reescrita

85 81 = 0" Ag,, V.40

Supondo que se possa achar uma matriz H na forma
n
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superior de Hessenberg, tal que
H V.41

onde g e ortogonal. Se gT tem a 12 coluna igual a gT (isto
e, g tem a 18 linha igual a 9) ent3o g'='g e AS+2= H.

A primeira linha de GN e obtida como segue. A
equagal (V.32) mostra que 9 e uma matriz ortogonal que
triangulariza a matriz real w.‘ﬁuatquer matriz real pode
ser triangularizada se prémultiplicada por uma seqUéncia de

matrizes de Householder P1 (atuando na primeira colunal), P

~n2
(atuando na segunda coluna), ..., Pn-l' Ent3o
2= Fa-n Pz - T1 V.42

e a primeira linha de @ & a linha de P1. desde que Pi no

~n

canto superior esquerdo @ uma matriz identidade de ordem
(i-13)Ci-1).,

A matriz de Householder 51 e determinada pela
primeira coluna de g. Sendo ﬁs na forma superior de Hessen-

berg, a equagdo (V.34) mostra que a primeira coluna de M

tem a forma [pl. Qg1 Pqe 0, ... O]T onde

p.= a2 - a (k + k ] + ko K + a a
1 11 11179 S+1, 5 "58+1 12 721

99 = 354 [all * agn- kS - kS+1J V.43
F1 7 %21 232

entdo

P, = 1 - 2m mT V.44
1 1 71 :

tendo portanto m1 apenas os treés primeiros elementos n3o
~n
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nulos.

Procedendo desta mesma forma ate En-l' em cada etapa a ma-
triz de Householder Er tem um vetor Tr cujos elementos n3o
nulos s30 apenas os r, r+l e r+2, Estes elementos s3o de-
terminados pelos elementos r, r+l1 e r+2 na (r-1) coluna da
matriz corrente.

0 resultado e

P = H V.45

§=0=F1 -2 f V.46
e
fsep = 1 V.47

que se constituli no algoritimo (R em dois passos.
0 término da iterag30 para obtenc3o0 de um auto-

valor pode-se dar de duas maneiras. Primeiro se a se

n.,n-1

torna desprezivel, entlo a - e um autovalor. Pode-se entdo
']
eliminar a enessima linha e coluna e observar o proximo

auvtovalor. Alternativamente a _o pode tornar-se despre-

n-1,n
zivel. Neste caso os autovalores da matriz de ordem 2 x 2
no canto inferior direito podem ser considerados como os
autovalores. Eliminam-se as linhas e colunas n e (n-1) da
matriz e continua-se.

Em geral o teste de convergencia para um auto-
valor @ combinado com um teste de elementos subdiagonais
despreziveis que permite separar a matriz em submatrizes.

Procura-se o maior valor de i tal que a; 3.9 © desprezivel.
i~

Caso 1 seja igual a n ou n-1 ter-se-a obtidoe um ou dois
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autovalores. Se isto ndo ocorre continua-se a iteraglo na
submatriz linha i a n, sendo i igual a 1 se nenhum elemento
subdiagonal & pequeno.

Apos determinar i, examina-se as submatrizes nas
linhas i ate n para ver se o0 produto de dois elementos
subdiagonais consecutivos s3o bastante pequenos de forma
que se possa trabalhar com wuma submatriz ainda menor,
comecando por exemplo na linha m. Pode-se comegar a partir
de m= n-2 e decrescer ate i + 1, computando P, g9 e r de
acordo com as equacoes (V.43) trocando 1 por m e 2 por m+1.
Supondo serem estes os elementos da primeira matriz ‘lespe-
cial" de Householder em um QR com dois passos e como n3o se
esta fazendo um ciclo completo de multiplicagBes conforme
a equacao (V.45) aparecem elementos n3o nulos nas posigles
(m+1,m-1), (m+2,m-1) e (m+2,m), sendo que os dois primeiros
devem ser pequenos comparados com os da diagonal locali-
Un criterio aproximado

zados em a a e

a .
m-1,m-1" “m,m m+l,m+1
que satisfaz é

2momea | (1910 101) <ot {lan, 1 merl® 1an,al® lon1,2n-11]
V.48

Rotinas em linguagem fortran envolvendo as trés
etapas anteriores, do balanceamento de uma matriz atée a
obtencd3o dos autovalores pelo método QR em dois passos sSo
apresentados por PRESS et alii (1989).

Outro fator importante mo calculo de autovalores
e vetores de problemas n3o simetricos é estimar de uma for-
ma pratica, um indice de perfomance ou a condig30 numérica
do problema, seja para autovalor ou vetor isclado ou no ca-
so de multiplicidade. Esta condig30 numérica representada
por um ndmero, mede a sensibilidade da solug30 com relacdo
a pequenas variagles nos elementos da matriz. Em geral se o
nimero & grande o problema & mal condicionado. Para evitar
"overflow", computa-se o reciproco da condig30 numéerica.

A condicd0 numerica mede as mudangas nos auto-
valores e vetores de uma matriz ﬁ quando uma perturbag3o E

~n

e adicionada a ela. Isto pode ser utilizade para estimar
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erros na solugdes. 0 trabalho de BAI, DEMMEL e McKENNEY
(1989) apresenta a teoria & o programa relacionade com a
condigdo numerica.

Seja um simples autovalor A de uma matriz ﬁ de
ordem n x n com autovetores unitarios a esquerda y e a di-

~

. T
reita x. Em outras palavras Ax = Ax, y = Ay , e sendo

n>

]].]!2 a norma Euclidiana !]xl[z = f!Y‘fZ 1. Definindo-se

o projetor espectral de A, P como
P = (x.y 3 | (g .x) V.49

sendo

T

l!P]]z =17 |9 .x| V.50

a secante do angulo entre x e y
Seja E uma perturbacdo em A e £, = ||E[], Seja
tambéem %' o autovalor de A + E. WILKINSON (1945) estabelece

como timites 2 e 3
A -l = &, [P, V.51
In" - A} =2n & [P, V.52

sendo éé pequeno e W um coeficiente de evaporac3o.

Outros limites envolvendo outras condigOes podem
ser observados nas duas referencias anteriores, sendo as
condigces numéricas sempre fungles de {lPIlZ. A rotina
STRSNA apresentada por BAI, DEMMEL e McKENNEY (1989) cal-
cula por exemplo a condigdo numerica de um autovalor que
retorna na variavel correspondente a 1 / [IP]], para evitar
"overflow" para autovalores mal condicionados.

As rotinas implementadas no programa sao cons-
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tantes do MANUAL DO IMSL (International Mathematical and
Statisc Language) que fazem parte da biblioteca do Sistema
Unisys.

A solugdo do problema na forma standard & re-
solvida pela rotina EIGRF que se propBe a obteng83c de auto-
valores e vetores de uma matriz cheia, real. As tecnicas e
algoritimos utilizados s30 os descitos anteriormente e
tendo como principal referéncia os trabalhos de SMITH et
alii (1970) e SMITH et alii (1974).

A solug3o do problema na forma generalizada & uma
proposicidoc da rotina EIGZF, so que os algoritimos wutiliza-
ds reunem-se em um processo denominade QZ, trabalhos de
MOLER e S5TEWART (1972) e (1973), sendo este processo n3o
uma simples variante do métode QR, mas sim envolvendo todas
as operacoes desde a transformag3o das matrizes até a

obteng3o dos autovalores.

V.3) SUBESPACO FRONTAL NAO-SIMETRICO

0 método de iterag3c em subespago ja bastante
utilizado na solug3o0 de problemas com matrizes simétricas,
principalmente nos trabalhos de BATHE (1982), baseia-se em
varias teécnicas, principalmente a iteragdoc inversa e a
analise de Rayleigh-Ritz.

Para o problema n3o simétrico, o algoritimo im-
plementado resume-se em:

a) Obtencdo da Matriz de Massa Concentrada Global w.

b) Formag30 da Base Ek ou dos vetores de partida Xk'
c) Geragao Frontal da rigidez E e opcionalmente da massa
consistente w com solugao/resolug80 da iterag3o0 inversa

maltipla. Para k= 1,2... iterar de E, a E

k k+1®

e. 1) K Xer1 = Y

c.2) Projec3o0 das matrizes K e M em Ek+1
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T

Kket = Zxe1 K Xew1 = Xia1 Yi
Yre1 = M X

._.T —
Mer1 = Xket Tiat

c.3) Soluc3o0 do problema de autovalores e vetores

K Q =

Fal
Kee1 Jee1 = ket Meer 8

wk+l wk+1

t.4) Encontram-se as aproximagles

Autovalores ——

L Aﬁ*l Akt Akt

A
N 2 i

X a

Autovetores —— “he1 T Xxe1 Ykt

c.5) Melhor aproximagao dos vetores de iteraglo

Yeet = Tkt Yan = M Xeoq Geg

c.6) Verificag3o de convergéncia

i= 1,2 ... 1

F
£ - tolerancia especificada

[kl ok
1

1 < —
Akl -
1

No caso de se pretender realizar uma superposiglo
modal, seria necessario calcular tambéem os autovetores a
esquerda. Para tanto, conforme apresentam VIANNA e LIMA
(1988), como os autovetores de esquerda, nao participam do
processo iterativo, basta obter a solug3c0 da equaglo

adjunta do item (c.3), ou seja

T esq _ A esq
Koot Tke1 = Skt Meer Skt
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. [\
sendo as aproximagoes dos autovetores a esquerda

- X, 0550

Meer ® Xxe1 Bk

Com relag3c ao algoritimo acima, cujo objetivo
principal @ a obteng30 de autovalores, no caso de se adotar
a massa concentrada ndo ha necessidade de armazenamentos e
multiplicagles frontais. No caso da massa consistente tais
procedimentos ja se tornam necessarios. Outra simplificaglo
no algoritimo @ que na segunda ou demais iterag8es utiliza-
se a tecnica da resolug3o, eliminando-se apenas os vetores.
D mesmo quande n3o0 se atualiza a rigidez.

Para a dimensao m do subespaco adota-se para caso
nac simetrico m=2p (minimo m=10) onde p & o nimero de auto-
valores desejados. 0Os vetores de iteragd3o de partida devem
ser linearmente independentes entre si e podem ser fixados
de varias formas, BATHE (1982) e BATHE e RAMASWAMY (1980),
incluindo nesta Ultima referencia os vetores de LANCZOS
como partida. Uma forma garantida principalmente am
problemas simetricos & adotar como primeira coluna de Ek
simplesmente a diagonal da matriz de massa e para as outras
colunas o numero 1 na coordenada com menor valor de
K../m,..

ii’ i1

0 algoritimo encerra-se atraves da observaglo dos
autovalores calculados, uma vez que o ohjetivo da imple-
mentac3o0 @ a pesquisa de parametros criticos. Como primeiro
passo sao analisados os autovalores. Se qualquer um deles é
complexo ou real negativo, para-se pois ja foi ultrapassado
o valor do parametre critico. Caso contrario segue-se in-

crementando o carregamento e repetindo o algoritimo.
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CAPITULO VI

ESTUDO DE CAGOS

VI.1)} INTRODUCAOD

Come ja referido no Capitule I, os casos
analisados tem como objetivo testar as formulagOes
desenvolvidas, bem come os procedimentos implementados, do
que resolver problemas especificos de engenharia, pois os
mesmos por mais simples demandam um @anorme esforgo
computacional n3o compativel com o equipamento disponivel,
BURROUGHS 6900.

Através de um programa desenvolvido em Llinguagem
FORTRAN, cujo manual de utilizag3o encontra-se no Apendice,
procurou-se analisar o comportamento n3o linear de alguns
sistemas estruturais n30 complexos, soh cargas ndo
conservativas e compara-los com as solugles existentes na
literatura, solugdes estas bastante escassas quando se

trata de analise n30 linear de placas e cascas.

VI.2) PROBLEMAGS ONDE APENAS OCORREM GRANDES DESLOCAMENTOS

Analisa-se um portico com uma extremidade engas-
tada e outra livre, sujeito a uma forga concentrada ndo
conservativa na extremidade livre, a qual mantém-se durante
a deformagc30 sempre normal ao eixo do portico.

Na figura VI.1 apresentam-se os dados bem como a
malha adotada e na figura VI.2 o mesmo problema apenas
substituindo a carga concentrada por uma distribuida em um
pequeno elemento. Nos quadros VI.1 e VI.2 indicam-se os

valores dos incrementos nas cargas concentrada e
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distribuida respectivamente. Na figura VI.3 os
deslocamentos e rotagdo da extremidade do balango e na
figura VI.4 representa-se a deformada do eixo do portico e
a curva carga autovalor do primeiro modo na figura VI.5. No
quadro VI.3, valores dos deslocamentos da extremidade do

balango para alguns niveis do carregamento.

;7 o e * X 2U @
NIRRT IR " DADOS

1 Comprimento 4= 24 cm
Inércia Iz= 0,135 em

L
o 2
Z,%,0, Area Ax= 0,18 cm

4

Modulo Young

! E= 7,124 x 10° N/cm

*J%*‘ Coeficiente de Poisson
¥w= 0,3

Massa

P

2

2

0,0004 NsZ/cm?

Carga Normal N3o Conser-
vativa R
Nimero de Elementas = 20

Incognitas= &40

Figura VI.1
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i AXIUIQX

/710
.

N2 de Elementos= 21
Incagnitas= &3
R*= Carga Distribuida
Equiv. N3o Con-

servativa

3
N
Figura VI.2
QUADRDO VI.1
INCREMENTOS
NOMERDS VALORES (ND
1 a 80 15,0
QUADRO VI.2
INCREMENTOS
NOMEROS N/em N
1 a 70 25,0 15,0
71 a 85 16,67 10,0
846 a 165 8,34 5,0
166 a 173 333,34 200,0
174 a 175 833,34 500.,0
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A rR(kN)
O
4,0 A v
3.5 T e
3,0 O, 0
2,5 + N
2,0 -
w22/ —Mzzq
1,5
— ozi22 N
1,0
0,5
Aou_é?ﬁ;%ﬁﬁs {1981) - ”’f"’/f"ez/’ﬁ
f } —
) 0,5 1,0 :
Figura VI.3
QUADRO VI.3
DESLOCAMENTOS DOS N&Ss 21 QU 22
CARGA
(N) DIREGCAD x-u DIRECAD y-v ROTACAD z-2
(cm) (em) {rd) z
450,0 -8,085 -1,348 -0,374
1050,0 -15,997 0,722 -0,786
1475, 0 -19,642 3,442 -1,028
2000,0 ~-22,258 7,268 -1,278
2600,0 -23,751 11,705 -1,532
3000,0 ~24,141 14,510 -1,487
3700,0 -23,942 18,998 -1,947
4200,0 -23,254 21,921 -2,142
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VI.3) PROBLENAS OHDE A INSTABILIDADE OCORRE SOMEMTE GQUANDD
OCORRER GRANDES DESLOCARMENTOS

VI.3.1) SISTEH#A NAO CONSERVATIVO DO TIPO DIVERGENTE

Investiga-se neste caso o comportamento de um
portico bi-rotulado sujeito a uma forga concentrada n3o
conservativa, aplicada excentricamente, sendo gue a mesma

mantém-se sempre normal ao eixo deformado.

Na figura VI.6 apresentam-se os dados e a malha
utilizada para a carga concentrada, e na figura VI.7 a
malha para a consideragd3o de uma carga distribuida uniforme

~n . -
nao conservativa, equivalente a concentrada.

Neste sistema a perda da estabilidade se da por
divergencia, sendo apresentados na figura VI.8 os
deslocamentos do no 25, ponto de aplicagd3o da carga
concentrada n3o0 conservativa e desta considerada como
conservativa. Para a carga distribuida equivalente, adotou-
se a média entre os deslocamentos dos nos 13 e 14. No
quadro VI.4 est3o indicados o nimere de incrementos e o
valor dos mesmos. Na figura VI.9 as curvas dos autovalores
correspondentes a flambagem e divergéncia, e os niveis das
cargas quande a instabilidade ocorre. Na figura VI.10 a

deformada do eixo do portico.
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DADDOS

Comprimento 4= 120 cm
. i 4
" Inercia IZ- 2 cm

| 2

Area A = & cm
/ - X

-k
vs/20

9/ 20

‘ Y,v,eyv

&)

CR* (N em)

@

X,u, 6x
Madulo Young

E= 7,2 x 106 Nlcm2
Coeficiente de Poisson
wv= 0,3
Massa

£= 00,0004 stlcm4

Carga Normal N3o Conser-
vativa R
Nimero de Elementos= 40

Incognitas= 119

Figura VI.é&

wee.

78780

7{s80 ¢10
-

fra0

¢ 10

No de Elementos= 21
Incognitas= 42

R®= Carga Distribuida
Equiv. N30 Con-

servativa

Figura VI.7
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a o
18,55+ L

O CONCENTRADA N CONSERVATIVA
DIST. NAO CONSERVATIVA

CONSERVATIVO

AN ARG YRIS E SIMEONIDIS ((981)

; — ! : lo = 3
® 8 00 12 u,-v (em.}

Figura VI.8

QUADRO V1.4

NAOD CONSERVATIVO
NGMEROS CONSE?K?TI”D CONCENTRADD | DISTRIBUIDO
(N> (N/em)

1 a 45 360, 0
74 2 55 160, 0
55 a 65 30,0

1 a 77 340, 0
78 a 90 - 120,0
91 a 905 50,0

1 a 95 10,0
5% a 99 40,0
100 a 125 10,0
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VIi.3.2) SISTEMA NAD COMNSERVATIVO DO TIPOD FLUTTER

Estuda-se a perda da estabilidade ocorrendo na
forma de flutter, devido a atuag3o de uma carga distribuida
uniforme n3o conservativa em uma viga em balango, carga
esta que se mantém sempre normal ao eixo deformado.

Na figura VI.11 apresentam-se os dados e na
figura V1.12 os deslocamentos da extremidade do balango, no
11. Na figura VI.13 algumas deformadas e os niveis de carga
corraspondentes. No quadro VI.5 os valores dos incrementos

na carga e na figura VI.14 o histdrico dos autovalores.

Y,v, 8y

sl

X,u,0x

4 | -
‘k///g) ® . . . . .
= ' !

Z,w,02z

)VC)

DADOS
Comprimento 4= 100 cm

Inércia 1. = 1,666647 cm
z 2

4

Area Ax= 20 cm

Modulo Young E= 2,1 x 107 Nlcm2
Coeficiente de Poisson = 0,3
Massa &= 00,0008 stlcm4

R* - Carga Distribuida Uniforme N30 Conservativa
Nimero de Elementos= 10

Incognitas= 30

Figura VI.11
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ARF (kN sem)

10
1 .09%-a

0,03 ___ INSTABILIDADE  DINAMICA _. FLUTTER

O e A = ARGYRIS E
S IMEONIDIS
{1981)

=
sulf;-v /P,
-0z/M

4 L
' T
1,0 1,2 1,4

Figura VI.12
Av,v (cm)
50,0 100, 0

1 —»

X, u (cm}

/
Y
v

0,40

- 100,07

Figura VI,13
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QUADRO VI.5

INCREMENTOS
NUMERDS VALORES (N/cm)
1 a 12 26,0
13 a 88 59,0
89 a 110 26,0
CAR® (kN/emd
0,93 ————
R* > 0,93
°.8T WP = 1572,32 — 20523
: 1572, 32 + 205,23
0,6 7
0,4 7T
0,2
w2z, w2
2

Figura VI. 14
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VI.4)} INSTABILIDADE INICIAL
UI.4.1) SISTEMA NAD CONSERVATIVO DO TIPO DIVERGENTE

Na figura VI.15 apresenta-se o arco analisado,
bem como os dados correspondentes. Apesar de ser ins-
tabilidade inicial utilizou-se a formulag3c n3o linear para
estudo do mesmo quando sujeito a wuma carga distribuida
uniforme ni3o conservativa que mantem-se sempre normal ao
eixo deformado. No quadro VI.4 est3o os incrementos wuti-

lizados e na figura VI.14 a curva carga-autovalor.

DADOS

Raio r= 254 cm
Inercia I_= 13,1 cm4
z 2
Area Ax= 4,05 cm

Angulo o= &0

Modulo de Young E= 7,040 x 10° N/cm?

Coeficiente de Poisson = 0,3

R* - Carga Distribuida Uniforme N30 Conservativa
Nimero de Elementos= 12

Incognitas= 34
(Simetria)

Figura VI.15
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QUADRDO VI.6

INCREMENTOS
NOMERDS VALORES (N/cm)
1 a 10 15,00
AR* {N/cm)
1501
ARGY-RIS E- SIMEONIDIS (1981 )

100 4+
soLugho LINEAR R¥ =101 Ni/em

Figura VI.16
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UI.4.2) SISTEMA NAD CONSERVATIVO DO TIPO FLUTTER

A ocorrencia de flutter como forma de instabili-
dade
linearmente,

figura VI.17,

(4
nao
da

materiais

com pequenos deslocamentos, porém analisada

@ apresentada neste caso para o painel

onde indicam-se as caracteristicas

e geomeétricas, bem como as condigBes de contorno, a malha
utilizada e a carga atuante g.
YA
gz 2,00m L
g A
Fa z )
o N e e o N S [N
— —t— ——t— —t—— —— —r — —t—
£
(e Ne] —~ — —r— — e —— — ——
Om —— e —— a—t— — -—t s —t—
o = P
" X
A
= 2 - 0,8 Méd. Young E= 6,0 x 10° t/m% r= 0,8
E= 3,0 x 10° t/m® r= 1,0
Espessura h= 0,06 m NGmero de:Elementos= 64
C. Poisson w= 0,2 Nimeros de Nos= 45
Bordos _ - ‘gSimpLesmente apoiado
_ Engastado
Voo orr B
Figura VI.17
QUADRD VI.8
NUMERDO DOS CARGA (t/mz)
HORIZONTAL VERTICAL
INCREMENTOS  |Ngp CONSERVATIVO CONSERVATIVO |
1 a 10 220,0 10,0 r= 0,8
120,0 0,2 r= 1,0
3
" . _ ga” _ 93,86 r= 0,8
PARAMETRO CRITICO DE FLUTTER = % 102, 4 r= 1,0
D= Et3/12¢1-v%) - Rigidez a flexlo
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A carga uniformemente distribuida g9, n30 conser-
vativa atuando na superficie media do painel mantém-se
sempre tangencial a esta superficie.

No quadro VI.8 est3o relacionados os incrementos
bem como os utilizados para uma carga vertical conservativa
para obtenc3o do parametro critico indicado.

LEIPHOLZ e PFENDT (1982) em um estudo Llinear de
placas totalmente apoiadas no contornoc e sujeitas a carga
distribuida wuniforme tangencial a superficie media,
determinam as formas de instabilidade das mesmas. Neste
estudo utilizam fung¢Bes denominadas fungSes proprias de
vigas em vibragldo. As formas de instabilidade sao
determinadas por uma interpretag3o geométrica do problema
ou por um caminho puramente numérico. Na primeira via
chegam a parametros criticos que correspondem a cargas de
flutter que nunca se materializam, o que chamam de modo
misto, ocorréncia de divergéncia e posteriormente flutter.
Ne caminho numérico, concluem que para uma placa com
carregamento e condigdes de contorno andlogas a da figura
VI.17 que dependendo da relac3o entre os lados existem a

formas de instabilidade

0 < r ¢ 0,58 Divergéncia

0,58 ¢« r ¢ 0,95 Flutter

0,95 < r Divergencia

No exemplo da figura VI.17 e quadro VI.8, obteve-
se flutter o que esta de acordo com o estudo dos autores

citados, o que n30c ocorre quando r= 1,0.
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VI.D) SISTERA SOB CARGA DINAHICA, NBO CONSERVATIVA

A viga da figura VI.11 e analisada para os
carregamentos ndo conservativos, uniformemente distribuido,
cuja variag3o com o tempo & indicada na figura VI.18. Nesta

- ~ ’ ’ -
mesma figura, sao apresentadas tambem as caracteristicas
tipo periodo fundamental e valores dos incrementos
utilizados.

Na figura VI.19 s30 apresentados os resultados,
ou seja, o deslocamento vertical da extremidade do balanco.
n ’ ’ . * n - n . n .
nac so para a analise dimamica nao linear ndc conservativa
como também para a conservativa, incluindo a estatica n3o
linear conservativa. Os resultados s3o0 comparados com BATHE

(1979), sendo que nesse trabalho o autor inclui amorteci-

manto.
A ginsem)
130,0
99 141
- -
t
Periodo Fundamental Tf= 0,1208

Incrementos no tempo &t = Tf1100 = 00,0012 s

Figura VI.18
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CAPITULD VII
CONCLUSGES

Como priheira e talvez wuma das mais marcantes
observages @ o contraste existente nos exemplos dos itens
(VI.2) e (VI.3.1) guando s3o comparadas as performances dos
carregamentos concentrado e distribuido equivalente. 5o
para citar alguns valores numericos, o exemplo do item
(VI.3.1) gquando adota-se uma malha com dez elementos e
solicitado pela carga concentrada apresenta resultados que
comparados com a distribuida equivalente ou com o da
refergncia citada junto aos graficos, valores que chegam a
diferir proximo a divergencia em ate 30%. Refinando-se a
matha para quinze elementos por barra este valor cail para
aproximadamente 22%, sendo necessario vinte elementos e
mesmo assim com uma tolerancia para se obter a convergéncia
de 1/500. A formulagdo da carga caoncentrada & mais apro-
ximada quando passamos da diferencial para a aproximacgao
incremental, para problemas com grandes n3o-linearidades.

Para contornar estas questBes recomenda-se adotar as so-

lugBes, sempre através da carga distribuida. Considerando
ainda a carga concentrada em termos espaciais, quando su-
- . n n
jeita a grandes rotagoes, ressalva-se que a formulacgao

apresentada no item (II.5) é uma aproximagdo, merecendo por
parte dos estudiosos uma pesquisa mais elaborada.

Conforme os exemplos apresentados no capitulo VI,
ndo consta nenhum de instabilidade inicial, ou linear, que
dependa da aplicagc3o de uma perturbag3o, quando se utiliza
a formulag3o nd3o0 linear, para obter-se o ponto critico e
ndo cair em problemas de grandes deslocamentos. Isto exige
um esforgo computacional, sendo que tais problemas s3ao
facilmente resolvidos introduzindo-se a rigidez geometrica,
ou seja, resolvendo-os como realmente o s3o, linearmente.

No exemplo do item (VI.3.1), na ocorrencia da
divergencia o primeiro autovalor torna-se nulo e depois
para um pequeno incremento na carga negativo. Continuando a
incrementar a carga, os autovalores, inclusive o primeiro,

quando calculados apresentam-se com valores enormes; ou



171

seja, ndo se consegue uma segunda carga de divergéncia,
como na analise linear. A estrutura deforma-se muito para
um pequeno acréscimo na carga e talvez a pesquisa de
autovalores na pos flambagem ou divergéncia, ocorrendo com
grandes deslocamentos, deveria ser associada a tecnica de
controle de deslocamentos.

No pas-flutter, assim que um par de autovalores
tornam-se complexo conjugados:, o programa para @ nao che-
gou-se a pesquisar os mesmos apos esta fase, pois isto
implicaria em uma aritmética complexa ou criag30c de algum
nove artificio na programac3o.

Os resultados apresentados s30 sempre comparadaos
na maioria das vezes com os obtidos de graficos, atraves de
leituras em escala, o que pode levar a algumas distorgOes.
Nestes resultados procurou-se incluir o maior noimero de
dados possiveis a fim de facilitar os interessados na
assunto, uma vez que na maioria das referencias utilizadas.,
foi grande muitas vezes o esforgo de investigagdo e deducgdo
para interpretar os dados e resultados, fatos estes que
restringem ainda mais o nimero de exemplos.

No subespaco frontal n3oc-simétrico, conforme ja
relatado no texto, utiliza-se no calculo dos autovalores e
vetores do sistema de equagdes reduzidas a rotinma EIGRF,
que resolve o problema na forma standard. Esta apresenta
resultados excelentes o que ja n3o ocorre com a rotina para
problemas na forma generalizada, EIGRF, a qual mal resolve
problemas lineares de vibrag3o livre. Apesar de se tra-
balhar na forma standard;, n3o0 houve nenhum problema quando
da inversd3o da matriz de rigidez projetada no subespaco,
mesmo com grandes n3o linearidades.

Para os vetores de partida no subespago n30 si-
metrico, adotou-se o mesmo critério do problema simétrico,
alterando-se ou aumentando-se o nimero dos autovalores cal-
culados em fung3o dos desejados, parametro este que varia e
deve ser pesquisado em fung3o do problema analisado. Apenas
0 que se ressalta € que se for calcular os autovalores
correspondente a um incremento qualquer, devem ser calcu-
lados os autovalores em alguns incrementos anteriores,

principalmente nos primeiros 6nde o problema & pratica-
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mente linear e aproximadamente simetrico. Adotando-se estes
critéerios, obtém-se os autovalores, praticamente na pri-
meira iteracado, sendo que as demais apenas aprimoram os
valores obtidos.

A analise dinamica, cujo interesse seria o cal-
culo nos pas-flutter, apesar de ser uma integragio numeéerica
do sistema total, convergiu na maioria das vezes com apenas
duas iteragBes no exemplo do item (VI.5).

A programac3o elaborada, conforme apresentado no
manual, s80 varias as opgSes mas nem todas foram testadas,
por exemplo a massa consistente. Este programa permite,
desde que se disponha de um computador de porte, analisar
por exemplo efeitos de vento (como carregamento n3c con-
servativo) em edificios altos, cascos de navios sob pres-
stes oriundas do empuxo da Agua, efeitos do vento em tabu-
leiros de pontes de grandes vaos e varios outros problemas.
De imediato algumas adaptagbes e implementagBes tornam-se
necessarias, em termos de uma primeira otimizagc30, citando
entre elas a superposigao dos modos de Lanczos, para
substituir a integragdo numerica.

Em suma tentou-se criar uma infra-estrutura (Pro-
grama ANER), da qual podem-se erguer varios outros tra-
balhos na area nd3o conservativa. Estes futuros trabalhos ou
pesquisas devem envolver otimizagOes das formulagdes
atuais, principalmente em se tratando do programa elaborado
que a principio pode ser aprimorado e posteriormente in-
troduzidas novas rotinas, desde as relativas a novos ele-
mentos, ndo linearidade fisica, passando pela solugl3c do
sistema de equactes até a obtenc3c dos esforgos para os
mais variados tipos de agentes externos. Espera-se que haja
um interesse dos atuais e novos pesquisadores com relag3o0 a
este tema de grande aplicagdo nos mais variados ramos da
Engenharia, tendo-se ainda em conta que se o carregamento é
ndo conservativo, adota-lo como conservativo & uma simpli-
ficag3o que conduz a solugBes na maioria das vezes anti-

economicas.
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fiaNUAL DOS PROCEDIMENTOS
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Prograsa ANER
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TiTULO -

IDELT,
IDADO,
MDELT,

IDELT

NDELT

IMAS

ICORK

IDANA -

IDRED -
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VARIAVEIS

Qualquer Caractere
NDELT, IMAS, ICORK, IDANA, IDRED,
IXECT, NIMPD, NIMPT, NAUTO,
IPE
Valor do incremento At no tempo

na Analise Dinamica ou do multi-

plicador constante de uma carga
ou incremento na Analise Esta-
tica. Em outros casos, adotar
zero.

Nimero de incrementos no tempo
(n.At) ou no carregamento. (Ma-

ximo atual 2500).

Igual a zero - massa concentrada.

Igual a um - massa consistente.
Igual a dois - n30 considera a
massa.

Igual a zere - n3o0 corrige a ri-
gidez.

Igual a um - corrige sempre a.
rigidez em qualgquer incremento

de carga e iteracio.
ITgual a dois - corrige a rigidez

s6 na 12 iterag30 de cada incre-

mento.
Igual a zero - Analise n3o0 Lli-
near.
Igual a um - Analise Llinear.

(Implementaci3o atual, Conserva-
tiva)l.

Igual a zero - Analise estatica,
veja

autovalores (opcional -

NAUTO) .

NS LINHAS
FORBRATO

1
(16A5)

1
(F10.0,121I5)
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VARIAVEIS
Igual a um - Analise dinamica,
autovalores (opcional).
(Dinamica atual so massa concen-
trada)d.

IDADD - Igual a um - Analise Estatica ou
Dinadmica e autovalores (opcio-
nald.

Igual a tres - freqlencias natu-
rais.

IXECT Igual a zero - L& e imprime da-
dos.

Igaul a um - lé, imprime dados e
executa a solugdo.

NIMPD Nimero de incrementos onde im-
prime deslocamentos.

NIMPT Atual, sempre igual a zero.

NAUTO Nimero de incrementos, nos quais
calcula e imprime os autovalo-
res.

MDELT Igual a zero - o valor da carga
em um incremento e obtido multi-
plicando por IDELT, o wvalor no
incremento anterior. (Analise
Estatica apenas).

Igual a um - somando a carga do
incremento anterior o valor lido
dos incrementos.

IPE Igual a zero - Partico Espacial
ou casca.

Igual a um - Portico Plano ou
placa, diretamente sem introdu-
zir condigdes de contormo.

N, IMPD(N)

ME LINHAS
FORMATO

NIMPD/7
(141I5)
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- No L INHAS
gLoco VARIAVEIS FORKATO
N - Nimera de Incrementos.
IMPD(N) ~ Igual a um, imprime desloca-
mento no incremento N.
4 N, TAUTOCN) NAUTQ/7
(1415)
N - Nimero do incremento
IAUTO(N)Y - Igual a um - calcula autova-
lores pelo SUBESPACO.
Igual a dois - pela matriz
cheia, direto pelas rotinas
do IMSL.
5 NPOIN, NELEM, NELTR, NBCON, NMAT, NGEO, 1

NELTE, NDESP, MODFM, NELAA, IRIGG, NNOSR (12I5)

NPOIN - Ndmero de nos da estrutura.
NELEM - Nimero total de elementos.

NELTR - Nimero total de elementos trian-
gulares.
NBCON - Ndmero de variaveis especifica-

das, condigles de contorno (a-
poio, pontos de simetria).

NMAT - Nlmero de propriedades materiais
diferentes.

NGEO - Nimero de propriedades geométei-
cas diferentes.

NELTE - Atual, sempre igual a zero.

NDESP - Numero de deslocamentos prescri-
tos.

MODFM - NOmero de nos com graus de Li-
berdade diferentes de seis. (A-

tual, somente se IPE=1, todos os
nos).
NELAA - Nimero de elementos para 0s

quais calcula-se angulo = de o-
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VARIAVEIS

rientagdo do elemento de portico

espacial.

IRIGG - Analise linear - atual sempre
zero.
Analise nd3o linear - atual sem-
\Pre 1.

NNOSR - Ndmero de nds para os quais s3o

especificadas e n83c prescritas
as variaveis. S530 os nos restri-
tos, apoios, pontos de simetria,
etc.)

NJ PRDMA(NIJ) J=1:4

N - Nimero da propriedade material

J=1 - Modulo de Elasticidade longitudinal
J=2 - Coeficiente de Poisson

J=3 - Massa especifica do material

J=4 - t, espessura do elemento triangu-

lar. Se portico t=0

N; PRDGE(N:J) J=1;4

(50 para elemento de portico)
N - Nimero da propriedade geametria
J=1 - Ax' area da seg30 no plano perpen-

dicular ao eixo x.

Ix' constante de torcao.

[}
1

IH' momento de inercia com relag3o
ao eixo y.
J=4 - Iz' momento de inercia com relacgio

ao eixo z.
N, X(NY, Y(NY, Z(N)

N - Nimero do no.

X(N) - Coordenada X, do no N em relag3o

N2 LINHAS
FORMATO'

NMAT
(I5,4F10.0)

NGEOD
(I5,4F10.0)

NPOIN
(I5,3F10.0)
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. N2 LINHAS
VARIAVEIS FORBATO
ao eixo global.
Y(N) - Coordenada Y do na N.
Z(N) - Coordenada Z do na N,
N, IMAT(N), LNODS(N,.DD J=1,3 NELEM
ITIPOC(NY, IGEOCN), ALFACN)D (7I15,F10.0)

N - Namero do elemento.

LNODS(N, 1) - Ndmero do no JJ do elemento
de portico ou do na 1 do
triangulo.

LNODS(N,2) - Nimero do no JK do elemento
de portico ou do nd 2 do
triangulo.

LNODS5(N,3) - Zero para portico ou nimero
do no 3 do elemento trian-
gular,

S5e houver carga concentrada n80 conser-

vativa, a mesma deve ser considerada co-

mo na extremidade de um so0 elemento,
fornecendo-se o nimero do no do elemento
atraves de;

Se portico LNODS(N,3)=1

Se triangulo IGED(N)=1

Se TRIAG=0.0 ou TRIAG=2.0, <(veja bloco

33), o elemento triangular de ser re-

tangulo e as incidéncias dos nos dados

conforme as figuras 11.19 e 11.21 res-
pectivamente.

Se for carga distribuida n8c conser-

vativa no plano do elemento, as

incidéncias devem ser dadas de forma que

a carga fique paralela aos eixos ox ou

oy locais. (Veja figuras 1II.19 e

I1.21).

ITIPOCN) - igual a um, elemento triangu-
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lar e igual a zero, elemento
de portico.
IGEO(N) - Nimero da propriedade geomé-
trica, se elemento de podrtico.
ALFA(N) - Nimero da propriedade do 3ngu-
lo « de orientag3o0 para o ele-
mento de portico. Se for tri-
angulo zero.
N, LBOUDC&6%N-5), LBOUDC&%¥N-4) ... NNOSR
LBOUDC&%*N) (715>
(Para IPE=0), ou
N,LBOUDC3*N-2), LBOUD(3%N-1) ... " NNOSR
LBOUD(C3%N) (415)
(Para IPE=1)
Sendo;
N - Nimero do no restrito.
LBOUDC ) - igual a um - restrito.
igual a zero - livre.
Para IPE=0, pode-se também fornecer
LBOUDC J=1 para passar de casca para
estado plano ou flex30 ou se portico
para grelha, etc.
N, BOUDV(N) NDESP
(I5,F10.0)
N - Nimera global da variavel prescrita
BOUDV(N) - valor prescrito
N, NODFM(N) MODFM/7
(1415)

N - Nimero do nd com graus de Lliberdade
diferente de seis.
NODFM(N) - nimero de graus de Lliberdade

do no N. (Atual, se houver,
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sempre igual a 3)
13 N, XP(N)Y, YP(N)Y, ZP(N) NELAA
(I5,3F10.00
N - Nimero-da propriedade da coordenada
em correspondéncia com ALFACN).
XPI(N), YP(NY, ZP(N), coordenadas do pon-
to P, para calculo do angulo « para o
caso N, (Vela GERE e WEAVER (1970)).
14 NNOSNQ@ - NOmero de nos nBo planares. 1
(Para porticos sempre zero). (15)
15 J, NGO NNOSNGB/7
(1415)
J - Nimero do no n3c planar
NQC(J)Y - igual a um para o no n3c planar.
CARREGARENTOS
14 NNOCC, NNOCN, NPPDC, NPPON, NPTDC, NPTDN 1
NEPDC, NEPDN, NETDC, NETDN (101I5)
(Configurag30 atual até 10 cargas dife-
rentes)
NNOCC - Ndmero de nds, com carga cancen-
trada conservativa.
NNOCN - Nimero de nds, com carga concen-

A trada n80 conservativa.
NPPDC

Nimero de cargas distribuidas
conservativas diferentes atuando
nos elementos de portico. Cada
elemento s0 pode ter uma carga
distribuida.

NPPDN Nimero de cargas distribuidas

n3o conservativas diferentes a-
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tuando nos elementos de portico.
Nimero de «cargas distribuidas
conservativas diferentes atuando
nos elementos triangulares.
Nimero de cargas distribuidas
nao conservativas diferentes a-
tuando nos elementos triangula-
res.

Numero de elementos de pértico
com carga distribuida conserva-
tiva.

Nimero de elementos de portico
com carga distribuida n30 con-
servativa.

Nimero de elementos triangulares
com cargas distribuidas conser-
vativas.

Nimero de elementos triangulares
com cargas distribuidas n3o0 con-

servativas

NVICN, NIPDC, NIPDN, NITDC, NITDN,

uracao atual até 10 incrementos

tes)

Nimero de incrementos diferentes
Fara a carga concentrada conser-
vativa.

Nimero de incrementos diferentes
para a carga concentrada n8o
conservativa.

NIPON - Nimero de incrementos di-
ferentes para a carga
distribuida conservativa
e ndo conservativa, ele-
mento de portico.

NITDN - Nimero de incrementos di-

N2 LINHAS
FORMATO

1
(61I3)
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ferentes para a carga
distribuida conservativa
@ nao conservativa, para
o elementa triangular.
N, PRODC(N,J), J=1 a &

(Configuracde atual maximo N=10)
N - Nimero da carga distribuida conser-
vativa, atuando no elemento portico.
PRODC(N,J) - Para J=1 ate 6 s30 as com-
ponentes PXJ, PXK, PYJ, PYK
e PZI, PZK na direg3c dos
eixos locais. Configuragio
atual, apenas cargas uni-
formes (PXJ=PXK, etc.).
Havendo mais de wuma carga
diferente, intercalar com o
bloco 19, ou seja, para es-
ta carga ou para os outros
tipos que vem a seguir, ler
para N=1, a carga
PRODC(1,J) e depois os in-
crementas, N=2, a carga e

os incrementos...

DEPC1(N,I), DEPC2(N,I), DEPC3(N,I)
(Configuracdo atual, maxime I=10)
DEPCI(N,Id, DEPC2(N,I), DEPC3(N,I) sao
os incrementos na carga distribuida con-
servativa PRODC(N,J), respectivamente na

diregdo x, Yy e z.

N, PRODNCN,Jd, J=1 a é

Analogo ao bloco 18, sendo a carga n3o

conservativa.,

N8 L IMHAS
FORMATO

NPPDC
(I5,6F10.0)

NIPDC/3
(9F8.0)

NPPDN
(I5,6F10.0)
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21 DEPN1(N,I), DEPNZ2(N,I)>, DEPN3(N,I) NIPDN/3
(9F8.0)
Incrementos na carga do bloco 20. Ana-
logo ao bloco 19.
22 N, PRTDC(N, D J=1 a 4 NPTDC
(I5,6F10.0)
Analogo ao 18, sendo a diferenga que a
carga atua no elemento triangular.
23 DETCI(N,TI), DETC2(N,I2, DETC3(N,I)D NITDC/3
(9F8,0)
Incrementos na carga do bloco 22. Analo-
go ao bloco 19.
24 N, PRTDN(N,J) J=1 a & : NPTDN
(I5,6F10.0)
Analogo ao 22, sendo a carga distribuida
ndo conservativa.
25 DETNI(N, I, DETN2(N,I), DETN3(N, I NITDN/3
(9F8.0)
Incrementos na carga do bloco 24. Analo-
go ao 19,
24 ACCT,J), J=1 a 7 NNOCN
(Configuracdo atual maxima I=10) (7F10.0>
ACCI,1) - Nlimero do no (elemento de por-

tico ou triangular) onde atua
a carga concentrada conserva-
tiva.
Em EIX0S GLOBAIS sao lidas as componen-
tes de forgas (J=2 a 4) e momentos (J=5
a 7)., na direcdo X, Y e Z,

respectivamente. Antes de se ler os wva-
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lores de uma nova carga;,; deve-se ler os
incrementos através do bloco 27. Inter-

calar sempre o bloco 26 com 27.

DELCZ2(N,I), DELC3(N,I>, DELC4(N,I)
(Configurag3c atual maxima, I=10)

Incrementos nas cargas do item 264.

ACNCI, JD J=1 a 4

ACN(I, 1) - NGmero do no (elemento de
portico ou triangular), onde atua a car-

ga concentrada n8o conservativa.

DELNZ2(N,I), DELN4C(N,I), DELN4(N,I)

Incrementos na carga do blocoe 28. Como
todas as cargas, ler sempre intercalan-
do, uma carga do bloco 28 com os incre-

mentos do 29 e assim sucessivamente.

N, IEPDC{ND
N, IEPDNCN)
N, IETDC(N)
N, TETONCN)

Nos bloces 30 a 33, N representa o nime-
ro do elemento e IEPDC(N) a IETDN(N) o
nimero da carga distribuida que atua no
elemento lida nos blocos 18, 20, 22 e

NI LIMNHAS
FORARATO

NVICC/3
(9F8.0)

NNOCN
(4F10.0)

NVICN/3
(9F8.0)

NEPDC/7
(141I5)

NEPDN/7
(14153

- NETDC/7

(141I5)

NETDN/7
(1415)
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24, respectivamente.

N, M, NINDI

Em 34 s30 lidas as propriedades ou
numero do incremento correspondente a um
determinado valor no intervalo (N,M), ou
seja, para cada carga lida em 264, 28,
18, 20, 22 e 24, le-se N, nimero do in-
cremento inicial e do incremento M para
os quais vale a propriedade NINDI em
correspondencia com os valores lidos em
27, 29, 19, 21, 23 e 25.

Para todas as cargas de um mesmo gru-
po, os valores dos incrementos podem ser
diferentes, porém os intervalos de va-

riag0es devem ser os mesmos.

N | INHAS
FORRATO

NVICC
NVICN
NIPDC
NIPDN
NITDC
NITDN
(31I5)

CARREGAMENTOS DINSBRICOS - SE IDRED=1

ITC, NCD

ITC - Igual a um, carga aplicada em um
instante t, mantem-se constante ou
crescente linearmente.

- igual a dois, carga senosoidal.

NCD - Nimero de cargas dinamicas dife-

rentes (maximo=10).

WCI) I=1,NCD

Para ITC=2, Lle-se as frequencias das

cargas senonsoidais na ordem de ocorréen-
. . "~ . »

cia e da sua incrementagcao. Primeiro das

concentradas conservativas e ni3c conser-

vativas, depois as distribuidas de poar-

(2158)

NCD/7
(7F10.0)
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tico e finalmente as do triangulo.

IROT, PORT, TRIAG, TOL, TOLAUT

Se nao utilizar alguma das variaveis an-
teriores, deixar o campo em branco ou
nulo.

IROT - Igual a um, utiliza na solug3o do
problema de autovalores a rotina
generalizada.

Igual a zero, a rotina que resol-
ve o calculo de autovalores na
forma standard.

PORT - Igual a =zero, considera que a
carga concentrada n3o conservati-
va acompanha a rotaglo no plano.
Igual a um, acompanha todas as
rotacBes do seu ponto de aplica-
cao.

TRIAG - Igual a zero, carga concentrada
nao conservativa acompanha rota-
ca0 em torno do eixo x local, do
elemente triangular.

Igual a dois, em torno do y Llo-
cal, do elemento triangular.
Igual a zero, todas as rotacles.

TOL - tolerancia nos deslocamentos nas
iteragtes do processo Newton-Ra-

phson.

TOLAUT - tolerancia no calculo dos auto-

valores atraves do subespacgo.

NEF (Somente se NAUTO diferente de zero)

Nimero de autovalores a serem calculadas

pelo subespago frontal n8c simétrico.

‘N LIMHAS
FORRATO

1
(I15,4F10.0)

(1I5)
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(Configurag3o atual maxima, NEF=10).

I1(NEF)

Posicd3o0 dos valores +1 nos vetores ini-
cials do subespaco. Se for calculo pela
matriz cheia, fornecer qualguer valor
inteiro diferente de zero no bloco 38 e
39. Para I1(1), qualguer valor inteiro,
independente se for subespaco ou matriz

cheia.

N2 LINHAS
FORRATO

1
(101I5O

ALGUMAS DIMENSGES DA CONFIGURACAD ATUAL

Nimero de elementos 250
Porticos 100
Triangulares 150

Nimero de Variaveis 724

Nimeros de nas 121

Propriedades

Materiais 10
Geometricas 10
Nimero de Incrementos 2500

Nimero de Cargas diferentes

em cada tipo 10

Largura do Front 110



