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Hastes Curtas de Paredes Delgadas
Marsilio de Alencar S& Leitéo

Marco de 1991

Orientador : Sydney Martins Gomes dos Santos

Programa : Engenharia Civil / Estruturas

Este estudo tem o objetivo de pesquisar o
desenvolvimento e caracterizar a importidncia das Tens6es Normais
em Hastes Curtas de Paredes Delgadas (Hastes-Cascas) com perfil
aberto, causadas pela mudanga de forma da seg¢do no plano
transversal. A analise foi feita utilizando-se o Método dos
Deslocamentos e o resultado, em sua forma mais geral, representa
0 conjunto das Superficies de Influéncia daquela tens&c normal
para os pontos nodais do perfil adotado, geradas trabalhando-se
por faixas longitudinais. Visando o aspecto pratico, a
formulagao ¢é aplicada as Pontes Curtas, tratando-as como
Hastes-Cascas, o que permite oferecer uma contribuigfc para seu

projeto, na forma das conclusdes e sugestdes apresentadas.



Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as
partial fulfillment of the requeriments for the degree of Doctor

of Science (D.Sc.).

Short Thinwalled Bars
Marsilio de Alencar Sa Leitéo

March of 1991

Thesis Supervisor : Sydney Martins Gomes dos Santos

Department : Civil Engineering / Structures

This work intends to investigate the
development and to characterize the significance of the normal
stresses, in Short Thiwalled Bars with open profile, arising
from the change of form of the section in the cross plane.
The analysis uses the Displacement Method, and the result in its
most general form represents the conjunct of Influence Surfaces
to those stresses for the nodal points of the profile, generated
working with longitudinal bands. Having in view the practical
aspect the formulation is applied to the bridges that can be
treated 1like Short Thinwalled Bars. This allows to offer a
contribution to its project, through the presented conclusions

and suggestions.
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Zusammenfassung von die These, daB als Anteil
von die Forderungen um den Wissenshaftlichedoktortitel (D.Sc.)

zu erhalten, aufs COPPE/UFRJ vorgeschlagen worden ist.

Kurzdinnwandige Stabe
Marsilioc de Alencar Sa Leitdo

Marz von 1991

Orientierungslehrer : Sydney Martins Gomes dos Santos

Departement : Bauingenieurwissenschsft / Struktur

Diese Arbeit hat als Absicht die
Entwicklung zu untersuchen und die Wichtigkeit =zu kennzeichnen
von die Normalspannungen, daB in die Kurzdiinnwandige Stabe mit
offenem Profil, durch die Formdnderung des Querschnittes in
seiner Ebene verursachen werden. Die Analyse ist durch die
Verschiebungsmethode gebracht worden und das Ergebnis, auf
seiner allgemeineste Weise, stellt die Gesamtheit von die
EinfluBoberflache fur diese Normalspannung zu den Knotenpunkte
von der Profilmittellinie dar, die mit der Benutzung von
longitudinalen Scharpe erzeugen werden. Als praktische Fall,
wird die Untersuchung zu den kurzen Brucke angewendt, was einen
Beitrag fiir seine Projekt zu anbieten erlaubt, durch Abschliisse

und Anratungen.
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Comprimento de uma barra da LMP.

Dimensdo caracteristica da seg¢do transversal
Disténcia normal de um ponto da haste a SM.
Distancia entre a tangente a IMP num ponto
e 0 peolo.

Distadncia entre a normal & LMP num ponto e
o polo.

Comprimento da haste.

Momentos fletores nas placas.

Momento torsor nas placas.

Esforgos normais nas placas.

Esforgo de cisalhamento nas placas.
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Numero de placas que compdem a haste.

Vetor unitario na direcgdo normal a SM.
Carregamento linear equivalente.
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Vetor de cargas superficiais.

Carregamento distribuido.

Coordenada medida ao longo da LMP.

Espessura das placas.

Deslocamentos na diregdo normal & SM.

Vetor dos deslocamentos dos pontos da SM.
Vetor dos deslocamentos de um ponto qualdquer,

fora da SM.
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Vetor dos deslocamentos de um ponto gualdguer,
fora da SM, em uma seg¢do extrema.

Vetor dos deslocamentos virtuais de um ponto
qualquer, fora da SM.
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Intreoducao

Ao longo do tempo, no estudo das pontes, o
cdlculo das tensdes tem seguido sempre a teoria cléassica,
s6 eventualmente levando em conta o empenamentc das
segdes.,

A intengdo deste trabalho & pesquisar a
natureza, o desenvolvimento e a magnhitude das tensdes
normals que surgem a partir da consideracgio das mudancgas
na forma da seg¢do transversal, devidas a um carregamento
aplicado sobre a ponte.

Procurandec abordar apenas os casos em Jue essas
deformagdes podem ser realmente significativas é que se
restringe o campo de investigacdo as pontes curtas e com
elementos estruturais suficientemente esbeltos. Tal tipo
de estrutura corresponde a definicdoc de wuma "Faltwerk"
[17], dque se traduz como Haste Curta de Paredes Delgadas,
ou Haste-Casca, podendo ser analisada como tal.

Assim trata-se na realidade de desenvolver uma
formulacdo geral para analise de Hastes Curtas de Paredes
Delgadas, da gqual o resultado pretendido seja uma
aplicagdo. Dai o titulo adotado para a tese.

A essa altura é possivel salientar os seguintes
pontos de relativa originalidade, caracteristicos de uma
tese de doutoradc.

1 - A andlise das Pegas Curtas de Paredes Delgadas.



2 - A recomendag¢do do uso dessa teoria no estudo de pontes

due se enquadrem nessas condicdes (pontes curtas).

3 - A abordagem, possivelmente pela primeira vez no nosso

meio técnico, do problema das tensdes normais geradas
pelas deformagdes das segdes transversais das pontes
curtas em seu préprio plano.

Ao longo do trabalho serdo vistos ainda outros

pontos que podem ser enguadrados nesse conjunto.

4

- A utilizaglo da solugdo geral da equagdo (II.131), a

qual ndo figura nas publicagdes correntes.

A apresentacgdo de resultados na forma de superficies
de influéncia, obtidas via discretizagdo do tabuleiro
em faixas longitudinais, permitindo o estudo direto em
pontos pré-fixados.

Recomendagéo do usc de armaduras locais em pontos de
tragdo no concreto ndo cobertos pelas armaduras
usuais, por néo serem detectados na analise
convencional.

Apresentacgdo de recomendagfes praticas a serem levadas

em conta em projetos de pontes curtas.



Caracterizacdo

A analise de uma Haste-Casca, para ser
desenvolvida e levada até os resultados numéricos finais,
exige a definigdo do tipo e da forma da sec¢do da mesma.
Assim serd adotado desde o inicio o perfil escolhido para
o problema pratico posterior, o qual é do tipo aberto e
tem a forma mostrada na figura (1). Entretanto o
desenvolvimento tedrico serd genérico para seg¢des abertas.

Considera-se a haste formada por um conjuntoc de
placas rigidamente ligadas entre si ao longo das arestas.
Sendo "t" a espessura da placa mais dgrossa, "1" o
comprimento da haste e "d" uma dimensdo caracteristica da
segao transversal, tem-se caracterizada uma haste-casca,
segundo Vlassov [15], guando simulténeamente forem
satisfeitas as condicdes:

t/d = 0.1 e d/1 > 0.1

Alguns pesquisadores preferem adotar outros critérios,
como por exemplo Koscia [13], gue substitui a primeira
condigdo geométrica por outra de natureza fisica, dada por

k = 0.02 cm © , Sendo k visto na Equagdo da Torgao de

Empenamento
prr - k?w” = f(z) , onde
kz _ GK

E'T
W



0 Método

O problema das Hastes-Casca tem side abordado
por um método misto, onde as incégnitas basicas s80 o
momento fletor m, ao longo da 1linha dos nés e os
deslocamentos das placas nas diregdes tangentes agquela
linha. Depois da eliminagdoc dos deslocamentos o problema
se reduz a um sistema de eguagdes diferencials lineares
com a incégnita m, . A caracteristica principal deste
método ¢é a analise das ©placas isoladamente e o
estabelecimento das condig¢bes de compatibilidade ao longo
da linha dos nés.

Aqui, porém, a solugdo serd obtida pelo Método
dos Deslocamentos, tornando-se mais geral e também mais
didatica. Inicialmente serd gerada uma solugdo completa
Para o Dproblema das Hastes-Cascas, seguindo-se uma
sequéncia de simplificagdes gue, na realidade, tém como
objetivo desacoplar do sistema de equagdes aguelas
referentes aos Esforgos Normais, as Flexfes e a Torgdo de
Empenamento, permitindo 0 estudo isclado do efeito da

deformacido da se¢do transversal em seu préprio planoc.



Os Resultados Finais

Os resultados numéricos apresentados na forma
de tabelas e graficos sdc obtidos via um programa
automatico desenveolvido em Turbo-Pascal para ser executado
em Micro-Computadores compativeis com o IBM-PC, due
disponham de um microprocessador 8087. O refinamento da
andlise podera exigir também o uso de um disco rigido.

Infelizmente n&c had na literatura outros
estudos gue oferegam apoio na forma de comparagdo de
resultados do problema pratico. Entretanto essa condigéo
contribui favoravelmente &s considerag¢des feitas na
Introdugdo, no que se refere a originalidade. Com base na
analise desses resultados foli possivel encontrar uma
justificativa para o segundo limite geométrico citado na
Caracterizacgdo, a qual ndo consta na Dbibliografia
corrente. Também fol possivel apresentar recomendagdes de

ordem pratica para utilizacgdo em projeto.



it

— =
il

;g




IT

Desenveolvimento Tedrico

Considera-se a haste reduzida a sua superficie
média (SM), de modo dque uma segdo transversal gqualgquer
passa a ser a chamada Linha dos Nés, ou Linha Média do
Perfil (1IMP). |

A posicdo de um ponto genérico da SM ?é
determinada pelas coordenadas ortogonais "s" e "z". A
distancia do ponto, medida ao longo da IMP, a uma origem
"oM fixada sobre a mesma, ou © gue & O mesme, a uma
geratriz pré-escolhida da SM, é fornecida pela coordenada
g, A coordenada "z" da a distancia, medida na direcdo Qo
eixo da haste, a uma determinada secdo transversal. A
distdncia de um ponto qualquer da haste a SM, medida na
direcdao da normal a IMP, é o afastamento "e".

A determinagdao da normal interna n e do lado
interno do perfil, representade pela linha tracejada na
figura (2), ¢é feita de modo que, para uma seg¢do cuja
normal é o eixo "z" positivo, n venha a apontar no sentido
positivo dos "s", através de uma rotagdo de m/2 no sentido
anti-horario.

Além desse, utiliza-se também um sistema de
coordenadas cartesianas X,y,z, onde por simplicidade os
eixos ¥ e y sdo escolhideos Eixos Principais de Inércia.

Um ponto gualguer da IMP tem, portanto, um
deslocamento tangente "v", e outro normal "u", além de
deslocamentos £,m e w, respectivamente nas direcgées x,y e

7z, sendo que £ e 7 relacionam-se com u e v, nessa ordem,



através do 4&dngulo «. Todos os deslocamentos sdo
considerados positivos guando ocorrem no sentido positivo
das coordenadas correspondentes.

As derivadas com relagdo a "s" e a "z" serdo
indicadas respectivamente por pontos acima da variavel e

por linhas em posigdo superior a sua direita.



Hipdteses Simplificadoras Iniciais

De modo geral atuam em cada ponto da SM as seis

componentes tensido o o e T s do
o] ntes de st Tnr g1 Togr Top — tan
a elas associadas as componentes de deformagéo €gr Enr
£ e .Quando se tratar de pontos fora da S

z 7 Wzs’ wzn Wsn Q a p M,

faz-se o0 acréscimo de um asterisco a nivel de indice ou
sub-indice, comforme o caso.
0 desenvolvimento analitico vai se basear nas
hipdteses simplificadoras descritas a seguir :
a) A deformagdo por cisalhamento ¥,, D& SM é
desprezivel.

Isto traz comoc consequéncia a relagio (II.1)

abaixo.

g =a + R = T + g =w + v [figura (3)]

Pondo Vo™ 0, vem w =-v', ou melhor,
w(z,s) =-v'(z,8) (II.1)
b) A segdo média de uma placa qualguer componente
da haste ndo sofre deformagdo linear na direcéao
transversal. Isto significa £~ 0.
c) Consideram-se também negligenciaveis as
deformacgbes [8], citadas abaixo.

e _ - deformagdo linear na sec¢do transversal, na direcéio

n*

normal a SM.

Yon ™ distorgcdo num elementc de superficie normal & SM
e

e paralelo a "“z",



d)

f)

9)

10

Yon ~ distorgdo num elemento de superficie da segdo

*
transversal.
Essas simplifica¢bes levam respectivamente a :

1) u,(s,z,e)= u(s,z)+ en*.e

mas com &£_= 0,

n,

u, (s,z,e)=u(s,z) (I1.2)

2) W(s,z,e)=w(s,z)+[7 —u’(s,z)].e

Zn*

mas com ¥ = Q,
zn*

w(s,2,e)=w(s,2)-u’'(s,2)e (IT.3)
3) v*(s,z,e)=v(s,z)+[wsn —ﬁ(s,z)].e

a (e) = 0
mas com Wsn# P

v, (s,z,e}=v(s,z)-U(s.z)e (IT.4)

0 deslocanento "u" normal & SM, causado pelos
deslocamentos e rotagbes na  LMP, é considerado
aproximadamente determinado, entre cada dois nés,
através de um polinémio do terceiro grau.

As placas que formam a haste se comportam,com respeito
aos deslocamentos fora de seu plano, exatamente como as
placas isoladas sob um esforgo de flexdo.

As hastes sfo sempre consideradas como homogéneas.

A haste é senmpre suposta formada de placas
retangulares.No caso geral substitui-se a IMP de forma
gqualquer por uma poligonal cujos lados teradoc os
comprimentos ajustados de acordo com a precisédo

requerida.
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h) As placas sdo consideradas rigidamente ligadas ao longo
das arestas longitudinais.

i) A espessura de cada placa € considerada constante.

3) © elemento infinitesimal de superficie da segdo
transversal, dF = t.ds, é imaginado concentrado ao

longo da LMP.
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Deformacdes e Tensdes

A aplicacdo do método escolhido subentende a
escolha de um elenco de deslocamentos genéricos e
coerentes a serem impostos a estrutura, e a obtencéo éa
resposta desta aos mesmos, de inicio isocladamente e cém
valores unitarios, depois com seus valores reais, e por
fim em conjunto pela aplicagdo do principie da
superposicao.

Da letra "b" das Hipdteses Simplificadoras
Iniciais pode-se concluir que os deslocamentos dos nés da
IMP nos planos das seg¢des transversais, sdo iguals aos
correspondentes deslocamentos de um mecanismo, cujos
membros, articulados nos nds, tém eixos coincidentes com a
IMP. O numero de deslocamentos independentes é portanto
igual ao grau de liberdade do mecanismo. Sendo I esse grau
e Vi(z), i=1,2,...,I, o conjunto de deslocamentos, resta
escolhé-los convenientemente. 0 mais intuitivo é
associar-se Vi, V, eV, respectivamente aos deslocamentos
da segdo transversal como um corpo rigide nas direcdes
principais x e y e sua rotagdo em torno de um ponto

qualquer "P" de seu plano.

A rotacao e, sera positiva guando a segéo, olhada contra o
sentido positivo dos tgn, rotacionar no sentido
anti-horéario.

0Os restantes (I-3) deslocamentos descrevem a

deformagdo da segdo transversal em seu plano, no caso en
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que se supde rigidez total das placas neste planc e sua
ligacdo articulada nos nds. Os deslocamentos Vi(z),
i=1,2,...,I, determinam integralmente os deslocamentos dos
pontos nodais. Entretanto, cada uma das placas sofrera
ainda as deforma¢des causadas pela flexdo, em virtude das
ligagbes reails rigidas entre elas, bem como de
carregamentos que atuem sobre as mesmas.
Tomando a segdo da figura (2), vem

I =2k -n=28 ,sendo :

(k = 7) - nimero de nds da LMP, e
(n = 6) - nimero de barras da LMP.

Os diagramas de deslocamentos do mecanismo
devidos aos deslocamentos unitarios Vi VS,..., Va’ sdo

mostrados nas figuras (4) e (5). V4 é¢ a rotagdo da barra
4=-5 em torno do ponto 4, endquanto VS,..., VB sdo os
deslocamentos dos pontos extremos 1, 3, 6 e 7,
correspondentes as rotagdes das barras extremas em torno
dos pontos 2 e 5.

Representande por vi(s) o0 deslocamento de un
ponto qualgquer da LMP na direcdo tangente, causado per
Vi= 1, pode-se expressar o deslocamento de um ponto
qualguer da SM na diregédo tangente a IMP, na forma

I

v(s,z) = E:Vi(z).vi(s) (IT.5)
i=

~ . 1 2 3
As expressdes dgenéricas de Vv, V' e v podem
ser facilmente obtidas observando-se a figura (6), onde se

representa um trecho de IMP em situac¢do qualguer.
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VA=-§.sen o = —-sen o (V&= £ = 1)
vi= N.COS o = COS o (Vé= n = 1)
V3=_[¢P,(_hp)] = hp (v5= 0= 1) (IT.6 a,c) .

Representa-se por hP a distéancia do polo ée
rotagdo a tangente a LMP no ponto considerado. Esta sera
considerada positiva, para uma sec¢fio cuja normal é o eixo
"z" positivo, gquando o vetor tangente t, orientado no
sentido positivo dos "s", sugerir uma rotagdc em tornc do
polo P no sentido anti-horario.

Tomando a expressao (IT.1) e fazendo a

integragdo em "s", tem-se:
s

w(s,z)=—J vi(s,z) ds + H%(z) ‘
u)

onde se interpreta W5 como a parcela desse deslocamento
associada a um esforgo axial.

Introduzindo a relagdo (II.5), vem :

S I

W(S,Z)=-J z Vé(z).vi(s) ds + Wb(z) =
i=1
0

I s

== z v} (2) [ vi(s) ds + W (2) (II.7)
i=1
0

Fazendo
=
wt =J vl(s) ds (II.8)

o}
e supondc que
Wb(z) =—Vé(z) e
w= 1, (II.9)

chega-se a forma
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1
w(s,z)=—z V}(z).wi(s) ’ (I¥.10)
i=o

gue fornece o deslocamento de um ponto gqualquer da 1LMP na
direcdo do eixo da haste.

Usando as expressoboes (II.6) e (II.8), com dx e
dy definidos em fungdo de o como se pode ver na figura

(6), obtem-se:

Ww =X ,
W=y e
5
W = j h.ds = o, , (II.11 a,c)

0

onde w, é a coordenada setorial relativa ao polo escolhido

[11].
Quanto a @ , com base na figura (4), se chega ao diagrama
da figura (7). Os restantes wl, i =5, ... ,8, sao

. . i
identicamente nulos como os correspondentes v .

0 deslocamento de um ponte qualquer da LMP na
direcido normal & SM também pode ser obtidc a partir dos
Vi(z), considerando cada barra em seu estado real de
deformacgdo. Seja U, © deslocamento normal de un ponﬁo
gqualguer de uma barra genérica k-r da LMP, mostrada na
figura (8). Influenciardo em Uyt
1 - 0s deslocamentos nodais normais gerados pelos

deslocamentos e deformagdes da segdo devidos aos
Vi(z), levando em conta as ligacdes rigidas da barra

nos extremos, mas sem rotagdo dos mesmos. Eles

fornecem os dois primeiros termos de Uy






19

As rotacgdes dos nos gue, pela rigidez das
ligagdes, provocam rotages de mesma amplitude nos
extremos das barras que a eles se conectam. Elas geram
os terceiro e guarto termos de Uy o.- ;

Os carregamentos externos aplicados na diregéo
normal & superficie média. Eles originam o gquinto

termo de ukr'

Desse modo tem-se:

_ kr rk kr rk
u (s,z) =U u '+ 7T u "+ &Sku(p + @ruw +u (I1.12)

P

Na expressaoc (IT.12) constam

LU}

kr
kr

u
v

eUk - Deslocamentos nodais normais
) nd

rk

e u - Deslocamentos normais de um ponto gualdgquer de
v

uma barra k-r, bi-engastada, para

deslocamentos nodais unitarios forcados

respectivamente nos nés extremos k e r, vistoes

nas figuras (9a) e (9b).

s s (b =-s )
kr kr kr kr rk
W= 5| LT 2
M kr b
. kr -
rk Skr ] Srk(br‘k_skr)
u =5 1- 5 (I1.13 a,b)
kr
- kr
e ¢ - Rotacdes nos noés

A rotagdo em um nod sera positiva gquando,
olhando-se o nd contra o sentido positivo do
eixo ngn, éle rotacionar no sentido

anti-horario.
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k k .
uq)r e u; ~ Deslocamentos normais de um ponto gualquer de
uma barra Kk-r bi-engastada, para rotagdes
unitarias forgadas respectivamente nos nés
extremos X e r, mostrados nas figuras (9c) e
(ed) .
2
S .8
ukr‘ = T kr rk
P b2
kr
2
kr srk'skr .
'’ =+ = T (IT.14 a,b)
P 2 5
kr
Nas expressdes (II.14) vale o sinal superior
gquando a normal interna n ,ne ponto, ao
rotacionar para o né "r", o fizer no sentido
anti~-horario.
N —- Deslocamento normal em cada ponto, dado pela
r,p .

solugdo do problema de uma placa retangular
perfeitamente engastada ao longo das arestas
s = 0 e S = 0, e com condigoes de bordo
quaisquer nos extremos da haste, para um
carregamento En ;,hormal a SM, como se vé& na
figura (9e). Comec cada placa tem dimenséo
transversal pequena em comparacgao ao
comprimento da haste, pode-se utilizar a
solucdo para placas infinitas.
Percorrendo-se todos os "K" nés da ILMP na
sequéncia pre-escolhida e superpondo as parcelas de mesma
natureza dque conpdem u . chega-se & expressdo (II.15),

onde o primeiro e o segundo termos agrupam respectivamente

0s primeiro e segundo termos e os terceiro e gquarto termos
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da expressao (II.12).

K R K
. _ kr k
u (s,z)= Z Z U u’ o+ Z aku@ o, (II.15)
k=1 r=1 k=1
sendo
R
k kr
w=YYu II.16
0 =2 Y% ( )
n
u = ) u (IT.17)
P kr=1 r,p

R - Numero de barras da LMP que se ligam no né k.
n - Nuamero total de barras da LMP.
0Os deslocamentos Um~ podem ser descritos em

funcdo dos parémetros Vi ,através de
U = Z v, (II.18)

i .
onde o representa © deslocamento normal nc no k, para
r

Vi=l’ ou seja

Com a ajuda da figura (6) facilmente se pode

concluir que

1.11= cosa
2
u = senx
2= n (II.19 a,c)
np

A distédncia do polo de rotagdo & normal & LMP
no ponto considerado é representada por lam. Para uma
secdo cuja normal € o eixo "z!" positivo h serd positiva

np
. , = .
gquando, no ponto considerado, a normal interna n sugerir

um giro em torno do polo no sentido anti-horario.
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Para i=4,...,I, os air sdo obtidos dos
diagramas dos vi‘r como projegdes dos vetores deslocamento
dos nés isolados, na diregdo normal & SM.

Com isso,

K R I
i x
u (z,s)= 2 Z z V.o ,u +
kr L Vi%kity
k=1 r=1 i=h

R K
1 kr k
Z ol u’ o+ Z (}ku@ tu (II.20)

K R :
i x N
0 termo Z Z o U " estabelece a variagao
r v
=1 r=1

dos deslocamentos normais ao longo da LMP para Vi= 1l, sen
a consideracdc das rotagbes dos nés e do efeito do
carregamento aplicado. Sua expressaoc €& Uma funcéo
conhecida de "“s" e pode ser obtida dos diagramas de
deslocamentos para Vi=l’ e das exXpressdes (II.13).

- i =
Representando por u o termo em guestio, vem @
I

~ 1
u (z,s)= z v.u "~ +
kr . i v
i1=1 k

-] =<

k
+ .21
lékuw u (IT.21)

Desde dque @k representa a rotagdc total do nd
k, pode-se escrever :
¢£= ¢+ ¢, , onde significam
&k - a rotacgédo devida as deformacdes, e

¢, — uma rotacgdo igual & da sec¢do como um corpo rigido.

~ k
A parcela P néo gera fatores u'’ e

P
consequentemente u; ;de modo gque o sequndo termoc de
K

(11.21) pode ser reescrito como z ¢Qf‘ . A contribuicgédo

k=1 ¢

de ¢, € gerada no primeiro termo, J4 que ¢.=V, -
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Os deslocamentos Vi ,i=1,2,3 , contribuem para

~ . k
uhjs,z), mas ndoc geram fatores do tipo u:} de meodo gue:a

grandeza ﬁvl sera substituida por outra, ui ,assim
definida:
ui = ut , para 1i=1,2,3

K R
ui = Z Z airu?' , para i=4,...,I (II.22 a,b)

k=1 r=1
Finalmente

I K
i Kk

ukr(s,z)=izivi(z)uv(s) +kzl¢k(z)u"’(s) +u (s,2) (II.23)

Para os pontos fora da SM os deslocamentos sdo
u,v, e w,, dque podem ser obtidos pelas expressbes (II.2),
(II.3) e (II.4), vistas na letra "c" das Hipdteses
Simplificadoras Iniciais.

Partindo daquelas expressdes e usando

(Ir.5),(IT1.10) e (II.23), chega-se a :
K

i k
1, = vV.u + Z u + u
1 v k—1¢k © p

* >
1

ne~g =

0

I K
_ i_-i _ “k _

vV, —.z Vi (v u e) z ¢k u@ e upe
i=o k=1

I

K
—_— ’ i i —- s k - ’
W, —iZOVi(w +uv e) kZ1¢k uw e upe (I1.24 a,c)

Para obter uniformizacdo, os somatdrios em "iM
sdo definidos a partir de i=0 em todas as expressée%,
devendo-se ressaltar que
@ =0, u=0 e v=0 (II.25).

Para os pontos da SM sé resta uma compenente

nao nula do estado de deformacgdes
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1
i
—_ L I3 .
£ =W .ZOVi W (IT.26)

Entretanto para um ponto gualquer trés componentes nao

nulas podem ser obtidas :

e = w!
z, *
I K
i i k
£ = -Z VY (W + u oe) - 2 ¢ u e - u’e
e iZ0 T M k=q © ¥ P
e, =V
¥*
S*
1 K
L1 ..
e = —z V, 1 e - Z ¢ 0 e —-—1Ue
5, . L 1 ¥ L. k P
i=o k=1
— y I
¥, = W, t v,
I K
li lk -
¥y = -2 Yy V,ul e+ z ¢’ U e + 0 e (I1.27 a,c)
“x i=o M A= ¢ P
Foram uteis nesta passagem as condigdes

- 1 -1 i
Vi =0 e w =v

As relacbes tensfo-deformacio regidas pela Lei
de Hooke estabelecem [8], ja com simplificacgdes, que :

o =E (e + ve )
Z* S#

E'(1-v) ¥

A

za 2 *
i
oy = E’(ss+ vsz) , onde (IT.28 a,c)
* *
E' = E 2
1 -v

Com o© uso de(II.27), as expressdes (I1I.28)

tomam a forma abaixo.

I K

E’ —Z V?(w1+ u?l e) —z ¢ uf e -u” e +
- 1 v k P p
i=o k=1

9
]
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I X

_ vk i _Z "
174 'z Vi(w +u e) ¢k u
i=o k=1

k

- u“ e IT.29 a,c
o © y ( :C)

Os esforgos seccionais inerentes ao problema em

estudo s&o definidos, para cada placa isolada na forma

seguinte :
t/2
n = [ o de - Esforgo normal na direg¢do longitudinal.
-ts/2
/2
n = J tmde - Esforgo de cisalhamento num planoc para- .
s
T2 lelo & SM.
t/2
n = J o de - Esforgo normal transversal (na diregéo
e da LMP).
L2
n_ = tmﬁe - Esforco de cisalhamento num planc hor-
Ttz mal & SM e paralelo ao eixo "z",
~ L/72
n = rsnde — Esforgo de cisalhamento no planoc da se-
“trz ¢do transversal.
. L/2
m o= c;ede - Meomento Fletor de vetor paralelo & tan-
T tsz gente a LMP.
~ br2 .
m = ¢ ede - Momento Fletor de vetor paralelo ac eixo
s
Y-ts2

l'lz'll .
t/2

Zzs8

m = [‘t ede - Momento de Torgdo em torno do eixo "z".
Z5

-t/2
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Alguns deles podem ser obtidos de imediato como

fungdes dos Vi(z) e apresentam as expressdes :
I

n =-E't 2 v4 wl
Z . 1
i=o

I K
3 . , .
_ E'.t o 1 . 1 w K .k ;
n o=- == [Z (V7 u, + vViuv):Zl(qbk u, + V¢ku§0):| o
. I X
__ E'.%t _ PN ] , ok '
mzs_ 12 (1 V) [Z Viuv + z ¢k ugo] zZ8, P
i=o k=1
5 I K
m =- E.t Z(V ﬁi + vV, ui)+z (¢ a* o+ v uk) + m
s 12 , i v i v k @ x @ S,p
i=o k=1
(IT.30 a,d)
onde
_ E .t [ " ]
m = - u’ + vQ
Z,p 12 p p
’ 3
m = Bt [1 —v} u’
Z5,p 12 P

s 3 .
m .- E.t [ ﬁp + Vu;] (II.31 a,c) .



- Fig.10




28

Equacgdes Diferenciais da Haste-Casca

Seja uma fatia de Haste-Casca definida entre as
secobes z, © zo+dz e sofrendo a agdo dos esforgos
solicitantes. Num ponto dgualquer da secéo 2=z atua um
vetor tenséo o_ com as componentes c,T_©e°7T, enquanto
no ponte correspondente da segéo z=zo+dz atua o vetor
o;+a;dz, como se pode ver na figura (10). Um carregamento
distribuido externo gualquer p, de componentes 52, ﬁs e En
atua nos pontos da SM.

As condigdées de equilibrio s&o estabelecidas
através do Principio dos Trabalhos Virtuais. Um vetor ée
deslocamentos virtuais u, com componentes u, u, e w, ié
aplicado num ponto da segao zZ=Z , tendo—-se portanto no
ponto correspondente da segdo z=z +dz um vetor u + u'dz.

0 vetor u é uma funcdo continua das coordenadas, a qual
nao s6 deve preencher as condicdes de extremidade

referentes aos deslocamentos, como também estar de acordo

com as suposicdes até agora feitas. Assim, adotam-se as

expressdes :
I 13
= - = i ” k
u=u = Z V. u + Z ¢ u
. i v k @
i=o k=1
K
- i -1 -k
v,= Z V. (v -u_ e} - z gu_ e
* L 1 v k
i=0 k=1

i

K
= PR i _ Kk
W*_izovi (0" + ul e) Z u, e (IT.32 a,c)

o que corresponde a consideracgdo de deslocamentos virtuais

Vi(z), i=1,2,...,I , com as correspondentes rotacgdes
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virtuais 5k(z), k=1,2,...,K , que gerem as componentes do

vetor u .
Representando-se por W o trabalho externo
total, e por U o correspondente trabalho interno total, o
Principio dos Trabalhos Virtuais toma a forma .
W+U-=0 (II.33)
Para uma unidade de comprimento da haste a
expressdo de W, j& com as devidas simplificacgbes, é
W= J(a; u + o u’)dF, + J puds,
F s

onde df;= de ds.

Desenvolvendo os produtos internos, tem-se

= ‘u+ TV, +ow,) + u'+ T v+ ow,)|ar, +
1) [(tznu T Yy O‘ZW*) (’cznu T Vi o*zw*):l .

(pu+pv +pw) ds , (I1.34)

onde
v =v(s,z,e=0) e

= w,(s,z,e=0) , (ITI.35)

E |

em virtude de o vetor p atuar na SM.

Para U ,a expressao obtida é

U =—j(a‘§ + T ¥ _+ oce )dF, ,
z Z* ZB ZS* =1 S*
F

ou seja :

U =—J'|:ozw;+ tzs(v;+w*)+ o*sv*] dF, (IT1.36)

s
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Introduzidos em (II.33), W e U ddao-lhe a forma

~

U+ TV, +0WHT UW-0V - W +
('cznu T Ve o, Wt T U Ve 'czsw*)dF*
“F

(ﬁnﬁ + 556 + }SZ{,})ds =0 (II.37)
-1
Substituindo em (II.37) as expressées
i
(IT.32a,c¢), grupando convenientemente oS termos ‘e

igualando a zero os coeficientes de Vi,V_’i,qbk a ¢}“, gue

sio grandezas quaisquer e em geral nao nulas, vem

m~ ~

, 1 . i_-1i .. 1 - i =1 _
[tznuY + tzs(v u e)+ ou, e] dar + (psv +pnuv)ds 0 e
y Y8
[—cr’ (o.)1 +ule) +T ut + 1T ((bl+1'11 a) dF*—[}S wids = 0 ;
z v Zn v A v i z
YF a8
com i =0,1,...,1I (IT.38 a,b)

(t’ - T 08 e + o i e)dF +[1'3 uds = 0 e
zn zs § s P #* n
“F s

r~

k "k k :
(-O‘;Uq) et 'czsu‘o e+ tznqu)dF* =0 , 1

“F

com k = 1,2,...,K (ITI.39 a,b)
Efetuadas as integrais em "e", trocam-se as
tensdées pelos correspondentes esforgos seccionais, e os

sistemas passam a ser

~

i -1 - i, = 1
(n” w+ n’ vio m o+ mul)ds +J’(p vl+pu jds = 0
Zn v Zs zZ8 vV 5 V s n
5 s

i i i 1 -1 - 1
(—n’w—m'u+nu+nw+mu)ds—J'pwds=O ’
z z v Zn v Zs Z5 v =z

.

s b2}

com i = 0,1,...,T (II1.40 a,b)
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f k_ .,k .. K = k —
(nzauw n;su¢+ n;u¢)ds + [pnuw ds 0
5 -]

;o k ke k _
(-mzu¢+ ngsuw+ anlw)dS =0 ,

W

s

comk =1,2,...,K (II.41 a,r})
Os esforgos n en ,de expressées ainda n%o

determinadas, podem ser facilmente eliminados, obtendo—ée

ao mesmo tempo a redugdo dos quatro sistemas anteriores

aos dois que se seguem

i ool , =1 .1 - i - _i -, 1
J(n2w1+ m;uv— 2mzsuv+ msui)ds +[(pnui+psv +pzw )Jds = 0 ,
s s

com i = 0,1,...,1

I(m:u;- 2nisﬁ;+ ngﬁ;)ds + Jﬁnu;ds =0 ,

com Kk =1,2,...,K (IT.42 a,b)
A partir de (II.30) as expressoes necessérias

sio obtidas na forma abaixo

I

nll =_EI t Z VII llwi
z . i
i=o
o T 4
r . 2
m” —_— E t Z (Vl:‘ !lul+ VV}'{ ﬁl ) + z (¢ﬂ'”uk+ V¢” i'lk ) + mll
z 12 . i v 1 v k P k P Z,P
i=o k=1
3 I K
E't -1 ‘K
’ —— - o " #
m . e {(1-v) iz;vi u +kz1¢k uw + mzs,p (IT.43 a,c)

Na continuagdo efetua-se a seqgiéncia de

operacdes :
1 - Reescrevem-se as expressodes (II1.30d) e (II.43 a,c),
trocando-se os indices "i®" e "k" respectivamente por

'llj " oo njn
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2 - Faz-se a substituicio dessas expressdes nas eguacdes
(II.42 a,b).

3 - Dividem-se as expressdes resultantes por -E’.

4 - Desenvolvem-se as equacgdes reagrupando-as
em trés grandes integrais. A primeira conteréa @s
térmos em Vj e suas derivadas, a segunda os térmos %m
¢1 e suas derivadas, e a terceira os térmos de cargaJ

5 - Grupam-se os térmos com a mesma ordem de derivacgio de

vV e ¢1, evidenciando-se essas grandezas.
]

6 = Como V. e ¢ ndo variam com "s", fazem-se as mudangas

- I

i ~
z Vg e z vj(...)
"sj:O = s
. K K .
Y ¢7(... Z ¢f(...) ,
"sk:1 - s

onde "g" representa o grau de derivacdo em "z".

7 — Para simplificagdo representam-se por simbolos as
integrais que resultam dentro dos somatérios, bem coﬁo
os termos de carga. !

Finalmente © resultado obtido tem a forma

I K
z (a +b )VIIH * VII +E. V + Z c ¢””_C* ¢II+ (l:' ¢

. ij ij j 11°; i1’ iI171 ii™

j=0 1=1

_ 1 .

—-—E'T'Aio ’ com i=0,1,...,1

I K

Y e, V””-C Vite, v + Z ¢7"=2d_ ¢"+d @, |=—B

= kj ] k1 E' ko '

com k=1,2,...,K , (IT.44 a,b)

e as expressdes dos coeficlientes ai_,b._,c. , etc, estédo
]

1j Il

no Anexc B.
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Cs termos de carga Aio e Bio sdo dados por :

o 1 , - i . 1 - i =_i =, 1
, = - + s +‘ +p v +
AlD J(m u 2mzspuv m&puv)d (pnuv P, p w jds

z!p Ed
s s
B =|(m” uf- 2m’ 0 +m 0%)ds +{p u*ds (II.45 a,b)
kO zZ,p P zs,p P s,p pn '] ’ '
= 5
A obtencgdo dos térmos Aio para i = 1,2,3 ,se

faz usande (II.19) e se chega a :

. i .1
Para i =1,2 ,com uoo=u =0 ,

— > — -i - i ) i
Aio —J(m%p+ pn)uvds + [(pgv +pw )yds (IT.46)
= s
. -1 . 1
Para i = 3 ,com u_ ==1 e u =0 ,

= " by i 7 - 1 = i
Ao —I(map+ p_)u ds +J(2mzs.p +tp VT +plwT)ds (I1.47)

a s

Quando i >3, os valores de Aio provém da aplicacdo da

expressaoc :
K R
- i - i =, 1
Bio = Z 2 Py +J(PSV tplwi)ds (II.48)
k=1 r=1
=}
onde P, representa a ac¢8oco da barra k-r no nd "k" na

diregdo normal Aaquela, sendo positiva quando seu sentido
coincidir com o da normal interna n .Vejam-se as figuras
(10) e (11).

Ja no gque se refere aos térmos Bio’ tem—-se uma

expressdo Unica para todos os k =1,2,...,K ,
(II.49)

onde m é o momento aplicado pela barra k~r no né "k" ao
qual se conecta, sendo positivo quando indicar um giro no
sentido anti-hordrio. As figuras (11) e (12) mostram os

esguenas.
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Para a segdo transversal adotada, os esforgos
p_ e m_ sdo vistos na figura (12), com os sentidos
correspondentes a um carregamento 5n gue atua no sentido
positivo da normal interna em cada barra.

Os passos seguidos para a obtengdo de (II.48) e
(II.49) encontram-se no Anexo C.

Uma vez inteiramente definido o sistema de

equagdes dado por (II.44 a,b), o primeiro passo para

simplificd-lo é extrair déle o esforgo axial. Isto se

. . . . ' 1
consegue usando uma mudanga de variaveils due substitul w

-1
por w , sendo @

of = o'+ Bio“’o , i=1,2,...,1 , (II.50)

com a condigéo

{ otwldF = 0, (II.51)
F

de onde, por simplificacao se obtém

J‘wldF

g, =— — (IT.52)

A primeira ads equagdes (II.44) se transforma
em

E'F W/'=-p , (II.53)

com P, ={§st ,

e as demais perdem todos os indices zero de seus membros

esquerdos, de modo due o sistema passa a ter a forma :



[

(a. +b, )V*"-Db
1] 1j bl

I
)
j=1

1 K
« ..

c Vi=c V'4+c V )+ d

jZ1( ki ] k} j) Z (

kj 3}

I

com k=1,2,...

sendo agora
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TV b,
i1 3

1=1

K

I

v |+
iy j]

K
1=1

kl"1

(C . ¢ll”_c

i1°1

¢ll.ﬂ_2d ¢I!+dk1¢1)=

kl" 1

#*
il

¢+

i1

¢.)

1

1

E” B

ko'

(II.54 a,@)

a, = [taiaids (II.55)
1j
M =m MM, m =m-mzm,,
qz mpz1l pzz. me.z FS ' me,z.l p57 m lp-;s
m 1rm m
N\ 12 D2 Gy Sy Y
A s can
_ | =N - 56 1] -
m1_m12 ! 2 M=m;Ms ! - MmEm
M m g |
TN 32 TN
p_+|3 'BI...g*_
_ - P
2 My=M, ms Mes 65
Fig.12
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Condigdes de Extremidade

. *  *® * !

Sejam u,,v, e w2 0s deslocamentos de um ponto
qualguer de uma segdo extrema da haste. Como éles deven
obedecer a todas as condigdes até agora colocadas coém

relagido aos deslocamentos, tem-se :

I K
* = i * K *
u, = z Viul+-z ¢ku + u
=PRI =P S
I K
* i LR -k
v, = z V.(Vl+ ule)— Z ¢gu e-u e
k ¢ 2]
= k=1
I K
* w1 i * *! *
w, ==) V. (0'+ ule) -) ¢ Wetu e+ W , (I1.56 a,c)
i=1 v k=1 ¢ B

* e ~ * " n
onde Vi sdc 08 parametros de deslocamento, ¢k sdo as
®7 -

- . * e ;
rotagdes dos noés e ub,up e up descrevem os deslocamentos

* *7 * ®7 . .
dos pontos quando Vi’vi ,¢k e ¢k sdo nuleos, tudo isso com
relagao a segio extrema.

As condigbes de extremidade em fungdo dos

deslocamentos sao :

_ *
u, = u,
_ *
v, =V,
#*
W, =W, (II.57 a,c)
sendo u,,V, e W, eXpressos por meio de (II.24 a,c),
entretanto usando a mudanga (II.50), fazendo i =1,2,...,I,

e acrescentando o termo W0 aw, .

A partir dai, se tem :
#* #* 1 .
V., = Vi = V; =V, ,com i =1,2,...,I ,

1
b= ¢

¥ *7

. € ¢; = ¢k (comk=1,2,...,K,
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(II.58 a,f)
A condicdo (II.58 c) relaciona-se com a equa¢ao (II.53),
enguantc dque (IT.58 d,£f) em geral ndoc podem ser
satisfeitas em virtude de se tomar como aproximagdo para
ub, em cada trecho da LMP, a solugdoc para uma pla%a
estreita infinitamente longa. Resultam, portanto d%s
condigbdes (II.57), 2.(I+K) equacbdes para cada extremo da
haste.

As condigées de extremidade em funcdo dos
esforcos sdo formuladas na forma abaixo, usando ©

Principio dos Trabalhos Virtuais.

J(Gz—ﬁz)G#dF =0 (II.59)
F

0s vetores dessa expressio sio

u, (u,v,,w,) ,vetor dos deslocamentos virtuais, com

e+ WO (II.60 a,c)

c (¢ ,T /T ), vetor das tensbes internas na secgéo
z

transversal extrema

Ez(ﬁzz,ﬁm,ﬁzs) , vetor das cargas de superficie, atuando

na secdo transversal extrema
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Desenvolvendo 0s produtos internos e

reescrevendo, vem :

[(tznu o TV 4 ow o AF =I (pznu g'E+pzsv *+pzzw*) dr (IX.61)
s F

Feitas as substituig¢des, o desenvolvimento dos térmos le
seu reagrupamento conveniente, além das integragdes ao
longo da expessura das placas, o membro esdquerdo de

(II.61) toma a forma :

i I

- i i i o - i i
Z V.J’(n ul4+n vi-m u jds - z V.J(nm +m u jds +
- 1 Zn ¥ Z5 A= 3 4 . 1 4 z v
i=1 1i=1

5 s

K K
Kk - k ! k -
kZ1 ¢4 (nznugo-mzsuw) ds+kz1 q)kjmzu{pds+ WOInzds (IX.62)
8 =] 5

0 membro direito desenvolvido toma uma forma inteiramente

analoga, de modo que a equagdo (II.61) se transforma no
sistema de equagdes seguinte : '

i i 1 # i % F % .7
(n uw+4+n v -m u )ds = [(n uw+n v -m u” )ds
Zn v Zs Zs Vv zmn v Z5 Zs v

5 s
(n @' +m ut)ds = J(n*tﬁlﬂn*ul)ds , (II.63 a,b)
Z z Vv z z vV
Y8 5
com i=1,2,...,I

(n u-m w¥)as = J(n* ub-n’ 0")ds
zn § zs P zn zs @

5 s
mu“ds - [m'u*as (IT.64 a,b
Jpds = [mugds : /b)
Y'g 5
com k =1,2,...,K
[n ds = [n*ds ' (II.65)
z z !

s s



~

~

.

]

e substituindo-as respectivamente em (II.63a)
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s

k "k _ sk “ k
(nznu(o—mzsuw)ds —J(mzulp 2mzsuw)ds '

s

onde
ts2 t/2 ts2
* — d * -_ d #* -— d
n = e m = ede n = e
Zn pzn * Z pZZ ! z8 Zzs8
=t/s2 -t/s2 ~ts2
ts2 trs2 i
' p_ed " =[p a II.66 |
= ede n = e . a,e
mzs pzs ! -4 pzz ( ! )
I
Tt/2 ts2 |
Para eliminar n e n tomam-se (II.40 b) ‘e
zn zs
(II.41 b), reescrevendo-as, nessa ordem, Como se segue

i i c 1 —i i - i - =1
(h u+n v ' -m u )ds =[(n%o-HWu -2m u )ds +[pqus
n v zZs Z8s V¥V z Z v Z8 Vv Z

S

(I1.67 a,b)

e (II.64a),

de modo que o conjunto de equacdes (II1.63) e (II.64) tome

a forma :

.

s

s

com i

-1 i - i
(nw+m'u -2m u )ds = Q
z z v Z8 V¥V

(m;u;—meﬁ;)ds =Q

*1

(n @ 4m ut)ds = M ,
A A v

=1,2,...,I

*k

4

(II.68 a,b)

(IT.69 a,b)
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*j #e * i
M 1=[(n o +m ul)ds
v Zz z Vv

-Jk_i_ ¥* k ¥ .
Qw = (rgnuw nzsuw)ds

JS
M*i—'-*kd II.70 a,d
qo—mzu(ps (II. a,d)

Y=

Entrando com as eXpressdes (II.30) e/ou suas

derivadas, com oS indices wiw e Hgn trocados

respectivamente por "j" e ™i", desenvolvendo, grupando os
térmos e lembrando das definicbes do Anexo A e de (II.55),

obtem-se @

I

{(a. +b, )v'“—[z(l-v)b.,—ub._]vi} +
1j 1j j 1j ij J

K
Zi{ci1¢f"[2(1_v)éi1_vail}¢1} =- —%T(Q:I—Qsl)

I K

" " " - Py = 1 a".'!.._ oi
jzi[(aij+bij)vj+Vbi;G]+lzl(Ci1¢1+vcil¢l)u _ET(MV Mv )
com 1 =1,2,...,1 (IT.71 a,b)
I K
Z [ckjvj’—(Z—v)cij3]+z [dk1¢’l”-(2-v)dkl¢;:| =
j=1 I=1

1 *x Ok
I K
PR PR __ 1 *k 0k

jZl(ckjvj VCRJVJ)JrlZl (8,,67-vd, 8) == g (M),
com k=1,2,...,K , (IT.72 a,b)

onde
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ok__|= Kk Ok_ k
Q@ —[nmhpu$ds ' M¢ {mLpumds . (II.73 a,d)
s B
sendo
n =m’ +2m , (IT.74)
zn, p Z,p Zs, p

o esforgo cortante em cada ponto, na segdo transversal da

placa.

|

As expressdes (II.73 a e c¢) provém respectiva-

mente das integrais

i -1
(m" u -2m u)ds e
Z,p V ZS,p ¥V
s

r~

. k “k
(mz,u -2m yds ;

u
p ¢ zs,p @

Y=

fazendo-se a integracdo por partes do seqgundo térmo de

cada uma [3 e 4] e lembrando due mm3p=0 para sk;=0 e

s =0, como se pode verificar em (II.31b).
Escolhendo-se uma solucgdo up que, além das
condigdes de extremidade j& vistas, satisfaga as condigdes

i

de extremidade homogéneas

m =0 , (IT.75 a,b)
as integrais (ITI.73) se anulam, simplificando as equagdes

(IT.71) e (II.72).
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Sclugdo Tedrica do Problema

As equagdes basicas para a sclugdo do probleﬁa
sdo : !
1 - Equag¢des Diferenciais do Equilibrio (II.54 a,b).
2 - Equagdes das Condigdes de Extremidade (II.58 a,b),
(£I1.71 a,b) e (II.72 a,b).

Essas equagbes devem agora ser escritas sob a
forma matricial, usando os vetores e matrizes definidos a
sequir

As grandezas Vi e ¢k formam os vetores

V& ¢1
V
vl = |®| e lel = ¢
Vi ¢ :
Os coeficientes aij, bij' bij' bij’ };ij e b;

compfem as matrizes quadradas de ordem I :

[A], [B], [B], [B], [B] e [B]

Os coeficientes dm, d e d geram as matri-

k1 k1’

zes quadradas de ordem K

[Dl, [D] e [D]
r C. 4 c e crl sdo0 os

Os coeficientes ¢, ¢ . )
il il il

il

elementos das matrizes retangulares de I 1l1linhas e K

colunas

[c1, [€1, rei, el e 1’

*
e C formam as

Os coeficientes ¢ , ¢, c _
kj k] k] kj

matrizes retangulares de K linhas e I colunas :

(€1, ¢, réj e &1

que sdo respectivamente as matrizes transpostas daquelas
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. .. .
geradas por C;ir C5 c e cC,;

’ , ;, como se pode ver da
i il i1

definigdo dos coeficientes (Anexo A}.

Os térmos Aio e Bm) fornecem os elementos dos

vetores
A B
10 10 |
_ Azo _ 20 !
|3, = |; e |B| = |; |
A B '
10 KO
%1 *K *1 *} - ;
As grandezas Q°~, Q , M e M compdéem os
v 0] v 7}
vetores
*] *1
Q¥
2 #2
. Q - Q
— v —
Q| = ’ l%l =11
*T ¥}
Q Q
v
M M
*3 . I{*z
M| = e M | = .
v H P i
M*I M-#K
Finalmente, dos valores Qi% Q;k,MSi e M;k sao

formados os vetores :

a1 Q()l
v
o2 02
Q
o 0
= el =
l{'JI :OK
Q Q
MOl MOI
. M02 . MOZ
M| = e |M,[ =
v qD E
MOI MOK
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As equagdes (II.54) agora sio dadas por :

iyl

[[AJ+[B]]|V| ~81°|v| "+ B |v|+rcl 6] -re1" 8| +IC] | @] =

1

T A

ol'
(&1|v|" -[81"|v| +[&1|V|+[D1| ¢|" -20D1|¢| +[D1|¢|=2]B,|
(II.76 a,b)

Introduzindo agora os vetores e as matrizes

definidos a segquir

LI R B E I
41 13,1
(K] = [A]T[B] [CT| | (k] = [?]* [?] e [x) =|[B1 [€]
EC] [D] (€} 2([D] (€]l [D]

chega-se a forma compacta final :

(K1jw] " -[R)[9] +(K]|¥] =% |K| (I1.77)
Em se tratando de condigdes de extremidade
automaticamente ficam definidos os vetores |V*|,|¢*[,[wﬂ
e suas derivadas, de modo inteiramente andlogo aos
respectivos vetores |V{, |¢|, |¢¥| e suas derivadas. Assim,

na forma matricial, as equagdes (IT.58 a,b) sdo escritas

vl = |V e |v|= ¥

16l = 161 e || =1¢"] .

ou acopladamente ,

Wl = 1"l e ul = v (TT.78)

Em seguida sé&o apresentadas em sequéncia, na
forma matricial, as equagdes (II.71la), (II.72a), (II.71b)

e (II.72b).

[[A]+[B]]|V]”I— [2(1-V)[E]—V[B]]|V|’+ [C]|¢|”'+
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-[2a-n tervier]1o1'= - & |1€]1-1€]) |
(211v| 2=y e |v| o1 19| "L 2wy 1011 9] == &Iy~ ap ]!
[[A]+[B]]jv|”+v[§]|v|+ rc1|e) +vici|o| = | 1] -
[€11v]"-vie1 [v|+ [D1]6] vp1[6] == & ()| |u]]

(IT.79 a,d)
Para se chegar a uma forma mais compacta,

definem-se as matrizes e os vetores

. o) | . M |
|Q | = * f |M| = M* I
oy e |
loy | | |
|Q°} = 0 ;M) = e ’
op | |
‘2(1—v)[é]—v[B] 2(1-v) [C]-v[C]
(K] = : . e
(2-v) [C] (2-v) [D]
[(B] [€]
[K2] = - - ’
-[C] -([D]

e obtem-se finalmente

I x ’ 1 2
[(KI¥| -(x 3wl = |12 |~]¢"]

(K1 |w| +vIK ] || == —||M ][] (IT.80 a,b)

No caso de Condigdes de Extremidade mistas,
obtém-se as 2(I+K) equagdes referenres ao extreﬁo
considerado, compondo convenientemente as condicgdes
(IT1.78) e (II.80).

Para um extremo perfeitamente engastado,
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as condigdes de extremidade sdc dadas em fungdo dos

deslocamentos na forma

Wl =0 e

lw| = o (II.81 a,b)

Para um extremo simplesmente apoiado ja se tém

condicdes mistas, sendo as primeiras (I+K) equagéés

obtidas da primeira condigdo (II.78), e as demais da

segunda condigdo (II1.80). Tem-se entéo :

[l = o

(K] [¥]| - —%T |M°| = o (II1.82 a,b)
Tratando-se de um extremo 1livre todas as

equacdes sdo tiradas de (II.80), chegando-se a :

(RK1Jw] " -(K 1] - & [&°] = o
[KJIWI"+V[KEJIWI - é, |¥°| = o (II.83 a,b)

Se for o caso das condigbdes (II.75) seren

atendidas, os vetores |Q0| e |MP| serdo nulos.
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Simplificagdbes

0 conjunto das equagdes que compdem a solugdo
encontrada para o problema das Hastes-Cascas, apesar da
forma matricial aparentemente simples, é de aplicabilidade
e resolugdo extremamente complexas, mesmo em se tratando
de hastes com perfil ndo muito complicado e sujeitas a

carregamentos usuais. Além disso aborda o problema global,

nido dando énfase especial ac cobjetivo da pesquisa.

Porisso se  procura, além das Hipdteses
Simplificadoras Iniciais, introduzir considerag¢des due
possibilitem reduzir o nuimero de equagdes, diminuir o
numero de incégnitas e desacoplar do sistema as eguagdes
referentes as Flex6es e a Torgao de Empenamento.

0 conjunto restante de egquagdes modificadas

representa a solug¢gdo tedrica geral do problema em estudo.
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Desprezando o Momento Fletor Ul

A tensdo normal o causada pelo momento fletor
m pode, muito frequentemente, ser desprezada em
comparacio com aquela devida a n_ .

A maior parcela do momento m é gerada por
carregamentos que tém caracteristicas locals, bem como por
cargas concentradas. Além disso esse momento é importante
para hastes nas quais a relagdo entre a dimenséo
caracteristica da seglo transversal e o comprimento total
ultrapassa a fragdo um gquintoe [17]. Em tais casos,
entretanto, as préprias suposicdes que serviram de base
para © desenvolvimento feito, levariam a consideraveis
imprecisbes.

0 momento fletor m tem também significado
guando a espessura das paredes ndo é suficientemente
pequena em comparagdo com as demais dimensdes da secgéo
transversal.

Quando se desconsidera o momento fletor m_ nas
condigdes de equilibrio, deixa-se também de levar em conta
a influéncia da curvatura na direcdo longitudinal, ou seja

7 - ” 1
desprezam-se os térmos zﬂGui e quluGD gue aparecem ha
expressio de m_ (IT.30d), de modo que as equagdes (II.54)

tomam a forma
I X
jZi(aijvj -4xb, Vv +bijVj)+lzl(-4xci1¢l +c; 6) = A

com i=12,2,...,1
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I K
] .. ) .. 1
- " - " —_
Z (-4xc, V) +c, V )+ Z (-4xd ¢ +d ¢ ) = B,
Jj=1 k=1
com k=1,2,...,K , (I1.84 a,b)

onde, das expressdes para Aio e B o momento fletor m

ko’

e o térmo vu” também sio excluidos.
P

Em lugar das equagoes (II.76), tem-se

[A]|V|””—4x[]§]|V|”+[ﬁ5||V] -4x[éj|¢]"+[éi|¢| = é |a,]

—ax(€1]V] +[C]|V| -4x(D1|¢| +[DI[d] = == [B,| .

com X = G/E’ (ILI.85 a,b)

A equagéao (II.77) se transforma em

(K1 |w| -(K][¥] +IK1[¥] =—=r |K | (II.86)

sendo

- - [B] [C]

[K] = [[A] O] e [A]l =] (I1.87 a,b)
° 0 (€1 [D]

As Condigdes de Extremidade em fungdo dos
deslocamentos permanecem invariaveis, entretanto aquelas
em funcgdo dos esforgos recebem simplificacées.

Considerando-se a carga superficial Eﬂ unifor-

memente distribuida sobre a espessura da parede, segue-se

que :
t/2
=l p ed 0
m = ede =
Zz pZZ ’
~t/2

as equagdes (II.68), (I1.69) e (II.70) se simplificam e

chega-se ao sistema
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K

I
" _ " N - ’ 1 <1 — 1 *i
jzl(aijvj 4Xbijvj) 1Zl4xci1¢1+ —ETJzng&puvds 57 Qv
=]
I —
1 *j
a. V” =— —== M ,
jZ1 15 3 E v
com i=1,2,...,1
I K _
. , . , "k __ 1 *K
-2 4:xckjvj z 4xdk1¢1+ —ETIZmzs,pu@ds = = Qv
i=1 1=1 .
com k=1,2,...,K , (IT.88 a,c)

- _*j_

~ *] "k . . s
onde os té&rmos Q°, M e Q@ sao definidos como em
v v

(II.70 a,c), com as eventuais simplificacgdes.

Fazendo
QOl ==(2m 1 ds e
v Z8,p V
-1
Q;k __ 2mzs,pi1; as |, (II.89 a,b)

o
s

e definindo

—-llﬁ *

|12 5, | 19,1 =, |14

Q= =y | /1= =0 | e M= , (11.90)
12, | 2, 0

onde ]Qj|, |Q;|, |Qg|, |Q;| e | M sdo formados

. T*i
respectivamente pelos elementos Q 1, Q
. v

1% v ¢ v

tem-se finalmente em forma matricial

"y . ’ . ’ 1 _* -
[A1|V] -ax(B1]|V| -4x[C]|¢[ =- ?IIQVI-IQil

- ’ - ! 1 | (%) 0
-4x[C]|V| -4x[D =— -
x[C]}V] ~4x[D]|¢| 7| 12,119,

” l —‘*_

[A]IV' = T [MV[ ’ (II-91 a,C)

ou compactamente
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vl - ) = | 127]-12°)

(K1 || = 5 | (I1.92 a,b)



52

Reduzindo o Sistema

Do ponto de vwvista dos calculos, as eduagdes
(IT.85) e (II.86) ndo oferecem vantagem substancial em
comparac¢dc com (II.76) ou (II.77). Uma simplificagao
complementar do problema pode ser alcangada através da
hipdétese de que o Momento Torsor m__, entre cada dois nés,
seja constante e proporcional a rotagéoespecifica da corda
que os liga. A rotagdo especifica ﬁé de uma corda qualgquer

é dada pela expresséo
I

w =Y vat (I1.93)
o] . i v .
i1=1 0]

i . = 4
onde u é a rotagdo da corda para o pardmetro de
[v]

deslocamento Vi=1' dada por

K R
-1 _ i <kr '
u = z 2 o, u ’ (ITX.94)
0 k=1 r=1
com
kr - 1
uoo=F 4 ' (II.95)
4] kr

usando-se o sinal negativo quando a orientacdo k-r
coincide com o sentido positivo dos "“s".

A expressac do momento de torgdo passa a ser

1

E't° -3
m_ == — (1-1,:)1.21\171.11VO , (I1.96)

o gque da as equacgdes (I1.84) a nova forma
I K
(a, V" -axb® V" +b, V) + z c. ¢ =
= 1j j 13 ] 1] (&, 11

1
E’ io
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1 14
.. . 1

z ¢V, * Y a ¢ = =B (X1.97 a,b)

5=1 1=1

com i=1,2,...,I e kXxk=1,2,...,K ,

onde

o 3:1 -3

b,j = 1/12Jt uv;{hds . (II.98)

=)

_ .1 - i, =i =, 1
Aio —jm&puvds +[(pﬁuv+ pVv'+ plw yds e

k-3 s
_ .k =  k
%m —Jm&puw ds-ﬁhauwds (II.99 a,b)
8 s

A partir de (II.31) e com as simplificagdes ja
feitas,
E‘t°

sendo ub dado por (II.17), onde pode ser adotada a solucgao

aproximada
T=8
r
— ’t —
kmp—{ ukr(s,t)pn(z,t)dt (II.101)
T=8
k
sendo u:r(s,t) a funcao de influéncia  para 0s

deslocamentos normais devidos a flexdo, em uma viga

perfeitamente engastada nos extremos k e r, com largura

unitaria, altura "t" e médulo de elasticidade E’.
Escrevendo (II.97) na forma matricial vem

1

(a1]v|” -ax[B°1|v| +[B|V|+(C]|¢| = —= 13,]
[C1}V| +[(D1]@| = — B | (II.102 a,b)

onde a matriz [BO] é formada de modo analogo a matriz [B],

. 0
s6 que com os elementos bi

]
Explicitando |[¢| em (II.102b} e substituindo
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em (IT.102a), chega-se a equagdo matricial
[A]|V]”:4X[BO]|V]”+[[éi-[é][D]4[é3]|V| =

—%T |AD|—{éj[bi*|BO|‘ , . (II.103)
representando as Condigées de Equilibrio com K unidades a
menos no numerc de equacgdes escalares.

As condigées de extremidade em fungdo dos
esforcos sdo obtidas a partir de (II.68), (II.69) e
(IZ.70) Jja& com as simplificagées do caso anterior,
chegando-se as expressdes

1

(A1}v| -ax[B1|V] == &+ |2

” l —*_
[A1|V] == < M | ) (II.104 a,b)
onde os elementos de [Q:| s80 definidos como em (II.70a),

substituindo-se ui por ui , cuja definiclo vem de (II.94)
o

e (II.95) na forma

K R
i l kr
ul= Y Yoo u
v kr v
0 k=1 r=1 Q

(II.105 a,b)

Do sistema de  edquagodes (IT.97) pode-se
facilmente eliminar as incdgnitas ¢1 gque se referem aos
nés extremos da IMP, e dessa maneira diminuir o numero de
incégnitas tipo rotagdo de né, fazendo cair também as
dimensdes de algumas matrizes da edquagdo (II.103). Repre-

sentando-se com k=1,2,...,K o0s nos nac extremos da IMP, e
com g=K+1,K+2,...,K os noés extremos da mesma, =)
escolhendo-se uma placa extrema qualgquer entre os nds "g"

e "r", o desenvolvimento da expressao (II.97b), com k=g, e
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da forma

I

z;:'v+f:1'¢+c.i.¢ =L 3
gj i g9 g gr'r E

0
1= g

de onde resulta imediatamenrte

I
= - + E’.
¢q jZ1 [qu/ dgg] VJ [dgr/ dgg] ¢1‘ Bg 0/ ( dgg)
Pode-se mostrar que valem as relag¢des
- o X 5
cgj/ dgq 3/ (dgr oCrg) €
d_/d . =1/2

e sabe-se que BgO dado por (II.49) € nulo. Assim vem

I
J J
= 3/2{at” ~o” 3V =-1/2.
¢g J.Zl/(gr Pq)J / ¢1‘

Partindo de (II.23) com os nds dgrupados em
extremos e nao extremos, e usando os resultados acima, se
chega a definigao de ukr(s,z)na nova forma

1
u=ZV.u +Z¢u + u , (IT.106)
i=1 K=

onde se tem
K R
i i
=Z Z Z (e u'+ a u?)
= L kr v gr— v rg=— v

R G
1_1“? Z Z , (II.107 a,b)

sendo G o numero de placas extremas gque se conectam ao néd

k, e valendo as expressbes

gr _ 07 = -
—u+3/2u—s/b 1- >
- b
gr
rq rg gr - srg(srg+ 1/2.sgr)
u_'=u '3/2“1@ = Sgr/bgr _1— o ]
gr

=

- sgr(sgr+ 1/2.srg) ]
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— 11K9_ gk_, 2
uw, =, 1/2.u 5 s /bkg(sgk+1/2.skg) (I1.108 a,c)

g
4 P kg gk

A definicdo de u é feita comforme (II.101),
mas cquando se tratar de um ponto de uma barra extrema, a
funcdo de influéncia uzr(s,t) se referira a uma barra
perfeitamente engastada no extremo "r%,tendo o extremo "g"
completamente livre.

Fica claro dgue repercorrendo todo o caminho
dedutivo feito desde o inicio, e refazendo também as
simplificacbes, o resultado encontrado sera novamente o
conjunto de equagbes (II.97), s6 gque com ™" variando

entre 1 e K e os coeficientes é;“éij e a;, além do térmo
independente I%O sendo calculados com base em (II.107) e
(IT.108}).

Essa ¢ portanto a solugdo atual, valendo também
as equacdes (II.102) e (II.103), onde agora a matriz [C] é
retangular com I linhas e % colunas, a matriz [D] &

quadrada de ordem K, o vetor |¢| sé contém as rotagdes dos

nés nao extremos e o vetor IBb[ se compée dos B , com

k=1,2,...,K.

Em mais um passo simplificador, as equagdes de
flexdo da haste em torno dos eixos x e y podem ser
separadas do sistema gerado pelas condigdes de equilibrio,
através da substituigdo das fungdes ai pelas funcgdes orto-
gonais wé, i=1,2,...,I, linearmente dependentes daquelas.

Para as duas primeiras fungdes se estabelece

[0S

I
4|
i

e

(IT1.109 a,b)

o N

e para as demais
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i-1

i _ -1 j

Wy = +_Z By Wy (ITI.110)
ji=1

com i =3,4,...,1I.

Da condicdo de ortogonalidade

i-1

i u _ - i j 7} _ .
[twe w, ds —It[w +j2161jwe]uﬁ ds =0 , u#i,
s S

fazendo i igual a um dos valores de j e lembrando que para

os demais

i H =
Itwe W, ds = 0 ,
s

se obtem a expresséo

_ (_is 1,, 3 iy2

Bij = [ th u%)ds]/[ Jt(m@) ds] (IT.111)
= s
De modo semelhante aos w@l, tem-se as novas
grandezas vel e uel, dadas por
i-1

_ 1 i

v = v +jzlﬁijve

i i i
ut + ) By (IT.112 a,b)

o
il
o
+
™
c

para i = 3,4,...,I ,
com os casos particulares
1
V. = Vv =-3en o r v.'=v "= cos «
1 1 2 2
u = u = Ccos o e u = 1u = sen o f{I1.113 a,d)
. - . i
As fungdes ortogonails Wy correspondem 0s novos

parametros generalizados de deslocamento ©.,expressos na

forma

I

91= v1_ Z ViBi1
i=3
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I
©,= Vz-.z ViBJ_z
1=2
1
o=V, - V.B.. , 3 =23,4,...,I (II.114 a,c)
. ] i=Z+1 1]
Lembrando de (II.1lc), (II.50) e (II.52) e

usando (II.11l1), estabelece-se gue

2 e
B, = —|wxaF / |xdF =TI /I e
Jr JE P
—_— - 2 ——
B.,= wpde / |YdF Iywp/ Iyy .
“F “F

enquanto que (II.110), (II.1i2a) e (IT.113) fornecem

3 - 3
= + +
w@ w B31x BBZY €

Vo = hp— lesen o + 332005 .
Sabendo-se que

h= (x-x )cos o +{y- sen «

.= (X7x) (y-v ) ’

vem,como resultado

Vo = (x—xﬁ+ Baz)cos o +(y—Yb— B3l)sen o.
0 membro direito dessa equacdo representa a

disténcia de um ponto D, de coordenadas

X=X~
D p 632

= +
= Y, B, )
denominado Centro de Cisalhamento, & tangente a LMP no
ponto onsiderado.
Os resultados anteriores permitem escrever Jue
3
vV =
e

h
u_ = hn ' (IT.115 a,b)
sendo h e h_ respectivamente as distancias do ponto DIa

tangente e & normal a IMP no pontc considerado, e ainda

gue
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3
JwedF= 0 '
F

o gue acarreta
WS~ = '
onde "w" & a Coordenada Setorial Normalizada vista na
Teoria da Torgdo de Empenamento.

Com a introdugdo das fung¢des ortogonais w@i,
duas equagdes se desacoplam do sistema (II.97), dque passa

a ser composto por

Fa 6”” = + F
E'I p+ m

xx 1
E'TI o' =p + m’ IT.117 b
A T ( a,b)
1 3
" - 0 u o . — 1 e
Aiiei + z ( 4xBiJej +Bijej)+ z ci1¢1— —= Aio
1=3 1=1
1 K
Zé-e +Yd ¢ =B (IT.118 a,b)
L Tkj o} L Txk1T1 E’ ko ' : d

i=3 1

com i = 1,2,...,1L e k~=121,2,...,K , onde
p = (-pnsen o +pscos o)ds
s
m = pzxds
Ys
py = (pncos o +pssen o)ds
Y's
my = pzyds
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_ 3 i .
B; = 1/12|t7 4 " 4 ds
V'5
_ 3 . 1 1
c; = 1/12|t a," @ ds ;
UB :
- 3 k J
Coi™ /12|t & J 4 ds
Y=
a=1/12(ta *al as (II.120 a,f)
k1 2 4 !
Vs
i-1
i_ -1 j
u "= u; + ) B;u (IT.121)
0 0 J1=1 0
e -1 = i,=-_ i, =, 1
Aio_ [m&puO ds +J(pnue +psve +pzwe }ds
=3 S
_ .k - X
%w— Jm&p a 0 ds +[pnggwds ’ (IT.122 a,b)
5 s

podendo ainda as equagdes (II.122) ser escritas como

i-1
e )
A= 2o +j21311AJo

oo W (IT.123 a,b)

Matricialmente as equagdes (II.118) tém a forma

L . 0 #” .- . 1 o

(A 1le| -4x[B_ll|e| +[B,1|e[ +[C 1|¢| = = [A,]
'.". . . 1
[C1le| +[DI1|¢| = < |B,| (II.124 a,b)
onde as matrizes envolvidas séo
[A,] - Matriz diagonal de ordem I-2, com os ele-
mentos A.. .
ii

[Bg] e [Be] - Matrizes quadradas de ordem I-2, respecti-

=0
vamente com os elementos Bij e Bij

[C,] - Matriz retangular com I-2 linhas e K colu-

nas, com ©s elementos C11'
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[éé] - Matriz transposta de [C@].
[D] - Matriz quadrada de ordem K, com os elemen-—
tos d_ .
k1l
le| e |A§| - Vetores coluna respectivamente com os ele-
mentos o, e AY .
1 10
|#] e |B,| - Vetores coluna respectivamente com os ele-

mentos ¢ e B .
k kO
e de onde se pode obhter equagdo semelhante & (II.103).
As Condigbées de Extremidade, guantoe aos

deslocamentos e guanto aos esforgos, tomam o aspecto

le| = Je |

lo] = "], (II.124 a,b)
" -0 ’ 1 *

[A 1]e| =-4x[B_lle]| = —g |Q,l
” 1 #*

[Ae]|e| = 5 ]M@| , (IT.125 a,b)

onde os elementos dos térmos independentes sdo dados por

»

* - i * 7 * * - 7
Q .=-me ds +[(n u! +n vt -m 1 )ds
z © Zn zs

21 s} Q zs ©
0 0
s s
M .= [n" ol a I.12
bi= |, W 98 (IT.126 a,b)
s
com i =3,4,...,I ,

i .
sendo os u_ determinados por
o

1 1
u =u ,

© e

0
u2'— u e

© ®

0

i-1

i i j
u_ = u + . u

(3] Blj o
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Os paréametros ©,.9, € o constituem, de acordo
com (II.113) e (II.115), os deslocamentos da segéo
transversal considerada como um corpo rigido, nas direg¢des

transversais x e y, e sua rotagdo em térno do Centro de

Cisalhamento
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Desprezando o Momento de Torcéo m_

A tensio T . é composta de duas parcelas, uma
anti-simétrica e outra constante, aquil designadas
respectivamente por T, e T, ,de modo due

T =T+ T
zs s w

Por outro lado, o momento de torgdo m_. para

um trecho de comprimento unitdrio da LMP, vale
+t /2
m = T ede ,
4] Z5

-t /2

gue se desmembra em

+t /2 +t/2

m = T ede + T ede ,
zs s 1]
-t/2 -ts2

e, Ja4 que a segunda integral se anula, fica reduzido a
primeira, conhecida normalmente como parcela de S. Venant.
Como T é diretamente pfoporcional a espessura das placas
e inversamente proporciocnal & constante de torgdo da
segdo,o momento m _, no caso em estudo, torna-se ae
pequena monta. A desconsideragico do mesmo se baseia nesse
raciocinio, bem como no fato de que o momento gerado por
T ndo contribui para o surgimento de tensdes normais.

As equagdes do problema s8o as mesmas de
(II.118), retirando-se os térmos de e; gue segundo (II.96)
e (II.114) sé&c adqueles gerados por m_. Na primeira
daquelas equagdes (para i = 3), pode-se identificar a
Equacido Diferencial da Torgdo de Empenamento com GK =0, ou

seja desconsiderando-se a parcela de S. Venant no Momento

de Torcgao.
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Isto & possivel pois

_ 3,2 _ 2 _
Aas—J(we) dF = Iw dF = Iww r
F F
e =g e
© _ |z, - - — ’
ABO—Jpzw ds +[(pnhn+psh) ds = m/ o+ m '
s S

de modo que a referida equagdo se escreve

B Iwwe = m, + m, (IT.127)

As demais equagdes formam o conjunto dado a

seguir :
I K
" . - — 1 5]
A;i97 +_z Bijej + z C1'1‘7:'1 T E’ A1'0
j=4 1=1
I K
zc@+za'¢=ls (II.128 a,b)
kj j k1’1 E’ ko d ' r
i=a 1=1
com i =4,5,...,I e k=1,2,...,K.
0 ultimo passo simplificador parte da
renumeracido dos parametros ;0 de modo dque adqueles

referentes as rotagdes das barras extremas da LMP sejam os
Ultimos do conjunto, ou seja :existindo "v" deles, estes
serido os ep, p =(I-v+1),...,I.

Sendo g-r uma barra extrema como por exemplo a

barra 1-2 da figura (5), onde g corresponde ao né 1, &

facil concluir que ug e u; sdo fungdes lineares ou nulas

e gque ndo hd deslocamentos na diregdo tangente devidos ao

e .
P

Assim, para i=p, as equagdes (II.1l28a)

tornam-se identicamente nulas, ¢ que reduz para i=4,5,...I
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o intervalo de variagdoc de "i", sendo I=I-v, ou em outr%s
palavras diminui em "»" unidades o numero de equagdes. |
Ainda podem ser eliminadas de (II.128b) as
equacgbes correspondentes as rotagdes dos ndés M“E' das
barras f-k, aos quais se conectem apenas barras extremas.
Um exemplo € o né 2 da barra 2-4 da figura (5), onde 0 no
2 é do tipo do né "f" citado. O processo é idéntico ao que
fol adotado para eliminacdo das rotacdes dos ndés extremos,
sendo agora a barra f-k considerada simplesmente apoiada
em "f" e engastada em "k". O térmo B, sera igﬁal a4 soma
dos momentos aplicados em "f" pelas barras extremas sob a
acao do carregamento ﬁn, devendo ser considerada a
influéncia daqueles sobre as agdes nos nds, as quais
figuram no cédlculo de Aio sequndo {(IT.48) e {(II.l23a).

Assim, em (IL.128b), fica restringida a variagdo de k ao

intervalo k = 1,2,...,K ,ou seja eliminam-se K-K equacdes.

Finalmente o sistema (II.128) se transforma em

e
ii'i i iy L, 11 E’ “io
1 K
zé'e+za'¢=1s (IT.129 a,b)
kj J k1'1 E' "xo 7 * ’
j=a k=1
com i = 4,5,...,I e k=1,2, ,K
cuja forma matricial &
(a3 ]el+IB1le| +IC 1[6| =—=r |AT|
<) ® S E’ 0
. . 1
[c,1le| +ip1|¢| =%+ [B,] (IT.130 a,b)

com as matrizes e os vetores definidos como se segue



[a,] -
(B,] -
[c,] -
[é;J -
[D] -
le] e |a7| -
¢l e |B| -
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Matriz diagonal de ordem I-3, cujos elemen-
tos sdo os A,. ,com i=4,5,...,1

Matriz quadrada de ordem I-3, cujos elemen-

tos séo os B, ,com i,] =4,5,...,I .
J

Matriz retangular com I-3 linhas e K colunas,

4,5,...,1

cujos elementos sédo os C
el =1,2,...,K

j, rcom i

Matriz transposta de [c,1-
Matriz quadrada de ordem ?,_cujos elementos

sdo os d_ , com k,1=1,2,...,K .

ll
Vetores coluna cujas componentes sdo respec-—

. &) . —
tivamente os . e o8 A, , com 1 =4,5,...,1 .
1 io

Vetores coluna cujas componentes sfo respec-—

tivamente os ¢k e os Bko, com k =1,2,...,K .

Explicitando |¢| em (II.130b) e substituindo em

(IT.130a), chega-se a equacgao

i

1

[a 1le| + [H]|e| =% |H,| (II.131)
sendo
.. .._1 .‘:'
[H] = {B,1- [CJ1[D][C,1 e
o e e
|}%|= |AD|- [C,1[D] [B0| (I1.132 a,b)

Para as Condigbes de Extremidade continuam

valendo as equag¢des (II.124), (ITI.125) e (II.1l26), apenas

eliminando em {II.12%a) o térmo em [e] ,em (II.1l26a) o

-3 * - 1] L] x
térmo em m_, e conslderando ©s novos limites para "“i'".
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III - O Problema Pratico

Para uma haste do tipo mostrado na figura(l), a
aplicagdo dos resultados obtidos na parte tedrica vista no
Capitulo II permite montar o membro esquerdo da equagado
(II.131), sendo o térmo independente gerado a partir da
definigdo do carregamento aplicado. E nessa fase que fica
caracterizada a haste genérica como uma ponte curta de
secdo aberta.

Em segulda se pesgquisa a solugdo geral dadquele
tipo de equacgdo, fazem-se as consideragdes com respeito as
condigdes de extremidade, e chega-se finalmente as
expressdes que permitem calcular as tensdes normais. Essas
tensdes serdo devidas as deformagdes da segdo transversal
em seu proéprio plano uma vez que, comforme ja foi visto ao
longe do desenvolvimento, isolaram-se do problema as
demais influéncias geradoras de tensfes normais.

A segdo transversal da ponte, inicialmente
mostrada na figura (2), estd definida de modo genérico na
figura (13) em fungdo da dimensdo caracteristica "a".

A andlise do mecanismo ja& foi feita no item
Deformacdes e Tensdes do Capitulo II, e os diagramas estdo
mostrados nas figuras (4) e (5), restando apenas lembrar
gque na primeira se tem
b45= kla

o= o = -k a
54 57 1



alk, +k,)

Ky a

Fig. 14

k,a

(1-Cy)a

(y)
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0s elementos geométricos sdo obtidos da maneira

gue se segue

1 - Area
F = kaf
F
el
kF = 2[(k1+k2)e1+[1— T] ez:l (III.1 a,b)

2 - Centro de Gravidade
Em relagdo ao sistema x’'y’ da figura (13), as
suas coordenadas sao

x= (k+k )a
[+ 1 2

e1 2
2 (k1+k2)e1+ [1— —2'] .82

(ITI.2 a,c)

y e1
2 |:(k1+k2)e1+ [l_ 7]82]
3 - Eixos Principais de Inércia

Sd30 o0s eixos X e y mostrados na figura (13)

4 - Momentos Principals de Inércia
I = |tx“ds

s

I = tyzds

s

Com os diagramas de x e y mostrados nas figuras

(14) e (15) respectivamente, se tem

1
I = xa
I

XX

2 3 2 €
x=[—(k 1k )% +2K [1- —]e]
1 3 1 "2 1 1 2
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4
= a
Iyy yI

e 3
— pr— 2 — ——
y,= 2(k+k) (1-C )% + 1/6[1 ] e +

2e2[l— ;] [cy— -%‘—[1— —2—1”2 (IIT.3 a,d)

Centro de Cisalhamento

Escolhendo-se um polo "Q" coincidente com o
ponto 4 da IMP e fazendo-se a origem "O" de contagem
dos "s" recair também nesse ponto, o diagrama da
coordenada setorial tem a forma da figura (16).

As coordenadas do Centro de Cisalhamento "D" eén
relacdo ao sistema xy da figura (13) séo

Xx=0
D
yD= yQ_ be}Q/ Ixx

0O calculo de wa fornece

Q
2. .5
wa = kleaa ;, donde
Q
y,= Da , com
D =|1-C +k’e_/x (IIT.4 a,b)
y v 12 I 7 ’

As figuras (17) e (18) mostram respectivamente
a posicdo do ponto D e diagrama da coordenada setorial

obtida com o polo nesse ponto.



Fig.16




72

6 - Momento de Inércia Setorial

3.2 2 2
w = 2/3[e10&+kg D, +e£ﬂ(l_3Dw+3Dw)] , com

D,= D, +C- 1 (III.5 a,c)

Tomando o sistema simplificado (II.129) e

verificando que no caso 1= 4 e K = 1, restam as equag¢des

1" o . _ 1 1<}
A44e4 + B44@4 + c41¢’1 T Ef A4o
o +d g =L s

14 4 1171 E’ T1o0 !

que por substituicdo geram

Y] — 1 ]
A 0" + H o = H (III.6)
onde
- 041014
HM-= BMf o e
d
11
e ] BIO
 =2°—¢ (III.7 a,b)
A0 40 41 a'

Para obter os coeficientes que figuram em
(IIT.7) & preciso determinar um conjunto de parémetros
ligados a geometria como se segue.

J& é conhecido da figura (7) o diagrama de w%,
sé se precisando lembrar que
b45 ) bs& - k‘l a®

Quanto aos deslocamentos normais ligados aos

K R
ul = z z ot u** i=4, ou esija
e kr & ’ ’ J
k=1 r=1
K R
4 4 kr
u = E z of 1
e L L ure
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2 5
’ .49 4
U =u,
3 [
Fig.19

2
3
Fig.20
2 el W™
~——_— 5
!
Ug
3 6

B4
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Com a consideragdo de apenas um dos V, ,

consequentemente valenm

e, =V, ,

i 1

kr kr
u = u e

=] v

4 4
u. =1u

<] v

Dal se escreve i

F 4 54
u. = o .u (na barra 4-5) ,

<] 54 v

4 4
u = o {na barra 5-7) e
<] 57

4 .
uG =0 (nas demais barras).

Sabendo-se também dque

4 4
o = o =-ka ,

54 57 1
b=%Xxa ,

45 1

v

554(ss4+l/2.s45) ] .

45

54_ _
u = s49/b45[1

=
.54 2 _ 45
4= 3/b45[l B, ] /

montam-se as figuras (19) e (20).

No que se refere aos deslocamentos normais
ligados aos ¢k ,Lem—-se apenas u$ correspondente a rotacéo
do néd 4, para o qual sdc geradas as figuras (21) e (22),

com base nas conslderacbes de gue

kr_ 2
u, = skrsrk/bkr(srk+l/2.skr) .
i*= 3/b (s /b -1) e
e xr VA
R
u =u! = Z u®" , o que acarreta
o e L9
1 a2 1 a2
u =1u =] u =1 na barra 2-4
4 4 P ¢ ( )
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1 45 W1 . 25
u =u e a =u na barra 4-5
¢ ¢ ¢ ® ( )
u;) = u;) =0 (nas demais barras)
Em correspondéncia aos parametros de

A - i \ s ~
deslocamento o (tém-se as fungodes W, (das dquais ja s8o

conhecidas
1——

W, =X
we = a
o y

3

W =W

)

14
No que se refere a w_ ,vem

a = 4 i _ -4
wa = W +jziﬁiiw9 = W +34ﬁ{41%2y +B4;o ‘ (III.8)
com @ %= m4+340w° , onde

B = -1/F W dF e w= 1 e

40 f

™
™
i
I
I
p—
—_—
£l
S
SL—-
o
(=]
 ——
~
—
ey
£
O
N
o,
e |
LS

F F
- - 4] jy2
- [ Wt W arF J/[ [(we) dF]
F F
A figura (7) e as expressdes anteriorés
fornecenm

uf=—k1a s (na barra 5-6})

w= 0 (nas demais barras) ,
_ B .2
B4d_ k40a , Com
kB = &% /2K (ITI.9)
40 1 r ! y

sendo kF obtido de (III.1b) ,

B = kfla , onde
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B _ 2
k“— e2k1/2x1 ' (ITTI.10)
com X dado por (III.3b) ,

= 1B
845— k42a , sendo

B _ -
K= ek /6y (1-3C) , (ITX.11)

com y_ dado por (III.3d) e CY por (IIT.2c), e

- B . 5o &
345— k43 ;, Cuja expressao é
xP = e x%/6w_(3D -2) (III.12)
43 271 I W !
usando respectivamente para w e D as expressdes

I w

(IIT.5b,c), de modo que a equacdo (III.8) toma a forma

Wt = w%+kB ag+kB a x +kB ay +kB W (III.13)
=} 40 41 42 a3

Para os "g" nés da IMP, q = 1,2, (7 , a equa-
¢ado (IIT.13) fornece de modo genérico a expressdo

4 2
wg (g)= k& a“ , sendo

kl=

B _B B B
o Kao Ky, (KK, ) +k, (1=C ) -k D (K +k )

k2=kP —x x® +xP (1-c)-xP D K
53] 40 1 41 12 ¥ 43 W 1

k2=kP —x ¥P -xf ¢ +x* (1-D )x
©W 40 141 427y 43 w1

k*=xf 1xB (1-c)
W 10 42 y

k5=xB +x P +xF (1-c y+x® D k
[ 3] 40 i1 41 42 43 W 1

S——x +xF +x k¥ kP c -kf (1-D )k
w 1 a0 141 427y a3 w' ™1

k' =kP +xB (x +x)+x° (1-c )+ D (X +x) (III.1l4a,q)
{J 40 41 1 2 42 ¥ 43 W i 2

o que permite calcular o coeficiente A, ,por modo misto

atraveés de

6
m
A=ZA ,
a4 14
m=1
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visto que a IMP do caso tem seis barras, e sendo

A" = [t(w4)2ds
14 S}

s

o coeficiente A, calculado ao longo da barra "m".
4 . v
Uma vez due W, tem diagrama linear ao longc de cada barra,

as integrais podem ser obtidas por

Al=b t /6. [nk(z n+ )+ M (2 m+ nk)] , (III.15)

onde kX e r sdo os ndés extremos da barra "m", e ﬁk sdo o
valor de wg no extremo k e n. e ﬁr sdo o valor de w; no
extremo r

Com a numerac¢do das barras comforme estd indicado pelos
numeros entre paréntesis na figura (13), os resultados

seguem a forma geral

6
AL=(KA)':4 a ,m =1,2,...,6 , sendo

1,2

1 1, 2 2,2
(KA),,= ek /3. [(kw) KR+ (K]) ]

(KA)24= ek /3. [(k(i)2+k(ik:)+(k$)2:|

2,2 2 3,2
(Ka), = e /3. [(kw) +ROK o+ (k) ]

(KA) i4= ek /3. [(k$)2+k:)k;+(k3)z]

5 _ 5.2,.5.7 7.2
(KA), = ek /3. [(kw) +kOk (K] ]

(KB);,= e/3. [(kz)z’fkf,k&(k;)z} . (III.16a,f)

de modo dque

44 6
A =k a ;, com
44 A

6
44 m
k, = Zi(KA)M (III.17a,b)
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faixa longitudinal

'77‘_'”._ _________

| elemento de
! superficie a ser
' carregado

Fig.23

; PARTE DA MWESA DO PERFIL, COM DEFINICAC DAS REGISES
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Partindo de (II.120c,e), usando os elementos
das figuras (20) e (22) e tomando expressfes do tipo

(III.15), é féacil chegar a

< .44 2

B44_ kB a ,onde

44 3
kB = e1/4k1 ' (ITT.18a,b)
¢ =¢ = k41 a2 , com

41 14 C

a1__ 3
kc— e1/4k1 ;e (ITI.1%a,b)
a =k a , sendo

11 D
k= e’ /2k (III.20a,b)
D 1 1 7 * !

resultados esses que permitem reescrever as edgquagdes

(ITI.7)na forma abaixo

H = k** a° ,com
44 H
44 3
k= el/sk e (ITI.21a,b)
H° = 2°+ 0,5 B (III.22)
40 40 10

Para fechar a composigdo de (IXI.6), sera
necessarioc portanto o calculo dos parametros ligados ao
carregamento dque fornecem ‘Aio e Buf No caso em estudo
sera considerada uma carga distribuida q= 10 KN/mz, atu-
ando sobre o elemento retangular de superficie definido na
figura (23), e assumindo sucessivas posigdes de modo a
percorrer toda a superficie por faixas longitudinais.

Em cada superficie elementar se transforma a
carga wg" em sua equivalente linear distribuida
linearmente na direcdo longitudinal, p(z)= p, como esta na
figura (24), e com esta se calculam os pardmetros para uma
fatia unitaria de haste localizada na regido de atuacgédo de

p(z). A figura (25) é a vista em corte da (23), ja com o
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artificio da (24).
Visando a simplificagdo do problema, evitando um
refinamento excessivo da malha, define-se :.
]ﬂ= IT/4 ,donde }%a = IT.a/4 ,e
k2= JI/4 ,donde kza = JdJ.a/4 ,
sendo II e JJ numeros inteiros, o que significa dque os
comprimentos das barras devem ser mialtiplos de 0.25a.

As expressdes genéricas (II.123) dque definem os
térmos A?O e B _, tomam a forma

e —
Bio= By T BP, B4zpy + B4amn r &

0o mQ+ m45 ’ (III.23a,b)
onde de inicio se sabe que
p= 0 e
p=-p
Além disso valem as expressoes

4
A4o= Pg % ¢ ©
m =t pd ,
sendo "d" positive gquande medido no sentido positive do
eixo "x", e m positive quando sugerir um giro no sentido
anti-horario.
Gerando-se um contador "f" de faixas longitﬁ—

dinais a ser incrementado no sentideo do né 1 para o né 7,

chega-se as expressdes que se seguem, ambas ja com o sinal

embutido

d =1/8.(2.f-MM)a ; e

m = 1/8. (MM-2.f)pa , onde

MM = 2.LL+1 , com

LL = II+JJ (III.24a,d)
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0 contador "f£* terda valores no intervalo

1=f = 2.LL ,

varrendo as quatro regides indicadas por algarismos
romanos nas figuras (23) e (25) e permitindo a obtencéo

dos demais pardmetros necessarios [2].

Regido I ;1 = £ = JJ
A figura (26) mostra o esquema do caso, de onde
se conclui que

A40= P 54 o

e com a ajuda de (IITI.23) e (III.24) se pode escrever

A9= kE)

10 o P2 = kA.pa ;, onde

k, =-k5 + 1/8.x% (m1-2.£) e

A 42
Bw— kB.pa ,com
}% = 1/2.[1/8.(2.f—MM)+kJ ' (I1I.25a,d)

de modo que (IIT.22) fornece

O _
H4d— Cf.pa , sendo

¢’ =%x°+ 0,5.k (III.26a,b)
f 40 B :

Regido II , (JJ+1) = f = LL
Tem—-se agora © esguema da figura (27), mas a
forma dos resultados é a mesma da Regido anterior, apenas

mudando a expressdo do coeficiente kB’ que passa a ser

k= 0,9765.10—3[8+(2.f-MM)/k;][16+(2.f+MM)/kﬁ](MM—2.f)

(TIT.27)
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Regifo III ,(LL+1) = £ = (LL+II)
Para essa regido vale o esquema dado na figura
(28), que permite escrever

A® =2 + k .pa , com
40 40 A

= k

.pa onde
40 40 p ’

2
km=—o,9765.1d“[(2.f—MM)/kJ [24kﬁ—(2.f—MM)] (III.28)

Assim vem

Seguem-se as mesmas expressdes das outras regibes, apenas

com kB assumindo a forma

k= 0,9765.10_3[8—(2.f—MM)/k&][lG—(Z.f-MM)/k;](MMHZ.f)

(III.29)

Regido IV ; (LI+IT+1) = £ = 2.LL
De acordo com o esgquema mostrado na figura

(29), facilmente se chega as expressdes

Km=—k1[3(2.f—MM)/16k1—0,5] , e

k, = O,5[(2.f—MM)/8 —kJ , (III.30a,b)

seguindo-se a partir dali o mesmo caminho das regides
anteriores.

Uma vez definida a obtengdo de todos os
elementos que compoem (III.6), esta pode ser reescrita na

forma

E'k™ a® o + B’k a0 = ¢ pl{z) , donde resulta
A 4 H 4 £
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Y + C.Y = h(z) , (III.31)
com Y,C e hfz) dados por

Y = E’e4 '

_ L4 4 _4
c=k'/(kK'ah) e

h(z) = C..p(2) , (ITI.32a,c)

sendo Cf calculado como

— 44 _5
c=cl/(k’".a) (III.33)
Seguindo o© caminho convencional, procura-se
expressar a solugdo geral da equagdo (III.31) na forma
Y=Y+ ¥ o, (III.34)
sendo
Y a solucdo geral da equagdo homogénea associada, e

YP uma solugdo particular da nao homogénea.

Dessa forma se chega a [7]

Yﬁ= Alwl(hz) +A2¢2(hz) +A3¢3(Az) +A4@4(Az) ;onde

A= /c/a , (III.35a,b)
e as funcgdes wi(hz), i=1,2,3,4 sdo expressas por
wl(hz)=cosh(hz).cos(hz)
wz(hz)=1/2[cosh(hz).sen(hz)+senh(hz).cos(hz)]
¢3(12)=1/2.senh(hz).sen(hz)
w4(hz)=1/4[cosh(hz).sen(Az)—senh(hz).cos(hz)]

(ITT.36a,d)
Quanto a parcela YP de (III.34), sua determinacdo pode ser

feita pelo Método da Variagdo dos Parametros [7], tendo a

forma
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z

YP=JK(2,C)h(C)dC ' (I1I.37)
0

onde K(z,{) é& a Funcdo de Green, ou seja :

4
K(z,8)=) (1) (22)V, (A8) / W [¢,,---,9,] ,  (III.38)
k=1

cujo numerador é a fungdo que representa o determinante da

matriz

e, (AQ) ¢ (A0) ¢, (AQ) ¢, (AL)
e (A8) @ (A0)  pl(Al) ¢, (AQ)
@7 (AL) 92 (AL) el (AL) o (AQ)

e, (2z) ¢, (az) ¢, (a2) ¢, (22)

ocbtido a partir dos elementos da quarta linha, e cujo
denominador €& o Wronskianc das fungdes (III.36), gue
fornece como resultado

W L@ --er0,] = A° (III.39)

A solucgéo YP tomo finalmente o aspecto

YP=1/413[h(C)[senh(z—()coshh(z—()-senhh(z—{)cosh(z-()]dc

8]
(III.40)

Para a determinacfio dos coeficientes numéricos
A, i=1,...,4 da solugdo encontrada, utilizam-se as Con-
digbées de Extremidade que, para os tipos comuns de apoio,
estdo sempre dentro do conjunto composto de ¥ = 0, ¥'= 0 e
Y”= 0 para as seg¢des extremas. Neste trabalho a origem dos
"z" foi tomada no ponto médio da haste de modo que, sendo
""" o seu comprimento, as segdes extremas correspondem a

z=-1/2 e z=1/2, como se pode ver na figura (29a).
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A #1/2 =na/2

=-1/2 =-na/2

Fig. 29a

LOCALIZAGAO DO SISTEMA CARTESIANO E POSICIONAHENTO DAS SEGBES
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A posicdo do elemento de superficie no gual em
determinado instante esta localizado o carregamento, é
dada pelo numero "f" e por duas coordenadas longitudinais
a e a,.

Fazendo

a= n,.a , (III.41a,c)
e notando que de (III.32b) e (III.35b) se pode escrever

A= kh/a , Com

i 44 44
ka= /kH/4kA . (ITI.42a,b)

chega-se as expressdes fornecidas isoladamente ﬁor' cada

uma das condigdes supra-citadas. |

a) Y =0 ,para z=-1/2
AiN(; +A2N2 +A3Ng +A4Ni +N2= 0, (III.43)
onde o0Os N; ,i= 1,...,4 s80 os valores das correspon-
dentes fung¢odes ¢; para z=-1/2 ,endquanto due N: sera
nulo se o carregamento estiver na metade oposta da
faixa, ou em caso contrario valera

O_ s o, , 42
Ns— Cf.(NS} /4kH , com

0 J —— — — — -
(NS) = cosh kh( n/2 nl).cos kh( n/2 ni) +

-cosh kl(—n/z-nz).cos kh(—n/z—nz) (ITI.44a,b)

h) Y =0 ,para z=1/2
AN +AN +AN +AN +N=0 , (III.45)
11 2 2 . 3 3 4 4 5
onde os Ni ,i= 1,...,4 sao os valores das correspon-
dentes fungbes ¢; para z= 1/2, enguanto due NS sera

nulo se o carregamento estiver na metade oposta da
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d)

89

faixa, ou em caso contrario valera

- N 44
Ng— Cr.N5/4kﬁ , com
N5= cosh kh(n/z—nz).cos kh(n/z-na) +

—-cosh kh(n/z-nl).cos kh(n/z—nl) (ITI.46a,b)

Y= 0 ,para z=-1/2
am® +a M +a 1 +a M +M= 0 , (III.47)

11 2 2 3 3 1 4 5
onde os M; A= 1,.0..,4 sdo os valores das derivadas
primeiras em "z" das correspondentes fungdes ¢; bpara
z==-1/2, endquanto due MZ serad mulo se o© carregamento
estiver na metade oposta da faixa, ou em caso contrario

valera

O o, , a4
N%— Cf.(MS) /:lk.H , <com
Oy, _|_ - — — -
(Ms) —[ cosh kh( n/2 nl).sen kh( n/2 nl) +
senh kh(—n/z—nl).cos kl(—n/z—nl) +
cosh kh(-n/z-nz).sen kl(-n/z—pa) ~
senh kh(—n/z-nz).cos kh(—n/z—nz)] (III.48a,b)

¥'= 0 ,para z=1/2

AM +AM +AM +AM +M = 0 , (TII.49)
11 2 2 33 44 5

onde os M, ,i= 1,...,4 sdo os valores das derivadas

primeiras em "z", divididos por A, das correspondentes

fungdes ¢; para z=1/2, enquantoc que M_ sera nulo se o©
carregamento estiver na metade oposta da faixa, ou em
caso contrdrioc valeréd

M= C:".M’_/tlk’Mr ; com
5 £ 5 H

M;= [—cosh kh(n/z—nz).sen kh(n/z—na) +
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senh kh(n/z—nz).cos kh(n/z—nz) +
cosh kA(n/z—ni).sen kh(n/z—nl) -

senh kh(n/z-ni).cos kh(n/z—nﬂ] (III.50a,b)

e) Y= 0 ,para z=-1/2
AN + AN, +AN +AN, H=0 (ITI.51)
onde os Ng ,i= 1,...,4 sdo os valores das derivadas
segundas em "z", divididos por A ao quadrado, das cor-
respondentes funcgdes ¢; para z=-1/2, engquanto que b@
sera nulo se o carregamento estiver na metade oposta da
faixa,ou em caso contrario valera

o_ . C, ., 44
Né_ Cf.(NS) /4kH , con
0 J —_ - — -— -
(NS)-— z[senh kh( n/2 nz).sen kh( n/2 nz)
senh kh(—n/z-nl).sen kh(—n/z-ni)] (IITI.52a,b)

f) ¥'= 0 ,para z=1/2
AN +AN +AN +AN +N= 0 , (ITIT.53)
171 22 33 44 5

onde os Ni' i =1,...,4 sdo os valores das derivadas
segundas em "z", divididos por A ao gquadrado, das
correspondentes funcgdes ¢; para z=1/2, enquanto que N5
sera nulo se o carregamento estiver na metade oposta da
faixa, ou em caso contradrio valera

— o W 44
NS— Cf'N5/4kH ; com
N;= z[senh kh(n/z—nl).sen kl(n/2~n1) -

senh kh(n/z-nz).sen kh(n/z—nz)} (ITII.54a,b)

Cada apoio extremo fornece duas condigbes, de

modo que sempre se terd um sistema de quatro equagdes para
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determinacdo dos gquatro coeficientes
casos

a) Bi-apoiada

Y=20
para z=-1/2 e 2z2=1/2
Y= 0

b) Mono -engastada (engaste & direita)

Y=20 Y=20
para z=-1/2 e

Y= 0 Y’= 0

¢) Mono-engastada (engaste & esquerda)

Y¥=20 Y=20

Y= 0

para z=-1/2 e
¥'=0

d) Bi-engastada

Y=20
para z=-1/2 e z=1/2
¥'=0
As tensdes normais desejadas
o, = nz/t ;, onde
[ I o” 4
n = E .t.e4.we ’

de onde se tem imediatamente
— T ” 4
Uz =-F .e4.w@
De (III.32a), por derivagdo, vem
YII= El .ell ,
4

donde se conclul que

4
o ==Y".w .
z =]

[6]. Vejam—-se Os

} para 2z=1/2

} para z=1/2

sdo fornecidas por

(III.55a,b)

(III.56)

(III.57)

Utilizando-se agora as expressdes (III.14)

. ~ i ,
determinam-se as tensces ¢, 1 =1,2,...
Zz

;7 ,atuantes em
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todos os pontos de uma segdo de ordenada "z" qualdguer, ﬁa
forma

0"; =—Y”.ki‘).a2 , (III.58)

sendo Y” obtido de

”__ I/ 4 s " 2 ”
Y= A1@1(hz)+A2¢2(Az)+A3w3(Az)+A4¢4(Az) Y5, (IIT.59)
onde, de acordo com {III.36) e (III.40), se tem

go’l'mz)=-2a2.senh(;xz) .sen(rz) ,
@g(hz)= Az[—cosh(hz).sen(hz) +cos(hz).senh(hz)] .
wg(hz)= lz.cos(hz).cosh(hz) .

p:(hz)= 1/2.12[senh(hz).cos(hz) +sen(hz).cosh(hz)] , e

Y;= 1/2lfh(§)[senh(z—C).coshh(z—()+senhl(z—§).cosh(z-C)]dC

0
(III.60a,e)

A integral de (III.60), guando for naoc nula, tera como

resultado [1l] a expressdo
YP =ky[senhh(z—li).senh(z—li)—senhh(z—lf).senh(z-lf)],com

2

, 2
k =C,/(8a".k,

A4
. KD (ITI.61a,b)
sendo li e 1 respectivamente as ordenadas inicial e final
do trecho carregado, definidas de acordo com O

Caso.
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Resultados e Conclusdes

A segdo transversal adotada, com a forma
definida na figura (13), tem como dimensdoc caracteristica
a grandeza "a". Considerando-se "t" como a maior das duas
espessuras, o critério para classificacdo da ponte como
Haste-Casca estabelece dque
t/a = 0,1 e a/l > 0,1

O caso tomado como ponto de partida para toda a
investigacdc usa
a=2m ,

t/a = 0,05 ,

11=12= a ,e

a/l =0,1 ,ou seja 1= 20m,

considera uma espessura Unica para as placas, admite o
avango do carregamento nas faixas longitudinais em sua
forma padrao definida na figura (24) e toma espagamento
"a" ‘entre as sec¢des consideradas. No programa automatico

(Anexo A) isto significa adotar para os parametros os

valores

As combinacdes de Condigbes de Extremidade e o
Mcdo de Operacgao desejado sdo selecionados respectivamente

através dos valores de B e M.
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As grandezas calculadas e apresentadas nas
tabelas e graficos s&o as tensbes normals nos pontos
escolhidos, causadas pela mudanca de forma da segao
transversal, expressas em MP e multiplicadas por um
fator 10°. Na tabela (1) estdo as tensdes gque compdem a
superficie de influéncia para o ponto 7 da segdo z =-4m,
ou -2.na/10 na figura (29%a), gquando se considera a ponte
bi-apoiada. Pode-se ter uma idéia da forma da superficie
observando a figura (30), onde as coordenadas dos pontos
no planc de base diéo a localizagdo do elemento de
superficie carregado, pela faixa longitudinal considerada
e sua posicdc na mesma. Os resultados gue geraram a
figura foram obtidos usando PASSO = 4 (Anexo A). A
tabela (2) mostra odque ocerre no ponto 3 da mesma secgio,
engquanto a tabela (3) se refere ao ponto 6 da segdao do
engaste (z =-10 m}, guando se considera a ponte
mono—engastada & esquerda.

Dos resultados anteriores se vé que as Linhas
de Influéncia longitudinais sdo fungdes oscilantes
amortecidas para ambos os lados da seg¢do considerada, e
analizando-as para todas as segdes e pontos se constata
que as mesmas se extinguem, ou apresentam picos inferiores
a um por cento da ordenada maxima (ambos em valor
absoluto), gquando o elemento de superficie carregado se
afasta além de 2,5a da segdo.Como exemple vejam-se a
figura (31) referente ao ponto 1, secdo z = 3 m, faixa 10,
no caso da ponte bi-apociada, e a figura (32) que trata do
mesmo ponto e da mesma faixa, mas na segdo z = 10 m da

ponte bi-engastada.
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Superdicie de Influencian
cada faiva longitwdinal percorridsa gera um bloco de linhas
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Isto revela a caracteristica localizada do
fendémeno, mas em absoluto autoriza sua desconsideracéio.
Em particular no casc de grandes cargas concentradas em
pequenas superficies, as tensées de traclo que surgem em
alguns pontos das segbes proximas podem alcangar valores
bem elevados, e eventualmente exigir o provimento de
armaduras complementares ou adicionais, dependendo da
regido afetada. No caso da figura (31) por exemplo, se for
imaginada uma carga de 100 KN aplicada na regido vizinha a
segdo, na faixa 16, o valor da tensdo de tracdo no ponto 1
sera de aproximadamente 5,57 MP. O diagrama completo de
tensbes na segao tem a forma mostrada na figura (33), a
partir da gual, considerando também o caso simétrico, &
possivel averiguar a necessidade de complementar as
armaduras de tragfdo nos trechos 5-6 e 2-3, e de verificar
a possivel ocorréncia de inversdes de sinal nas tensdes
calculadas pela teoria cléassica, principalmente nas
regides 1-2 e 5-7, o gue exigiria a adicdc de novas
armaduras.

Com relagdo & interferéncia das condigcdes de
extremidade sobre a tensdoc em um ponte qualguer,
verifica-se que ela se faz sentir apenas gquandc o mesmo
esta no trecho de comprimento 2,5a contado a partir do
apoio, e que a parte alterada de sua linha de influéncia
longitudinal tem comprimento maximo, contado a partir do

apoio, igual a 2,5a menos sua distdncia ao mesmo.
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Na figura (34) se vé em trago cheio a linha de influéncia
do ponto 2, seg¢do z =-9m, faixa 9, para o caso bi-apoiada,
e em tracejado o trecho alterado quandc se muda para o
caso bi-engastado. Para pontos de segdes localizadas
no intervalo definido por
2,5a <z = 7,5a i
|
as linhas de influéncia séo simétricas em relagdo ao plaho
da segdo, como J& foi wvisto na figura (31), e
independentes da combinacdo das condig¢des de extremidade.
Um raciocinio simples permite chegar a segunda
condigdo apresentada no Capitulo I para caracterizar uma
Haste Curta de Paredes Delgadas, para a qual ndo &
apresentada justificativa na literatura corrente. A idéia
é, partindo de um valor grande de N e fazendo-o decrescer,
considerar-se a haste como curta a partir do valor para o
qual se iniciar a superposigdo entre os alcances da
influéﬁcia dos apoios e do carregamento elementar colocado
em posigao gqualgquer. Como para um apoio o alcance chega.a
2,5a e para uma <carga, considerando-se os dois lados
perfaz 5a, o limite procurado fica estabelecido em N = 10,
gue ocorre para uma haste bi-engastada. Também se constata
a condicac limite desse wvalor, procedendeo ac estudo da
influéncia de N na tensdo gerada em um ponto gqualquer
escolhido, com posigdo relativa aos extremos fixada,
mantendoc-se forma e valor do carredamento, e fazendo-se a

variagao daquele parédmetro. Ao se tomar como exemplo

(o} ponto 3 da secgao z =-4 / 10.N.a, carregando-se
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integralmente a faixa 1 com a carga padrac "g", obteve-se
o diagrama da figura (35), onde o maior "valor maximo
definido" ocorre para N = 10. A partir dai, para N
crescente, a fungido é oscilante amortecida e tende a
extinguir-se rapidamente, enquanto para N decrescente
aparece um ramo de curva com caracteristica diversa, que
atesta a mudanga no comportamentc da haste. Para ésse
ramo, Kollbrunner [17] estabelece como limite de aplicacéo
o valor N = 5, a partir do qual as simplificagbes feitas
comegam a acarretar érros comprometedores no calculo das
tensdes.

A relacdo entre as espessuras t1 e t2 vistas na

figura (13), € dada na pratica pelo quociente entre os

parametros E2 e E1' comforme a definigdo feita no Anexo A.
0 estudo da influéncia da variagdo desse numero sobre a
tensdo normal calculada em um determinado ponto, & feito
através da andlise de graficos comoc os que sdo vistos nas
figuras (36) a (39), que se referem ao ponto 3 da secgdo
z =—8m da haste bi-apoiada, usando carregamento padrido em
toda a faixa 1. Pode-se ver que a tensdo tende a crescér
exageradamente gquandoe a relagao Ez/E1 sai de certos
limites. Trabalhando com o conjunto de todos os resultados
gerados, foi possivel definir o intervalo

0,7 < E/E =1,6 ,

como © mais recomendavel para o© caso, respeitada a
condigdo de a haste caracterizar-se como de paredes

delgadas. Assim, torna-se ésse um item de importéncia, a
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ser observado em projetos com segdo transversal do tipo
agui considerado. !
Outra averiquacgdo feita referiu-se a variagéo
das tensdes em funcdo da relagdo entre as dimensdes 12 e
11 da figura (13), ou seja entre os coeficientes k2 e k1'
Como exemplo, partindo da haste béasica bi-apoiada,
adotando E1=E2=10, mantendo os demals pardmetros e
carregando a faixa 1 com a carga padrdo, ocbtiveram-se os
graficos das figuras (40) e (41) para © ponto 6 da segdo
Z = 8m. No primeiro fixou-se k= 1 e fez-se k variar de
2.5 a 0,5 com decrementcocs de 0,25, de modo dgue kgﬂﬁ ficou
entre os limites 0,4 e 2,0. No sequndo tomou-se k1= 1,
enguanto k2 ia de 0,25 a 2,0 com incrementos de 0,25,
fazendo k_/k variar nesse mesmo intervalo. Estudando os
diagramas desse tipo para as possivels situacdes, se
conclui gque as tensdes tendem a crescer rapidamente gquando
a relagéo kyﬂ% toma valores inferiores a 0,85. Assim se
faz a recomendagdo de dgue, para projetos em que isto
ocorra, a ponte seja analizada como Haste Curta de Paredes
Delgadas para obtencgéio das tensdes normais ora
pesquisadas, possibilitando a avaliacéao quanto a

importdncia de sua consideracéio.
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- Anexos

Anexo A: O Programa Automdtico

0 Programa Automdtico cuja listagem se encontra
neste Anexo, tem como objetivo principal obter, para unm
ponto qualguer de uma segdo escolhida em uma ponte curta do
tipo em estudo, uma superficie de influéncia das tensdes
normais oriundas das deformacdes das secgdes transversais em
seus proprios planos. Mediante opgdoc éle pode gerar o
conjunto de superficies para todos os pontos de uma segdo
escolhida, bem como o conjunto global de superficies para
toda a ponte, adotando um espagamento constante entre as
secgdes.

Como extensdo pode-se obter,fazendo usoc das
superficies geradas, o© valor da tens8o em um ponto
qualquef, ou o diagrama desta em uma segdo escolhida, para
um carregamento real atuante sobre o tabuleiro, constituido
de cargas distribuidas e/ou concentradas.

0O programa foli desenvolvido em linguagem Turbo
Pascal, para uso em micro-computadores compativeis com o
IBM-PC que disponham de um coprocessador 8087. N&o se trata
de um programa para projeto, uma vez que objetivou uma
andlise especifica em determinado tipo estrutural gquando
sujeito a um caso particular de solicitacéo.

Os dados de entrada, bem comc as opgdes de

operagdo, sio por éle solicitados oportunamente, podendo
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também serem emitidos pedidos de confirmagdo ou correcéo

dos mesmos.

Dados e Opgdes @

A

Xl

K2

El

E2

Dimens

do caracteristica da segdo (metros).

Define a semi-distédncia entre as nervuras, em fungdo

de A.

Define
Define
Define
Define
Define
B=1 >

B=2 >

a largura das abas em funcgido de A.

a espessura "t1" da mesa (tﬁ=1/E1).

a espessura "tz" das nervuras (t2=l/E2).

o comprimento da haste como miltiple de A.
as condigdes de extremidade da haste
Bi-apoiada

Mono-engastada (a direita)

B=3 - Mono-engastada (4 esdquerda)

B=4 -

Modo d

M=l -

Bi-engastada

e operagao

Calcular a tensdo em pontos isolados, para um

carregamento dado.

NP - Numero de pontos

Z,X,Y - Coordenadas dos pontos

Definigdo do carregamento :

NC - Numero de cargas concentradas

L,C0,CC - Linha, coluna ({figura 42) e valor das

cargas

NR ~ Numerc de regides com carregamento distri-
buido

LI,LF - Linhas inicial e final de cada regido

(figura 42)
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CI,CF ~ Colunas inicial e final de cada regido

(figura 42)

NEL ~ Numero de elementos nao carregados na
regido.

EL1l,...,ELN - Numeracdo dos mesmos (figura 42),

sem exigénecia de ordenacéo.
M=2 - Obter o diagrama de tensbes em segdes isoladas,
para um carregamento dado.
NS - Numero de secgdes
Z - Coordenada longitudinal de cada uma.
0 carregamento é definido como no caso anterior.
M=3 - Obter superficies de 1influéncia para pontos
isolados
NP - Nuimero de pontos
Z,X,Y¥Y - Coordenadas dos pontos
M=4 - Obter superficies de influéncia para secgdes
isoladas
NS - Numero de secgdes
Z - Coordenadas longitudinais das secgdes
M=5 - Obter superficies de influéncia generalizadas
I - Indicador do intervalo (a/I}entre as secgbes.
INCR - Dimensac longitudinal dco elemento de &rea a ser
utilizado na geracgio das superficies de influéncia.
Ndo se desejando utilizar o INCR padrédo, fornece-se
um valor inteiro para a variavel PASSO, com o qual
€ calculado
INCR = a/PASSO.

Segue-se a listagem do programa.
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Program Doutor;

{$5+)

{S$I+)

{SN+)

{$M 65520,0,655360)}
Uses Crt;

Label
170,180,190,200,240,250,260,270,271,280,290,300,390,400,450,
455,460,464,465,470,475,480,481,482,483,484,485,486,487,488,
490,495,496,500,560,570,580,590,600,700,800;

Const
branco:string[4]=" £
espaco:string[2]=’ *;

Type
carredq = array[l..B4]of real;
coef = array[l..5)cof extended;
disco = file of extended;

Var
Op:integer:
Aux:char;
Arqg:text;
Dsk:disco;
Dskl:disco;
Vet,Veti,Vetf,Vetor:longint;
Caso:string;
A,kl,k2,k3,el,e2:real
N,NN,b,m: integer;
Nr:real;
kf,f,cy,xi,yi,dy,dw,witreal;
A54 ,kb40,kbdl,kb42,kbd3:real;
ad4l,a442,a443,a444,a445,a446:real;
k44a,kd4b,k4lc,klild, kddh:real;
ii,33,11,mm: integer;
es,d,md:real;
k40,ka,kd40t,kb,cfl:real;
i,icz,fx:integer;
nnl,nn2,nn3, incr:real;
k1, 1lb:extended;
al,a2,a3,ad:extended;
cz,lbz,aal,aa2:extended;
f111,£211,£311,f411,£511,ipll:extended;
pti,ptf:integer;
lin,col,k4:integer;
ns,cs,np, cp,pt:integer;
x1l,yl:real;
sz:extended;
cpr,dif:real;
sz1,sz2:extended;
vsc:array[l..31]of real;
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vcicarreq;
vkw:array[l..7]of extended;
vkwaux:array[l..7]of extended;
vxl:array[l..7]of real;
nsz:extended;
mszaux:extended;
szpt:arrayll..35]of extended;
ele,eme,ene,elezero,emezero, enezero: coef;
1501,151,m501,m51,n501,n51:extended;
Function hsin(x:extended) :extended;

{calcula senc hiperbolico}
begin

hsin:=(exp(x)-exp(-x))}/2;
end;

function hcos(x:extended) :extended;
{calcula cosseno hiperbolico}
begin
hcos:=(exp(x)texp(~x))/2;
end;

Procedure padd(a,b:real;c,d:extended;var f:real):;
{calcula coeficiente do termo com derivada quarta}
{na equacao diferencial}
begin

fi:=a*b/3*% (c*ct+c*xd+d*d) ;
end;

Procedure pka(a,b:real;var f:i:real;c,d:integer);
{calcula grandeza integrante do termo independente)
{da equacao diferencial}
begin

f:=-atb*(c-2%d)/8;
end;

Procedure pnbl(a,b,cireal;d:extended;var f:extended):;
{solucac particular para a condicaoc ¥Y=0}
var
argl,arg2:extended;
begin
argl:=d*(a-b);
arg2:=d* (a-c) ;
f:=hcos (arg2) *cos(arg2)-hcos (argl) *cos(argl) ;
end;

Procedure pmbl(a,b,c:real;d:extended;var f:extended):;
{solucao particular para a condicao Y’=0}
var
argl,arg2:extended;
begin
argl:=d#*(a-b);
arg2:=d*(a-c) ;
f:=-hcos (arg2) *sin(arg2)+hsin(arg2) *cos(arg2) ;
f:=f+hcos(argl) *sin{argl)-hsin(argl) *cos(argl) ;
end;
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Procedure plbl(a,b,c:real;d:extended;var f:extended);

{solucao particular para a condicao ¥’’=0}
var

argl,arg2:extended;
begin

argl:=d*(a-b);

arg2:=d* (a-c);

f:=2* (hsin(argl)*sin(argl)-hsin(arg2) *sin(arg2)):
end;

Procedure plmnb5(a:extended;b,c:real;var f:extended);
{solucao particular com coeficiente numerico)}
begin

fi=a*b/{4*c) ;
end;

Procedure pnl234 (a:real;b:extended;var f:coef);
{termos da solucao geral para Y=0}
var
arg:extended;
begin
arg:=a*b;
£f{1] :=hcos (arqg) *cos (arqg) ;
f[2]:=(hcos(arg) *sin(arg)+hsin(arg) *cos (arg))/2;
f[3]:=(hsin(arg)*sin(arg))/2;
ff4]):=(hcos (arg)*sin(arg)-hsin(arg) *cos(arg))/4;
end;

Procedure Pml234(a:real;b:extended;var f:coef);

{termos da solucao geral para Y/=0}

var
arg:extended;

begin
arg:=ax*b;
f[1]:=(hsin(arg) *cos (arg) -hcos (arg) *sin(arg)) ;
f[2]:=hcos(arqg) *cos{aryg) ;
f[(3]:=(hsin(arg) *cos(arg)+sin(arg) *hcos(arg))/2;
f[(4]:=(hsin(arg) *sin(arqg))/2;

end;

Procedure pll234 (a:real;b:extended;var f:coef);
{termos da solucao geral para Y’/ =0}
var

arg:extended;
begin
arg:=a*b;
f[1}:=-2*%hsin(arg)*sin(arg) ;
f[2]:=-hcos (arg)*sin(arg)+cos(arg) *hsin(arg) ;
f[3]:=cos(arg) *hcos (arg) ;
f[4]:=(hsin(arg) *cos (arg)+sin(arg) *hcos (arg)) /2:
end;
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Procedure al234(a,b,c,d:coef;var al,a2,a3,ad:extended);
{calcula coeficientes da solucao completa)
{invertendo a matriz por particao}
var

dall,dk:extended;
ibrarray[1l..4,1..4]0of extended;
axazarray([l..4]Jof extended;
ik:array[l..4]of extended;
iatarray{l..4]of extended;
auxl,aux2:array[l..4]lof extended;
begin
dal1l:=1.0/(a[1l]*b[2]-b[1]*a[2]);
ia[l]:=b[2]:
ia[2]:==-a[2];
ia[3]:=-b[1]:
iaf4]:=a[l}]:
axa[l]:=c[1l]*b[2]-c[2]*b[1];
axa[2]:=-c[1]*a[2]+c[2]%a[1l];
axa[3]:=d[1]*b[2]-d[2]*b[1];
axa[4]:=-d[1l]*a[2]+d[2]*a[1l];
auxl[l]:=axa{l]*a[3]+axa[2]*b[3];
auxl[2]:=axa[l]*a[4]+axa[2]*b[4];
auxl[3]:=axa[3]*a[3]+axa[4]*b[3];
auxlf[4]:=axa[3]*a[4]+axal[4]*b[4];
aux2[1]:=c[3]-dall*auxl[1l];
aux2[2]:=c[4]-dall*auxl[2];
aux2[3]:=d[3]-dall*auxl[3];
aux2[4]:=d[4]-dall*auxl[4];
dk:=1/(aux2[1]*aux2[4]-aux2[3]*aux2[2]):
ik{1]:=aux2([4];
ik{2]:i=—aux2[27];
ik{3]:=—aux2([3]:
ik[4]:=aux2{1];
auxl[1l]:=b[2]%*a[3]-af2]*b[3]:
auxl[2]:=b[2]*a[4]-a[2]*b[4];
auxl[3]:=-b[1l]*a[3]+a[1l]*b[3];
auxif{4]:=-b[l]*a[4i+a[l]*b[4];
aux2{1]:=auxl[1l]*ik[1l]+aux1[2]*ik[3];
aux2{2]:=auxl1[1l]*ik[2]+auxl[2]*ik[4];
aux2(3]:=aux1[3]*ik[1l]+auxl[4]*ik[3];
aux2[4]:=auxi{3]*ik([2]+auxl[4]*ik[4];
ib[1,3):=-aux2[1l]*dall*dk;
ib[1,4]:=—aux2[2]*dall*dk;
ib[2,3]:=—aux2[3]*dall*dk;
ibf2,4]:=-aux2[4]*dall*dk;
auxl[l]:=aux2f{l]*c[l]+taux2[2]*d[1]:
auxl[2]:=aux2[1l]*c[2]taux2[2]*d[2];
auxl{3]:=aux2[3]*c[l]l+taux2[4]*d[1];:
auxlf[4]:=aux2[3]*c[2]+taux2[4]1*d[2];
aux2[1l):=auxi[l]*b[2]-auxl[2]*b[1];
aux2[2]}:=-auxl[l]*a[2]+auxl{2}*a[l];
aux2[3]:=auxl[3]*b[2]—auxl{4]*b[1];
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aux2[4]:=—auxl{3l*a(2]+auxlf4]*a[l];
ib[1,1]:=dall*b{2]+dall*dall*dk*aux2[1]:
ib[1,2]:=-dall*a[2]+dall*dall*dk*aux2[2];
ib[2,1]:=-dall*b{1l]+dall*dall*dk*aux2[3];
ib[2,2]:=dall*a[1]+dall*dall*dk*aux2{4];
ib[3,1]:=-dk#*dall*(ik[1l]*axa[l]+ik[2]*axa{3]);
ib{3,2]:=-dk*dall*(ik[1l]*axa[2]+ik[2]*axa[4]):
ib[4,1]:=-dk*dall* (ik({3]*axa[l]+ik[4]*axa[3]);
ib[4,2]:=-dk*dall* (ik[3])*axa[2]+ik[4]*axa[4])
ib[3,3]:=dk*ik[1];:
ib[3,4]:=dk*ik[2];
ib[4,3]):=dk*ik[3];
ib[4,4]:=dk*ik[4];
al:=-(ib[1,1]*a[5]+ib[1,2]%b[5]+ib[1,3]*c[5]+ib[1,4]*d[5]
a2:=-(ib[2,1]1%a[5]+ib[2,2]*b[5]+ib[2,3]*c[5]+ib[2,4]*d[5]
a3d:=-(ib[3,1]*a[5]+ib{3,2]*b[5]+ib[3,3]*c[5]+ib[3,4]*d[5]
ad:=—(ib[4,1]1*a[5]+ib[4,2]*b[5]+1ib[4,3]*c[5]+ib[4,4]*d[5]
end;

r

Procedure saida(var arqg:text;var op:integer):
{endereca saida para equipamento desejado)
label

10,20;
var
aux:char;
begin
writeln;
writeln(’Quer imprimir ? - S/N’):
aux:=readkey;
if (upcase(aux)=’S’) then goto 20;
op:=2;
goto 10;
op:=1;
repeat
writeln;
writeln(/Quer imprimir (T)ela ou (I)mpressora ?7);
writeln(’Aperte a tecla correspondente’);
aux:=readkey;
until (upcase{aux)='T’)or(upcase(aux)='I’);
case aux of
fT7,’t?:hegin
assign(arqg, ‘con’);
rewrite(arqg):
end;
7I?,’i’:begin
assign(ardg, ‘prn’);
rewrite(arq);
end;
end;
c¢lrscr;
end;

)
)
)
)

a
F
-
r
-
-

F
r
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Procedure Lct(var E:carredq);
{leitura do carregamento aplicado}
label

5,9,10,20,25,30;
var
a,b,c,d,f:integer;
aux:char;
begin
clrscr;
writeln;
writeln(’Entre com os Dadeos do Carregamento Aplicado’);
writeln;
writeln(’Parte Concentrada’):
writeln(/Numerc de Cargas’);
a:=1;
write(/NC = *);
readln(b) ;
e[a]:=b;
if b=0 then goto 9;
writeln(’/Forneca L,C0O,CC,nessa ordem,para cada carga’);
for c:=1 to b do

begin
write(’ "
read(e[at(c—-1)*3+1]);
write(”’ "
read(e[at{(c-1)*3+2]);
write(’ "
read(e[a+(c—-1)*3+3]);

end;

writeln(’/Alguma Correcao a fazer ? - S/N’);
aux:=readkey;
if(upcase(aux)=’S’)then goto 5;
writeln;
writeln(’Parte Distribuida’};
writeln(/Numero de Regioces’);
write(’/NR = ‘) ;
readln(b) ;
writeln;
a:=2+trunc{e[l])*3;
e[a]:=b;
if b=0 then goto 25;
writeln(’Definicaoc das Regioes’):
for c:=1 to b do
begin
writeln({’Informe pela ordem LI,LF,CI,CF,CD e NEL da
Regiao’,c:3);
write(’ ')
for d:=1 to 6 do
begin
read(ela+(c-1)*6+d]):
write(”’ "y ;
end;
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d:=a+c*6;
f:=trunc(e[d]);
if f=0 then goto 20;
writeln(’Elementos Livres na Regiao’);
for d:=1 to £ do
begin
write(’ "y
read(e[atc*6+d])
end;
a:=a+f;
writeln;
end;
writeln(’Alguma Correcao a fazer ? - S5/N’);
aux:=readkey:;
if (upcase(aux)='8’)then goto 10:
clscr;
end;

Procedure Szp(var t:i:extended;v:carreg;var dk:disco:l,incr:real;
p:integer) ;
{calculo da tensac normal total para o carregamento dado}
label
10,20,30,40,50;
var
a,b,c,d,e,q,1i,3,k,n,x,xx,y:integer;
fireal;
tt:extended;
m:extended;
vetor:longint;
begin
reset (dk) ;
tt:=0;
a:=1;
b:=trunc(v[al):
if b=0 then goto 10;
for c:=1 to b do
begin
d:=trunc(v[a+(c-1)*3+1]);
e:=trunc(v[at(c-1)*3+2]);
E:=trunc(vlat{c-1)*3+3]):
vetor:=(d-1) *pt+e-1;
seek (dk,vetor) ;
read(dk,m) ;
f:=£/(0.25*%incr*1*l) ;
tt:=tt+f*m;
end;
ar=a+b*3+1;
b:=trunc(v{al):;
if b=0 then goto 50;
for c:=1 to b do
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begin
t=trunc({v[a+{c-1)*6+1]);
r=trunc(v[a+(c-1)*6+21]) ;
i=e-d+1;
t=trunc(v[a+(c-1)*6+3]);
g:=trunc(v[iat+(c-1)*6+4]);
e:=g-e+t+l;
g:=trunc(via+c¥*e6]);
Xx:=0;
for i:=1 to 4 do
for j:=1 to e do
begin
i=(1i-1)*e+]j; {numeracao do elemento
na regiao)}

(OIS R e R

if g=0 then goto 20;
for n:=1 to g do

if k=trunc(v[atc*6+n]) then xx:=1

else xx:=xx;

if xx<>0 then goto 30;
f:=vfa+(c—-1)*6+5];
x:=trunc(v{a+{c-1)*6+3]1)+3-1;
y:=trunc(v[a+t+(c-1)*64+1])+i-1;
vetor:=(y-1) *p+x-1;
seek(dk,vetor) ;

read (dk,m) ;
tti=tt+Lf*m;
XX :1=0;
end;
az=a+tg;
end;
=tt;

close(dk) ;

end;
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{ Inicio do Programa Principal }
{ leitura dos dados genericos da secao }

begin
assign(dsk, ‘B:superficies.sec’);
{0 arquivo contera a cada passagem as superficies)
{de influencia para todos os pontos de uma secao)

{As tensoes nos sete pontos sao gravadas em

{sequencia para cada posicao do carregamento}
assign(dskl, ‘B:cuperficie.pon’);

{0 arquivo contera a cada vez a superficie de

{influencia do ponto em estudo}
clrscr;
writeln;
writeln;
writeln(’Entre com os dados gerais’);
writeln;
write(’a = *);
readln{a);
write (/K1 "
readln{kl)
write(’K2 "y;:
readln(k2);
{Nao usar dizimas para valores de k1 e k2}
write(’El1 = *);
readln({el) ;
write(’E2 = ’);
readln(e2):

= 1

write (N = *);
readln(n) ;
Nr:=N/2;
write(’B = 7);

readln(b) ;
if (b<l)or(b>4) then
begin
writeln(’Codigo Condicao de Apoioc Invalido - Informe

corretamente’) ;

writeln;
goto 700;
end;
writeln;
writeln(fAlguma correcao a fazer ? - S§/N’);
aux:=readkey;
if (upcase(aux)=’S’)then goto 800;

{Calculo dos Elementos Geometricos}

el:=1/el;
e2:=1/e2:;
kf:=2%((ki1+k2) *el+(1l-el/2) *e2) ;
f:=kf*a*a;
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cy:=(2*% (k1+k2) *el+e2* (1-el/2)*(1-el/2)) /KE;
xi:=2/3% (k1+k2) * (k1+k2) * (k1+k2) *el;
Xii=xi+2*kl*kl*e2*(l-el/2);
yir=2%(k1l+k2)*el* (1-cy)* (1-cy);
yi:=yit+te2/6%(l-el/2)*(l-el/2)*(1-el/2);
yl:=yi+2%e2%(l-el/2)*(cy—-0.5%(1-el/2))*(cy-0.5%(1-e1/2));
dy:=1l-cy+kl*kl*e2/x1i;

dw:=dy+cy-1;

wir=el* (kl+k2)* (k1+k2) *(k1l+k2) *dw*dw;
wii=wi+e2*k1l*kl#* (1-3*dwt+3*dw*dw) ;
wWii=wi*2/3;

{Gera vetor das abscissas x(linha) dos pontos da secao)

pt:=0;
repeat
pti=pt+1;
case pt of
l:vxlipt]:=0;
2,3:vxl[pt]:i=k2*a;
q:vxl[pt]:i=(ki+k2)*a;
B,6:vx1[pt]:=(2*%kl+k2) *a;
7ivxl[pt]:=2%(k1l+k2) *a;
end;
until pt=7;

{Calculo dos parametros ligados a geometria)

aSd:=-kl*a;

kb40:=e2*kl/ (2*kf) ;

kb4l:=e2%kl*kl/ (2%x1) ;

kb42:=e2*kl* (1-3*cy) /(6%yi);

kb43:=e2%K1*k1l* (3*dw-2)/(6*wl) ;
VRKw[1]:=Kb40~-kb41l* (kl+k2)+kb42#* (1-cy)-kbd3*dw* (k1l+k2) ;
vkw[2]:=kb40-kb41*k1+kb42* (1-cy) -kb43*dw*kl;
vkw[3]:=kb40-kb41*kl-kb42*cy+kb4a3+* (1-dw) *k1;
vkw[4]:=kb40+kb42*(1l-cy) ;

vkw[5] :=Kkb40+kb41*k1l+kb42% (1-cy)+kb43*dw*kl;
vkw[6] :==k1+kb40+kb41*kl-kb42*cy-kb43* (1-dw) *k1;
vkw[7] :=kb40+kb41l* (k1+k2)+kb42*(1-cy)+kb43*dw* (k1+k2) ;
vkwaux[1]:=vkw[1l]:

vkwaux([2]:=vkw[3];

vkwaux[3]:=vkw[2];

vkwaux{4]:=vkw[4];

vkwaux[5]:=vkw[6];

vkwaux[6]:=vkw[5]:

vkwaux[7]:=vkw[7];
pad44(k2,el,vkw([l],vkw[2],a441);
pad4(kl,el,vkw([2],vkw([4],a442);

k3:=1;

pa44(k3,e2,vkw[2],vkw[3],a443);

pad44 (kl,el,vkwi{4],vkw([5],a444);

pad4 (k2,el,vkw{b],vkw[7],a445);
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pad44d(k3,e2,vkw[5],vkw([6],a446);
kdda:=adil+add2+add3+addd+adds+as46;
kd4b:i=el*el*el/ (4%Kkl) ;

kdlc:=-kd4b;

klld:=2%k44ib;

k44h:=k44b/2;

ii:=round(4*kl);

Jj:=round(4*%k2) ;

1l:=ii+jj;

mm:=2%11+1;

{Operacao de acordo com ¢ modo informado}

writeln;
writeln(’/Informe o Modo de Operacao’);
writeln;
write('M = ?);
readln (M) ;
writeln;
writeln(’/Comfirma o Modo Informado ? - S/N’);
aux:=readkey;
if (upcase(aux)<>’8’) then goto 600;
writeln;
writeln(‘Passo Padrao nas Faixas ? - S/N’);
aux:=readkey;
if (upcase(aux)=’S’) then gotc 570;
writeln;
writeln(’Informe Indicador do Passo Desejado’);
{0 Indicador sera um numero inteiro)}
{0 Passo ou Incremento(Incr) sera
1/Indicador}
write(’Incr. = ’});
readln(Incr) ;
Incr:=1.0/Incr;
writeln(’Comfirma Passo Informado ? - S/N’):
aux:=readkey;
if (upcase (aux)<>s) then goto 580;

goto 560;
Incr:=0.5;
nn3:=-N/2;

NN:=trunc(n/Incr);
case m of
1,3:goto 300;
2,4:goto 400;
5:goto 500;
else
begin
writeln;
writeln{’Modo de Operacao Invalido - Informe

Corretamente’} ;

goto 590;
end;
end;
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{Mcdo de Operacac = 5}
{Obtencao de Superficies de Influencia generalizadas}
writeln;
writeln(’/Informe o Indicador de Espacamento entre secoes’);
{0 Indicador sera um numero inteiro}
{0 Espacamento sera A/Indicador)
writeln;
write('I = *);
readln(I);
writeln;
writeln;
writeln(’Comfirma o Indicador informado ? - S/N’):
aux:=readkey;
if (upcase(aux)<>’S8’) then goto 500;
Es:=a/i;
Cz:=-n*a/2;
icz:=0;
kl:=sgrt (sqgrt(k44h/ (4*kdd4a)));
lb:=kl/a;
pliz234 (nr,kl,ele);
pml234 (nr,kl,eme) ;
pnl234 (nr,Xkl,ene);
plli234(nn3,kl,elezero);
pml234 (nn3,kl,emezero) ;
pnl224 (nn3,kl,enezero);
repeat {incrementa coordenada longitudinal (Z))}
rewrite (dsk) ;
lbz:=1b*cz;
f11ll:=-2%1b*1lb%*hsin(lbz)* (sin(lbz);
f211:=1b*1b* (-hcos (1bz) *sin(1lbz)+cos(lbz) *hsin(lbz)) ;
£311:=1b*1lb*cos (lbz) *hcos (1bz) ;
£f411:=1b*1b* (hsin(lbz)*cos(lbz)+sin(lbz) *hcos (1bz))/2;
fx:=1;
repeat {incrementa contador de faixas)
pka(kb42,kb43,ka,mm, £x) ;
if fx<=jj then
begin
k4ot:=ka;
kb:=((2*fx-mm) /8+k1) /2;
cfl:=k40t+0.5*kb;
goto 490;
end;
if fx<=(ii+3j) then
begin
kaot:=ka;
kKbi=(8+(2%fx-mm) /k1) *(16+(2*fx-mm) /k1) * (mm~2%fx) ;
kb:=kb*0.9765E-3;
cfl:=k40t+0.5%kb;
goto 490;
end;
if fx<=(jj+2+%ii) then
begin
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kd0:=((2*fx-mm) /k1}* ( (2% £x-mm) /k1) * (24*K1l=(2*£x-mm) ) ;
k40:=-k40%0.9765E-3;
k40t:=kd0+ka;
kbi=(8-(2*fx-mm) /k1) * (16— (2*fx~mm) /K1) * (2*£x~mm) ;
kb:==kb*0.9765E-3;
cfl:=k40t+0.5%kh;
goto 490;
end;
if fx<=2*(ii+jj) then
begin
kK40:==K1* (3*(2*fx-mm)/(16%kl)-0.5) ;
k4ot :=ka+k4o0;
kb:=((2*fx-mm) /8-k1)/2;
cfl:=kd0t+0.5%kb;
goto 490;
end;
490: nnl:=-n/2;
nn2:=incr-n/2;
repeat {desloca carregamento na faixa}
case b of
l:begin
if nni>=0 then
begin
enezero[5}:=0;
elezerof5]:=0;
goto 488;
end;
pn5l{(nn3,nn2,nni,kl,n501);
pl51(nn3,nn2,nnl,k1,1501);
plmn5 (n501,cfl,k44h,enezero[5])
plmn5 (1501 ,cfl,kd44h,elezerc[5])
ene{5]:=0;
ele[5]:=0;
goto 487;

488: pnbl (nr,nnl,nn2,kl,n51);
pl5l(nr,nnl,nn2,k1,151};
plmn5 (n51,cfl,k44h,ene([5]);
plmnS (151,cfl, kd44h,ele[5]) ;

487: al234 (enezero,elezero,ene,ele,al,az,a3,a4);
goto 480;

end;
2:begin
if nnl>=0 then
begin
enezero[5]=0;
elezero[5]=0;
goto 486;
end;
pn51l (nn3,nn2,nnl,k1,n501);
pl51l(nn3,nn2,nnl,k1,1501);
plmn5 (n501,cfl,k44h,enezero[5]);
plmn5(1501,cfl,kd44h,elezero[5]);

-
i
.
I
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ene[5]:=0;
eme[5]:=0;
goto 485;

486: pn5l (nr,nnl,nn2,kl,n51);
pm51l (nr,nnl, nn2,kl,m51) ;
plmnb5 (n51,cfl,kd44h,ene[5]);
plmn5(m51,cfl,k44h,eme[5]) ;

485: al234 (enezero,elezero,ene,eme,al,a2,al3,ad);
goto 480;

end; '
3:begin
if nni>=0 then
begin
enezero[5
emezero[5
goto 484;
end;
pn51 (nn3,nn2,nnl,kl1,n501);
pnb5l (nn3,nn2,nnl, Xkl ,mb501);
plmn5(n501,cfl, k44h,enezerc[5])
plmn5 (m501,cfl , kidh,emezero[5])
ene(b]:=0;
ele[5]:=0;
goto 483;

484 pn5l(nr,nnl,nn2,kl,nb51);
plsl(nr,nnl,nn2,kl,151);
plmn5(n51,cfl,k44h,ene[5]):
plmn5(151,cfl,k44h,ele[5]):

4832 al234 (enezero,emezero,ene,ele,al,a2,a3,asd)
goto 480;

end;
4:begin
if nnl>=0 then
begin
enezerof[b}:=0;
emezerc[5]:=0;
goto 482;
end;
pnSl(nn3,nn2,nnl,kl,n501);
pm&l {nn3,nn2,nnl, k1, m501);
plmns (n501,cfl,kd44h,enezerc[5]);
plmn5 (m501,cfl,k44h,emezero[5]) ;
ene[5]:=0;
eme(5]:=0;
goto 481;

482: pnbl(nr,nnl,nn2,kl,n51) ;
pmb5]l (nr,nnl,nn2,kl, m51);
plmn5(n51,cfl,k44h,ene{5]);
plmn5 (m51,cfl,k44dh,eme[5]) ;

481: al234 (enezero,emezero,ene,eme,al,a2,a3,ad);
goto 480;

end;

=0;

]:
1:

-
’
-
r

end;
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480: if c¢z=0 then
begin
£511:=0;
goto 470;
end;
if cz>0 then
begin

aal:=nnl*a;
aaz2:=nni2*a;
if nn2<=0 then

begin
£511:=0;
goto 470;
end;
if aal>=cz then
begin
£f511:=0;
goto 470;
end;
if aa2<=cz then goto 475;
aa2:=cz;
goto 475;
end;

aal:=nn2#*a;
aa2:=nnl#*a;
if nnl>=0 then
begin
£511:=0;
goto 470;
end;
if aai<=cz then
begin
£511:=0;
goto 470;
end;
1f aa2>=cz then goto 475;
aa2:=cz;

475: £511:=hsin(lb* (cz-aal))*sin(1lb*(cz-aal));
£511:=£f511-hsin(1lb* (cz-aa2) ) *sin(1lb* (cz-aa2)):;
£511:=f511*cfl/ (8*kl*kl*kd4a*a*a) ;

470: ipll:=al*fl1ll+a2*f21l1+a3*f311l+ad*f411+£f511;
for pt:=1 to 7 do

begin
lin:=7-pt+1;
if fx<=(ii+j3j) then goto 465;

msz:=—ipll*vkwaux[1lin];
goto 464;
465: msz:=-ipll*vkw[pt]:;
464: msz:=msz*a%a;
write(dsk,nsz);
end;

nnl:=nn2;
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nn2:=nn2+incr;
until nn2>n/2;
fx:=fx+1;
until fx>2%11;
close(dsk) ;
case m of
1,3:g0tc 280;
2:goto 190;
4,5:goto 460;
end:;

{Saida para o Modo M = 5}

460: saida(arq,op):
case op of
l:goto455;
2:goto 450;
end:;
455: writeln(arqg):
writeln(arqg, 'Superficies de Influencia’);
writeln(arq, ‘cada posicao do carregamento gera uma
linha’);
writeln{arq);
writeln(arg,’Secao onde 2 = ’,cz:6:2);
writeln(arq)
write(arq,’ , Pto 1 Pto 2 Pto 3 Pto 4
Pto B57);

-

writeln(arq, ’ Pto 6 Pto 77);
fx:i=1;
reset (dsk) ;
repeat

writeln(arq):

writeln(arq,’Faixa *,fx:3);

writeln(arg);

for col:=1 to nn do

begin
for k4:=1 to 7 do
begin
read (dsk,msz) ;
write(arg,msz:9:2);
end;
writeln(arqg);
end;

fx:=fx+1;
until fx>2#*11;
close (dsk) ;
writeln;
write(’Resultados ja foram fornecidos via um dos

equipamentos’) ;
writeln(’ de saida’);
writeln(’( Tela ou Impressora )’);
writeln(’Verifique se deseja utilizar o outro e
responda:”’):;

close(arq) ;
goto 460;
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if m=4 then goto 390;
cz:=cztes;
icz:=icz+1;
if frac(icz/i)=0 then
cz:=-n%a/2+icz*a/i;
until icz>n#*i;
goto 170;

{Modo de Operacac M = 4}
{Obtencac de Superficies de Influencia para secoes

isoladas}
writeln;
writeln(’Informe o Numero de Secoes’);
writeln;
write(’ns = *);

readln(ns) ;
vsc[l]:=ns;
writeln(’Forneca Coordenadas Longitudinais’);
writeln:
for cs:=1 to ns do
begin
write (branco);
readln{vsc[cs+1]);
end; '
if m=2 then goto 200;
cs:=1;
repeat
cz:=vsc[cs+l];
goto 496;
cs:i=cs+l;
until cs>ns;
goto 170;

{Modos de Operacao M = 3 ou M = 1}

{M = 3 : Obtencao de Superficies de Influencia para pontos
isolados)

{M = 1 : Calculo da Tensao Normal em pontos isolados)

writeln;
writeln(’Informe o Numero de Pontos’);
writeln;
write(/NP = *);
readln(np) :
vscf{ll:=np;
writeln(’Forneca Coordenadas dos Pontos nha ordem
2,X,¥Y7);
{formato livre}
{Relembre valores de A,kl e k2 e forneca X e Y con
todas as decimais)
for cp:=1 to np do
begin
write(branco);
read(vsc[2+{cp-1)#*3]);
write (branco) ;
read (vsc[3+(cp-1)*3]);
write (branco) ;
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read(vsc[4+(cp-1)*3]);
end;
if m=1 then lct(vc):
cp:=1;
repeat
if ep=1 then goto 290;
if vsc[2+(cp-1)*3]=cz then goto 280;
290: cz:=vsc[2+(cp-1)*3};
goto 496;

{Localiza o ponto no perfil da secao}

280: rewrite(dskl) ;
reset (dsk) :
x1l:=vsc[3+(cp-1)*3];
yl:=vsc[4+(cp-1)*3];
pt:=0;
repeat
pt:=pt+1;
until x1<=vx1l[pt];
case pt of
l:begin
caso:='pt’;
pti:=1;
goto 271;
end;
2,5:begin
if x1<vxl[pt] then
begin
caso:='br’;
pti:=pt-1;
ptf:=pt;
if pt=2 then
begin
cpri:=k2*a;
dif:=x1;
goto 271;
end;
cpri=kl*a;
dif:=x1-vx1[4];
goto 271;
end;
if yl=a then
begin
caso:="'pt’;
pti:=pt;
goto 271;
end;
if y1=0 then
begin
caso:='pt’;
ptii=pt+i;
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goto 271;
end;
caso:=’'br’;
pti:=pt;
ptf:=pt+1;
cpr:=a:;
dif:=a-yl;
goto 271;
end;
4,7:begin
if x1l<vxl[pt] then
begin
caso:='br’;
pti:=pt-2;
ptf:=pt;
if pt=4 then
begin
Cpr:=kl*a;
dif:=x1-vx1[2];
goto 271;
end;
cpr:=k2*a;
dif:=x1-vx1l{5];
goto 271;
end;
caso:="pt’;
pti:=pt;
goto 271;
end;
end;

{Rotina de Interpolacaoc para pontos intermediarios}
{Geracao de Superficie de Influencia do ponto}
271: fx:=1;
repeat
vet:=(fx-1) *nn*7;
veti:=vet+pti-1;
for col:=1 to nn do
begin '
vetor:=veti+(col-1)*7;
seek (dsk,vetor) ;
read (dsk,szl) ;
if caso:=’pt’ then goto 270;
{ nao interpola, apenas resume um arguivo no
outro )
vetfi=vet+ptf-1;
{ o arquivo comeca na posicao zero )}
vetor:=vetf+(col-1)*7;
seek (dsk,vetor) ;
read (dsk,sz2);
szl:=szl+(sz2-sz1)*dif/cpxr;
270: write(dskl,szl);
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end;
fx:1=fx+1;
until £x>2%11;
if m=1 then
begin
szp(sz,ve,dskl,a,incr,nn) ;
szpt[cp]l:i=sz;
goto 250;
end;

{Impressac de saida para M = 3}

saida(arg,op):
if op=2 then goto 250;
writeln(arqg) ;
writeln{arq, ‘Superficie de Influencia’):
write(ardq,‘cada faixa longitudinal percorrida gera um
bloco’) ;
writeln(arqg,’ de linhas’);
writeln(arq);
write(arq, 'Ponto (XL = ‘,x1:5:2,! ; YL = /,yl:5:2,’ ;
Z=1);
writeln(arq,cz:6:2,7)");
writeln(arqg);
fx:=1;
pt:=trunc(n/incr/7) ;
reset (dskl) ;
repeat
vet:=(fx-1)*nn;
col:=1;
repeat {para imprimir so sete valores por linha}
ns:=1;
repeat
vetor:=vet+col-1;
seek (dskl,vetor) ;
read (dskl,msz) ;
write(arqg,msz:92:2);
ns:=ns+1i;
col:=col+1;
until ns>7;
writeln(arq) ;
until col>pt*7;
repeat
vetor:=vet+col-1;
seek (dskl,vetor) ;
read(dskl,msz) ;
write(arq,msz:9:2);
col :=coli+l;
until col>n/incr;
writeln(arq) ;
writeln(arqg);
fx:=fx+1;
until fx>2%11;
writeln;
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write(’Resultados ja foram fornecidos via um dos
equipamentos’) ;
writeln(’ de saida’):;
writeln(’( Tela ou Impressora )’):
writeln(’Verifique se deseja usar o outro e responda:’);
close(arq) ;
close(dskl);
goto 260;
250: cp:=cp+1;
until cp>np;
if m=3 then goto 170;

{Impressac de saida para M = 1}

240: saida(arq,op):
if op=2 then goto 170;
writeln(arq) ;
writeln(arq, 'Tensoes calculadas com o Carregamento dado’);
writeln(arq) ;
for cp:=1 to np do
begin
czi=vsc[2+(cp-1)*3];
¥Xl:=vsc[3+(cp-1)#*3];
yl:=vscl[4+(cp-1)*3];
write(arqg, 'Ponto (XL = 7,x1:5:2,' ; YL = f,yl:5:2,7 ;
Z=1);
writeln(arq,cz:6:2,’) - Tensao = ’,szpt[cp]:10:3);
end;
close(arq) ;
goto 240;

{Modo de Operacac M = 2}
{Obtencao do Diagrama de Tensoes Normais em secoes isoladas}
200: let(ve) ;
¢cs:i=1;
rewrite (dskl);
repeat
cz:=vsc[l+es]:
goto 496;
120: for pt:=(cs-1)*7+1 to cs*7 do
begin
pti:=pt-(cs-1)*7;
reset (dsk) ;
reset (dskl) ;
fx:=1;
repeat
vet:=(fx-1) *nn*7;
veti:=vet+pti-1;
for col:=1 to nn do
begin
vetor:=veti+(col=-1)*7;
seek (dsk,vetor) ;
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read(dsk,szl);
write(dskl,szl);
end;
fx:=fx+1;
until fx>2+%11;
close(dsk) :
szp(sz,vc,dskl,a,incr,nn) ;
szpt(pt]l:i=sz;
end;
cs:=cs+l;
until cs>ns;

{Saida de resultados para o Modo M = 2}

180: saida(arq,op);
if op=2 then goto 170;
writeln(arq) :
writeln(arqg, ‘Tensoes nas Secoes para o Carregamento dado’);
writeln(arq) :
write(arq,’ Pto 1 Pto 2
writeln(arqg, 'Pto 6 Pto 77);
writeln(arq) ;
cs:i=1;
repeat
cz:=vsc[l+cs];
writeln(aryg, ‘Secao onde Z2 = ' ,cz:6:2);
writeln(arq);
for pti=(cs-1)*7+1 to cs*7 do
write(arq,szpt(pt]:9:2);
writeln(arq):
csi=cs+t+l;
until cs>ns:
close(arq) :
goto 180;
{Opcac de Reinicio}

Pto 3 Pto 4 Pto 57);

170: clrscr;
writeln(’Deseja trabalhar com outra haste ? - S/N’);
aux:=readkey;
if (upcase(aux))=’S’ then goto 800;
end.

{ Fim de Programa }
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Anexo B : Coeficientes das equacgdes (II.44a,b)

Os coeficientes das citadas egquagdes sdo as

integrais dadas adiante, todas calculadas ao longo da LMP.

- i3 -
aij— t w ds aji
JE
b, = tut v as = b .
1] v v il
s
b,=[tul & as = b
1] v v ji
Ys
= t3 ul uJ ds =
1] v v i
s
b, = 1712 £ ut ul as
1j v v
s
b, =1/12| 2 ut u as
1j b4 v

bij= 2.]*:>ij , para i,] = 3

. o - ..
b, = 2(1—v)bij—v(bij+bij), para i,] = 3

c. = 1/12 t° ui u
¢; = /12| t2 al U

c.=1/12| £ vt u' as
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Anexo C :Expressdes para A, e B

Para uma barra k-r, através de integracéo
parcial, se pode colocar o primeiro termo do membro direito de

(IT.45a) na forma :

i
+ 2m’ Ju ’
p zZs, v A

(m” + 2m’ + @m )ulds-(m
z,p Z8,p % p v B,

s

onde B e A correspondem respectivamente aos extremos de cada

barra com s = b e s = 0.
kr kr kr

Substituindo em (II.45a) e reagrupando, vem :

B
+ 1

( il W )ds

, =| (m” +2m’ +m + - +2m’ + +
A_IO (mz,p 2mzs,p s,p pn) uvds (ms,p 2mzs,p) 'le |A (psv P
1 s

z

De acordo com a teoria das placas [10], a
expressdo entre paréntesis na primeira integral é nula, pois
constitui a forma geral da equagdo de equilibrio de uma placa
retangular, representada por sua superficie média, sob a acdo de
uma carga externa normal @n, sem levar em conta as condigdes de

extremidade. Assim tem-se
B
. i - i=,1
. =— +2m’ '
Alo (ms'p 2mzs’p)uv A+ (p;v +pzw )ds

=]

Considerando que a Ggrandeza expressdo entre paréntesis
estabelece o esforgo cortante em cada ponto da barra, pode-se

escrever, para os esforgos nos ndés extremos, as expressdes

— . ’
P r ( ms,p+2mzs,p )Sk = 0
r

k

=—( m +2m’
prk ( 5, p Z8,p )s =b
kr kr



145

Desse modo vem :
B

- ' i i
-(m + 2m’ )u'1 =p o + p o
s,p Zs,p v A rk rk kr kr

Da consideragido de todas as barras da IMP decorre dgue esse
resultado se transforma em um duplo somatdrio, e a equagdo do
térmo de carga AL, toma o aspecto final de (II.48).

De modo inteiramente andlogo, através de
integragdo parcial, o primeiro térmo do membro direito de

{IT.45b) toma a forma :

k

u
p P

b4 L

J(m” +2m + W Ju‘ds + m
Z,p Z8,p s,p P s A

s

Substituindo em (II.45b) e fazendo a mesma simplificacdo, se

obtém :

Tomando m e m Ccomo os momentos atuantes respectivamente nos
r r.

nos extremos k e r da barra, pode-se escrever :

m (s =Dhb )

s, p kr kr rk

ms,p(skr= O) =_mkr d

uma vez gue m € um momento fletor atuante nos pontos da IMP.
S,p

- k ~
Par u@ se conhece a expressio

2

ko _ 2 2
u. = +(bh_ 4bm5m-+35n]/ bkr ,

de modo que

-k _ _
u{P(skr— bkr) = 0 e
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4

Assim tem-se, para uma barra,

B

m u
5,p (p

* k -
=—[—m u (s = 0)}= ¥om
kr @ kr
A
e para o conjunto das barras gue se conectam no né "k",

R

B=Ym =m ,
kO kr k

r=1
tomando-se m_ como positivo quando este indicar um giro no

sentido anti-horario.





