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Estuda-se, neste trabalho, o método combinado ele -
mentos finitos - matriz de transferéncia. A principal vantagem
do método & a de permitir uma redugéo na ordem das matrizes ob-
tidas na analise, possibilitando o uso de computadores de pouca
quantidade de memdria RAM. Este método foi utilizado na andli-
se estdtica de placas retangulares isotrdpicas totalmente engas

tadas no contorno.

Sao desenvolvidos os fundamentos tedricos do método pa
ra problemas de flexdo de placas e sao mostrados alguns resulta
dos de exemplos numéricos destes problemas. Para aplicagao do
método, desenvolveu-se um programa automdtico em um microcompu-
tador de 8 bits. Os resultados concordam com os obtidos no mé-
todo dos elementos finitos,adotando-~se precisao dupla para as
variaveis do programa, caso contrario ocorre uma degeneracao dos

resultados, devido a erros de arredondamento, a medida gue cres

ce o numero de faixas no modelo do método combinado.
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STATIC ANALYSIS OF PLATES BY A COMBINED

FINITE ELEMENT - TRANSFER MATRIX METHOD

Magnolia Maria de Souza Campélo

November, 1986

Chairman: Humberto Lima Soriano
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This work deals with the combined finite element-transfer
matrix method. The main advantage of this method is to reduce
the size of matrices envolved in the analysis which is useful in
microcomputers with little RAM memory. Herein this method is
used for static analysis of isotropic retangular plates with all

edges clamped.

The theoretical fundamentals of the method are developed
for plate bending and some numerical results of the problem are
presented. A code for 8 bit microcomputer was developed. Using
double precision for the computer variables, the numerical results
of the present formulation agree with those obtained by the finite
element method. 1In simple precision there is a degeneracy in the

accuracy due to round off errors with increasing the strips of

combined method.
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CAPITULO I

INTRODUCAO

Atualmente, o metodo dos elementos finitos é um
dos mais poderosos instrumentos para analise de estruturas. En
tretanto, a principal desvantagem deste método é‘qué, no caso
de estruturas muito complexas, € necessario usar um grande nﬁmg
ro de elementos para discretiza-las, resultando em modelos es -
truturais com grande namero de incdgnitas, com matrizes de ele-

vada ordem, exigindo o uso de computadores que possuam elevada

capacidade de memoria.

A fim de reduzir a ordem das matrizes cbtidas pe-
lo método dos elementos finitos, muitas técnicas tém sido pro -
postas {condensacdco estatica e o método da subestruturacgido, en-
tre outras técnicas). Uma outra possibilidade consiste na uni-
ao do metodo dos elementos finitos com o método das matrizes de
transferencia aplicado a problemas estruturais bidimensionais ,
resultando no método combinado elementos finitos - matriz de

transferéncia.

Usando o método combinado elementos finitos - ma-
triz de transferéncia reduz-se a ordem das matrizes obtidas na
analise de estruturas, permitindo-se, assim, o uso de computado

res de pequeno porte.

0 método das matrizes de transferéncia, largamen-—
te empregado nos dominios da fisica, foi introduzido no cilculo
estrutural por FALK e PESTEL, por volta de 1950 . A menos

dos erros de arredondamento, € um método exato aplicado a pro -



blemas unidimensionais.

Na COPPE, em 1379, MELLO (3) apresentou em seu tra
balho os conceitos do método das matrizes de transferéncia na
analise estrutural com aplicacdo em estruturas reticuladas mais

frequentes na construgao civil.

A ideia de aplicar o métodc da matriz de transfe-
réncia a problemas bidimensionais foi sugerido por LECKIE (5)
Em 1962, ele aplicou o método no estudo de vibracdo de placas ,
utilizando o modelo proposto por HERENIKORTE, gue consistia em

dividir a estrutura num sistema de vigas equivalentes.

Seguindo esta linha de pesqgquisa, DOKAINISH (2),em
1972, publicou um interessante trabalho no qual a uniao do métg
do dos elementos finitos com o método da matriz de transferén -

cia era feita no estudo de vibracao de placas.

Por volta de 1982, OHGA, SHIGEMATSU e HARA (1) wvol
taram seus estudos a aplicacdo do método combinado elementos fi
nitos-matriz de transferéncia na analise de flexdo e flambagem

de placas.

No presente trabalho, & feito 0. desenvolvimento te
orico do método combinado elementos. finitos - matriz de transfe
réncia para analise estatica linear de placas retangulares. A-
plica-se, entdo, o método a resolucdo de placas retangulares to
talmente engastados no contorno, através de um programa automa-
tico no microcomputador CP-500 da Prologica com 48 Kbytes de me

moria RAM e 2 drives de 5 1/4".




Nos tres capitulos que se seguem, desenvolvem-se
os fundamentos tedricos basicos do método, seguindo uma formula

c¢&o matricial dirigida aos engenheiros estruturais,

Mostram-se, no Capitulo V, as etapas a serem se -
guidas na analise estatica de placas pelo método combinado ele-
mentos finitos -~ matriz de transferéncia com aplicagao a uma
placa totalmente engastada no contorno, por ser esta a utiliza-

da na programagac automatica.

Reserva-se o Capitulo VI para a apresentacgdo das
rotinas do programa .desenvolvido, procurando-se comentar e es -

clarecer alguns aspectos importantes.

. 0 Capitulo VII & o das aplicacdes; discutem-se os
resultados obtidos através de comparagles com o método dos ele-
mentos finitos e tiram-se algumas conclusOes importantes. O me
todo é eficiente quanto & economia de memoria, porém observa-se
uma deteriorag¢ac na precisao dos resultados, devido a erros de

arredondamento, com o aumento do numero de faixas na estrutura.

No Apéndice sdo dadas as notacgdes utilizadas no
desenvolvimento tedrico, a listagem do programa, a matriz de ri
gidez e a matriz de tensOes para o elemento retangular ndo-con

forme de flexao de placa, adotado neste trabalho.




CAPITULO II

CONCEITOS BASICOS

2.1 - Introducao

Definem-se, neste capitulo, vetor de estado, ma -
triz de transferéncia e matriz fronteira que s3o conceitos neces

sarios ao desenvolvimento tedrico do método.

Chega-se também a relagaoc matricial final que une

os vetores de estado de dois extremos opostos da placa.

2.2. — Vetor de Estado

A figura (2.1) mostra uma placa dividida em m
faixas e cada faixa subdividida em elementos finites. Tlustram-
se, na figura, elementos finitos retangulares, embora outros ti
pos de elemento pudessem ser utilizados. As linhas comuns en-
tre duas faixas adjacentes sao chamadas de segoes e as linhas do
contorno horizontal s3o designadas de bordos. Assim, o lado AD
& a secao esquerda da faixa 1 e a segdo direita da faixa i-1.
AB €& o bordo superior da faixa i e DE o bordo inferior. E
xiste um total de 2n nds na faixa i com n nods na segéo es
querda AD e n nds na secao direita BE. XYZ & o sistema
cartesiano de referéncia para estrutura, sendo o eixc Z nor -

mal a superficie da placa.
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{a) Estrutura dividida em m faixas (b) Faixa i dividida

em elementos finitos

Figura 2.1 - Placa Retangular

Os deslocamentos por no da placa, cujas faixas es-—

tdo subdivididas em elementos finitos retangulares, sio o deslo

~ AW .
camento transversal w , a rotacao ex =-§§ . €m torno do eixo
- ow . - -
X e a rotacgao GY = - 3% » em torno do eixo Y , e as agoes sao
as forgas nodais associadas a esses deslocamentos: uma forcga

transversal (fz) e dois momentos (fx e fy)'

Acoes e deslocamentos na secdo esquerda da faixa
i estdo representados nafigura (2.2) com a notacdo de d para
deslocamentos e f para as agoes. Assim, denota-se o vetor de
deslocamentos para o né p por {dp} e o correspondente vetor

de forgas nodais por {fp}.



. t
d} ={w_, o
t p} t p’ “xp’ eyp}

(b) vetor deslocamento para o nd p

{fp} = {f__, f

(c) vetor de forcgas nodais para

o no p

Figura 2.2 - Representag¢ao dos Deslocamentos e Ac¢des

-0 vetor gue contéem esses deslocamentos e agdes &
chamado vetor de estado da secao. Assim, representa-se o vetor

de estado da secao esquerda da faixa i por

e e e e e e .e e e . &t
{ve}i = 07,070,001 s e o 60 ,fz1,f§1,fy1,...,fzn,fxn,fyn}i
... (2.1a)
ou
e _ € e -e e,t
{v }i = {91""'gn'§1""’gn}i (2.1b)
e genericamente
e _ e e,t
{v }i = {g ' f }i (2.1¢)
Para segao direita da faixa i , escreve-se
t
v, = fad, -y (2.2)
~ ~ 1

{a convengao de sinais para deslocamentos e acdes & explicada a seguir)




2.3 - Matriz de Transferéncia

Uma vez conhecido o vetor de estado na segao esquer
da da faixa 1 , procura-se determinar o vetor de estado na se-

¢do direita dessa faixa.

0 operador que associa os vetores de estado para u-
ma mesma faixa & chamado operador.'de transferéncia. Assim, o]
operador de transferéncia fornece os deslocamentos e agoes na
segao direita da faixa em funcdo dos deslocamentos e agoes da

secao esquerda da mesma.

Adotando-se como referéncia o triedro direto da fi
gura (2.3), a convengao de sinais para deslocamentos e agdes a
adotar, na obtencao do operador de transferéncia, € a seguinte:
deslocamentos positivos nas secdes esquerda e direita da faixa
coincidem com os -sentidos positivos no sistema de referéncia e
as agoes sao positivas se atuando na segao esquerda (direita)
seus vetores estao nos sentidos ﬁositivosr(negativos). Na figu

ra (2.3) .estao representados deslocamentos e acoes -positivas pa

ra segao esquerda da faixa 1 .

wn,fzn

Figura 2.3 - Sentidos Positivos na Se

¢ao Esquerda da Faixa i



Chamado o operador de transferéncia para a fai-

xa i de |T|i ,

0

igual ac niumero de termos gque contém o vetor de estado,

tem-se

operador |T|i

chamada matriz de transferéncia.

(2.3)

é uma matriz quadrada de ordem

sendo

Aplicando-se a equagac (2.3} a placa da figqura

(2.1), formada de m faixas,

{Vd}1 = |1}, v°}
i, = |T], (vO,
{Vd}3 = |7}y (v°1,
d
Voo = Tl (V) g
{vd}m = |7], (Vo1

chega-se a

(2.4)

(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2.8)

Admitindo-se que nao existe descontinuidade nas secBes, as

seguintes relagOes podem ser escritas:

o1, = vy
e}y = (v,
e, = (v,
ey, = v

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)



Através da relagao (2.9) e da equacdo (2.4) subs-

tituida em (2.5), fica-se com

T, [Tl (V)

d
V7, 1

(2.13)

De (2.13) em (2.6), conhecendo-se a relagao (2.10),

escreve—-se

Il

e, = Itly 7], 7], (v°}

(2.14)

Fazendo-se todas as substituigdes, seguindo o
mesmo raciocinio, tem-se
vy = | |7 t|. |T], |T|, {v®} (2.15)
m m m=-1°"" 3 2 1 1 :
gue na forma mais compacta, representa-se por
vy = || (v©) (2.16)
©'m 1 .
onde
] = T, |T|m;l...... |Tf{5 IT{, |T], (2.17)

Assim, a matriz de transferéncia da placa, que re

laciona os vetores de estado extremos, & o produto: das matri-

zes de transferéncia das m faixas que a formam.
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2.4 - Matriz Fronteira

Considerando-se que ¢xistam:descontinuidades em to
das as segoes da placa, as equagoes (2.4) a (2.8}, gque transfe
rem os vetores de estado de uma secac esquerda a uma segao di-
reita de uma faixa, continuam verdadeiras. Porém a igualdade
entre os vetores de estado em uma mesma Segac nao mais se veri

fica e as relagSes {2.9) a (2.12) deixam de ser wvalidas.

Precisamos agora relacionar os vetores de estado,

numa mesma sSeg¢ao, entre as descontinuidades

e, _ d
vy, = (F}, + V), (2.18)

Chama-se ao vetor {F}i vetor fronteira na  se-
¢ao i e permite estabelecer as condigoes de eguilibrio e de
compatibilidade dos deslocamentos na segdo. Sendo {Ve}i o

vetor de estado para segao esquerda da faixa i e {Vd}i_l o)

Aplicando-se a equagao (2.18) as varias segOes da

\
|
vetor de estado para secao direita da faixa i-1l.
i placa, chega-se a

|

(v®}, = (F}, + {v7}, (2.19)
(v°1, = {F}, + {v9, (2.20)
(Vg = (Fly_, + (V) (2.21)

WIS = (Flhy + (v, (2.22)
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Substituindo-se a equagao (2.19) em (2.5), tem-se

%, = 1], (F), + (¥ (2.23)
Mas conhecendo a equagao (2.4), fica-se com
d
(v, = Il ({F}, + [T|; (V1)) (2.24)

Seguindo~se a mesma substituicao para as desconti

nuidades em todas as se¢oes, pode-se escrever
dy _
(V= Il (R g + [Tl (UFly_y + «on |T], ({F}, +
e
0Tl 8 L) (2.25)

Ao invés de trabalhar com o vetor fronteira como
em (2.25), pode-se definir a matriz fronteira nas se¢des para

introduzir as descontinuidades

Ve, = |F|; (Vv

: i1 (2.26)

Aplicando-se (2.26) as seg¢oes da placa, tem-se

V%1, = |7l vy, (2.27)

{ve}3 = |Fl, {vd}3 (2.28)

e N O (2.29)
e _ d

v, = IF]_ {Vv Yom1 (2.30)

E fazendo-se a substituigao nas equagoes (2-4) a
(2.8) das relagoes obtidas em (2.27) a (2.30), chega-se 3 equa

cao final-



12

= Iy 1Pl 1Ty FL -

|3 [Fly [Tl, [Fl, |2l V)

eene (2.31)
wd = |p| (v©) (2.32)
m 1 :
onde: '
|p| = |T|m 1F]m IT'm-l |F|m-l |T|3 |F|3 |T|2 lFlz |Ti1
ceas (2.33)

De acordo com a equagao (2.32), define-se a matriz
final, que relaciona os vetores de estado das segoes extremasda
placa, como o produto sucessivo de matrizes de transferéncia das
faixas e matrizes fronteira das segoes que a compoe. Esta 4l-
ma forma de definir a matriz fronteira € a que sera utilizada

posteriormente neste texto.
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CAPITULO III

OBTENGCAO DA MATRIZ DE TRANSFERENCIA

3.1 - Introdugao

0 método combinado. elementos finitos - matriz de
transferencia utiliza o método dos elementos finitos para ob -
tengao da matriz de rigidez de uma faixa e, a partir desta,che
ga-se a matriz de transferé@ncia que relaciona os vetores de es
tado das segoes esquerda e direita de uma faixa qualquer da

placa.

Mostra-se, neste capitulo, a obtencdo da matriz de

transferéncia de uma faixa.

3.2 - Matriz de Transferéncia de uma Faixa

Uma vez definidos o vetor deslocamento e o vetor
de forgas nodais que atuam em cada no da faixa, pode-se formar
o vetor de deslocamentos nodais total da faixa e o respectivo

vetor de forgas nodais.

A equagao
d _ e
v’} = |T|i (v} (3.1)
gque relaciona o vetor de estado da secdo esquerda, {Vv®},, com

1

o vetor de estado da secao direita, {Vd}i, de uma faixa i qual
quer através do operador de transferéncia |T[,, serd escrita na

forma



e
1

ISy

(3.2)
-f T T

=~ 1. =21 22| .
i 4 i i

tFh

O sinal negativo, para as forgas nodais da secao direita da fai
xa, vem da propria definigao do operador de transferéncia dada
no Capitulec II, tendo-se como referéncia o sistema de eixos da

figura (2.2).

Efetuando o produto matricial dado em (3.2), chega-

se a
(6%, = |myyly €%y + 1oy (553, (3.3)
-£% = Ty ly 185+ Imyyly (55} (3.4)

Buscam—se; agora as quatro submatrizes
da matriz de transferéencia.
A matriz de rigidez total da faixa corresponde a

matriz de rigidez global da malha de elementos finitos retangu-
lares definidos na faixa. A matriz de rigidez global da malha
€ obtida pelos processos usuais do método dos elementos finitos,
adicionando-se as contribuigoes de rigidez dos diversos elemen-

tos finitos retangulares da malha.

Chamando-se a matriz de rigidez global da faixa i

e particionando-a em quatro submatrizes, escreve-se:

S12
(3.5)
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A equagao de equilibrio para faixa i sera, entao,

representada por

|sf; {a}; = (£}, (3.6)

sendo {d}; o vetor de deslocamentos nodais da segao esquerda

e direita da faixa i e {f}; o respectivo vetor de forgas no

dais.
Mas a equagao (3.6) pode ainda ser escrita sob a
forma
e e
§]_2 g ‘f.
d d
S22 d £
i i i

Desenvolvendo a egquacao (3.7), chega-se a

ls

il 185+ Isy,l4a%y, = (%) (3.8)

ISZlIi{de}i + Iszzlz_:{dd}i = {9}, (3.9)

Explicitando-se {dd}. da equagao (3.8) em termos

i
e e
de {4 }i e {f }i , tem-se
d _ -1 e -1 a
(a7 = =lspply™ Isyyly (a7 + sp,l;7 (57, (3.10)
Substituindo a equagac (3.10) em (3.9), resolvendo
para {fd}i , tambem em termos de {de}i e {fe}i, e multipli -

cando-se por (-1), chega-se a

i
.. (3.11)

_ -1 e -1
(£, = (mlsy | iHISy sl ISy 1) (6= ISy 181517 {E,
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Finalmente, comparando-se a equagéo (3.3) com (3.10)
e (3.4) com (3.11), explicitam-se os termos da matriz de trans-

ferencia como

-1
I, 1815057 181314 (3.12a)
1T 505 = Is,l77 (3.12b)
12'4 1214 .
- _ -1
Ty1ly = 1521|i+|322|i|512|i En (3.12¢c)
_ -1
[Tyals = 185515 18515 (3.124)
Em forma matricial, escreve-se
d -1 -1 e
d “S12 811 S15 d
= (3.13)
d -1 -1 e
g “S21 * S22 512 511 S22 S £
i i

A matriz de transferéncia deve ser acrescida de uma
linha e uma coluna a fim de gue o produto pela matriz fronteira
possa existir, como serd visto no proximo capitulec. E o vetor
de estado, pelo mesmo motivo, serd acrescido de um termo. Tem-
se, entao, o sistema final que relaciona os vetores de estado 3

esquerda e a direita de uma determinada faixa i

r' - = ] '8 ™y
a? Tin Ty O a®
(-9 = | 0 ¢ £© (3.14)

£ To1 Ton
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CAPITULO IV

OBTENCAO DA MATRIZ FRONTEIRA

4.1 - Introdugao

A matriz fronteira torna-se necessaria para introdu
zir as descontinuidades nas secoes da placa, como foi visto no
Capitulo II. Ela estabelece as condicoes de compatibilidade dos

deslocamentos e equilibrio nas segodes.

Objetiva-se, com este capitulo, a determinagdo da
matriz fronteira para alguns casos de descontinuidade nas se-

¢coes da placa como cargas nodais e apoio elastico.

4.2 - Cargas Nodais em uma Segao

Em relagao a figura (4.1), seja a equagdo (2.26) que
relaciona os vetores de estado numa segao i da placa e que

particionada fornece

Faixo i

i-1 i il

Figura (4.1) - Representagao de uma Secdaoc i da Placa
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®
~ B ~11 ~12 = (4.1)

£ Fo1 Fao -

As forcas externas, que atuam na placa, podem ser
distribuidas totais ou parciais, aplicadas diretamente nos pon-
tos nodais ou em outros pontos que nao sejam os nds das segoes
da placa. Em qualquer‘caso, e necessario, primeiro, encontrar as
cargas nodais equivalentes, soma-las ds cargas diretamente apli
cadas nos nods das segées e, assim, obter o vetor de forgcas no-

dais externas para cada secao. {FEXt}

. Este vetor representa u
ma descontinuidade de agOes na segao e serd introduzido através

ma matriz fronteira.

Ja que os nds da segao direita da faixa i-1 saocos
mesmos que os da segao esquerda da faixa i , a equacgdo matrici

al de compatibilidade dos deslocamento fica
(4.2)

Também do equilibrio de forgas nodais na segao i ,

escreve-se

d e _ ext
{f }i_l-+{f }i = {F }i
e — _red ext
{f }i = ={f }i_l-b{F }i (4.3)
onde {FeXt}i € o vetor de forgas externas atuando nos nds da
secao i , lado AB . O vetor de forcas externas € a soma das

contribuig¢bes das cargas nodais da segdo direita da faixa i-1

e da sec¢ao esquerda da faixa i.
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Sabe-se do sistema (4.1) que

{a dy

1= IFpl; 1d

{£%}

- d
i1 * IFp =73

d d
]lehfd Y1 +]F22hﬁ-f Yo

(4.4)

(4.5)

A comparagao das equagdes (4.2) com (4.4) e (4.3) com

(4.5) conduz a

]Fll[ = |1 (matriz
[Fy51 = |0 (matriz
¥, = 0] (matriz
[Fyol = |T} (matriz

identidade)

nula)

nula)

identidade)

{4.6a)

{4.6b)

{(4.6¢c)

(4.64)

Torna-se necessario acrescentar uma coluna na ma -

triz fronteira a fim de introduzir o vetor de cargas nodais ex-

ternas.

Para obedecer as regras do calculo matricial, ela tam-

bém deve ser acrescida ‘de uma linha e o vetor de estado de um

elemento
) [ -] (.
d Fi1 Fi2 Ep3 d
-1 : d:
Y51 = [Fa1 Faz  Ep3 £
1 0 0 1 1
b J i Mg - —i i \ ., 1_1
ou
e a : co.d |
{av}, = |F11]i {a }i_l-+[F12[i{—f }i~l+|Fl3|i
e d o d :
Uy = [Py 130@7y g # [P [ (=70 ) +[F 35

(4.7)

(4.8)

(4.9)

Uma vez conhecidas as relacoes (4.6a) a (4.6d) e com

parando-se as equa¢bes (4.2) com (4.8) e (4.3) com (4.9), tira-

se o valor das submatrizes da matriz fronteira ainda desconheci

-das
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{Fl3} = {0} (vetor nulo) {4.10a)
ext
{Fzé = {F }i (vetor de forgas externas na se- (4.10b)
cdo i)

Chega-se, finalmente, a matriz fronteira que intro -
duz a descontinuidade nas acoes, representadas pelas cargas no-

dais externas.

r B p— -~ - i
a€ I 0 o0 a4

C£SY = | o I peXt) (gl (4.11)
1 J 0 0 1 1

\ i i~ ~ —i ~ v, ji-1

ou

roNe — ] rd
w1 1 Wl
1 1 %1
yl . . 0 vl
- 0 -
W, 1 - W
ekn 1 Oen
Byn 1 %m

(£ 0 = 1 Fa1|  $fa
fxl 0 1 Fa 51
le 1 Fyl —fyl
J‘:‘.zn . 1 Fon 'fzn
fXn 1 Fsn £l
fyn 1 F&n i@n
1 1 1
AT —i U 4

Em notacdo mais simplificada, pode-se representar,

reagrupando os deslocamentos e acoes, a relacgao matricial ante-

rior por
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's ™~ e [ ) -
w I ~ [ v
9“ I 9 ~X
0 0 9
~Y I ~ -y
(£,0 = r 0 (4.12)
gx E ]l:-'x -JSX
£ F -f -
-y : -y -y
1 1 1 1
- g L — 4 . 431

Agora, entende-se porgue a matriz de transferéncia
também deve ser acrescida de uma linha e uma coluna, como men-

cionado no capitulo anterior.

4.3 - Apoio Elastico

Seja a figura (4.2) onde nos nos 1 e m da secao i
existem apoios elasticos na diregao vertical, 'representando co-

lunas

opoios eldsticos

Figura {4. 2) - Representagao de colunas nos nds £ em da secio i

As reacdes dos apoios eldsticos sd3o proporcionais aos

deslocamentos transversais nos nos 1 e m da secdo i




Rm =

onde k£ e km

Rp =-kp Wy

~*n "m

zes de mola.

Tem-se, para o vetor de estado na sec¢do

tes relacgdes:

}e

WS

e
{fy}i

sao as constantes -de proporcionalidade ou rigide-

d
= W

1

d
{-fx}i_l

}d

{—fy i-1

i, as seguin

(4.14a)
(4.14b)
(4.14c)
(4.144)

(4.14e)

onde as trés primeiras relagdes,{4.14a) a (4.1l4c),representam a

continuidade total dos deslocamentos na secio

e d

i , ou seja

Das equacgOes {4.14d) e (4.1l4e) observa-se a continui

dade de parte das ag¢des, porém com a presenca dos apoios elasti-

cos o vetor das forgas na direcao

tem-se as seguintes relacgoes:

d
—£21,i-1

a

—£,2,i1
a

-fzﬂ,i—l

- KeWp

deixa de ser continuo e
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e d

fzm,i - _fzm,i-l = k"
e -d

fzn,i - _fzn,i—l

Representa-se, entao, a matriz fronteira que intro -
duz a descontinuidade dada pelos apoios elasticos por

r N e = b r ~d

W
w, 1
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CAPITULO V

O METODO COMBINADO ELEMENTOS FINITOS-MATRIZ DE TRANSFERENCIA

5.1 - Introdugao

Neste capitulo, apresentam-se as etapas a serem se
guidas para se proceder 4 analise de placas pelo método combi-

nado elementos finitos-matriz de transferéncia.

No desenvolvimento das etapas,a serem seguidas na
andlise, procurou-se aplicar a uma placa totalmente engastada

no contorno por ser esta a utilizada na programagao automatica.

5.2 - Analise Geral

Seja a placa da figura (5.1) com as segoes do con
torno esquerdo (AB) e direito (CD) e os bordos superior (BC) e

inferior (AD) totalmente engastados.

B Q R c Q R
//J/l///////////// @ Ll lr L
/ R
/| I ' I E -
o O N %
1 T N R | S|
7 -
20 bty Lo
Y 11,2 IL-1|L | | m | .
o I | i [, ]
1 oy .
Z 1! | ‘ | ] | f ) i
4 L R §
| [
y : | : SR ¢ @ 2
A ) .
h 2 | |F1:i hu | m 4 . ™ el it
41‘7/////////‘3//&///////;“1’ .«P// é
(a) Estrutura dividida em m faixas (b} Faixa i dividi
da em elementos
finitos

Figura 5.1 - Placa Retangular totalmente engastada
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Para se efetuar a anilise de placas, tem-se que:

I. Dividir a placa em faixas e estas em elementos. finitos. Es
colher uma fungao adequada para representar a distribuic@o a-
proximada dos deslocamentos no elemento em termos dos desloca-
mentos nodais, e assim obter a matriz de rigidez para cada ele
e

|

mento da faixa. Para o elemento i , obtém-se |K i

Placa Engastada

Para o exemplo, dividiu-se a placa em m faixas
e cada faixa em elementos finitos retangulares ndo-conformes
Cada faixa possuindo um total de 2n nds, sendo n nds na se
gao esquerda e n na secgao direita. O vetor de deslocamentos
e o correspondente vetor de forgas nodais para o nd p consis

tindo, cada um, de trés componentes:

- ~ oW _ _ ow,t
{dp} = {wp, exp =3y eyp = Bx}' (5.1a)
t
£Y=1{£_, £, 5.1b
t p} t zp’ "xp fyp} a£ )

Na figura (5.2}, mostram-se as componentes positi
vas para os deslocamentos e forgas nodais no nd p e tendo co

mo referéncia o sistema de eixos X¥YZ.

i n+d

Figura 5.2 - Representacdo dos Deslocamentos e Forgas Nodais para o
no P
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IT. Reunir adequadamente as matrizes de rigidez dos elementos
da faixa e obter a matriz de rigidez completa da faixa |K|. Pa

.ra a faixa i, escreve-se a relacao

[K]i al = 4 (5.2)

i i

Placa Engastada

Para faixa i da placa e conhecendo-se a relacgao
(5.2} as componentes do vetor de deslocamentos e forcas nodais,

escrevem-—se

(@) = af, d5,...,a5,...,d817 (5.3a)
dy _ ,.d a d it

@) = 1a8,,, a8, ..., a5 1t (5.3b)

(£ = (g5, £5, .85, 00" (5.3¢c)
a4 . . .d a a .t

by = U fhpr - Eon )y (5.34)

III. Introduzir as condig¢des de contorno dos bordos superior e
inferior da faixa através da eliminagdo na matriz de rigidez da
faixa das linhas e colunas correspondentes aos deslocamentos no
dais nulos. Obtém-se a matriz de rigidez reduzida da faixa. Pa

ra faixa i , tem-se:

S12 d f
= : (5.4)

s
~22); L~ Js = Ji

onde ]S|i € a matriz de rigidez reduzida da faixa i ;



27

- R
termos nao nulos de gl (nd 1) em PS8
{a®y, =4 d, »
* a
n-1
termos nao nulos de gn {nd n) em QR
- “i
(termos ndo nulos de d (nd n+l) em PS
n+l
d dn+2
{a~}. = .
1 < . y
d2n—1
termos nao nulos de d2n (nd 2n) em QR
~ -~
i

sao os vetores de deslocamentos para os nds da secdo esquerda e

direita da faixa i

Una conclusao importante, nesta etapa, & que o mé
todo sO se aplica para condigdes de contorno iguais em um mesmo
bordo. Assim, todos os nés do bordo superior (BC) devem possu-—
ir o mesmo tipo de apoio, o mesmo acontencendoc com os nds do
bordo inferior (AD). Esta condig@o & necessdria para que os ve
tores de deslocamentos das segOes tenham um mesmo nimero de ter

mos.

Placa Engastada

Na condigao de engaste nos bordos superior e infe

rior da faixa i , tem-se

e d _

{dl}i = {dn+l}i = {0} em PS e
e _ d _

{dn}i = {dzn}i_ {0} em QR .

Entao, o vetor de deslocamentos escreve-se:

_ e e e . .d d d t
{d}j_ = {d d5,...,d d d .oy §2n—l}i

(5.5)

~27 =3¢ 'Zn-1’" Znt2' In+3’°
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IV - Através de operagOes na matriz de rigidez da faixa, encon
trar a matriz de transferéncia que relaciona os vetores de es-

tado da secao esquerda e direita

e
d I12 d
- (5.6)
=]
) 22 £
b — i
onde
_ -1
ITllli - _|812|i lSll'i (5.7a)
e (-1
1T3o05 = 181215 (5.7b)
. -1
ITyr 1y = ~I85115 * 185515 [8151518141;5 (5.7¢)
_ -1
|T22|i = *|522|1 ISlzli (5.7d)

Acrescentar uma linha e uma coluna na matriz de transferéncia
e um termo nos vetores de estado, para tornar possivel a mul-

tiplicagao pela matriz fronteira

d — N e
d T T1o 0 ¢
d _ e
£ = Ty Tsy 0 £ (5.8a)
PO B A S
ou
vy, = |7l (v©) (5.8b)
i i i *

Placa Engastada

Para uma faixa de 2n nos com trés deslocamentos

por nd, a matriz de transferé@ncia teri a ordem de

L= (2nx 3) - {4 x 3) + 1
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A parte subtraida corresponde aos guatro nos da
faixa que foram eliminados por possulrem deslocamentos nulos

Sao os nds de bordo superior e inferior.

V. Formar a matriz fronteira das segoes da faixa que introduz
as descontinuidades representadas pelas cargas nodais externas

e apoio elastico

I 0 0
IF|. = k 1 F¥t
i - poi ~
0 0 1
= i
onde
|k|i representa a matriz que introduz as descontinuida -
des das forgas na diregao do apoio elastico, sendo
uma matriz diagonal, cujos elementos diagonais sao
as rigidezes de mola existentes nos nds da segao;
ext - . = .
{F }i e o vetor de forgas nodais externas da segao i

VI. Repetir as etapas II a V para todas as faixas e segoes da
placa de modo a percorrer toda estrutura e relacionar entao os
vetores de estado da segdoc esquerda e direita do contorno

a9 d

d /
_ - T
£ R I iTl, IFl, ITl; £

e

€ (5.9a)

1 )1

(5-9b}
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Pl = [Tl IFl, - [Tl, |F[, fT],

De maneira mais compacta, representa-se a eq.

d

v = |p| v°},
m

guaisquer:
N — - AN
a° P11 B2 43 a®
-t - P21 EBa2 Ea3 | £°1
1. E 0 1 SRR

Placa Engastada

Para as se¢oOes do contorno esquerdo

to {Vd} tem-se as condigoes do tipo

m
by = 8%}, = {0}

E o0 sistema (5.12) fica:

2 T Zi2 Bys 0
d e
-7 = |B21  EBaa  Baoj £
1 0 0 1 1 |1
m - - i
e _
P1a £ # B3 = O
a d
Pop £ + By = -fp

(5.10)

(5.9) por:

(5.11)

VII- Resolver o sistema final, dado pela equacac (5.9b), para

as condigoes de contorno dos apoios extremos, que podem ser

{5.12)

e direi

{5.13)

(5.14a)

(5.14b}

Resolvendo-se a equagdo (5.14a), encontra-se o ve -

tor de estado da segao 1, secdo esquerda. Uma vez obtido o ve -

tor de estado em 1, por aplicacac da equag¢ao (5.14b), determi -




na-se o vetor de estado da se¢ao m , secao direita.

Conclui-se que a ordem da matriz de transferéncia
final da estrutura [P| ndo depende do nimero de faixas em
que a placa foi dividida, mas apenas do nimero de nés da faixa.
/Para a placa engastada, o sistema a ser resolvido £em um nua-

mero de equagdes igual d metade da ordem do vetor de estado.

Um dos inconveninetes do presente método & o fato
de que para a considerac¢ac de condig¢des de contorno variadas, o
- sistema de equacoes final necessita de um reordenamento para

possibilitar o calculo dos vetores de estado extremos.

VIII. Percorrer novamente a estrutura de modo a determinar pas

SO a passo os vetores de estado das secdés intermediarias:

v, o= T, v, (5.15)
e d

tetl, = |F|, VT, (5.16)

v, = ), VO, (5.17)

(VoY = IFlL v, (5.18)

IX - Determinar as tensOes nos nds das segdes da placa. 0O que

se obtém nos vetores de estado sido deslocamentos e forgas nodais

ficticias. Para se obter as resultantes de tensoes,que para o caso de flexdo

sdo os momentos fletores internos por unidade de comprimento M,

e My » € O momento torsor por unidade de comprimento Mxy , re

corre-se, novamente & técnica dos elementos finitos. Obtém- se
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0 vetor de tensées‘para cada elemento finito da faixa, pela mul
tiplicacdo da matriz de tensbes com os deslocamentos nodais do
elemento. E pela unido adequada dos vetores de tensdes dos e-
lementos da faixa, encontram-se as tensdes nos nds das secdes da
placa. Na figura (5.3) indicam-se os sentidos positivos para os

momentos no elemento retangular de flexao de placa.

~My
h J

Mx

Figura 5.3 - Sentidos Positivos para os Momentos na Placa
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CAPITULO VI

IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

6.1 - Introdugao

Apresenta-se, neste capitulo, a estruturacgao do
programa, a notagao utilizada nas rotinas e alguns esclarecimen
tos importantes na compreensaoc de algumas das subrotinas desen-

volvidas.

O programa faz a analise estatica linear de placas
retangulares isotropicas totalmente engastadas no contorno pelo
metodo combinado elementos finitos - matriz de transferéncia .
Foi desenvolvido no microcomputador CP-500 da Prolégica, com

48 kbytes de memdoria RAM e 2 drives.

6.2 - Notagao Utilizada na Programagao

A - comprimento da placa (diregao x) ;
B - largura da placa (direcgao y) ;
NF - numero de faixas em que foi dividida a estrutura;

NEF - numero de elementos por faixa;
NTE - numerc de tipos de elementos;
NCC - nGmerc de cargas concentradas;
NVI - numero de vinculag¢oes intermediarias;
' N2FS- nimero de faixas semelhantes ;

NUDF- numero de deslocamentos por faixa, exluindo os nods dos bor

dos superior e inferior;
N3UDTF - numero de deslocamentos totais da faixa;

ELM(I,J) - caracteristicas J do tipo I de elemento:




1 - modulo de elasticidade;

2 - coeficiente de Poisson;

J =
3 - espessura do elemento;
4 - peso especifico.
IA(I) - tipo do elemento I ;

IB(I) - semelhanga da faixa I:

0 - faixa nao semelhante;

IB(T) =
1l - faixa semelhante.

C(I) - valor da carga concentrada I;

IC(I) ~ nﬁmero da faixa da carga conentrada I;
ID(I) - numero do nd da carga concentrada I;
R{(I) - valor da constante de mola I;

IE(I) - numero da faixa da constante de mola I;
IG(I) - numero do nd da constante de mola I:

FF - no mdodulo II: vetor de forgas nodais global da faixa, vetor
auxiliar na subrotina de multiplicagaoc e gra-
vagéo‘das matrizes de transferéncia; vetor au
xiliar na subrotina de resolugao do sistema
por Gauss; '

no médulo III:vetor de estado da segdo esquerda da faixa;
F - no mdédulo II: vetor de cargas nodais equivalentes do elemen-
to;
no modulo III: vetor de deslocamentos do elemento;
SG -~ no modulo II: matriz de rigidez do elemento retangular;
no modulo III: matriz de tensdes do elemento de placa;

SF - no mbdulo II: matriz de rigidez global da faixa, matriz de
transferéncia da faixa, matriz dos coeficien-

tes na resolugao do sistema por Gauss;
no modulo III: matriz de transferéncia da faixa:

vetor de trabalho que faz a correspondéncia entre a numera-
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cao local do elemento e a numeracdo global da faixa;

H - no modulo II: vetor auxiliar no calculo da matriz de trans

feréncia;
no médulo III:vetor de tensdes para os noés da secdo di -

reita da faixa:

G - no modulo IT :vetor auxiliar no calculo da matriz deizang

feréncia da faixa;
no modulo III:vetor de tenstes para os nos da secao es-—
guerda da faixa;
FV - vetor de estado da secao direita da faixa;
vi, v2, v3, v4, v5, RIG, VMIN, DX, DY - variaveis reais auxili-
ares nas rotinas;
K1, K2, K3, K4, K5, K6, IAUX - variaveis inteiras auxiliares nas

rotinas.

6.3 - Estruturagao do Programa

O programa esta dividido em trés médulos:

- MODULO I - Entrada de dados da estrutura;
- MODULO II - Calculo dos vetores de estado extremos;
- MODULO III - Calculo dos vetores de estado das secdes interme

diarias e das tensodes.

Os trés modulos sao acessados por um programa prin-
cipal logo que o usuario tiver fornecido as informacgoes gerais
sobre a estrutura. As informacdes gerais s3c as oito primeiras

variiveis dadas no item (6.2).

Uma vez fornecidas as informagdes gerais, o programa
principal dimensiona as variaveis necessarias e pede ao usuario

gue escolha um dos mddulos. Esta pergunta serda sempre feita lo



go que seja encerrado o processamento em qualquer dos modulos .
Desta forma, € possivel corrigir dados da estrutura, do carrega

mento, chamando o modulo II ou o moédulo III quando houver certe

za dos dados fornecidos.

A seguir,mostrar-se-a, de maneira simplificada o flu

xograma das etapas segqguidas na programacao.

6.3.1 - PROGRAMA PRINCIPAL

I P DADOS DA ESTRUTURA
N R
F )
0 G
R R
M A
é g CALCULO DOS VETORES DE ESTADO EXTREMOS
0
.-_-—H e
: 2
R
I
G N
E C
R I
A P CALCULO DOS VETORES DE ESTADO DAS SEQOES
é % INTERMEDIARIAS E DAS TENSOES

6.3.2 - MODULO I - DADOS DA ESTRUTURA

. LER TIPOS DE ELEMENTOS

—— LER FATXAS SEMELHANTES |

— LER CARGAS CONCENTRADAS | |

{m()tﬂmlo [

-————% LER VINCULACOES NAS SECOES INTERMEDIARIAS

—EMPRESSRO DE DADOS

_——-%;RETORNO A0 PROGRAMA PRINCIPAL]
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6.3.3 - MODULO II - CALCULO DOS VETORES DE ESTADO EXTREMOS

INICIO

l

ABRE ARQUIVO 2 PARA GRAVACAQ

!

_— ITERACAO NO NOMERO DE FAIXAS

l

TESTA SE A FAIXA E SEMELHANTE

SIM

Y
|

lNﬁO

MONTA A MATRIZ DE TRANSFERENCIA DA
FATXA (TRANSF.)

y

TESTA SE EXISTE VINCULACAO = INTRODUCEO

NAO DA VINCULAGAO

v

MULTIPLICACAO DAS MATRIZES DE TRANS— Y

FERENCIA E GRAVACAO EM DISCO (GRAVA)

3

— 4 FIM DE ITERACAO NO NOMERC DE FAIXAS

FECHA ARQUIVQ 2

MONTAGEM E SOLUCAO DO SISTEMA (RESIS)

RETORNO AC PROGRAMA PRINCIPAL
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SUBROTINAS DO MODULO IT

- MONTAGEM DA MATRIZ DE TRANSFERENCIA DA FAIXA

(TRANSF)

INECTO

l

ZERA A MATRIZ DE RIGIDEZ E O VETOR
DE CARGAS NODAIS EQUIVALENTES DA FAIXA

!

ITERACAD NO NOGMERO DE ELEMENTOS DA
FATXA

|

CALCULA A MATRIZ DE RIGIDEZ E O VETOR
DE CARGAS NODAIS EQUIVALENTES DO ELEMENTO

b

ARMAZENA A MATRIZ DE RIGIDEZ E O VETOR DE

CARGASNODAIS DO ELEMENTO NA MATRIZ DE RI-
GIDEZ E NO VETOR DE CARGAS NODAIS GLOBAL
DA FAIXA, RESPECTIVAMENTE

!

FIM DE ITERACAO NO NUMERO DE ELEMENTOS DA
FATXA

|

CALCULA A MATRIZ DE TRANSFERENCIA DA
FATXA

|

TESTA SE EXISTE CARGA CONCENTRADA| SIM |[ADICIONA A CAR

lNiO

—>—IGA AQ VETOR DE

CARGAS NODAIS

INTRODUZ VETOR DE CARGCAS NCDAIS EXTERNAS
NA MATRIZ DE TRANSFERENCIA

\

v

RETORNO
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- MULTIPLICACAO DAS MATRIZES DE TRANSFERENCIA E GRAVAGCAO EM DIS-

CO (GRAVA)
INICIO
TESTA SE A FAIXA E SEMELHANTE
SIM

v NAO
GRAVA A MATRIZ DE TRANSF. ATUAL
NO ARQUIVO 2
Y t
TESTA SE A FAIXA £ A INICIAL S50 |GRAVA NO ARQUIVO 1
NAO
FAZ O PRODUTO DA MATRIZ DE TRANSF.
ATUAL PELA MATRIZ DO ARQUIVO 1 E
GRAVA NO ARQUIVO 3
I
GRAVA A MATRIZ ATUAL DO ARQUIVO 3
NO_ARQUIVO_ 1 _

)

RETORNC

mn

- MONTAGEM E SOLUGAO DO SISTEMA (RESIS)

INICIO
h
LER A MATRIZ PRODUTO (Tn Fn...Tl)
NO ARQUIVO 1
Y
ORDENA OS COEFICIENTES E O VETOR INDEPEN
DENTE PARA RESOLUCAO DO SISTEMA

!
RESOLVE O SISTEMA POR GAUSS

i

RETORNO




6.3.4 - MODULO III - CALCULO DOS VETORES DE ESTADO DAS SECOES
INTERMEDIARIAS E DAS TENSOES

INICIO

\
ZERA 0S VETORES AUXILIARES H e G

k
MONTA O VETOR DE ESTADO INICIAL (SE- .
CAO ESQUERDA DA FAIXA )

Y

ITERAGAO NO NUOMERO DE FAIXAS
CALCULA O VETOR DE ESTADO DA SECAO DI-
RETITA DA FAIXA
ITERACAO NO NOMERO DE ELEMENTOS
DA FAIXA

1

MONTA A MATRIZ DE TENSOES DO ELEMENTO
CALCULA O VETOR DE DESLOCAMENTOS DO ELE
MENTO

\ ¥

CALCULA AS TENSOES PARA O ELEMENTO

i ACUMULA AS TENSOES PARA 0S NOS DA SECAO

ESQUERDA NO VETOR G E DA SECAO DIREITA
NO VETOR H

FIM DA ITERAGCAO NO NUMERO DE ELEMENTOS DA

FAIXA

Y

CALCULA A MEDIA DAS TENSOES
IMPRIME DESLOCAMENTOS E TENSOES DA SECAO
ESQUERDA DA FAIXA




1

\/

ARMAZENA O VETOR DE TENSOES DA SECAO

DIREITA DA FAIXA (H) EM (G) E ZERA (H)

,\ ]

O VETOR DE ESTADO ATUAL DA SECAO DI -
REITA DA FATIXA SERA O VETOR DA SECAOD
ESQUERDA DA PROXIMA FAIXA

+

FIM DA ITERACAO NO NOMERO DE FAIXAS

f

IMPRESSAG DOS DESLOCAMENTOS E TENSOES
DA SECAO DIREITA DA GLTIMA FAIXA

¥

RETORNC- A0 PROGRAMA PRINCIPAL

6.4 - Algumas Considerac¢oes sobre a Programacgao

‘6.4.1 - MODULO I

Tipos de Elementos - Sera feito um agrupamento por tipos de e

lementos existentes, cada tipo contendo seu grupo de valores:mé
dule de elasticidade, coeficiente de Poisson, espessura, peso
especifico e carga distribuida no elemento que sera transforma-
da em unidades de peso especifico e somada ao valor anterior for

necido.

Semelhanca de Faixas - Duas faixas sao ditas semelhantes gquando
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possuem a mesma matriz de'transferéncia. 0 comando semelhanga
de faixa permite ao usuario informar - ao programa a existénciade .
faixas semelhantes consecutivas. Desta forma, somente a matriz
de transferéncia da primeira faixa do conjunto de faixas seme -
lhantes precisa ser montada. Obtém-se, assim , uma economia no

tempo de analise.

Deve—serlembrar gue para duas faixas possuirem a mes
ma matriz de transferéncia e necessario igualdade na geometria,
nas propriedades fisicas dos elementos da faixa e no carregamen
to. Na figura (6.la) e (6.lb) sao apresentados dois casos onde

se ilustra a utilizagao da semelhanca de faixas.

F.S
F.S - Faixas Semelhantes
(a) Carregamento distribui- (b) Carregamento parcial distri-
do total buido nas faixas 5 a 8

Figura 6.1 - Casos de Faixas Semelhantes



Cargas Concentradas ~ A numeracdo da faixa que a carga concentra

da entrara na programacdo corresponde aquela em gue a carga es-—
ta atuando na sua secdo direita. Assim, para a placa dada na

figura (6.2) e carga P pertencera a primeira faixa.

Figura 6.2

O fato das cargas concentradas serem identificadas pe
la faixa imediatamente anterior deve-se a montagem da matriz de
transferéncia com a introdugao do vetor de cargas diretamente nes

ta matriz como sera visto no item (6.4.2).

A mesma técnica & empregada na introducdo das vincu-

lagdes intermediarias.

6.4.2 - MODULO II

Montagem da Matriz de Rigidez Global da Faixa - Na rotina de

montagem da matriz de rigidez global da faixa a numeragao inici
almente arbitrada para os deslocamentos dos nos da faixa i é
alterada visando-se obter a matriz de rigidez global reduzidada
faixa |S[i com suas linhas e colunas ja reorganizadas. Isto
corresponde a introduzir as condicées de contorno do bordo supe

rior e inferior da faixa: deslocamentos nulos nos nos pertencen

tes aos bordos.
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Um eficiente armazenamento usual da matriz de rigi -
dez global da estrutura no método dos elementos finitos & a téc
nica do perfil (skyline). Na programagae, contudo, a matriz de
rigidez da faixa e armazenada na sua forma completa. Isto pos-
sibilita a implementacac de uma rotina que calcula a matriz de
transferéncia e armazena nas mesmas posicdes ocupadas pela ma -
triz de rigidez. A matriz de transferéncia é uma matriz ndo si

métrica.

Montagem. de Matriz de Transferéncia - No calculo da submatriz

|T12| da matriz de transferéncia, que corresponde a inversa da
submatriz |512| da matriz de rigidez global da faixa, ver item
(3.2), utilizou-se a rotina de inversdao por particionamento da-
da na referéncia (12) com algumas modificagées desta por se tra

tar de inversao de uma submatriz e nd3oc da matriz completa.

A matriz de transferéncia & uma matriz de ordem nxn,
sendo n o numero de deslocamentos total da faixa excluindoos
nés dos bordos, até & subrotina de introducdo do vetor de car -
gas nodais externas. A partir deste ponto, acrescenta-se auto-~
maticamente mais uma coluna na matriz de-transferéncia, corres-—

pondnete ao vetor de cargas nodais externas, e mais uma linha.

Introducdo do Vetor. de Cargas Nodais na Matriz de Transferéncia-

Alguns esclarecimentos de como € feito o produto das matrizesde
transferéncia pelas matrizes fronteiras a nivel da programacdo

serao aqui fornecidos.

Aplicando-se a equacao (2.31} & placa da figura (6.1a)

fica-se com:
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d

Wy = Itlglzl Il lel It IRl Tl (VIS

1 (6.1)

onde |F| € a matriz fronteira da secdo i que introduz as

i
cargas nodais externas, que para a placa em estudo corresponde

as cargas nodais equivalentes do carregamento distribuido.

Como, na programacdo, o calculo das matrizes de trans
feréncia e feito individualmente e, do mesmo modo, o vetor de
forgas nodais externas, & interessante, entao, fazer-se a divi-
sao da matriz fronteira por faixa. A equacio (6.1) escreve- se

por:

d IT I ITI I II I
S L e E AL N E L TN I B LI ETE IR et

IT - . . X . . -
onde |F|i € a matriz fronteira que introduz a contribuicdo

das cargas nodais externas dos nos da segao esquerda da faixa i;
|F|% € a matriz fronteira que introduz a contribuig¢io das car-

gas nodais externas dos nos da secdo direita da faixa i-1.

Explicitando o produto da matriz fronteira pela ma -

triz de transferéncia para as faixas, escreve-se:

Fl3 T,

Faixa 1




46

. I IT

Faixa 2 = |F[3 [T], [F]5
— _ _ — T
I 0 0 Ty Ty, O c 9 T11 Tip Tip Fygp

ext exy ext _ext

0 I Pl iTa T2 9 (9 T Erp|= (Tar Taz To2 Frp v
o o 1 |flo o 1| fo o 1 0 0 1
|~ - _._3: - —i2 = - -3 g - i

Faixa 3 - semelhante a faixa 2, pois, além das caracteristicas
geometricas e fisicas dos seus elementos serem as mes

mas, o carregamento € igual ao da faixa 2;

Faixa 4 = |T|, |F|£I
ext
Ty Typ O I 0 0 Ti1 Ty Tio Fr7
ext ext
Ty Ty O O I EFizl = [T21 Toa Toy Fiyp
0 0 1 o o0 1 0 0 1
L= - g = - -4 = - —4

Assim, introduz-se o vetor de cargas nodais externas
da faixa diretamente na matriz de transferéncia considerando-se

0S trés casos distintos: faixa inicial, faixa intermedilria e

faixa final.

Gravagao e Multiplicacdo das Matrizes de Transferéncia - Na sub

rotina de multiplicacao e gravacdo das matrizes de transferéncia
serdo criados trés arquivos. O arquive 2 armazenari as matri -
zes de transferéncias individuais das faixas; caso existam fai-
xas semelhantes s0 serd gravada a primeira matriz de transferén
cia do conjunto de faixas semelhantes. O arquivo 1 armazenara
o produto da matriz de transferéncia atual pelas anteridres;no

final estara com a matriz produto dada pela equacdo (2.30). O



arguivo 3 & um arquivo auxiliar criado para se fazer o produto

da matriz de transferéncia atual pelas anteriores. O produto é
feito na seguinte ordem: & lida a 12 coluna da matriz de trans-
ferencia que esta no arquivo 1 e armazenada em um vetor, faz-se
o produto das linhas da matriz de transferencia atual, que esta
na memoria RAM, pela coluna lida e obtém-se, assim, a primeira

coluna da matriz produto, que sera armazenada no ar-
quivo 3; seguem-se 0Os mesmos passos anteriores lendo-se a pro-
xima coluna no arguivo 1l e assim até que o produto tenha se com
pletado. Apés 0 produt6 estar completo, grava-se a matriz do
arquivo 3 no arquivo l; Para a placa dada na figura (6.1la}) a

situacdo final dos arquivos sera:

_.Arquive 1 Arquivo .2 ____Arquivo 3 __
T,T,TT, T TyT,TTy
T,
Ty

Resolucao do. Sistema - Na subrotina de resolucao do sistema de

equagoes, utilizou-se a rotina, dada na referéncia (9), que re-
solve o sistema pelo método de Gauss para o caso de matriz nio
simetrica com escolha do elemento pivé. "Este método para o]
tratamento de sistemas de equagdes com a matriz dos coeficien -
tes nao simétrica € o que apresenta corpo de programagéo mais
reduzido e menor nimero de operagdes aritméticas, além de ter
grande estabilidade numérica quando se faz a escolha do elemen-

to pivo" (9).



6.4.3 - MODULO III

Calculo das TensOes - As tensdes em um ponto nodal sao dadas pe

la média das tensoes obtidas para este ponto considerando todos
0s elementos a que ele pertence. Um ponto no interior da placa
tera contribuic3oc de dois elementos da faixa anterior e de mais
dois elementos da faixa seguinte. Isto significa que guando as
tensdes sdao calculadas em uma faixa somente & possivel imprimir
as tensoes dos pontos nodais da segdo esquerda, j& que a sec¢do
direita ainda receberd a contribuicdo da faixa sequinte.  Uma
exceééo e feita obviamente para a ultima faixa, uma vez que o

-

bordo so recebe contribuicdo dos elementos desta faixa.
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CAPITULO VII

RESULTADOS E CONCLUSOES

7.1 - Introdugao

O presente capltulo tem por objetivo apresentar al-
guns exemplos de aplicagao do método combinado elementos fini -
tos - matriz de transferéncia na an3lise de placas retangulares

totalmente engastada no contorno.

Através dos exemplos, analisa-se a precisao dos re -
sultados e a convergencia dos mesmos para a solucdo analitica .
E feita a comparagac dos resultados com os obtidos pelo método

dos elementos finitos.

7.2 - Resultados

EXEMPLO 1

Neste primeiro exemplo, foi resolvida uma placa, uti
lizando diferentes malhas, com o objetivo de comparar o presen-
te método com o método dos elementos finitos e, assim, poder ve
rificar a precisao dos resultados. Recorreu-se a referéncia (6)
para se obter oé resultados numericos da analise da placa feita

pelo método dos elementos finitos.

Caracteristicas da Placa Analisada: placa quadrada de 3m x 3m,

totalmente engastada no contorno.
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Mddulo de Elasticidade: 25 x 10° tf/m2
Coeficiente de Poisson: 0,3
Espessura da Placa: 0,1m

Carga uniformemente distribuida: 0,4 tf/m2

B
PIIIIII IV
5 - I L’
/ | %
/] b -

CA/—— ®——-—+Ve¢
Vs i L~
A L/
v | 4
/ l L/
//////g////
X

Figura (VII.1)- Placa 1

Nas tabelas (VII.l), (VII;2) e (VII;23) apresentam -
se os valores obtidos para o deslocamento transversal W e o
momento fletor MX=MY' no centro da placa e os momentos fleto-

res no centro dos bordos.

Valores de Wem & (X 10_4m)
MALHA ELFMENTOS FINITOS ELEMENTOS FINTTOS — M. TRANS-
FERENCIA

2x2 -2,094 -2,094

4x2 -2,037 -2,037

4x4 -1,981 -1,986

6x6 - -1,885

8x6 - -1,865

8x8 -1,839 -

Valor tedrico dado na referéncia (7)
W= 1,783

Tabela (VII.1)
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Valores. de I&=MY em A ( tfl;lm )
MALHA
ELEMENTOS FINITOS ELEM. FINITOS — M. TRANSFERENCIA

2x2 0,16632 0,16619

4%2 0,13068 ' 0,13053

4x4 0,10008 0,10002

6x6 - 0,08984

8x6 - 0,08819

8x8 0,0864 -

Valor tedrico dado na referéncia (7} : Mx;@y=0,08316

Tabela (VII.Z2)

Valores de M = nos bordos (Ef.1Y

MALHA 7B HC m
ELEMENTOS FINITOS BEIEM, FINITOS - M. TRANSFERENCIA

2x2 -0,12780 -0,12784
4x2 -0,15048 -0,15036
4x4 ~0,17136 -0,17138
6x6 - -0,17841
8x6 - —0,17977
8x8 -0,18108 -
Valor tedrico dado na referéncia (7): MYB#MXEE -0,18468

Tabela (VII-3)

Tlustram-se nos graficos da figura (VII.2) e (VII.3)
as convergéncias para os valores dados nas tabelas (VII-1) e

(VII.2), respectivamente.
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Figura (VII.3)
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Utilizando as tabelas e graficos, observa-se que os
resultados encontrados concordam com agueles obtidos pelo méto
do dos elementos finitos. Ambos os métodos tendem a solugao a

nalitica a medida que se refina a malha,

Os resultados, para o tragado dos graficos e elabo-
ragéo das tabelas, foram obtidos com o uso da preciséo dupla
no microcomputador, que corresponde a 14 algarismos significa-
tivos na representagdao na base decimal .das variaveis. Inicial
mente, utilizou-se a precisao simples e veriiicou-se gue os re
sultados eram bons quando comparados ao método método dos ele-
mentos finitos, so para a divisao da estrutura em uvm namero re
duzido de faixas. Com o aumento do numero de faixas, a preci-
sao dos resultados era afetada, afastando-se os seus valores ca
da vez mais da solugao analitica. Ja na malha (6x6), os resul
tados até a secao 3 eram bons, porém para as segoes em diante
o erro crescia gradativamente até a {ltima secao, perdendo- se
a simetria nos valores dos deslocamentos e momentos fletores
gque deveriam ocorrer na estrutura analisada. Explica-se este
fato da seguinte maneira: com o aumento do namero de faixas
cresce o numero de produtos de matrizes e estes produtos suces
sivos acarretam erros nas operagoes aritméticas, devido aos
truncamentos dos digitos considerados nao significativos pelo

computador.
EXEMPLO 2

Como segqundo exemplo, apresenta-se uma placa subme-
tida a uma carga concentrada no seu centro. Utilizou-se uma

malha (6x6) na analise e compararam-se os resultados com oOs obti
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dos pelo método dos elementos finitos no programa STRUDL.

Caracteristicas da Placa Analisada: Placa quadrada de 4m x 4m

totalmente engastada no contorno.

Modulo de Elasticidade: 2 x 106 tf/m2
Coeficiente de Poisson: 0,3
Espessura da Placa: 0,1 m

Carga concentrada no centro da placa: 12,8 tf

VAl 4.0m /
/S )]
[ % S
[ S SV S
[ S
w/ /) )]
[/ /LSS A

ra

Secoes. -
Figura (VII.4) - Placa 2
Na tabela (VII.4) mostra-se a ordem das matrizes ob-
tidas pelo método dos elementos finitos (E.F.) e pelo método

combinado elementos finitos - matriz de transferéncia (E.F.-M.T.).
Devido a dupla simetria considerou-se no método dos elementos fi

nitos que seria resolvida apenas 1/4 da estrutura.

MALHA ORDEM DA MATRIZ RIGIDEZ GLOBAL (E.F.) | ORDEM DA MATRIZ DE TRANS
* | FERENCIA (E.F.-M.T.)

6x6 48 x 48 31 x 31

Tabela (VII.4)
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Constata-se gque a ordem da matriz de transferéencia a-
inda & menor gue a matriz de rigidez global de 1/4 da estrutura.
O método combinado elementos finitos - matriz de transferéncia é

eficiente quanto a economia de memoria.

Os resultados obtidos para o deslocamento transversal
‘W na secgdo central da placa (segdo 4) e o momento fletor MX
nas segoes extremas (secao 1 = segdao 7) sao apresentados nas

tabelas (VII.5) e (VII.6).

i Valores de W (x 1073 m)
NOs :

E.F. E.F. - M.T.
1 0,00 0,0000
2 ~1,47 -1,4732
3 -4,43 -4,4252
4 6,61 -6,6090
5 -4,43 -4,4252
6 -1,47 =1,4732
7 0,00 0,0000

Tabela (VII.5)
VahnﬂsckaMk (EEEQ
Nos Secdo 1 = Secao 7

E.F. E.F., - M.T.
1 0,0000 0,0000
2 -0,3679 ~0,3679
3 -1,1815 -1,1815
4 -1,5542 -1,5542
5 -1,1815 -1,1815
6 -0,3679 -0,3679
7 0,0000 0,0000

Tabela (VII.6)







