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RESUMO

Este trabalho descreve um método de superposigao
modal e pseudoforgas para o tratamento de sistemas lineares
dotados de amortecimento ndo-proporciconal e, a partir dele,
estuda a wviabilidade de um método de linearizagdo passo a passo
para andlise ndo-linear no dominio da freqiiéncia. Descreve, como
base do método proposto, uma formulagdo matricial da resposta
dinadmica no dominio da freqgiiéncia, visando & economia de esforgo

computacional e de espago de meméria na andlise ndo-linear.
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ABSTRACT

This work proposes a modal superposition pseudo-force
method for the treatment of linear dynamic systems with
non-proportional damping. Starting with this method, it studies
the feasibility of a step-by-step linearization procedure in
the frequency domain for nonlinear dynamic analysis of systems
with non-proportional or frequency-dependent damping. It also
describes, as a basis for the proposed method, a matrix

formulation of the dynamic response in frequency domain.
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1, INTRODUGCAO
1.1 OBJETIVOS

Este trabalho de pesquisa tem comoc objetivo propor
um método de superposicdo modal e pseudoforgas para o
tratamento de sistemas lineares, dotados de amortecimento
ndo-proporcional, e, a partir dele, estudar a viabilidade de
um método de linearizagdo passo a passo para andlise
dindmica ndo-linear no dominio da freqiiéncia de sistemas
dotados de amortecimentos ndo-proporcional e dependente da
freqiiéncia. Para atendimento desse objetivo, descreve-se uma
formulacdo matricial da resposta dinamica no dominio da
freqiiéncia com as transformadas de Fourier implicitas,
visando & economia de esforgo computacional e de espago de
meméria na andlise nio-~linear.

O desenvolvimento desse procedimento de analise
busca fornecer uma alternativa a métodos de integra¢do no
dominio do tempo para andlises dindmicas ndo-lineares. Nesse
sentido, dois aspectos foram particularmente estudados nesta
proposigdo, ou seja, a habilidade para o tratamento de
sistemas dotados de amortecimentos ndo-proporcional e

dependente da freqiiéncia e a redugdo do custo da anélise,



fung¢do de variaveis como o tamanho do sistema analisado, a
estabilidade do método e a precisdo de resultados desejada.

0 mé&todo proposto, denominado Método de
Linearizacdo Passo a Passo no Dominio da Frequéncia, citado
como SLFD (Step-by-Step Linearization in Frgquency Domain),
consiste em um caminhamento no tempo por meio de segmentos
nos guais o sistema estrutural é& suposto com a rigidez
constante do inicio do segmento. O controle de rigidez &
feito passo a passo dentro do segmento, determinando,
finalmente, sua dimensdo. O amortecimento ndo-proporcional é
tratado por um processo iterativo, dentro do segmento, no
dominio do tempo.

0 emprege de uma solugdo no dominio da fregqiiéncia
Significa o uso de um algoritmo de integragdo numérica
teoricamente exato. O método de superposigdo modal é
utilizado, permitindo a implementagdo de técnicas de

truncamento modal.
1.2 DESCRICAO SUMARIA

0 Capitulo 2 & dedicado ao estudo do amortecimento
estrutural. Uma sintese dos conceitos bésicos envolvidos &
feita apenas com a intengdo de estabelecer a notagdo a ser
empregada. Atengdo maior, entretanto, ¢é dedicada ao
amortecimento ndo-proporcional e ao amortecimento dependente

da freqiiéncia. No caso particular do amortecimento



dependente da fregiliéncia, & proposta uma definigdo para a
matriz de amortecimento.

No Capitulo 3, descreve-se um método para solugdo
de sistemas estruturais lineares, dotados de amortecimento
ndo-proporcional, com o emprego dos modos normais de
vibragdo. Trata-se de um método iterativo, cuja condigdo de
convergéncia & obtida. Definem-se um coeficiente de
acoplamento e um indice de convergéncia, para@metros que se
propdem para caracterizar o grau da ndo-proporcionalidade do
amortecimento em um sistema.

Uma formulagdoc matricial da resposta dina@mica no
dominio da freqiiéncia, em sistemas estruturais de um grau de
liberdade, & proposta no Capitulo 4. Essa formulagdo visa a
economia de esforgo computacional nas andlises no dominio da
freqiiéncia com o emprego de sucessivas transformadas de
Fourier. O algoritmo proposto nessa formulagdo matricial é
adequado a andlises por meio de segmentos, situagao em que,
como se demonstra, pode exigir menor esforgo computacional
que o© algoritmo Fast Fourier Transform. Por outro lado,
expressiva economia de meméria & obtida com a liberagdo da
exigéncia de um namero de termos que seja poténcia de dois.

No Capitulo 5, expde-se o método SLFD, tendo em
vista a sua aplicagdo em sistemas de miltiplos graus de
liberdade, dotados de amortecimentos ndo-proporcional e

dependente da fregiiéncia. A implementagdo computacional,



levada a efeito para demonstrar a viabilidade do método, &
descrita.

O Capitulo 6 apresenta diversos exemplos numéricos
dos resultados obtidos com o método proposto. O Capitulo 7
resume as conclusfes da pesquisa e apresenta sugestdes para
novos trabalhos. Em um Apéndice, propde-se uma generalizagédo
da formulagdo matricial da resposta dindmica nc dominio da
freqiiéncia, visando a andlise de sistemas ndoc-lineares de

miltiplos graus de liberdade.
1.3 REVISAO BIBLIOGRAFICA

0 desenvolvimento de métodos numéricos para
andlise dinamica ndo-linear tem atraido a atengdo de
pesquisadores em todo o mundo nas fGltimas guatro décadas.
Isso pode ser atribuido, de um lado, & disponibilidade de
equipamentos computacionais cada vez mals adequados a
abordagem de sistemas mais complexos e, de outro, as
necessidades dos engenheiros estruturais de considerarem em
suas anédlises novos materiais e novas formas geométricas,
exigindo novas bases mna modelagdo estrutural (Clough e
Wilson, 1979). Aspectos de economia e seguranga das
populagdes e do meio ambiente tém também exigido em
estruturas, como as de usinas nucleares, edificios altos,
plataformas maritimas e de aeronaves, a adogdo de modelos

estruturais dindmicos mais realisticos e sofisticados,



levando em conta hipdteses de carregaménto, como a interagdo
dindmica entre estrutura e solo, equipamento e fluido (Noor,
1981).

A andlise dinamica ndo-linear sempre se £f&z no
dominio do tempo, usando a integragdo direta das equagbes de
movimento. Entretanto, o custo da andlise dinamica
ndo-linear estd diretamente relacionado &a grandeza do
intervalo de tempo necessidrio para se garantir a
estabilidade e a precisdo no processo de integragdo. Por
outro lado, a avaliagdo de histéricos de respostas de
sistemas estruturais ditos complexos levou & conclusdo que,
freqlientemente, a complexidade se devia mais a sua topologia
que ao comportamento dos materiais. Coube, entdo, a pesquisa
de métodos de reducdo de graus de liberdade aplicados a
anilise ndo-linear.

0O método de superposigdo modal c¢léassico &
empregado em andlise dindmica de sistemas lineares,
principalmente pela possibilidade de se representar o
comportamento de certos sistemas com a utilizagdo de um
nimero reduzido dos modos de freqgiiéncias mais baixas. Assim,
a sua utilizagdo em sistemas dindmicos ndo-lineares
dar-se-ia pela mesma razdo. Nesse Sentido, demonstrou—-se que
o movimento forcado local pode ser obtido pela superposigado
de modos de vibragdo calculados a partir da matriz de
rigidez tangente, e que a histéria de movimentos Ilocais

superpostos conduz & resposta do sistema no tempo (Nickell,



1976). Muitos trabalhos (Bathe e Gracewski, 1981;
Landau, 1983; Shah et al., 1979; Stricklin e Haisler, 1877;
Molnar et al., 1976 e Riead, 1974) abordaram o mesmo tema,
particularizando um ou outro aspecto da andlise ndo-linear.

A andlise de sistemas complexos no dominio da
freqiiéncia mostrou-se atrativa, a principio, por ser esta
uma solugdo teoricamente exata, cuja estabilidade independe
da grandeza do intervalo de tempo de integragdo. Outros
aspectos, porém, aconselhariam pesquisas nesse sentido, como
a habilidade para o tratamento dos amortecimentos estrutural
e dependente da freqiiéncia.

Nos dltimos anos, poucos métodos foram propostos
para andlise ndo-linear no dominio da freqiiéncia. Entre os
métodos de aplicagdo geral, Matthees (1982) descreve uma
estratégia para a solugdo de problemas dindmicos no dominio
da freqiéncia a partir do método das tensbes iniciais,
(Bathe, 1982), envolvendo comportamento pléastico do
material. Kawamoto (1983) fez o estudo da viabilidade da
aplicagdo de um método hibrido tempo-fregiiéncia, em que o
sistema original & substituido por um pseudo-sistema linear,
as equagdes de movimento sdo integradas no dominio da
freqiiéncia e a ndo-linearidade é tratada no dominio do
tempo, através de pseudoforgas. Mais tarde, Darbre e
Wolf (1986) descreveram o processo de segmentagdo do método
hibrido, demonstrando também a sua condig&o de convergéncia.

Vendncio-Filho e Claret (1991) descrevem o método de



linearizagdo passo a passo para andlise ndo-linear din&mica
no dominio da freqiiéncia, considerando uma formulagdo em que
as sucessivas transformadas de Fourier sdc realizadas
implicitamente, reduzindo a memdéria alocada e o esforgo
computacional.

Aplicagdes de andlise no dominio da freqiiéncia
para a solugdo de problemas especificos de interagao
dinédmica solo-estrutura tém sido propostas. Kobori et
al. (1984) estudam o levantamento de fundagdes, considerando
as propriedades do solo dependentes da fregiiéncia, por um
método em que as forgas de levantamento sao corrigidas no
dominio do tempo e as equag¢des de movimento sdo integradas
no dominio da freqgiliéncia. Hillmer e Schmid (1988) propbdem a
utilizagdo de transformadas de Laplace na andlise no dominio
da freqgiiéncia, visando ao tratamento das condigdes de
contorno e a introdugdo de distribuigbes continuas de massa.

A andlise dinadmica linear no dominio da freqiiéncia
tornou-se de fato uma alternativa para a andlise no dominio
do tempo apds o aparecimento do algoritmo "fast Fourier
transform", abreviadamente FFT, devido a Cooley e
Tukey (1965). Cooley et al. (1970) introduzem inovagdes no
algoritmo original para se calcularem transformadas de
Laplace, transformadas em seno e transformadas em cosseno.
Hall (1982) propde uma modificagdo do algoritmo FFT para uso
na dinadmica estrutural, visando otimizar o} esforgo

computacional e o espago de membéria necessdrios, permutando



a exigéncia de um nimero de termos igual a uma poténcia
inteira de 2 pela condigdo de ser o nimero de termos uma
poténecia inteira de 2 multiplicada por 2 ou 3.

Venéncio-Filho e Claret (1990) apresentam a
formulagdo matricial da resposta dindmica de sistemas
lineares de um grau de liberdade no dominio da freqiiéncia
com as tranformadas direta e inversa de Fourier implicitas.
Essa formulagdo & aqui descrita pormenorizadamente,
demonstrando-se que se pode ter economia considerdvel de
esforgo computacional e de meméria na anédlise nado-linear.
Iniciativa semelhante, porém sem formulagcdo da resposta,
encontra-se em Meirovitch (1986).

No aprimoramento dos modelos estruturais que
ocorreu nos Ultimos anos, a partir do aparecimento dos
computadores e do método de andlise por elementos finitos, a
modelagao do amortecimento estrutural tem sido relegada a um
segundo plano, pela dificuldade que representa em si mesma e
para a solugdo das equagdes de movimento. Em todas as
formulagdes da andlise dindmica linear citadas que empregam
superposigdo modal, o amortecimento proporcional & admitido
no sistema.

O amortecimento dos tipos ndo-proporcional e
dependente da freqiiéncia s8o predominantes em sistemas
dinamicos solo-estrutura, e é em face da necessidade da

anadlise de funda¢bes, enterradas ou apoiadas em solos pouco
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rigidos, principalmente a partir dos anos setentas,
(Veletsos e Wei, 1971; Sarrazin e Roesset, 1972; Novak e
Sachs, 1973; Rosset et al., 1973; Veletsos e Meek, 1974;
Novak, 1974 e Bielak, 1975) que pesquisadores em todo o
mundo passaram a consideré-lo como varidvel na modelagdo dos
sistemas estruturais. Modernamente, o estudo do
amortecimento desperta grande interesse no controle de
vibragdes, como ocorre em estruturas de edificios muito
altos e em estruturas de aeronaves.

A introdugdo de materiais viscoelésticos na
engenharia de estruturas exige, com maior razdoc, a pesquisa
de métodos para andlise dindmica ndo-linear, considerando
amortecimentos ndo~proporcional e dependente da freqiiéncia.
0 amortecimento n&o-proporcional & representado por uma
matriz de amortecimento viscoso que ndo é ortogonal & matriz
modal. Deste modo, o sistema de equagdes de movimento ndo &
desacoplével com o emprego da transformagdo modal. Hurty e
Rubinstein (1964) sugerem a utilizagao de modos complexos
para desacoplar as equagbes de movimento de sistemas
dinamicos dotados de amortecimento nido-proporcional.
Singh (1980), Veletsos e Ventura (1986), Singh e Ghafory
Ashtiany (1986), Borino e Muscolino (1986), Singh e
Suarez (1987) e Chen e Taylor (1987) empregam modos
complexos na andlise desse tipo de sistema, variando entre

um e outro autor o processo utilizado na extragdo dos modos
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complexos e na sua superposic¢do para célculo da resposta.

O método de superposicdo de modos complexos, além
de exigir maior esforgo computacional e espago de memdria
que o método de superposigdo de modos normais, dificulta
sobremaneira a interpretacgdo fisica da resposta do sistema.
Assim, Rosset et al. (1973), Thomson et al. (1974) e
Warburton e Soni (1977) examinam a possibilidade de utilizar
o método de superposicdo modal cléssico, seja introduzindo
um coeficiente de amortecimento ponderado, seja desprezando
os elementos de fora da diagonal da matriz de amortecimento
generalizada. Claret e Vendncio-Filho (1988) e, a partir
destes, Ibrahimbegovic e Wilson (1988), Chen e Taylor (1990)
propdem métodos que preservam a utilizagdo do método de
superposicdo modal cléssico, tratando o amortecimento
proporcional por um processo iterativo de pseudoforgas,
apenas diferindo entre si sobre o emprego de modos normais,
no primeiro caso, e de vetores de Ritz, no segundo.

Itoh (1973) analisa a resposta permanente de
sistemas com amortecimento ndo-proporcional gue emprega a
superposicdo de modos complexos e gera uma rotina de calculo
em &lgebra real, empregando o algoritmo FFT. Clough e
Mojtahedi (1976) propdem o tratamento do amortecimento
ndo-proporcional pela integragéo direta em coordenadas
modais.

A analise ndo-linear de sistemas de miltiplos

graus de liberdade com amortecimento ndo-proporcicnal &
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proposta por Chang et al. (1989), empregando-se a
superposigdo de modos complexos e o tratamento da

ndo-linearidade por um processo de pseudoforgas.
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2. MODELOS DE AMORTECIMENTO

2.1  INTRODUGCAO

A pesquisa do amortecimento é atualmente um dos
dominios de grande interesse na engenharia de estruturas.
Esse interesse deve-se ao fato de a vibragdo ser um fendmeno
presente em todo o mundo fisico e, essencialmente, ser o
amortecimento a remogdo de energia de um sistema vibratodrio.
A resposta de um sistema qualquer & vibragdo que lhe &
imposta por uma causa externa depende da natureza e do nivel
do amortecimento nesse sistema.

Recentemente o amortecimento tornou-se
rigorosamente um parametro de projeto em engenharia. Hurty e
Rubinstein (1964) afirmam literalmente: "4 formulacdo de
expressfes para as forcas de amortecimento constituem um
problema gque ainda requer pesquisas intensas". De fato,
durante muitos anos, tanto os modelos de amortecimento foram
muito simplificados gquanto a sua grandeza apenas
grosseiramente estimada. Atualmente, o projeto de sistemas
estruturais flexiveis, submetidos a carregamentos elevados
de origem sismica, pelo risco gque representam para as

populagbes e o meio ambiente, exige o aprimoramento dos
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modelos de amortecimento adotados em sua andlise. Este é o
caso, por exemplo, das estruturas de usinas nucleares, em
que o fendmeno da interag@o dindmica solo-estrutura é
estudado como solicitacdo de projeto.

Grande interesse no estudo do amortecimento
ocorre, atualmente, na engenharia aercespacial. Com efeito,
os sistemas estruturais de aeronaves sdo submetidos a niveis
elevados de ruido, que transferem vibragéés para
instrumentos e sistemas estruturais secundarios, resultando
em problemas de controle de vibragdo, nos quais os modelos
de amortecimento e a sua grandeza tém a maior importéncia.
Equipamentos postos em &érbita terrestre estdo sujeitos a
vibragdes de diferentes origens, como as provenientes do
impacto de particulas e do gradiente de aceleragao
gravitacional.

As pesquisas experimentais em controle de
vibragdes e em caracterizagdo do amortecimento tém levado a
um conjunto de conhecimentos aplicados & engenharia, que Jja
€ comumente citade na literatura como tecnologia do
amortecimento. Fazem parte desse conjunto processos de
produgdo de novos materiais viscoelésticos, principalmente
compostos, cujas propriedades de amortecimento tém sido
intensamente estudadas. O comportamento desses materiais sob
intervalos de variag8o de temperatura de maior amplitude,
bem como o seu comportamento em baixas temperaturas,

constitui um dos focos da pesquisa atual nesse dominio.
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A pesquisa analitica estd orientada para a
modelagdo do amortecimento, principalmente nos amortecedores
viscoelédsticos, e para o desenvolvimento de métodos de
integracdo das equac¢des de movimento. Nesse caso, mediante a
necessidade do desenvolvimento de métodos de integragdo que
se adaptem aos diversos softwares, baseados em elementos
finitos ou elementos de contorno, jé existentes,

desenvolveu-se esta pesquisa.
2.2 QUANTIFICAGCAO DO AMORTECIMENTO

Uma medida do amortecimento em um sistema fisico
vibratdério pode ser. dada pela razdo entre a totalidade da
energia nele dissipada em um ciclo da vibragdoc e a energia
potencial maxima de deformagdo armazenada nesse mesmo ciclo.
Uma grandeza para medida do amortecimento, definida com base
nesse principio, exige o conhecimento de todos os mecanismos
de dissipagdo de energia no sistema considerado. Mesmo
admitindo que a dissipagdo de energia em um sistema ocorra
por meio de mecanismos especificos bem conhecidos, tanto a
energia dissipada gquanto a energia pdtencial de deformagao
nele armazenada sdo, ainda, fungdes da amplitude e da
freqiiéncia do carregamento.

Em razdoc do exposto, Crandall (1970) define o
fator de dissipacgdc de energia, 7, em condi¢des bastante

particulares: seja um sistema de um grau de liberdade

16



submetido a um carregamento harménico, conforme indicado na
Fig. 2.1. Seja W oa energia média dissipada por radiano
durante um periodo da vibragdo e V_ a maxima energia
potencial de deformagdo armazenada no sistema, durante o
mesmo ciclo. Define-se o fator de dissipagdo de energia W

pela expressao

o = Wd(p""i ’ (2.1)
ZHVS(p,w)

em gque p & a amplitude da resposta permanente do sistema e w
& a freqiiéncia da excitagdo. Essa definigdo de n pode ser
aplicada a qualquer tipo de amortecedor, inclusive aos
viscoeladsticos, e a sistemas de miltiplos graus de
liberdade, desde que a vibracdo ocorra em uma fregiiéncia
definida. |

A forma como W e V_ dependem de p e w somente é
conhecida com a adogdo de mecanismos especificos de
amortecimento. As forgas de amortecimento em um movimento
vibratério nac sao necessariamente fungﬁes lineares da
velocidade ou do deslocamento da massa em movimento.
Experimentos demonstram, por exemplo, que a forga de
resisténcia do ar a corpos que nele se movem, em velocidades
elevadas, & aproximadamente proporcional ao gquadrado da
velocidade. Entretanto, a complexidade das equagles de

movimento depende da natureza das forgas de amortecimento,
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impondo, para solugdes analiticas generalizadas; a
necessidade de adogd@o de modelos lineares de amortecimento.
Neste trabalho, apenas os modelos de amortecimento viscoso e
de amortecimento estrutural ou histerético serdo estudados.
Para conceitud-los, o sistema de um grau de liberdade da
Fig. 2.1 serd utilizado.

O amortecimento viscoso é um modelo linear de
dissipagdo de energia, em que a forga de amortecimento, fv,
& proporcional e oposta a velocidade relativa da massa, V.
Nesse caso, o amortecimento é <caracterizado por uma

constante ¢, e a forga de amortecimento vale
£ = -cv. (2.2)

Comoc facilmente se démonstra, o fator de dissipagdo de

energia no mecanismo de amortecimento viscoso é
= q-1
n, = clu|k, (2-3)
que, como se observa, & uma fungac real, ndo negativa e par
da freqiiéncia da excitagdo (Crandall, 1970). n, pode ser

escrito em fungdo do coeficiente de amortecimento £ através

da expressao

n, = 2BE, (2.4)
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em que B € a relagdo da freqgiiéncia da excitagdo, w, para a
freqiiéncia natural de vibragao do sistema, w.

Se se admite que um determinado sistemé estd em
movimento vibratdério em uma fregiiéncia conhecida w e que o
mecanismo interno de dissipacéo de energia é
predominanteménte o de amortecimento viscoso, métodos
experimentais (Clough e Penzien, 1975) podem ser empregados
na determinacao de n_ou £.

0 amortecimento estrutural ou histerético & devido
a4 dissipag¢do de energia dentro dos materiais estruturais e
nas conexdes dos diversos elementos estruturais.
Consequentemente, as forgas de amortecimento nesse modelo
sdc fungbes das deformagdes impostas aos elementos
estruturais. Para um sistema eléstico, a forxrga de
amortecimento estrutural, fe, & proporcional a forga

elastica, fs, mas estd em fase com a velocidade, isto &,
f = i(2D)kv, {2.5)
e

em que v & o deslocamento da massa, D & a constante de
amortecimento estrutural e i & a wunidade imaginéria.
Tendo-se em conta a Eqg. 2.1, obtém-se (Hurty e
Rubinstein, 1964) a expressdo do fator de dissipagdo de

energia no amortecimento estrutural ou histerético, m_r
n = 2D. (2.6)
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Costumeiramente, para facilitar as andlises no
dominio do tempo, define-se um mecanismo de amortecimento
viscoso equivalente a um mecanismo de amortecimento
histerético como aquele capaz de dissipar a mesma quantidade
de energia em um ciclo da vibragdo. Nesse caso, deduz-se
{Clough e Penzien, 1975) gue o amortecedor Viscoso
equivalente a um amortecedor histerético de constante D,

vale

c = 2p|w| 'k, (2.7)
eq

isto &, .. é dependente da freqiiéncia da excitagao. Uma
relagdo entre o coeficiente de amortecimento viscoso
equivalente gmﬁ correspondente a cm{ e a constante de
amortecimento histerético D, pode ser estabelecida a partir
da definigdo de £ (Hurty e Rubinstein, 1964 e Clough e

Penzien, 1975), ou seja,

£, = D8 . (2.8)

As equagdes diferenciais de equilibrio dindmico de

sistemas dotados de amortecimento viscoso tém processos
analiticos e numéricos de integragdo bastante conhecidos.
Deste modo, h& uma tendéncia natural de modelizagao dos
mecanismos de dissipag3o de energia nos mais diversos

sistemas através do modelo de amortecimento viscoso. Mesmo
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amortecedores viscoelasticos discretos sao (Soong e
Lai, 1991), em certo intervalo de deformacdo, modelados como
amortecedores viscosos. Entretanto, no caso do amortecimento
estrutural, a Eq. 2.7 mostra que a equagdo de equilibrio
dinémico ndo pode ser escrita no dominio do tempo
(Crandall, 1970), porque possui um termo que & fungdo da
freqiiéncia. Deste modo, uma andlise rigorosa da resposta
dindmica de sistemas deste tipo somente pode ser feita no
donminio da freqiiéncia.

Os mecanismos de dissipag3o de energia no solo tém
sido pesquisados modernamente, em face do interesse na
interagdo dinadmica solo-estrutura como solicitagdo de
projeto. Modelando o solo como meio eléstico, semi-infinito,
homogéneo e 1isotrépico, em geral referido apenas como
semi-espago eldstico (Richart et al., 1970), a dissipagao de
energia que nele ocorre & denominada amortecimento
geométrico ou por radiacdo. Para conceitud-lo, seja uma
fundagdo em placa vibrando verticalmente sobre um
semi-espago elastico, Fig. 2.2. Da placa, fonte da vibragao,
propagam-se no semi-espag¢o eléstico ondas de corpo, com uma
frente de onda hemisférica, e ondas de Rayleigh com frentes
de onda cilindricas. Esses dois tipos de ondas, a medida que
se afastam da fonte, propagam-se em um volume cada vez maior
de material. Deste modo, a densidade de energia e,

conseqiientemente, a amplitude de vibracgdo decrescem em cada
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onda, constituindo-se no amortecimento geométrico ou por
radiacgao.

Na andlise dindmica de sistemas solo-estrutura, a
dissipacdo de energia ocorre predominantemente  pelo
amortecimento estrutural e pelo amortecimento geométrico.

Para modelagéao do amortecimento geométrico,
observa-se que o sistema cuja resposta se deseja determinar
consiste de duas partes distintas, Wolf (1991), com
diferentes propriedades: a  estrutura generalizada,
consistindo da superestrutura, fundagdo e possivelmente uma
regido vizinha de solo, Fig. 2.3, e o solo modelado como um
dominio semi-infinito. A estrutura generalizada &, em geral,
discretizada em elementos finitos; para analisar o solo, &
necessario adotar uma superficie de contorno, cujas
propriedades sintetizem aquelas do subdominio de sclo em seu
exterior. Especificamente, uma condigdc de radiagdc deve ser
adotada, assegurando que apenas ondas que se propagam da
fonte para o exterior existam no dominio. As condigbes de
radiagdo conduzem a coeficientes de rigidez dindmicos que,
no caso unidimensiqnal, tém a forma de
onde aO é um termo denominado freqiiéncia adimensional, e k1
e c

S =%k + iac_, (2.9)
1 o 1

sdo calculados em fung8o de propriedades fisicas e
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geométricas do sistema. Multiplicando S pelo deslocamento v
da massa na diregdo considerada, (kﬁr) representa uma forga
elastica, enguanto (ia cv) é uma forga de amortecimento em
defasagem de /2 radiandos do deslocamento,
Conseqiientemente, o amortecimento geométrico no sistema é
quantificado pelo termo (ac ). Nos casos bidimensional e
tridimensional, a Eq. 2.9 permanece védlida, porém k1’ c,6 e ]
transformam-se em matrizes, com o mesmo significado fisico
antes enunciado.

A consideragdo do amortecimento histerético na
andlise dindmica de sistemas solo-estrutura pode ser feita a
partir da Eq. 2.9, utilizando o] Principio da
Correspondéncia, através do qual, sendo o amortecimento
histerético independente da fregiliéncia, ¢é suficiente
substituir em todas as expressdes o mdédulo eldstico real
pelo seu equivalente complexo, ou seja,

c

EC = E(1 + i2D), (2.10)

onde D & a constante de amortecimento histerético ou

estrutural e i é a unidade imagindria.
2.3 EQUACOES DE EQUILIBRIO DINAMICO

As equagdes de equilibrio dinamico de um sistema

estrutural discretizado em elementos finitos sdo deduzidas
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em todos os textos basicos de dinamica. Em geral, parte-se
da condigdo de equilibrio de forgas de inércia, {fi}, forcgas
de amortecimento, {fd}, forgas elasticas, {fs} e forgas

nodais externas, {p(t)}, ou seja,

{£} + {£} + {f} = {p(t)}- (2.11)

Com a definigao de coeficientes de rigidez, k”, e
coeficientes de massa, mU, (Clough e Penzien, 1975;
Venancio-Filho, 1975 e Meirovitch, 1986), matrizes de
rigidez, [k}, e de massa, [m], sdo facilmente conceituadas.

Assim, a Eq. 2.11 se escreve na forma

[m]1{v} + [k1{v} + {£;} = {P(E)}, (2.12)

onde o vetor de forcas de amortecimento depende do modelo de
amortecimento no sistema. Caso o amortecimento histerético
seja o mecanismo predominante de dissipagdo de energia no
sistema, uma matriz de amortecimento & imediatamente
construida a partir da matriz de rigidez, isto &, tendo em

vista a Eg. 2.5,

[c,] = 2D [kI, (2.13)

e a equagado de equilibrio dindmico torna-se
[m]{V} + [k](1 + i2D){v} = {p(%)}, (2.14)
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equagdo esta que somente pode ser tratada rigorosamente no
dominio da freqgiiéncia.

De modo andlogo, se o modelo de dissipagéo de
energia no sistema é definido como viscoso, coeficientes de
amortecimento viscoso °; podem ser formalmente conceituados
(Clough e Penzien, 1975) pela expressdo, particularizada

para um dominio unidimensional,

c,, = JD c(x)¥ (x)¥ (x) dx, (2.15)
onde p designa o dominio de integragdo, c(x) € a propriedade
de amortecimento distribuida no dominio e ¥ (x) e wj(x) sdo
fungdes de forma do elemento considerado. Entretanto, a
determinagdo de c(x) é impraticdvel; ainda assim uma matriz
de amortecimento viscoso poderd ser construida a partir de
coeficientes de amortecimento especificados para todos ou
alguns dos modos de vibragdo. Portanto, a equagdo de
equilibrio dindmico, considerando amortecimento viscoso,

torna-se

[m]{v} + [c]1{v} + [k]{v} = {p(t)}. (2.16)

Esta equagao pode ser rigorosamente integrada no dominio do

tempo.
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Tendo em conta a linearidade das transformadas de
Fourier, a Eg. 2.11 pode ser escrita no dominio da

freqiiéncia, isto &,

FT ({£} + {£} + {£}) = FT({p(t)}), (2.17)

onde FT denota o operador transformada direta de Fourier.

Portanto, a condigdo de equilibrio do sistema na fregqiiéncia

w &
{F (0)} + {F (w)} + {F (o)} = {P(w)}, (2.18)
onde
{F (w)} = m [m] {V}e '¥ dt, _ (2.19)
{F (0)} = Ijz [k]{vie " dt (2.20)
e
{P)} = ['2 {p(t)re at. (2.21)

Para condigfes iniciais nulas, as Egs. 2.19 e 2.20 conduzem,

respectivamente, a
{F (0)} = -o’[m]{V(w)} (2.22)
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{F_(0)} = [kI{V(w)}, (2.23)
onde V(w) & a FT de {v(t)} que, por definicgdo, &
(V(0)} = J-ﬁz {vie ¥ g, (2.24)

Assim, para sistemas eldsticos lineares, a equagdo de

equilibrio dindmico no dominio da freqiiéncia &
(-w’[m] + [k]) {V(0)} + {F,(w)} = {P(w)}- (2.25)
Se o amortecimento do sistema ¢é histerético,

segue-se imediatamente a equagdo de equilibrio dindmico,

tendo-se em vista a Eq. 2.14 e a Eg. 2.24,
2 .
[-w'[m] + [k](1 + i2D)] {V(w)} = {P(w)}. (2.26)
Para amortecimento viscoso expresso por uma matriz [c], ©
vetor forga de amortecimento é [c]{v}, resultando, no
dominic da freqiiéncia, em um vetor de forgas de
amortecimento viscoso transformadas dado pela expresséo

{F (w)} = Ijz [c]{vie ¥ dt. (2.27)
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Para condig¢des iniciais nulas, a Eq. 2.27 resulta em

{F (0)} = iw [c]{V(0)}- (2.28)

Portanto, a equagdo de equilibrio dinamico no dominio da

freqiiéncia, considerando amortecimento viscoso, é

[-0’[m] + iw [c] + [k]] {V(w)} = {P(w)}. (2.29)

Nas situagdes em que o amortecimento histerético &
tratado pelo amortecimento viscoso equivalente, a matriz de
amortecimento viscoso & dependente da freqgiéncia, e

expressdes do equilibrio dindmico como

[m]{V} + [c(w)]{v} + [k}{v} = {p(t)}

tém valor apenas mneménico (Crandall, 1970). Deste modo, as
Eq. 2.12 e Eq. 2.25 sao expressdes suficientemente gerais do
equilibrio din&mico do sistema, respectivamente, no dominio

do tempo e no dominio da freqiiéncia.
2.4 MATRIZ DE AMORTECIMENTO VISCOSO

Seja um sistema estrutural discretizado em
elementos finitos totalizando N graus de liberdade. Sejam

{¢}., i = 1,N, os modos normais de vibragdo desse sistema, e
1
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 , com i = 1, N, as freqgiiéncias naturais de vibracgdo
correspondentes. Se o amortecimento do sistema € modelado
como viscoso, em cada modo de vibragdo pode-se admitir um
coeficiente de amortecimento €. relacionado a constante de
amortecimento viscoso nesse modo, Ciir pela conhecida

expressao

C =2(Muw 2.30
ii Si i1 : ( )
onde Mi € a massa generalizada no modo i. Portanto, uma
matriz generalizada de amortecimento viscoso pode ser

imediatamente construida com a forma

[c1 = Ic, 1. (2.31)

Em coordenadas fisicas, sendo [®] a matriz modal, cujas

colunas sdo os modos de vibragdo do sistema, tem-se

[c] = [®}[CI[®]", (2.32)

onde o superescrito t indica matriz ou vetor transposto. Por
essa equagdo [c] é obtida através de um triplo produto
matricial, gue pode consumir elevado esforgo computacional
em sistemas de grande ordem. Para economia, procura-se
construir [c] apenas com as contribui¢des dos modos que

possuem amortecimento em grandeza significativa.
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Considerando que a matriz de massas generalizadas &
[M] = [&]'[m][®], pode-se definir [®]"' a partir da

expressio
[T] = [&17'[8] = [M]17'(M] = ((M]7'(&1%[m]) (@], (2.33)

onde [I] & a matriz identidade de ordem N, cujos elementos

tém unidades compativeis. Portanto, tem-se

(617! = M17'181%[m], (2.34)

e a Eq. 2.32 pode ser escrita em nova forma
[c] = ([m][®][M17")[CI([M] [8]°[m]). (2.35)

Nessa equagdo, o triplo produto matricial [M]'[C}[M]™

conduz a uma matriz diagonal cujo n-ésimo elemento é

C = ZEnwnM:. (2.36)

n

Assim sendo, a Eq. 2.35 toma a forma seguinte

[c] = [m]{@][ 26 wM" |[3]"[m], (2.37)
onde o simbole [ . | representa uma matriz diagonal, e
n = 1,N, A Eq. 2.37 permite explicitar a contribuigdo de
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cada modo na constituigdo da matriz [c], ou seja, para um

modo n tem-se

[c], = 260 M [m]{¢} {¢} [m]. (2.38)

Finalmente, a matriz de amortecimento do sistema & formada

pela soma das matrizes [c ], ou seja,
L

[e] = Y [e], = [m)() 26w (¢} {9}5)[mI, (2.39)

onde o somatdrio deve ser feito sobre todos os modos cujo
amortecimento seja significativo.

Um seqgundo método para a construgac de uma matriz
de amortecimento viscoso consiste em escrevé-la como a soma

parcial da série

{e] = [m] ) a ([m]'[k])", (2.40)
b

em que b & tomado em um intervalo gualquer do conjunto de
nimeros inteiros. Caughey e O'Kelly (1965) demonstraram gue
a Eg. 2.40 estabelece uma c¢ondigdo suficiente para a
construgdo de uma matriz de amortecimento diagonalizavel
pela matriz modal. Esta condigdao nao &, entretanto,
necessaria. Demonstra-se (Clough e Penzien, 1975), que, se
se conhece um conjunto ordenado P de p valores dos

coeficientes de amortecimento modais e se em correspondéncia
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sdo tomados p valores inteiros de b, formando o conjunto
‘'ordenadoc &, as constantes a podem ser calculadas

resolvendo-se o sistema de equacgdes
{€} = 1/2 [G]{a}, (2.41)

onde {£} & o vetor de ordem p dos coeficientes modais de
amortecimento; [G] é a matriz quadrada, cujo elemento

genérico G & assim definido
rs

(2.42)

onde W € a freqiiéncia natural de vibragdo do r-ésimo modo
do conjunto P, e bs & o0 s-ésimo valor de b no conjunto B.
Quando se tomam valores de b iguais a 0 e 1,
tem-se a matriz de amortecimento expressa por uma combinagao
linear das matrizes de massa e de rigidez, denominada matriz

de amortecimento de Rayleigh, isto &,
[c] = a [m] + al[k]. (2.43)

Conhecendo-se as constantes a e a pela Eq. 2.41, o©

-

coeficiente de amortecimento viscoso no modo n, En, e

calculado pela equagéo
28 = aaf1+—afu. (2.44)
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A Fig. 2.4 mostra uma curva g(ao,al,w) tipica. Se a’
distribuicdo de freqiiéncias naturais de vibragdo do sistema
é regular, isto &, se ndo se observam grandes saltos entre
os valores sucessivos de freqiiéncias, e se sdo escolhidos
dois valores £ e & convenientes, a curva Ag(ao,qﬂon é
achatada, conduzindo a valores muito prdéximos de En para
W o<W <.

As matrizes de amortecimento viscoso definidas
pelas Egs. 2.39, 2.40 e 2.43 expressam um tipo de
amortecimento conhecido como amortecimento proporcional.
Esta  denominagédo traduz a existéncia de relativa
homogeneidade nos niveis de dissipagdo de energia, nas
varias partes do sisteﬁa estrutural. Entretanto, podem
ocorrer mecanismos de amortecimento localizados, provocando
uma distribuicdo de forgas de amortecimento diferente da
distribuigdo de forgas elasticas e de inércia. Este tipo de
amortecimento € denominado ndo-proporcional e é expresso por
uma matriz de amortecimento ndo-ortogonal, isto &, [C] dada

pela expressdao
(€] = [2]1°[c](2] (2.45)
& uma matriz ndo-diagonal.
Se hé relativa homogeneidade no mecanismo de

dissipagdo de energia no sistema, mas hé amortecedores
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discretos acoplados a certo nudmero de graus de liberdade,
uma matriz de amortecimento viscoso proporcional &
construida a partir das Egs. 2.39, 2.40 ou 2.43, somando-se
aos termos da diagonal os respectivos valores das constantes
de amortecimento dos amortecedores discretos. Este tipo de
geragdo de uma matriz de amortecimento ndo-proporcional
ocorre, com freqgliéncia, em sistemas solo-estrutura, em que O
so0lo & modeladc por um sistema massa-mola-amortecedor
equivalente (Novak, 1974). Desse modo, aos graus de
liberdade associados & fundagdo, em geral acrescentam-se as
constantes de amortecimento decorrentes do solo.

Quando o sistema estrutural nao possuil
propriedades de amortecimento uniformemente distribuidas,
seus elementos podem ser reunidos em subconjuntos de
propriedades de amortécimento semelhantes. Para cada
subconjunto, uma matriz de amortecimento proporcional &
construida, utilizando, por exemplo, a Eq. 2.43. Para isto,
especificam-se coeficientes de amortecimento para dois
modos, e por meio da Eq. 2.41, as constantes a e a sdo
determinadas. As freqiliéncias empregadas na Egqg. 2.41 sd@o as
freqiiéncias naturais de vibracdo da estrutura inteira
{(Clough e Mojtahedi, 1976). Apds a determinagao de a e a
para todos os subconjuntos de elementos, a matriz de
amortecimento viscoso & montada, considerando as suas

conectividades. Essa matriz serd nado-proporcional, sempre
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que a e a, forem diferentes para dois subconjuntos de

elementos,
2.5 MATRIZ DE AMORTECIMENTO DEPENDENTE DA FREQUENCIA

Uma matriz de amortecimento dependente da
frequéncia pode ser conceituada a partir da definig@o de
fator de dissipagdo de energia, dada pela Eqg. 2.1. Seja um
sistema massa-mola-amortecedor que vibra a uma freguéncia
definida . Como faz Crandall (Crandall, 1970), seja
definido um amortecedor linear dependente da frequéncia pela

expressao

F (0) = c(w)V(w) (2.46)
em que c(w) & o valor particular de uma fungdo c(w) - que
define a dependéncia do mecanismo de amortecimento do
sistema em relagdo & frequéncia de vibragdo. Tratando-se de
uma vibragdo harménica, situag¢do usada para definir o fator
de dissipagdo de energia, pode-se escrever

v(t) = p exp(iwt), (2.47)

em que p & a amplitude do movimento. Portanto, obtém-se v(t)

imediatamente a partir da Eq. 2.47, ou seja,
v(t) = iwv(t). (2.48)
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A transformada de Fourier de v(t) se obtém pela definigdo,

isto &,
V(w) = JfZiap exp(iot)exp(-iot)dt = i2mnp. (2.49)

A energia dissipada no amortecedor vale, no

dominio do tempo,
T
W= Lfd(t)dv(t), | (2.50)

onde fd(t) & a forga de amortecimento no dominio do tempo.

Considerando a Eq. 2.47, dv(t) vale
dv(t) = iwv(t)dt. (2.51)
A FT de iwv(t) vale, por definigdo,
FT(iwv(t)) = Jizic:)v(t) exp(-iwt)dt, (2.52)
ou seja,
FT(iov(t)) = sziépdt = i2mp = V(@). (2.53)

Com base em propriedade das transformadas de Fourier

(Hsu, 1970) pode-se escrever a expressdo de W, em fungéo de
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termos no dominio da frequéncia, isto é, a partir da

Eq. 2.50,

W= — Itde(G)"f(-b_J)dw, (2.54)

isto &,

1
a 21

F (0)V(-0)w. (2.55)

Considerando as Egs. 2.46 e 2.53, tem-se

L= 2—;[-— c(w)V(0)V(-w)w, (2.56)
ou seja, sendo
V(@)V(-w) = 4n’p?, (2.57)
tem-se
W, o= 21 c(0)p0. (2.58)

A definigdo do fator de dissipagdc de energia para

um movimento harmdnico de frequéncia w &
n(w) = w./(2nv ), (2.59)
em que V é a madxima energia potencial de deformagdo em um
S
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ciclo da vibragdo, ou seja,

<
I

1/2 kp°. (2.60)

Portanto, tem-se

2 c(w)w/k. (2.61)

n(w)

A fungdo n(w) pode ser conhecida por via experimental como
em Crandall (1970) e Matla (1991), ou por via analitica como
em Wolf e Paronesso (1991) e Parekh e Harris (1991) e pode
ser empregada para definir genericamente uma constante de

amortecimento dependente da frequéncia, isto &,
c(w) = —— n(w)k, @ * 0. (2.62)

A Eq. 2.46 que define o amortecedor dependente da
frequéncia, diante da Eq. 2.62, para uma vibragao ciclica na

frequénecia w, fornece

1

F(0) = 5 n(w)kV(w). (2.63)

A transformada inversa de Fourier de F (w) é

£(t) = 2; sz 21w M(w)kV(w) exp(iwt)dw. (2.64)
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Considerando as Egs. 2.49 e 2.47, tem-se
£ (t) = ikv(t)[%ﬁzn(w)/m dwi, (2.65)

ou seja, fd(t) é proporcional & forga eléstica, mas esta em
fase com a velocidade.

Crandall (Crandall, 1970) propde a seguinte
expressdo para definigdo de uma constante de amortecimento

dependente da frequéncia
c{w) = n(w)|w|_ﬁc, w=#0. (2.66)

Essa expressdo é igual & aqui obtida a menos do fator
multiplicativo (i1/2) que pode ser incorporado na definigéo
de n{w). Na Egq. 2.62, w deve ser também considerado em valor
absoluto, porquanto se trata da frequéncia da vibragdo em
sentido fisico. Portanto, a Eq. 2.66 serd considerada a
definicdo da constante de amortecimento dependente da
frequéncia.

A dedugdoc aqui seguida para a obtengdo da
constante de amortecimento dependente da frequéncia, de modo
inteiramente andlogo, poderd ser feita para um sistema de
miltiplos graus de liberdade, conduzindo & definigdo de uma

matriz de amortecimento dependente da frequéncia, isto é,
[c(w)] = n(w)|w{4[k], w=0. (2.67)
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Em face dessa expressdo, tem-se a equagdo de equilibrio
dindmico de um sistema com amortecimento dependente da
freqgiiéncia, isto &,

[-o’[m) + [k](1 + i sgn(w)n(w)]{V(0)} = {P(0)},  (2.68)

onde sgn(w) & a fungdo que retorna a unidade com o sinal de

(.
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3. METODOS PARA ANALISE DE SISTEMAS DOTADOS DE

AMORTECIMENTO NAO~PROPORCIONAL

3.1 INTRODUCAO

A anélise da resposta dindmica de sistemas
estruturais pelo método de superposigcdc modal, em sua
formulagdo cléassica, apresenta duas vantagens sobre outros
métodos de integracdoc no dominio do tempo: uma adequada
interpretacdo do comportamento do sistema, pela anAlise das
freqiiéncias naturais de vibracdo e dos modos normais e a
economia de esforco computacional devida a possibilidade de
truncamento modal. De acordo com Roesset et al. (1973), a
interpretagdo do comportamento fisico por meio do método de
superposigd@o modal cléssico €& uma forte motivagdo para seu
uso pelos engenheiros estruturais. Em sistemas complexos,
como estrutura-equipamento, solo-estrutura e
fluido-estrutura, a andlise das freqiiéncias naturais e dos
modos normais permite avaliar a influéncia de um elemento do
sistema sobre o outro ( a influéncia da fundagdo flexivel
sobre a estrutura, por exemplo ). Deste modo, © modelo
empregado na analise desses sistemas pode ser

convenientemente avaliado.
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A utilizagdo do método de superposigdo modal exige
que a matriz de amortecimento do sistema estrutural seja
ortogonal & base modal, isto &, que as propriedades de
amortecimento do sistema estrutural possam ser postas sob a
forma de uma matriz de amortecimento proporcional.
Entretanto, nesse caso, a matriz de amortecimento nao
necessita ser explicitada, porque a resposta, efetivamente,
& calculada em fungdo de coeficientes de amortecimentos
modais.

Para miitas estruturas, a hipotese de
amortecimento proporcional ¢é satisfatdéria. Porém, nos
sistemas estruturais compostos, quando as propriedades de
amortecimento de seus elementos sao muito diferentes, em
natureza ou em magnitude, o] amortecimento é
ndo-proporcional., Sistemas estruturais com amortecimento
ndo-proporcional ndo té&m modos normals de vibracgao;
conseqiientemente, o método de superposigdo modal classico
ndoc pode ser aplicado em sua andlise. As vantagens do método
de superposigdo modal classico sobre outros métodos no
dominio do tempo justificam a pesquisa de variantes desse
método para anadlise de sistemas com amortecimento

nao-proporcional.
3.2 OUTROS ESTUDOS
Roesset et al. (1973) tém por objetivo a solugao
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de um problema tipico de interag¢do solo-estrutura, no qual
tanto o amortecimento geométrico, expresso por constantes de
amortecimento viscosoc modais equivalentes, quanto o0
amortecimento histerético est8o presentes, resultando em
amortecimento ndo-proporcional, e sugerem o uso do método de
superposigdo modal c¢lassico definindo um coeficiente de
amortecimento modal ponderado. Thomson et al. (1974) fazem
um estudo numérico profundo da influéncia do método de
construg¢do da matriz de amortecimento ndo-proporcional na
precisdo da resposta quando os elementos de fora da diagonal
da matriz de amortecimento generalizada s&do abandonados.
Nesse mesmo sentido, Warburton e Soni (1977) propdem
empregar o método de superposigdo modal classico,
desprezando os elementos de fora da diagonal da matriz de
amortecimento generalizada, e avaliam sua influéncia sobre a
precisdo dos resultados. Os métodos de Roesset e de
Warburton-Soni levam a resultados de precisdo adequada
apenas em sistemas de amortecimento levemente
ndo-proporcional, mas, para sistemas com amortecimento
fortemente ndo-proporcional ( o uso das palavras levemente e
fortemente para quantificar o nivel de amortecimento
ndo-proporcional deve-se ao fato da absoluta inexisténcia de
critério cientifico para este fim; propde-se, neste
capitulo, a definig¢do de duas grandezas que a 1isto se
destinam ), os erros induzidos na resposta sd80 muito

significativos.
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Clough e Mojtahedi (1976) empregam a transformagao
de coordenadas fisicas em coordenadas modais, usando o
truncamento modal para reduzir o tamanho do sistema. As
equagbes de equilibrio dinédmico resultantes acopladas sé&o
entdo resolvidas no dominio do tempo por meio de métodos de
integragdo direta. Esses métodos tém estabilidade e preciséo
muito dependentes do intervale de integraééo, resultando em
dispéndioc de elevado ésforgo computacional, principalmente
guando a contribuicdo de modos de freqiiéncias mais elevadas
na resposta é significativa. Por outro lado, esse método nao
elimina a necessidade de se calcularem as fregiiéncias
naturais de vibragdo e os respectivos modos normais. No caso
da ané&lise linear, esse método ndo tira proveito do fato de
as matrizes de massa e rigidez Ggeneralizadas serem
diagonais. Na andlise ndo-linear, a necessidade de executar
a extragdo modal a cada atualizagdo da matriz de rigidez,
combinada com a necessidade de fixar valores muito reduzidos
do intervalo de tempo no processo de integragdo, tornam esse
método praticamente proibitivo para andlises de sistemas de
grande porte.

0 método de superposigdo modal com modos complexos
tem sido aplicado a andlise de sistemas dotados de
amortecimento ndo proporcional. Conceitualmente, o método de
superposigdo modal c¢lissico e o método de superposigdoc de
modos complexos sd3o idénticos. Entretanto, o mé&todo de

superposigéo de modos complexos envolve esforcgo
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computacional significativamente maior, porquanto o problema
de autovalor complexc & da ordem 2N x 2N para um sistema que
possui N graus de liberdade. Esse esforgo computacional &
cerca de oito vezes o esforgo necessério para se calcularem
os modos normais de vibragdo (Wilson, 1989); além disso, a
&dlgebra de complexos deve ser usada no cdlculo da resposta
do sistema. Por outro lado, como foi visto no passado por
Hurty e Rubinstein (1964) e, mais recentemente, por Veletsos
e Ventura (1986), os modos complexos sdo formas de vibragao
que ndo apresentam pontos estaciondrios. Consegiientemente,
em uma definigdo rigorosa, os autovetores complexos ndo sao
modos de vibrag¢do. Essa caracteristica dos sistemas dotados
de amortecimento ndo-proporcional dificulta a interpretagao
fisica de seu comportamento.

Para minimizar o esforgo computacional necessario
no método de superposicdo de modos complexos, alguns
processos tém sido propostos. Singh e Ghafory Ashtiany
(1986) propdem um processo em gue apenas algebra real &
usada no calculo da resposta, apbs a extragdo de modos
complexos. Chen e Taylor (1990) e Mau (1988) usam o método
de iteragdo por subespagos para a solugdo do problema de
autovalor complexo.

Apresenta-se, em seguida, uma descricao
pormenorizada do método de superposigdo modal e pseudoforgas
proposto por Claret e Venadncio-Filho (1988) e aprofundado

por Claret e Vendncio-Filho (1991) para andlise de sistemas
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dotados de amortecimento ndo-proporcional. Uma proposta
idéntica & apresentada por Tsai e Leang (1991). Faz-se uma
apresentagdo suscinta do método dos coeficientes de
amortecimento ponderados, do método aproximadc de Warburton
e Soni, do método de superposicdo de modos complexos e do

método de integracdo direta em coordenadas generalizadas.
3.3 METODO DE SUPERPOSIQEO MODAL E PSEUDOFORCAS
3.3.1 FORMULACAO

Seja um sistema estrutural discretizado em
elementos finitos, totalizando N graus de liberdade, dotado

de amortecimento viscoso, expresso por uma matriz ([c].

Entao, sua equag¢ao de movimento &
[m){¥} + [c]{v} + [k]{v} ={p(t)}. (3-1)

A solugdo do problema de autovalor

[ki{9} = w[ml1{¢}, (3.2)
conduz as freqiiéncias naturais de vibragéo, W i=1,2,...,N,
e aos modos de vibragdo correspondentes {¢}i, i=1,2,...,N.

Os modos de vibracgdo sdo normalizados de acordo com

50



{¢}[m]{d}, = & . (3-3)

J

onde SU € o delta de Kronecker. A matriz [®] cujas colunas
sdo os modos normais de vibragdo {¢}, & a matriz modal e tem
as propriedades de ortogonalidade em relagdo as matrizes de

massa e de rigidez. Estas propriedades sdo expressas por

[81°[m][&] = [I], (3.4)

[81°[k][®] = [A], (3.5)
onde [I] & a matriz identidade de ordem N, cujos elementos
tém a dimensdo de massa, e [A] & a matriz diagonal formada
pelas freqiiéncias naturais de vibragdo elevadas ao quadrado.

Através da matriz modal, as coordenadas fisicas
{(deslocamentos) {v} sd0 transformadas em coordenadas

generalizadas, isto &, fazendo na Eq. 3.1

{v} = [2] {Y}, (3.6)

onde {Y} & o vetor de coordenadas g¢eneralizadas;
pré-multiplicando ambos os lados da Eq. 3.1 por [@]t e
considerando as Egs. 3.4 e 3.5, a seguinte equagdo em

coordenadas modais & obtida
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{¥y + [CI{¥} + [AI{Y} = {P}. (3.7)
[C] € a matriz de amortecimento generalizada dada por
[c) = [2]° [C] [2] (3.8)
e {P} & o vetor de forgas generalizadas dado por

{P} = [2]1"° {p}. (3.9)

Quando (o} amortecimento do sistema é
nado-proporcional, [C] ndo & diagonal. A grandeza relativa
dos elementos de fora da diagonal de [C] para os elementos

da diagonal de [C] & expressa por

R — (3.10)

0 indice de acoplamento do amortecimento no sistema, o, &
definido como o méximo valor de «, e & um dos indicadores
de quanto ele & ndo-proporcional.

A matriz de amortecimento generalizada

(ndo-diagonal) pode ser posta, como a soma de duas matrizes,

da seguinte forma
[C1 = [C,1 + [C1, (3.11)
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onde [Cd] é a matriz diagonal, cujos elementos sao os
elementos da diagonal de [C] e [C.] tem elementos nulos na
diagonal e os correspondentes elementos de fora da diagonal

de [C]. Substituindo [C] da Eg. 3.11 na Eg. 3.7 obtém-se

{¥} + [C,1{¥} + [AI{Y} = {P} - [C_I{¥}. (3.12)

Nesta equagdo em coordenadas modais, o acoplamento devido ao
amortecimento ndo-proporcional é considerado como um vetor
de pseudoforgas ( -[€,] {Y} ) no segundo membro. Por outro
lado, o primeiro membro & desacoplado como ocorre nos
sistemas dotados de amortecimento proporcional.

A Eg. 3.12 é& resolvida por um processo iterativo,
cujo x—ésimo passo & expresso pela equagdo

(k)

N e 1n ™+ A ® = (py - e 149 (3.13)
A carga €& aproximada por uma poligonal, como foi feito por
Ibrahimbegovic e Wilson (1989). Em cada passo, o i—ésimo

elemento de {Y}k, Y?ﬂ é calculado exatamente pela integral

= [ (Pi—E c YUy o EWE-Tgyp w_(t-T)dT, (3.14)

1
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com condigfes iniciais iguais as condigdes finais no passo
anterior. Na Eg. 3.14, W, é a fregiiéncia amortecida no

i

i~8simo modo de vibragio e YV
k]

é& a velocidade da j;-&sima
coordenada generalizada.
0 critério de convergéncia do processo iterativo

estabelecido na Eq. 3.13 para a i-ésima coordenada &

Y“”(t.) _ Yfkﬂ)(t )
i j i ] I
< g, (3.15)
{x)
Y ()
onde £ & suficientemente pequeno e tj (j = 1,2,...,3 ) é o

tempo discreto no qual a integral & calculada.

Através de diversos exemplos numéricos, observa-se
que apenas é necessario verificar a convergéncia dos valores
méximos das coordenadas generalizadas. Assim, o critério de
convergéncia da Eg. 3.15 pode ser mudado para uma condigao

mais relaxada, expressa por

Y(k) Y(k-—-l)

] i,max. h i,max. |

< . (3.16)

Y{k)

i,max.

Por outro lado, uma precisdo adequada & obtida no cadlculo da
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resposta, se o critério de convergéncia & satisfeito nos
modos mais significativos. Esse fato vem reduzir o esforgo
computacional exigido pelo método. Exemplos numéricos serao

apresentados no Capitulo 6.
3.3.2 CONDICAO DE CONVERGENCIA

Seja Y°(t) o valor exato da :-ésima coordenada
1
. P . a (k)
generalizada no x—&simo passo e seja Yo (t) o
correspondente valor aproximado no kx—-ésimo passo. Os erros

na coordenada generalizada aproximada e suas derivadas no

k—ésimo passo do processo iterativo sdo definidos por

AY?d(t) _ Y?m)(t) - Y(t); (3.17)
A‘i’i(k)(t) _ Y?(k)(t) _ i":(t); _ (3.18)
A?i(k)(t) = ?‘:\(k)(t) _ Y‘ie(t)' (3-19)

O processo iterativo & convergente se, dado & positivo e

arbitrariamente pequeno, existe k, tal que

(k)

| aY (t) | < e. (3.20)

A condigdo de convergéncia do processo iterativo é

obtida, em sequida, em funcdo das freqiiéncias naturais de
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vibracdo e dos elementos das matrizes de massa e de
amortecimento generalizadas. A premissa bésica para a

obtengdo da condigdo de convergéncia consiste na definigéo

a{k)

de uma vizinhanga de Yf(t) & gqual pertenga Y (t). A
seqguinte definigdo & proposta
) = ¥i(r) £ ¢ sen (v t + 8, (3.21)

(k)

i,max

onde (¢

W _ Ay

) | € o médulo do mé&ximo erro na i-€sima

coordenada generalizada no passo k e ek é tal que
(hkt t 8) = n/2 radianos no instante em que QF” ocorre.
Esta definicdo é ilustrada na Fig. 3.1 onde & admitido o
sinal positivo para o segundo termo da Eq. 3.21.

Considere na Eqg. 3.13 a expressdo da i-ésima

coordenada generalizada, ou seja,

sra (k) > alk a (k)
) + o, Y ME) e v 2% ()

Pi _ E c l}a(k-l](t), (3.22)

onde P é a forga generalizada no i-ésimo modo.
A introdugdo da Eg. 3.21 para o (x—1)—-ésimo passo

na Eq. 3.22 conduz a
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(k) >a (k) (k)
)+ e )+ o)

N
- - e - — (k—1)} .2
P, §L4 Cind(t) ¥ g Cijcj sen (wjt+9kq). (3.23)
j=1 i=1
3#L

Por outro lado, Y:(t) pode ser obtideo da Eq. 3.12 como

N
¥o(t) + C Y°(t) + u¥(t) =P - h C. Yt) (3.24)
1 i1 i i 1 i ij )

i=1
j¥Fi

Subtraindo a Eg. 3.24 da Eq. 3.23 e considerando as

Egs. 3.17, 3.18 e 3.19, obtém-se

A (e) + ¢ AV (t) + Par®(t) =

- (k=1) _ .
+ . 3.25
¥ 54 Cijcj sin (wit ekq) ( )

A Eq. 3.25 define o histdrico de resposta do erro

AY?”(t). A resposta permanente da oscilagdo representada

nessa equagdo é

— ji
(k) - (k-1}
AY (L) = +§4-__—5—— Cijcj sen(w t+6, +a, ) (3.26)
i= wi
j#
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-

onde A € o dngulo de fase e Dji é o fator de amplificacgao

dindmica expresso por

- _ a2 .2 2,-1/2 3.27

D, = [(1 - 85)° + (2£8,)°] (3.27)

e B, = [/ w e g =C. / (2w). A resposta transiente
ji i ii

desta oscilacéo decresce rapidamente em face do

amortecimento e tem pouco significado na resposta total
(Clough e Penzien, 1975). Como o termo em seno na Eg. 3.26

serd sempre menor ou igual & unidade, a seguinte condigdo é

deduzida
o,
ey e e . (3.20
i max 2 i] J
— W
ji=1 i
j#1
Se ((k"l) & o0 maior de todos os erros C;k_“, a BEg. 3.28

pode ser transformada em

[ AY

i maxl i

N ;
(k) - W < c(k-l)' E“‘ " c . (3.29)

Consequentemente, o maior erro na resposta aproximada no
k-&simo passo & menor que o correspondente no (k-1l)-€ésimo

passo desde que
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(3.30)

L
Q
IA
l—.l

A Eg. 3.30 é& a condigdo de convergéncia do processo

iterativo. A grandeza

C . (3.31)

& definida como indice de convergéncia do modo normal i.
Quanto maior for este indice, maior & a precisdc obtida para

a i-&sima coordenada para um dado nimero de iteragdes.
3.4 METODO DOS COEFICIENTES DE AMORTECIMENTO PONDERADOS

Roesset et al. (1973) propdem a aplicagdo do
método de superposigdo modal cléssico aos sistemas do tipo
solo-estrutura, dotados de amortecimento ndo-proporcional,
conceituando um coeficiente de amortecimento viscoso

equivalente no modo i, assim calculado

)
i 2
+
Z (gj wj Dj)kJAij 3.39
Ei,eq - zk Az r : ( . )
1 1]

j
onde £ & o coeficiente de amortecimento viscoso do elemento
j _
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i, W, é a freqiiénecia natural de vibragdo no modo i, wj é a
freqiiéncia natural de vibragdo do elemento J, Dj € o
coeficiente de amortecimento histerético do elemento j, kj é
a rigidez do elemento j e Aij & a deformagdo relativa do
elemento j no modo i. Essa expressdo estabelece que o
coeficiente de amortecimento equivalente do sistema & obtido
pela média ponderada dos coeficientes de amortecimento

viscoso e histerético de seus elementos, tendo como fatores

de ponderagdo as energias de deformagdo em cada elemento.
3.5 METODOS DE INTEGRACAQ DIRETA

A resposta dindmica de um sistema dotado de
amortecimento ndo-proporcional  pode ser obtida  por
integragdo direta das equagfBes de movimento. A integragao
pode ser feita em coordenadas fisicas ou em coordenadas
modais.

Os métodos de integragdo direta podem exigir
grande esforgo computacional, porque a grandeza do intervalo
~de tempo de integragdo, da qual depende a estabilidade do
método, é fungdo dos periodos de vibragdo natural do sistema
analisado. Ora, em sistemas estruturais em gque modos de
freqiiéncias mais altas sejam significativos na resposta, o
intervalo de tempo de integragdo pode ser de tal ordem
reduzido que o esforgo computacional envolvido no calculo da

resposta seja muito elevado.
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0 emprego da integracdo direta em coordenadas
modais permite o© uso de truncamento modal, (Clough e
Mojtahedi, 1976), reduzindo o custo da andlise. Com efeito,
considerando-se gue apenas os g primeiros modos de vibragéo
participem significativamente da resposta, faz-se a

transformagdo de coordenadas

{v} = [2] {7}, (3.33)

onde [®#] & a matriz N x q, cujas colunas sdo as g primeiras
q

colunas de [&].

Considerando as propriedades de ortogonalidade da base
modal em relagdo as matrizes de massa e de rigidez, sendo
[A]q a matriz q x g diagonal, contendo os quadrados das (g
primeiras freqgiiéncias naturais de vibracgdo, e [I]q a matriz
identidade de ordem g, cujos elementos tém a dimensao de

massa, a Eq. 3.7 se transforma em
. t . _ t
[I] {¥} + (2] [clle] {Y} + [A] {¥} = [2] {p(t)} (3.34)

onde o superescrito t indica matriz transposta. A matriz de

amortecimento
t
[C] = [#] [c}(2], (3.35)
ndo é diagonal em face do amortecimento ndo-proporcional. O
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sistema de g equagdes de movimento acopladas é integrado

usando-se um método de integracdo direta.
3.6 ANALISE MODAL COM MODOS COMPLEXOS

As equagdes de movimento de um sistema estrutural,
dotado de amortecimento ndo-proporcional, podem  ser
desacopladas com uma transformagdo de coordenadas envolvendo
uma base de autovetores complexos. Esse fato deu origem a
processos de andlise da respbsta diné&mica de sistemas
estruturais com amortecimento ndo-proporcional denominados
de anadlise modal com modos complexos.

Rigorosamente, os autovetores complexos, extraidos
do problema de autovalor associado as equagbes de movimento
do sistema estrutural, ndo constituem modos de vibragéo. A
interpretagado fisica dos ‘autovetores complexos e das
respectivas freqiiéncias tem sido objeto de pesquisas
recentes, (Veletsos e Ventura, 1986; Chen e Taylor, 1990),
visando a tornar esse método mais atrativo para o8
engenheiros estruturais. Por outro lado, 0 esforcgo
computacional envolvido na extragdo de autovetores.complexos
( de agora em diante, sempre referidos como modos
complexos ) & cerca de oito vezes maior que aquele exigido
na extragdo de modos normais, 0 gue torna a anilise modal
com modos complexos bastante dispendiosa.

O processo de andlise modal com modos complexos,
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cuja formulagdo se d& em seguida, deve-se a Singh e
Ghafory-Ashtiany (1986) qﬁe tiveram em mente utilizar a
dlgebra real em lugar da complexa, reduzindo o esforgo
computacional total exigido pelo método.

~

A Eg. 3.1, somada a identidade

{0}, (3.36)

[k1{v} - [k]{v} =
resulta na egquagdo de movimento
[Al{y} - [BIl{y} = {P}, (3.37)
onde
[A] = -[0]“"[k]", (3.38)
[m] [c]
(B] = |[k1--001], (3.39)
1 [0] [-k]
(P} = [{0}], (3.40)
{b}

e {y} & um vetor de estado de movimento assim definido

{y} = [{é}]- (3.41)
{v}

Nesta formulagdo, utiliza-se, por comodidade, um
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vetor de cargas, cuja distribuicdo temporal & a mesma em

todos os graus de liberdade, isto &,

{p(t)} = {P} £(t). (3.42)
Nesse caso, sendo
{D} = [{0}'], (3.43)
{P}

a equagao de movimento do sistema se torna
[A1{y} - [BI{y} = {D}f(t). (3.44)

Para desacoplar a Eg. 3.44, vresolve-se o problema de

auntovalor

ALAT{¢}, = [Bl{¢} , J = 1,2,...,2N, (3.45)

-

onde A, & um nimero complexo e {¢} é um vetor de
] ]
componentes complexas utilizado na transformacdo de

coordenadas
2N
wr= ) ez, (3.46)

sendo ZJ a nova coordenada modal complexa. Considerando as
propriedades de ortogonalidade das matrizes [A] e [B] em

relagdo & base modal, isto &,

t *
10}, [A){¢}, = A, _ (3.47)
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t *
{¢$} [B1{9}, = B, (3.48)

* *
= 3.49
AJAJ Bj, ( )

a Eq. 3.44, pré-multiplicada por {¢};,_transforma-se em

. - . 3.50
Z, - A2, = F (L), ( )

onde Fj & o j-ésimo termo de carga generalizada, dado por

-

{¢} {D}

j . (3.51)

#* |

[

Singh e Ghafory Asthtiani (1986) propdem um
algoritmo pelo qual a solugdo da Eg. 3.50 é& obtida,
usando-se apenas &lgebra real. A dnica simplificagéo
introduzida por esse algoritmo refere-se & assimilagaoc da
curva f(t) a uma poligomal, isto &, entre dois instantes t,

e t.  tem-se

i+l

f(t'y = a + bt', (3.52)
onde
a = f(ti), (3.53)

[£E(t. + At) - f£(t )]
b = i i

, (3.54)
At

sendo t’ € [t ,

. .,,]+ Nesse caso, a Eg. 3.50 é reescrita da

seguinte forma
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»

Z - AZ =F(a+bth). (3.55)

A solucdo dessa equagdo diferencial & obtida pela soma de
uma solugdo particular da equagdo completa, Zm, com a
solugdo da eguagdo homogénea associada, Zﬁ; Desse modo,
utilizando o método dos coeficientes a determinar na

obtencdo da solugéo particular da equagdo completa, tem-se

2

= - ’ .56
z F{ b + r(a bt )}/Aj, (3 )

enquanto a solugdo da equagdo homogénea associada &
Z_=Ce ?, (3.57)

sendo que a constante Cj & obtida pela condigdo inicial em

cada intervalo, isto &,

Z(t' =0) =2 (t), (3.58)

ou seja,

¢ = : : 2, .59
C,=2(t) +F(Db+aa) /A (3.59)

Desse modo, a Eg. 3.50 tem a seguinte expressdo recursiva

para o cdlculo da resposta em coordenadas generalizadas

2 At

Z(t,) ={E(t) +F(b+ara)/ate -

3 i+l

2
F{ b + aj( a + b At )}/Aj. (3.60)
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Considerando gue o autovalor AJ pode ser escrito da seguinte
forma, (Venadncio-Filho e Claret, 1987),

A= e+ s(j)wj'l/ 1 - gj . (3.61)

B

onde s(j) contém o sinal da parte complexa, e separando as
partes real ( indice r ) e imaginAdria ( indice 1 ), a

Eg. 3.60 & escrita em forma matricial
Z A A Z B B f(t.)
Tj = 11 12 rj + 11 12 i , (3-62)
Z'1j ti+1 A21A22 Zij t1 B21B22 f(ti+1)

onde.Atnn e B , mn= 1,2, sdc calculados em fungdo do termo

mn

de carga generalizada F, e do autovalor Aj, pelas expressbes
J

A, =T cos(u), (3.63)
A =T s(j) sen(u), (3.64)
I (3.65)
B =T [(cJ - ej/At) cos{u) -

(dj - fj/At) sen(p)} + ej/At, (3.66)
B,=T [(ejcos(u) - fjs(j)sen(u)]/At—cj-ej/At, (3.67)

B, =T [(c, - ej/At) s(j) sen(u) -
(dj - fj/At) cos(u)] + fj/At, (3.68)
B,=T [(ejs(j)sen{u)+fjcos(u)]/At—dj—fj/At, (3.69)
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onde foram tomadas as seguintes definigdes

T = e_ijjAt, (3.70)
u = wﬁAt, (3.71)
2,1/2

= - 3.72
wdj wj( 1 Bj) ‘ ( )
F/x =c¢ + id,, (3.73)

i o3 j J

2 .

= + . 3.74
FJ/Aj e lfj ( )

3.7 ANALISE MODAL APROXIMADA

Warburton e Soni (1977) para aplicar o método de
superposigdo modal aos sistemas dotados de amortecimento
nado-proporcional, estudam a influéncia do simples abandono
dos termos de fora da diagonal da matriz de amortecimento
generalizada na precisdo da resposta obtida. Concluem que o

coeficiente de amortecimento viscosoc em um modo r, Er, deve
obedecer a sequinte relacgédo

2
£ < e|—= — -1 , (3.76)
r min
para que a resposta obtida tenha um erro mdximo £ em relagdo
& resposta obtida por métodos considerados exatos, onde o
indice "min" refere-se ao valor minimo da expressao,
enquanto s toma valores de 1 a N exceto r, sendo w e w as
freqiiéncias naturais de vibragdo nos modos r e s; C e CPs

rr

sdo elementos da matriz de amortecimentoc generalizada.
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v, (1)

Fig. 3.1 - Respostas exata e aproximada no processo

iterativo.
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4, FORMULACAO DA RESPOSTA DINAMICA DE SISTEMAS DE UM GRAU DE
LIBERDADE NO DOMINIO DA FREQUENCIA COM A

TRANFORMADA DE FOURIER IMPLICITA

4.1 INTRODUCAO

A resposta dinamica no dominio da freqiiéncia
envolve a transformagdo de séries temporais discretas em
séries frequenciais discretas e vice-versa. Essas
tranformagbes s8o feitas, em geral, com o emprego da
transformada de  Fourier. 0 algoritmo "Fast Fourier
Transform", abreviadamente FFT, introduzido por Cooley e
Tukey (1965), tem largo emprego na andlise dindmica no
dominio da freqgiiéncia. Na verdade, o algoritmo FFT veio
tornar a anéalise linear no dominio da freqiiéncia
computacionalmente competitiva com a andlise no dominioc do
tempo. Com efeito, o cdleculo direto das transformadas
discretas de Fourier de uma série temporal com w~ termos,
envolve um nimero de opera¢des de adigdo e multiplicagdo de
complexos da ordem de Nz, (Newland, 1975), enguanto O
algoritmo FFT exige x loggn operagdes de cada tipo.

Entretanto, o algoritmo FFT, a despeito de ter

otimizado o consumo de tempo na execugdo da transformada de
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Fourier, apresenta a desvantagem de exigir um nfOmero de
termos na série igual a ¥ = 2", n inteiro. Ora, sendo a
precisdo da resposta uma fungdo do nuimerc n, entre dois
valores sucessivos de wn, pode-se ter um acréscimo muito
grande na area de armazenamento e no esforgo computacional
exigido. Por outro lado, o histdrico de deslocamentos obtido
através da formulagdo da resposta dindmica no dominio da
freqiidncia com a FFT clédssica é necessariamente composto de
N termos, gquando, em geral, um namero muito menor &
suficiente para captar o comportamento fisico do sistema.

Nesse Capitulo, apresenta-se uma formulagd@o do
cdlculo da resposta dinadmica no dominio da freqiiéncia na
gual o nimero de termos na resposta é arbitrariamente
escolhido e a finica condigdo imposta sobre o ntGmero v & que
ele seja Iimpar. Como se demonstra, mesmo essa condigdo,
imposta pelc rigor matematico da formulacgao, seré
numericamente relaxada.

Uma importante caracteristica da formulagéo
proposta est4 no fato de as tranformadas discretas de
Fourier serem executadas implicitamente, no mesmo
procedimento que conduz & resposta no dominio da fregiiéncia.
Esse fato torna a formulagdo apresentada particularmente
vantajosa na anédlise dinadmica ndo-linear no dominio da
freqiiéneia. Se a ndo-linearidade & tratada por um Pprocesso

de pseudoforgas, (Kawamoto, 1983; Darbre e Wolf, 1986), a

cada iteracdo apenas o vetor de forgas nodais sera
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recalculado, enquanto na formulagdo classica, além de
recalcular o vetor de forgas nodais, a subrotina que executa
a FFT seria chamada duas vezes. Se a andlise ndo-linear é
feita porr um processo de linearizagao passo a passo
{Vené&ncio-Filho e Claret, 1991), a cada etapa, atualiza-se a

rigidez e o vetor de condicBes iniciais transformadas.
4.2 FORMULACAO MATRICIAL

Seja um sistema estrutural de um grau de
liberdade, Fig. 4.1, submetido & agdc de uma carga p(t).
Sejam v, e %D as condigfes iniciais do movimento do sistema.
A resposta do sistema consiste na determinacdo do vetor

{(vi={v v v ...v 3 | (4.1)

em que o superescrito t indica vetor transposto. Visando a
execugdo de analise ndo-linear por segmentagdo, onde o
deslocamento e a velocidade no fim de um segmentc sao as
condigdes iniciais para o segmento segquinte, inclui-se na
formulagdoc o cédlculo das velocidades que sdo as componentes
do vetor

(v} = { v v v,...v 1o (4.2)

Sendo a fungdo de carga dada em forma discreta pela série
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Pr Pyr Pyre-arP s A obtengdo da resposta dinamica no
(¢] -
dominio da freqiiéncia se inicia pelec calculo de sua

transformada que resulta na série complexa

N-1
- =10{mn '
= = 4-3
Pm P(wh) At }d p_e { )
n=1
em que m = 0,1,2,...,81, W é a m-ésima freqgiiéncia ({para

facilitar a notagdo, as freqliéncias do espectro de resposta

serdo denotadas por w , m indicando a ordem da freqiiéncia, e
m

a freqiiénecia natural de vibragdo serad denotada por w)

discreta do espectro dada por

27T
(4-4)

" NAT

onde g & um multiplicador, fungdo de m, dado na Tabela 4.1

para v par, e na Tabela 4.2, para v impar, e « &

2n
o = — (4.5)

A introducdo das condig¢des iniciais, apds integragdes por

partes, resulta em uma série complexa cujo termo genérico &
P =P +Mv + iwMv + Clw)v, (4.6)
m Q m aQ m o

sendo i a unidade imagindria. Em seguida, calcula-se a série
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fungdo de resposta complexa em freqgiiéncia ou fungdo de

transferéncia dada por
— -2 L] —1 .
H o= { K[ (1-8)) + 1288 1} (4.7)

comm = 0,1,2,...,8-1, onde 8 & a relacdo da freqiiéncia ©
m
para a freqiiéncia natural do sistema, w. Tem-se ent8oc a

série complexa
V =HP, m = 0,n-1, ' (4.8)

cuja transformada inversa & o histérico dos deslocamentos

N-1
Aw - iGmn
v =—§ Ve (4.9)
" 2n - "
m=0

sendo n = 0,1,2,...,8-1. O histérico de velocidades pode ser

determinado tomando-se a transformada inversa da sequéncia

complexa
V' = ipnHP , m = 0,n-1, (4.10)
m m m m
ou seja,
. Aw o= o
vV = — } vie™, n = 0,n-1. (4.11)
n _‘ m
21 m=0

74



Considerando a Eg. 4.3, a Eg. 4.6 pode ser escrita

na seguinte forma

3 = -iom -i0mn —1otm(n-1
P = At( ptpe T+...+pe +...tp e )+
MV +iw Mv +C(w )V . (4.12)
o} mn o m o
Ou seja, a série ﬁm, m = 0,1,2,...,8-1, pode ser obtida

através das operagfes matriciais (observando gue a barra

superior ndo & necessdria na notacgdo vetorial)

{P}=At.
[~ [s] (] [s] ] B N [ T
e .
e e e P, Q0
._1 — - —_
eo a (24 L. .a ion . PO (N-1) p Q
1 1
O . . : +
éo é—iodm . 'é—ioémn .. .é—ioém(N—l) p 0
m m
‘o :-am 1) :'a(m1) :'am1J2 :
-1 - -i0n (N- -1 -
e e VN ..
L € € 1L pl\l—l_ | QN-I_
em gque

{Qm} = MV0 + J_mevo + C(wm)vo.
Portanto, em notagadc compacta, escreve-se
*
{P} = At [E ]{p} + {Q}
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onde [E]* é a matriz

E 1. (4.16)

mn

[E]"

I
sy

sendo

E° = gi0m™, (4.17)

mn

A série complexa vV dada na Eq. 4.8 é formada por elementos

do vetor {V} dado por

1
{V} = [H] {P} = [h]l {P}, (4.18)
K
onde [h] & a matriz diagonal
- h -
hl 4.19
[h] = g : (4-19)
hm
h
L N-1 -
sendo hm, m=20,1,2,...,81, dado por
ho= [ (1-g%) + i288 1137 (4.20)

A Eq. 4.9 que fornece o histdrico dos deslocamentos toma a

seguinte forma matricial
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A

v} = —— [E] {V} (4.
onde [E] &€ a matriz
(E] = [ E_ I, (4.
sendo
E_= '™ = conjg ( ELI), (4.

onde o operador conjg retorna o complexo conjugado de
argumento. Porém, considerando as Eqgs. 4.15 e 4.18,

histérico dos deslocamentos & obtido pela expressao

1 Aw

{v}i = [ [E1[h] ( At [E'1{p} + {Q}) 1 (4.
K 21

Ora, sendo T, © periodo da funcado de carga, tem-se

Aw 1
= (4.
21 T
N
e
Aw At 1.
= , (4.
2 N
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0 gque levado na Eq. 4.24 resulta em

1 1 . 1
{v} = 1 [E1[h] ( [E 1{p} + — Q})] (4.27)
K N N
ou seja, definindo-se os vetores
{p'} = {p} / » (4.28)
e
Q" = {Qy / T, (4.29)
tem-se
l * * *
= [ [EI[h] ( [E] {p} + {Q1} I. (4.30)

{v}

0 histérico de velocidades é obtido de forma andloga pela

expressao
. 1 * * *
{v} = [ [EJ[h"] ( [E] {p} *+ {Q1} 1. (4.31)
K
onde [h’] = diag [ iwh ] sendo que o operador diag indica

matriz diagonal.
Os produtos [E][h][E]* e [E][h]{Q*} resultam em

gquantidades reais como se demonstra em seguida. Os elementos
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Ejk de [E] tém a seguinte definicéo

E_ = e'%k (4.32)
jk
onde j,k = 0,1,2,...,5-1. Portanto, em uma linha j de [E], O
elemento EN & igual & unidade. 0Os demais elementos da linha
j, se n & impar, sdo tais que

= conjg ( E_ ). (4.33)

E N .
j(N-k) jk

Se v & par, o elemento Ewue) tambem & real, enguanto os
J
demais satisfazem a Eg. 4.33. Com efeito, por definigéo

tem-se

Ejmdﬂ = cos(ajn) cos{ajk) + sen{ajn) sen(ojk) +

+ i [ sen{ajn) cos(ajk) - sen(ajk) cos{ajw)]. (4.34)
Porém, como on = 2n, a Eq. 4.33 simplifica-se para

= jk) - i jk) = jg (E_). 4.35
Ejm4o cos (ajk) i sen (ajk) conjg ( jk) ( )
Por outro lado, tendo-se em vista o espectro das W
freqiiéncias discretas utilizadas na tranformada de Fourier,
conforme a Tabela 4.1, para n par, e conforme a Tabela 4.2,
para n fmpar, conclui-se que h é real e os demais elementos

. 0

de [h] s&@o tais que
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way = conig (b ). (4.36)

Porém, se v & par, hw2 ndo tem complexo conjugado entre os

elementos de [h].

Adotando-se o superescrito ¢ para indicar o
complexo conjugado de um elemento, o© produto [E]1 [h]
resulta em uma matriz intermedidria cuja j-&sima linha &,

para v par e n impar, respectivamente

C [+ c [ 4.37
1 Ejlhl Ejzhz Ej(N/z)hN/2 Ejzhz Ejlh‘i b ( )
{1E h E h ... E°h’ ESh’ }. (4.38)

j1 1 j2 2 j2 2 j1 1

Em consequéncia, o produto da j-ésima linha de [E] [h] pela

-

Lo . * .
k—ésima linha de [E] &, se » & par, vale

¥*

* c Lca¥*C
4.39
{1+Ej1h1E1k+' v +Ej(N/2)hN/2E(N/2)k+' : '+Ej1h1E1k} ' ( )

ou, se ¥ &€ impar, vale

{14E h E +E hE +...+E° h°E °+E° h°E'°}. (4.40)
j1 1 1k ji2 2 2k je 2 2k jl1 1 1k

Os produtos do tipo ( E hE ) e ( °h°E’C ) s#o

jm m mk jm m mk

complexos conjugados; portanto, se v & impar, todos os

elementos do triplo produto [E} [h] [E]* sd0 reais; se n &

*

: é
par, apenas Q elemento central EﬂNnnhm@Euwmk
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complexo. As mesmas conclusfes se aplicam aos produtos

matriciais [E] [h] {Q'}, [E] [h'][E] e [E] [h’]{Q*}-

4.3 INFLUENCIA DO NUMERO n NA RESPOSTA

Observa-se que na formulagdo proposta o nfimero de
termos ¥ deve ser impar. Porém, n par, e no caso da FFT, ¥
igual a uma poténcia inteira de 2, traz ao algoritmo grandes
vantagens numéricas. Se w &  9par, o termo complexo

introduzido na resposta vem de hw2 que & igual a

2 -1

N2 [ (l_sz) + iZEBN/Z 1} (4.41)
onde
(N/2)Aw N on .
Bura = - = . (4.42)
W 2w NAL w At

Seja, para o sistema em andlise e para o valor At utilizado,

definido o produto
6 = w At. (4.43)

Nesse caso, hm@ se transforma em

1 - (n°/6%y] - i2&(n/e
_ [ (m”/87)] - 12£(n/8) . (4.44)
[1 - (7°/6%)17 + 4£%(n®/6%)

N2
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Verifica-se que a grandeza da parte complexa de
hN/2 depende da grandeza relativa de 6 e m, e do coeficiente
de amortecimento &. Sendo T o periodo de vibragd@o natural do

sistema, pode-se escrever

At
(4.45)

Portanto, na Egq. 4.44, & razodvel admitir-se que podem
ocorrer duas situagSes de interesse do ponto de vista

numérico, a saber:

a)- 8 << @, isto &, (At/T) << 1/2. Entdo, o denominador da

Eq. 4.44 simplifica-se para

n
[1 - (n°/6%)1% + 4&%(m /6°) = - (4.46)
(=)
Logo, hw2 simplifica-se para
e" e® e’ .
w2 o FE ; ~ 128 3’ (4-47)
1 1 T

Como 8/m & pequeno, hN/2 é numericamente nulo.

b)- 6 = 7, isto &, (At/T) = 1/2. Nesse caso,tem-se
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-i2¢(m/6 -1
pEme) - (4.48)
4g®(m?/6%) 2€

IR

N/2

ou seja, hwz & um nimeroc complexo cuja grandeza pode ser
significativa dependendoc do valor de &. Entretanto, a
relagdo At/T « 1/2 é muito elevada, deixando de ter
significado pratico.

Outro aspecto da influ&ncia de n sobre a precisao

da resposta & o seu efeito sobre a fungdo de transferéncia,

isto é, em médulo,

| H

w |

= { K [(1-6]) + (2¢8)°1}, (4.49)

isto &, | H

| &€ uma fungdo de B e £ e, de modo semelhante
m m

ao fator de amplificagdo dinadmica (Clough e Penzien, 1975),
€ muito sensivel a uma variagdo de B nas vizinhangas da
freqliéncia de ressonancia, para pequenos valores de ¢£.
Escrevendo g8 em fungdo dos ntimeros v e m, tem-se
m
Aw m T

B, =™ —— = @&t ° (4.50)

Definindo ¢ como a relagdo entre o intervalo de tempo
adotado na andlise e o periodo natural de vibragado da

estrutura, ou seja,

AtL/T

o, (4.51)
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tem-se, para nimero de termos iguais a »1, x e «ntl,

respectivamente,

g =2, (4.52a)
mt (N~-1)o

g = , (4.52b)
m2 No

g =—1 (4.52¢c)
m3 (N+l)0‘

Os valores de B , © B:B ndo sdo equidistantes de , © que
m m! ™
se observa calculando as diferengas
m
| a8 | = | B, -B_ | = ———, (4.532)
12 ml m2 N(N—l)o*
| a8 | =|B.-8B, | = —2—. (4.53b)
32 m3 m2

N(N+1)o

Logo, os valores absolutos de H% calculados com
nimeros de termos »-1, n» e n+l, sendo » par, apresentardo
diferengas, Fig. 4.2, que podem ser significativas nas
proximidades da freqgiiéncia de ressondncia, dependendo da
grandeza do coeficiente de amortecimento viscoso.

Para verificar este fato numericamente, toma-se um
sistema linear de um grau de liberdade com as seguintes
propriedades: rigidez K = n3 N/m e massa M = w kg. O sistema

tem freqiiéncia natural w = w rad/s e periodo T = 2.0 s.

84



Analisa-se a influéncia de » sobre a funcado de
transferéncia H(w). Como faz Kawamoto (Kawamoto, 1983), a
fungdo de transferéncia H(w) é adimensionalizada,
multiplicando-a por (4n2/At2)M, gerando H{Q), sendo Q = wAt.
Gréficos da amplitude da fungdo de transferéncia e de seu
argumento sdo apresentados nas Figs. 4.3, 4.4, 4.5, 4.6, 4.7
e 4.8 para diferentes valores da relacdoc At/T, T periodo
natural de vibragdo, £ e n. Em geral, observa-se que, para
porcentagens de amortecimento maiores que 10%, os médulos e
argumentos de H({l) nd3c se alteram significativamente com n.
Para £ = 1% observa-se um afastamento acentuado entre os
valores do médulo e do argumento da fungdo H({Q), obtidos
considerando n, »-1 e n+l freqiiéncias. Em termos praticos,

para § = 1000 e ¢ =1%, j& ndo se observam diferengas

significativas em ABS(H) para », ¥—1 e w+l.

4.3 IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

A Eg. 4.30 representa um processo de célculo da
resposta dinAmica no dominio da freqgiiéncia em gque as
transformadas discretas de Fourier, tanto no sentido direto
quanto no sentido inverso, s&o executadas implicitamente.
Desse fato decorre a principal vantagem numérica dessa
formulagdo, quando aplicada & andlise ndo-linear, porgquanto
evita a repetig8o de cédlculos de nameros complexos do tipo

Cos (amn) * i sen (amn).
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A implementacdo computacional da formulagéo
proposta consiste no estabelecimento de uma rotina para a
execucgdo das Egs. 4.30 e 4.31. Inicialmente, seja S o namero
de deslocamentos v(t ) que se deseja na resposta. Nesse
caso, o vetor {v} & de ordem (Sxl); em consequéncia, [E] é
uma matriz retangular de ordem (Sxn), [h] é uma matriz
diagonal de ordem (mxn) e [E]° & uma matriz retangular de
ordem (wxS); o vetor de cargas {p*} & de ordem (Sxl) e o©
vetor de condigdes iniciais transformadas {Q*} é de ordem
(nx1).

As matrizes [E] e [E]* tém propriedades notaveis
como mostram as Egs. 4.23 e 4.33. Da Eq. 4.33, conclui-se
que a matriz [E] compde-se das submatrizes [E]1 e de sua

-

conjugada [E]:; a BEq. 4.23, estabelece que a matriz [E]" &

formada pelas submatrizes ([E];)t

e [E}:, conforme ilustra a
Fig. 4.15.

A adogdo de m par traz muitas vantagens do ponto
de vista da implementacdo computacional do método proposto.

No caso de n miltiplo de 4, uma propriedade importante na

geragdo da matriz [E] é

§(N/2-K) (4.54)

Portanto, adotando-se v par, a geragdo da matriz [E] pode
ser feita apenas para 3 = 1,2,...,8 e k = 1,2,...,8/4,

conforme se observa no seguinte programa em FORTRAN:
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PI = 3.14159265

ALFA = 2%PI/n

NP = n/4

DO 10 J = 1, NP

E(1,J) = CMPLX(1.0, 0.0)
10 CONTINUE

DO 20K = 1, §

E(K,1) = CMPLX(1.0, 0.0)
20 CONTINUE

AUX = ( COS(ALFA), SEN(ALFA) )

DO 30 K = 2, NP

E(2,K) = AUX * E(2, K-1)
30 CONTINUE

DO 40 J = 3, 8

AUX = E(2,J)

DO 40 X =2, NP

E(J,K) = AUX * E(J, K-1)
40 CONTINUE

Como se observa, as fungées sen e cos sdo chamadas uma
tinica vez, reduzindo sensivelmente o esforgo computacional.
Com efeito, nessa etapa o nimeroc de produtos de complexos
realizado € da ordem de nS/4.

0 céalculo da resposta do sistema, Egs. 4.30 e
4.31, é mostrado no seguinte trecho de programa para N par,
cuja notagdo & andloga & empregada no texto, sendo C1 e C2
constantes complexas auxiliares e W(J) a j-ésima fregiiéncia

do espectro ( j=1,2,...n ):
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cl = (0.0, 0.0)
c2 = (0.0, 0.0)
L =1

DO 60 J = 1, NP
L =-1%*1L

DO 50 K =1, S

CS = CONJG(E(K,J)) * P(K)
Cl = Cl + CS8
C2 =C2+ 1L *CS
50 CONTINUE
H(J) = (CL/N + Q/T) * H(J)

H(J+n/2) = (C2/N + Q/T) * H(J+N/2)
60 CONTINUE

L =1
DO 80 J =1, S
L =-1+%*1I

AUX = CMPLX(0.0, W(J))

DO 70 X = 1, NP

cC = E(J,K) * H(K)

Cl = Cl + CC

C2 = C2 + CC
70 CONTINUE

UU = C1 + L * C2

U(J) = 2.0 * REAL(UU)

V(J) = 2.0 * REAL(UU * AUX)
80 CONTINUE

Para implementar computacionalmente a propriedade
dada pela Eq. 4.54, faz-se L = -1*L a cada incremento de J ©
que vai corresponder ao termo (—l)j naguela equagdo.

Na formulagdo proposta as fungbes seno e COSSENoO
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sdo calculadas apenas uma vez, enquanto na geragdo da matriz
[E] s&o necessérios (S + 1)v/4 produtos de complexos. Na
sequéncia de produtos matriciais para céalculo da resposta,
estdo envolvidas (55 + 2)8/2 operagbes de multiplicagédo e
soma de complexos. Portanto, o nimero total de operagdes &
(11S + 5)n/4.

Em um processo equivalente de cdlculo da resposta
de um sistema din@mice linear, usando a FFT, o nimero de
operagdes de multiplicagio e de adicdo de complexos &,
seguindo Newland (1975), =®(1 + 4 logpx). Mas, neste
processo, as fungdes seno e cosseno sdc chamadas 4x logg
vezes. Seja v a relagdo entre o tempo de processamento
necessério para calcular n senos e cossenos e o tempo para
efetuar » produtos ou adigdes de complexos. Assim, © nidmero
total de operagdes de produtos ou adigbes equivalentes na
formulagap classica é wn + 4(1 + v)n logpw. Considerando
v = 2", m inteiro, para que o cdlculo da resposta linear com
o algoritmo proposto seja mais répido que o correspondente

com o algoritmo FFT, & necessario que

(11S + 5)8/4 = [1 + 4m( 1 + v )]n (4.55)

ou seja, o nimero de termos S na resposta deve ser em ordem

de grandeza

S = 1.5 (1 + v)m. (4.56)
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Como n & grande, em geral essa expressao conduz a um nimero
de termos na resposta suficiente para captar o comportamento

do sistema estrutural.
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Tabela 4.1 - Freqiiéncias discretas (nv par).

m 1 ©

0 0

1 1 Aw
2 2 2Aw

(/2 - 1) | /2 - 1y |72 - 1)

N/2 N/2 (N/2)Aw

(N/2 + 1) [=(N/2 - 1) [=(N/2 - 1)Aw

N -2 | ;2 | ~2Aw

N -1 -1 ~-Aw
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Tabela 4.2 - Freqiliéncias discretas (v impar).

m L W
m
0 0 0
1 1 Aw
2 2 2Aw

(N - 1)/2 (N - 1)/2 [(N - 1)/2]Aw

(N + 1)/2 |—(N - 1)/2 |[-(N - 1)/2]Aw
(N-2) -2 -2Aw
(N-1) -1 -Aw
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5. UM METODO DE LINEARIZAGAC PASSO A PASSO NO DOMINIO

DA FREQUANCIA PARA ANALISE DINAMICA NAO-LINEAR

5.1 INTRODUCAO. QUTROS ESTUDOS.

A andlise dindmica no dominio da fregiiéncia é o
inico método rigorosamente aplicdvel a sistemas estruturais,
cujas propriedades de amortecimento sejam dependentes da
freqiiéncia. Uma situagdo tipica de aplicagdo deste método
ocorre em sistemas compostos onde hé interagdo dindmica
solo-estrutura, quando tanto o solo, quanto a estrutura sao
considerados em regime linear (Wolf, 1991). Isto se deve ao
fato de gue a expressfo analitica da condigdo de radiagédo da
propagagdo de ondas em meios semi-infinitos & melhor
conhecida em fungado da freqiiéncia. Por cutro lado, a andlise
dindmica no dominio da freqiiéncia permite o tratamento do
amortecimento histerético da estrutura na mesma formulacgéo.

Apenas recentemente a aplicagcdo do método de
anadlise no dominio da freqiiéncia em sistemas nao-lineares
tem sido pesquisada. Kawamoto (1983) descreve o método
hibrido dominio do tempo-dominio da freqiiéncia no gqual o

sistema ndo-linear & modelado por um pseudo-sistema linear,
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cujas equagdes de movimento sdo integradas no dominio da
freqiiéncia. WNeste caso, a ndo-linearidade é tratada mno
dominio do tempo, gerando pseudoforgas gue se superpdem
iterativamente as forgas aplicadas. Em esséncia, este método
difere do método das tensdes iniciais para andlise
ndo-linear estitica (Molnar et al. 1976), apenas pelo fato
de as equagdes de movimento serxem resolvidas no dominio da
freqii@ncia. Wolf e Darbre (1986) apresentam o processo de
segmentagdo do método hibrido dominio do tempo-dominio da
freqiidncia. Nesse processo, as pseudoforgas sdo estimadas em
um namero limitado de intervalos de tempo e, entéo,
trahsformadas para o dominio da freqgiiéncia, onde as equagdes
de movimento s3o resolvidas. A resposta ¢ transformada
inversamente para o dominio do tempo, atualizando-se as
pseudoforgas. Esta seqgiiéncia de operagdes se repete até que
a convergéncia é atingida. A condicdo de convergéncia é
deduzida no referido trabalho.

Hillmer e Schmid (1988) descrevem um método para
andlise diné@mica ndo-linear no dominio da freqiiéncia
semelhante aquele apresentado por Wolf e Darbre (1986),
diferindo apenas no fato de empregarem a transformada de
Laplace em lugar da transformada de Fourier.
Computacionalmente, apenas o tratamento das condigdes
iniciais a cada segmento é diferente nesses dois métodos.

0Os métodos anteriormente referidos apresentam

limitagdes quanto a sua aplicagdo na engenharia de
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estruturas. Uma destas limitagdes é constituida pelo esforgo
computacional. exigido em uma andlise néo-linear em que,
considerando a formulagao cléssica, sucessivas
transformagdes dominio do tempo-dominio da freqgiiéncia de
séries complexas, cdm grande nimero de termos, s&o
necessdrias. Por outro lado, a quantidade de meméria alocada
em uma andlise no dominio da freqiiéncia & fungdo do nidmero
de termos utilizado nas tranformadas de Fourier ou de
Laplace. Para a adeguada representagao de carregamentos
angulosos, como os de origem sismica, em geral, o niimero de
termos empregadc excede a 2t°,

No processo de andlise por segmentagao, um
problema adicional & a dificuldade de tratamento das
condigdes iniciais a cada novo segmento. O tratamento de
condigdes iniciais ndo-nulas através de tansformadas de
Fourier ou de Laplace & numericamente inconveniente, porque
fungdes do tipo salto sempre s8oc representadas com grandes
erros nas fun¢des transformadas em face do fendmeno de Gibbs
(Kreider et al., 1970). Wolf e Darbre (1986) contornam este
problema calculando a transformada de Fourier em todo o
periodo, mas corrigindo iterativamente as pseudoforgas
apenas em cada segmento onde também & calculada a resposta.
Hillmer e Schmid (1988) utilizam o processo conhecido como
passo total, em gque, a cada segmento, as cargas sao
corrigidas em func¢do das condigdes iniciais, e a resposta &

calculada sob condigdes iniciais nulas.
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0O método descrito neste capitulo consiste na
linearizagdo passo a passo da fungdo [k(v)], integrando-se
as equag¢bes de equilibrio dindmico no dominio da freqtiéncia.
O tratamento das condigfes iniciais a cada segmento é feito
por via analitica. 0 tratamento do amortecimento
nao-proporcional & incluido na formulagdo, por meio do
método de superposicio modal e pseudoforgas, ampliando as

aplicagdes do método proposto.
5.2 FORMULACAO DO METODO SLFD

5.2.1 SISTEMAS DE UM GRAU DE LIBERDADE

Seja um sistema de um grau de liberdade submetido
a uma excitagdo p(t). A constante de mola k depende dos
deslocamentos v em face da ndo-linearidade do sistema e o
coeficiente de amortecimento viscoso depende da freqiiéncia
da excitagdo. O problema consiste entdo na integragdo da

equagdo de movimento

my + k(v)v + £ (t) = p(t), (5.1)
onde fﬁ(t) é a forga de amortecimento, transformada inversa
de F}(m).Esta equacdo pode ser representada mnemdnicamente

(Crandall, 1970), por

mV + c(w)v + k(v)v = p(t).
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Como o coeficiente de amortecimento é dependente da
freqgiiéncia, uma andlise no dominio da fregiiéncia deve ser
realizada, e como a rigidez depende do deslocamento, uma
técnica de linearizagao deve ser empregada.
Consequentemente, o presente método ¢é um método de
linearizagdo passo a passo no dominio da fregiiéncia. Em cada
passo linearizado, a rigidez secante € empregada.

Para calcular a resposta do sistema governado pela
Eq. 5.1 duas aproximagdes sd3c feitas. A primeira & a
aproximagdo da carga dada por uma poligonal. O intervalo de
tempo total no qual a resposta & calculada é dividido em
intervalos Atj = tj - t}q; pj e pj__1 sdo os valores de p(t)

nos instantes tj e t-1' respectivamente, e Apj = p. - P,.s
j-

] j-1
Fig. 5.1. A variagdo da carga no intervalo de tempo Atj é

dada por
Ap.

pP(t) =p_, +—T (5.2)
’ At

em que T € o tempo corrente no intervalo Atj (0 = T sAtj). A
segunda aproximagdo refere-se a curva rigidez em funcgéo de
deslocamento. BEsta curva também & aproximada por uma
poligonal, uma vez que, em cada segmento, a rigidez secante
é adotada, como indicado na Fig. 5.2.

A resposta do sistema é calculada através de

segmentos linearizados, ou seja, subconjuntos de 5
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intervalos de tempo At do conjunto que forma o histdrico de
b

resposta, nos dquais a mola é considerada linear com uma

constante ks. A equagdo de equilibrio dinadmico no dominio do

tempo no segmento s &
my + kv + £ (t) = p(t), (5.3)

com as condigdes iniciais v e v . A resposta do sistema a
(=]

s os

carga aplicada & obtida utilizando a formulagdo matricial,
isto &,
Aw

vy, = — = [E] [H]_[E'] {p}_ (5.4)
HA

onde {pP}_, é o vetor de cargas no segmento s. O histérico de
s
resposta devido ao deslocamento inicial é equivalente a

resposta do sistema & forga constante dada por

{p}r_, = -kv_{1}, (5.5)
em que {1} é&é o vetor de elementos unitédrios, com a mnesma
ordem que {v}s. Consequentemente, a resposta & obtida da
Eg. 5.4 pela expressao

v, = - 22 [E) [(m] (E") kv _ {1}, (5.6)

d
s 2n
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onde [H], é calculando considerando as propriedades fisicas

do sistema no segmento s. O histérico de resposta devido a

velocidade inicial %0 € a resposta ao impulso ﬁ&;s que &
=]

obtida da fungdo de resposta a um impulso unitério, isto &,

v.=mv_h(t), (5.7)
]j os = j
sendo hs(t) a transformada inversa da fungdo de resposta

complexa em freqii&ncia H (w), dada por

h (t) = 2# J+mHs(w) e'“aw. (5.8)
i

-0

Considerando as Eqs. 5.4, 5.7 e 5.8, a resposta devida a

velocidade inicial ﬁw é obtida por

nw  Aw
{vi_, = —F  [E] [H] {1}. (5.9)
2n

A resposta total no segmento s & dada pela superposigdo das
respostas devidas & carga, ao deslocamento inicial e a

velocidade inicial, ou seja,

Aw

v}, = {E][H]S[{E*]({P}sf—k;ﬂm{l})"mﬁ;s{l}]r (5.10)

21

observando que o vetor {1} deve ter ordem compativel com as

opera¢gdes matriciais indicadas.
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Apds o cdlculo do vetor de respostas {v}S no
segmento s, verifica-se se existe J tal gque k(vJ) seja
diferente de ks, mediante um critério adotado previamente.
Caso exista, vj, com j = 1,J-1, deve ser considerado o
histérico de resposta no segmento s. Atualiza-se k(v) em
fungéo de vi v, ®© ﬁjq sd30 as condigdes iniciais do

segmento seguinte.
5.2.2 SISTEMAS DE MOTIPLOS GRAUS DE LIBERDADE

Seja um sistema estrutural dindmico discretizado .
em elementos finitos, totalizando N graus de liberdade,
sujeito a um carregamento arbitraric {p(t)}. A matriz de
rigidez do sistema [k] depende do deslocamento {v}. A matriz
de amortecimento viscoso [c¢] pode ser do tipo proporcional,
ndo-proporcional ou dependente da freqiiéncia. O problema &,
portanto, integrar o sistema de equagbes de equilibrio

dindmico
[mI{¥} + [k(v)1{v} + {£,()} = {p(t)}, (5.11)

onde {f,(t)} & a fungdo de forgas de amortecimento. De modo
analogo ao que ocorre em sistemas de um grau de liberdade, a
carga atuante na diregdo i & assimilada a uma poligonal

resultando na seguinte expressao
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. _ Apij )
Pij('c) =P + —AT ¢ (5.12)

onde T & o tempo no intervalo At. A curva forga restitutiva
versus deslocamento para cada um dos elementos estruturais
do sistema também é assimilada a uma poligonal.

Considere um segmento s no qual as condigdes
iniciais do sistema sejam {v}_ e {GD}S. Em fungdo dos
deslocamentos e velocidades iniciais, a matriz de rigidez

[k]s € determinada. O problema de autovalor

[k1_[8] = [m][2]_[A]_ (5.13)
conduz aos modos de vibracdo normais ndo amortecidos do
sistema que formam as colunas da matriz modal [2]_ , enquanto
as freqii@ncias correspondentes s8o os elementos da matriz

diagonal [A]S. Supondo [<I>]S e [A]S normalizadas em relacdo a

matriz de massa, a transformag¢do de coordenadas
{v}_= [8] {¥} (5.14)
levada a Eq. 5.11, pré-multiplicada por [@]:, conduz a

equagdo de equilibrio dinédmico do sistema em coordenadas

generalizadas

[I1{Y}_ + [A]_{Y} + [81{f}= {P}_, (5.15)
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sendo {P} o vetor de forgas generalizadas no segmento s. Se
S

0 amortecimento do sistema é viscoso e independente da

freqiiéncia, entdo o vetor de forgas de amortecimento

generalizadas &
¢ = ¢ vy = i .16
[21_{£,} = [2] [cl[®] {¥} = [CI{¥}_, (5.16)
onde [C] & a matriz de amortecimento generalizada, diagonal,
se oamortecimento & do tipo proporcional, ou cheia, se o
amortecimento é ndo-proporcional. Se o amortecimento do

sistema ¢é dependente da freqiiéncia, a transformada de

Fourier de [@]:{fd} €& conhecida e vale
FT([®1.{f,}) = [8]{F,} = [2]'(iv [c(w)] {V(©)});  (5.17)

portanto, tomando a tansformada de Fourier da Eg. 5.15

tem-se
(-0°[I] + io [C(w)1_+ [Al) {Z(w)} = {W(w)}_, (5.18)
onde se definem
(W(L)}, = [2]1{P(w)}, (5-19)

{Z(0)} = FT( {Y(w)})- (5.20)
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A matriz [C(w)]_, a partir da sua definigdo em coordenadas

fisicas na Eg. 2.67, pode ser dada por
[C(w) ], = m(w) sgn(w) [A]_, (5.21)

em que sgn(w) € a fungdo que retorna o sinal de w, © que

resulta
(-”[T] + [A] (1 + in(w) sgn(w)) {Z(w)} = {W(w)} . (5.22)

As Egs. 5.15 e 5.22 sdo as equagbes de movimento do sistema
no segmento s em coordenadas generalizadas, no dominio do
tempo e no dominio da freqiiéncia, respectivamente. A
Eq. 5.22 é desacoplada e pode ser integrada segundo a rotina
j& descrita no item anterior. A Eg. 5.15 é tratada por um
processo iterative cujo k-ésimo passc para a coordenada

generalizada Yi é

N-1
™ +c Y +a ¥ =p - ) C ¥E e, (5.23)
is ii is is is is B 1] js

J=
JEL
equagdo valida para todos os instantes tj, j = 1,3, do

segmento considerado, onde A & o quadrado da fregiiéncia
15

natural de vibrag@o do i-ésimo modo. A Eg. 5.22 é integrada

no dominio da freqiiénecia pela rotina descrita no item

anterior. Como se observa, durante o processo iterativo, as
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matrizes [E], [E*] e [H] permanecem inalteradas, reduzindo
s
o esforgo computacional no tratamento do amortecimento

nao-proporciocnal.
5.3 IMPLEMENTACAQ COMPUTACIONAL

0 fluxograma da Fig. 5.3 ilustra a rotina béasica
seguida no método SLFD. A implementagdc computacional levada
a efeito tem o objetivo de verificar a viabilidade do método
proposto, produzindo quantidade suficiente de resultados
numéricos que permitam a sua comparagdo a outros métodos.

Tratando-se de uma demonstragdc de viabilidade, a
implementacéo computacional €& muito simples. Apenas
materiais bilineares sdo admitidos. Para simplificar a etapa
de atualizagdo da matriz de rigidez, a cada segmento, apenas
estruturas do tipo "shear building" foram analisadas.

Antes de fazer uma medigao do esforgo
computacional exigido pelo método proposto, muitos outros
recursos numéricos devem ser implementados, como a extragao
modal, usando mé&todos adequados a grandes sistemas, e a
redugdo modal. Entretanto, a generalidade analitica (andlise
ndo-linear, com amortecimentos ndo-proporcional e dependente
da frequéncia) conseguida e a qualidade dos resultados
obtidos podem ser comprovados com a implementagao

computacional basica descrita.

112



P(t})

Fig. 5.1 - Aproximagdo da carga.

R(J}

Fig. 5.2 - Aproximagdo da curva forga restitutiva

versus deslocamento
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| Inicio |

Leitura de propriedades geométricas, fisicas
e dados gerais da anédlise

Montagem da matriz [E]
Montagem parcial da matriz [H]

Leitura das condi¢bes iniciais do sistema
Montagem da matriz de rigidez inicial [k]o

k4

g8 = 1, MaxSeqg

CarSeg: montagem do vetor de cargas {p}s
no segmento s

ExtMod: extra¢do modal, [2]_ e [A]

CoMod: coordenadas modais, [C]d, [C]f,{P}:

ResFreq: resposta, {Y}; e {?}i

O amortecimento &€ nao-propocional ?

|sim
CorP: corrige a carga

{P}Z = {P}_ - [C]_{¥}]
I

=
|

l, MaxIter

ResFreq: resposta, {Y}:

{cont.)
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CoFis: coordenadas fisicas,{v}:,{\}}k

Naoc |

ResFreq:

Convergiu ?

{Y}s e {¥}s

Sim CoTFis:

"{V}sle {%}s

Trace: pesquisa de variacido sensivel da
rigidez, JC(i), 1 = 1,N

|
min[JC (i)}
e {v }

-1 o J-1

J =
vo}J

{

AtualK: calcula nova matriz de rigidez

em fungdo de v}, .,

Impressadao de resultados. Fim.

Fig. 5.3 - Fluxograma do mé&todo SLFD.
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6. EXEMPLOS NUMERICOS

6.1 EXEMPLO 1

O sistema estrutural mostrado na Fig. 6.1 &
formado por uma viga em balango com um amortecedor discreto
associado a sua extremidade. Este sistema estrutural &
analisado em Chen e Taylor (1990) de onde s&do extraidas as

sequintes propriedades fisicas e geométricas: mddulo de

Young E = 500 N/n@; massa especifica do material
p = 1 kg/m?; constante de amortecimento viscoso do
amortecedor discreto ¢ = 1 Ns/m. A viga & modelada com 5

elementos finitos iguais de acordo com a teoria elementar de
vigas. A matriz de massa do sistema & consistente e a matriz
de amortecimento tem apenas um elemento diferente de zero
gque corresponde ao amortecedor discreto.

A matriz de amortecimento generalizada é obtida
através da matriz modal dada pela Eg. 3.8, e o indice de
acoplamento, Eq. 3.10, € o = 1.0. Isto indica que o sistema
tem amortecimento fortemente nado-proporcional. A Tabela 6.1
mostra os indices de convergéncia para os modos normais.

A viga é solicitada por uma carga do tipo salto

unitario, Fig. 6.2, aplicada no ponto 5. O histérico de
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deslocamentos verticais do ponto 5 & mostrado na Fig. 6.3. O
indice de acoplamento do sistema & alto, mas o indice de
convergéncia ¢é também elevado, e os —resultados sa&o
perfeitamente concordantes com aqueles apresentados por Chen
e Taylor (19%0). Em relagdo ao método descrito por esses
autores, a andlise realizada com o método de superposigao
modal e pseudo-forgas mostrou-se mais econdmica, tendo gasto
0.02 vezes o tempo referido por eles. Por outro lado, fica
eliminada qualquer possibilidade de divergéncia devida a
modos de Ritz instédveis como se observou no trabalho
referido de Chen e Taylor.

Para comprovar o desempenho computacional do
presente método, andlises do sistema descrito foram feitas
usando integracdo direta das equagdes de movimento acopladas
peloc método de Wilson-8 (Clough e Mojtahedi, 1976), aqui
referido por DIRECT, superposicdo modal classica, referido
por CM, e o método aqui descrito para o tratamento do
amortecimento néo—propofcional, referido por PFORCE. Para oOs
métodos CM e PFORCE, as equagdes de movimento foram
reduzidas a 6 e 4 modos. A relagdo o = t/tD onde t e t sao,
respectivamente, os tempos de processamento para DIRECT e
para o método com ele comparado sdo apresentados na
Tabela 6.2. Os resultados nesta tabela demonstram gque O
custo da solugdo por PFORCE & muito menor que o de DIRECT e
cerca de 30% menor que o de CM, mesmo considerando que ©

sistema tem amortecimento fortemente ndo-proporcional.
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6.2 EXEMPIO 2.

0 sistema massa-mola-amortecedor de dois graus de
liberdade mostrado na Fig. 6.4 foi extensivamente analisado
por Warburton e Soni (1977). Aqui as mesmas propriedades do
sistema sdo consideradas, mas a carga & modificada para
aquela mostrada na Fig 6.5 que & ressonante e é aplicada a
massa m . As constantes de mola sé&o k1 = kz = 10 MN/m e as
massas séao mo = m =10000 kg. Para obter amortecimento
varidvel em grandeza, as constantes de amortecimento viscoso
relacionam-se pela expressdo: c, = 8&c,. As fregiliéncias
naturais de vibragio desse sistema s&o w = 19.54 rad/s e
w, = 51.17 rad/s.

Esse sistema ¢é analisado pelo método proposto
( resultados referidos por PFORCE ) e por integragao direta
das equagdes de movimento através do método de Wilson-é@
( resultados referidos por DIRECT ). Os deslocamentos
maximos das massas m e m, as porcentagens de erros de
PFORCE em relagdo a DIRECT, os indices de acoplamento e de
convergéncia, para diversos casos analisados, sao
apresentados na Tabela 6.3.

A concordancia dos resultados de PFORCE e DIRECT é
excelente com excegdo dos casos VI e VII, e pode-se observar
claramente como a precisdo dos resultados de PFORCE depende

dos indices de acoplamento e de convergéncia. Os erros

observados nos casos VI e VII indicam fraca convergéncia
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para aquelas propriedades do sistema ( iIndices de
acoplamento muito elevado e indices de convergéncia muito
baixos, além de amortecimento da ordem de 70% do
amortecimento critico, desprezados os termos de fora da
diagonal na matriz de amortecimento generalizada) e nao
divergéncia do método. Por outro lado, a carga € ressonante
com a freqiiéncia do primeiro modo. Todos esses fatores podem
ter contribuido para a fraca convergéncia observada nesses

dois casos.
6.3 EXEMPLO 3.

O sistema estrutural analisado neste exemplo &
também analisado em Itoh (1976) e Mau (1988). Trata-se de um
modelo simplificade da estrutura de uma usina nuclear,
consistindo de  nicleo, vaso de pressao em concreto
protendido, citado comoc PCPV, fundagé@o e edificio. Cada um
desses elementos tem movimentos de translacao e de rotagdo,
totalizando 8 graus de liberdade no sistema estrutural. As
matrizes de massa, rigidez e amcrtecimento sao,

respectivamente:

st

-5400E+01 .00D0E+00 .0OCDE+00 .OODOE+00 .000OE400 .0000E+00 .0000E+00 .0000E+00
O0D0E-+00 .1680E+07 .000OE+00 .OD0DE-++00 .OODOE+00 .OOCOE+00 .0ODDE-+00 .DOOQE+00
000E+0D .OOOOE+00 .5220E+02 .0OODE+00 .0000E400 .0D00E+00 .CODOE+00 .DOOOE+00
.0000E+00 .O0ODDE+00 -.000DE+00 .B710E+08 .0000E+00 .0DDDE+00 .OODDE+0D .DODOE+00
(m]= [D000E+00 .00COE+00 .00OOE+00 .000CE+00 .5780E+02 .00D0E+00 .0000E+00 .DODOE+00
[C000E+00  .0000E+00 .OCOOE+00 .0OOGE+0D .000DE+00 .2350E+09 .D000E+00 .OOOOE+00
[000E+00 .000OE+00 .OOOOE+00 .000OE-++00 .00OOE+00 .OOGOE+00 .1600E+02 .ODDOE+00
[0000E+00 .000CE+00 .OOOOE+0D .OOOOE--00 .000OE+00 .OOOOE+00 .0000E+00 2140E+08
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[k]) =

[c] =

—
J160E+05
-8700E+07
~116DE+05
J137E+408
{0000E+00
{0000E+00
{L0000E+00
.0000E+00

—

9990E+01
-.7492E+04
-.9930E+01
9790E+04
[0000E+00
.0000E+00
.000DE+00
-B000E+00

-8700E+07 -1160E+05

S022E+11
.B700E+07

B700E+07
5296E +06

-1723E+11 -9334E+09

0000E+D0

LO00E+0D-

LDDODE+0D
O0ODE+00

=T492E+04 -

.1045E+08
~TA92E+04

-1221E+08 -

-.5180E+06
-5180E+06

JD000E+-00
.0000E+00

.9990F +01
JA92E+04
5480E4+03
9674E+06

JD000E+00 -.5380E+03
.00D0E4-00 -.53B0E+06

O000E+00

.0000E+00

DO0DE+0C  .00ODE400

J137E4+08
«1723E+11
-9334E+09

S461E+13

.9220E+05
-6878E+13

.0000E+00

.0000E+00

G780E+04
~1221E+08
-8674E406

A4329E+10

.9576E+06
-1652E+10

.D000E+00

.O000E+00

-.D0DOE+0D
.0000E+00
~5180E+06
0220E+09
.6B62E+06
3622E+09
~6170E+04
J172E408

.00D0E+00
.0000E+00
-.53B0E+03
576E406
5178E+04
-.5042E+07
-.3000E+02
STO0E+05

L00DDE-+00

.0000E+00.

-5180E+06
~B878E+13
.3622E+09
5953E+13
-6170E+07
-.2553E+12

.0000E+00
.DO00E+00
-.5380E+06
-1652E+10
-.5042E+07
A4343E+11
-.3000E+05
-.1820E+09

LD0OE+00
L000E+00
.0000E+00
.0000E+00
-6170E+D4
-6170E+07
B170E+04
-1172E+08

.0000E+00
.000CE+00
.0000E+00
J0000E+00
-.3000E+D02
-3000E405
.3000E+02
-.570DE+05

L0000E +00
.0000E+00
{D0GE-+00
0BODE+00
J1T2E408
-2553E+12
-1172E+08
2B93E+12
-

-
.0000E+00
0000E+00
J0000E +00
.D000E+00
.5700E+05

-.1820E+09

-5700E+05
SAT3E+09

As freqgiiéncias naturais de vibragdo s@oc comparadas

na Tabela 6.4 com as freqgiiéncias amortecidas fornecidas por

Mau (1988).

[C]=

.20B5E+01
2B71E+01
A463E+01
S739E+01
.5256E+-00
-.7553E-01
A324E4-01
2447E4+01

2871E+01
A7B3E+02
.2607E+02
3137E+02
3208E+01
JA257E402
J536E+01

.1569E+4-02

A463E+01
2607E+02
ADB1E+02
ASME+02
S720E401
J1B95E 402
100BE+01
2512E+02

WS739E+01
S137E+D2
A4801E+02
.3260E+02
S5017E+01
2274E+02
-4105E+02
H766E+02

.B5256E4+00
3208E+01
S720E401
S017E4+01
BI172E+01
.2o7BE+01
.3024E+01
.2180E+01
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-.7553E-01
257402
.1895E4-02
2274E+402
L2578E+01
.2535E+02

-1033E+40t
J1B68E+02

A324E+01
.1936E+01
1008E +01
-4105E+02
.3024E+01
- 1033E+-01
.9668E+02
-.2423E+02

A matriz de amortecimento generalizada é&:

2447E4-01
J1569E+02
25126402
5766 +02
2180E+01
JG6BE+02
-2423E 402
S418E+02




0 valor maximo do indice de acoplamento ocorre
entre as diregdes 2 e 3 fornecendo o, = 0.9405. O indice de
acoplamento do sistema o = 0.9405 indica que o sistema tem
amortecimento fortemente n&do-proporcional. O©Os indices de
convergéncia para os modos normais sdoc mostrados na
Tabela 6.5.

O modelo estrutural é solicitado pelo histérico de
aceleragdes de base mostrado na Fig. 6.5. A resposta é
calculada pelo método de integragdo direta de Wilson-8 (
resultados referidos por DIRECT ) e pelo método de
superposigdo modal e pseudo-forgas ( resultados referidos
por PFORCE ). O histérico de deslocamentos horizontais do
PCPV é mostrado na Fig. 6.7 onde a precisd@o dos resultados
de PFORCE em relagdo aos de DIRECT & verificada.

Para comprovar a importadncia da consideragdo
rigorosa do amortecimento ndo-proporcional, os elementos de
fora da diagonal da matriz de amortecimento dgeneralizada
foram desprezados, e o sistema foi analisado através do
método de superposigdo modal cldssico ( resultados referidos
por MODAL ). Os valores méximos de deslocamentos MODAL e
PFORCE sao comparados na Tabela 6.6, onde o0s erros
percentuais s&o tomados em relagdo aos valores PFORCE.
Verifica-se claramente a necessidade de tratamento rigoroso

do amortecimento ndo-proporcional.

121



6.4 EXEMPLO 4.

Para comparar o esforgo computacional exigido pela
formulagdo da resposta dindmica no dominio da freqii®éncia com
a transformada de Fourier implicita e aquele exigido pela
formulagdo que emprega o algoritmo "Fast Fourier Transform”,
calculou-se a resposta de um sistema linear de um grau de
liberdade, tomando-se n = 2'% termos nas séries discretas. A
Fig. 6.8 mostra os tempos de processamento gastos em um
microcomputador compativel com IBM-PC-XT para as duas
formulagdes em fungdo do niimero de termos S na resposta.

No sentido de obter o valor de v, um experimento
numérico foi montado, calculando-se s valores das fungdes
seno e cosseno, bem como ~ produtos de complexos.
Concluiu-se que v varia ligeiramente com n, podendo-se
adotar um valor médio igual a 1.37. Nesse caso, a Eq. 4.56
fornece S = 42.66, valor concordante com aquele mostrado na

Fig. 6.8.
6.5 EXEMPLO 5.

Para verificar a qualidade dos resultados obtidos
com o método SLFD, a resposta do sistema de um grau de
liberdade da Fig. 6.9, analisado por Clough e Penzien
(Clough e Penzien, 1975, pégina 125), foi calculada, supondo

a mola linear com rigidez k = 5 kips/in, e bilinear com a
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curva forga restitutiva versus deslocamentos indicada na
Fig. 6.9. A carga é mostrada na Fig. 6.10. Os histéricos de
deslocamentos da massa s8c mostrados na Fig. 6.11l. Os
resultados no caso linear s&8o idénticos acs obtidos no
exemplo citado de Clough e Penzien, indicando que o©
algoritmo proposto é adequado para o tratamento das

condigdes iniciais em cada segmento.
6.6 EXEMPLO 6.

Seqgquindo um exemplo descrito por Wilson et al.
(1973), a viga em balango da Fig. 6.12 & analisada sob a
agdo da carga indicada. SupSe vibragdo livre; admite-se
massa especifica y = 1 kg/ms. Os deslocamentos da
extremidade da viga, obtidos pelo método de integragao
direta e pelo método SLFD, sdoc mostrados na Fig. 6.13. A
resposta € tipicamente aquela mostrada por Wilson et al.
(1973), confirmando a adequagdo do método, mesmo
considerando o tipo desfavorédvel de carregamento utilizado.

foram empregados 4000 termos nas transformadas de Fourier.
6.7 EXEMPLO 7.

O sistema de dols graus de liberdade indicado na
Fig. 6.14 representa a fundagdo e o edificio de uma usina

nuclear, sendo a massa da fundagdo moo= 1.E+8 kg e a massa
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do edificio m = 3.E+7 kg. A rigidez da estrutura & k_

0.6E+11 N/m. A mola que representa o solo tem rigidez kf
1.55E+11 N/m e constante de amortecimento viscoso ¢ =
3.79E+9 N/m, calculadas segundo as expressbes fornecidas por
- Richart et al. (1970), em fung¢do das propriedades do solo.
Uma an&lise & conduzida supondo a carga de impacto
da Fig. 6.15, extraida de Wolf (1985). Os deslocamentos do
edificio, obtidos pelo método SLFD e pelo método de Wilson,
sdo comparados na Fig. 6.16. A mesma estrutura é& analisada

sob o carregamento de origem sismica da Fig 6.17, supondo a

mola linear, com a rigidez indicada, e bilinear com a curva
forga versus deslocamentos indicada na Fig. 6.14. Os
histéricos de deslocamentos do edificio e da fundagdo sao
mostrados nas Figs. 6.18 e 6.19. Essas analise mostram a
aplicabilidade do método SLFD as andlises de sistemas
fisicamente ndo-lineares, dotados de amortecimento

ndo-proporcional.
6.8 EXEMPLO 8.

Um sistema formado pela massa m = 1 kg e por uma
mola bilinear de constantes k1 = 10000 N/mm e k2 = 10 N/mm
foi analisado porrKawamoto (1983) considerandc vibrag¢des néo
amortecidas. O mesmo sistema é analisado aqui considerando

os segquintes casos: 1I)- sistema ndo amortecido; IT)-

124



amortecimento dependente da freqiiéncia de acordo com a
fungdo c¢(w) mostrada na Fig 6.20; III)- amortecimento
dependente da fregiiéncia de acordo com a fungédo c(w)
mostrada na Fig. 6.21. A fungd@o de carga, mostrada na Fig.
6.22, é& p(t) = 50 sen(l.5t) + 100 sen 0.005t. O periodo
natural da vibragdo é T = 0.063 s. Kawamoto (1983)
considerou At = 1 s para calcular a resposta desse sistema
usando o método hibrido dominio do tempo-dominio da
freqiiéncia, e At = 0.02 s usando integragdo direta das
equagbes de equilibrio dinamico.

No caso I, wusando o método de linearizagéo
incremental passo a passo, com a formulagdo da resposta com
a formulagdo apresentada , um intervalo de tempo At = 25 s
foi usado, e a resposta do sistema & mostrada na Fig. 6.23.
Comparando esta resposta com aguela fornecida por Kawamoto,
[Kawamoto (1983), Figura 6.94, pAgina 341], & evidente que o
método aqui proposto é eficiente na previsdao dos
deslocamentos extremos do sistema. Além disso, esse método é
mais eficiente que o método hibrido dominioc do tempo-dominio
da freqiidncia na obtengdo da verdadeira resposta do sistema,
particularmente quando se considera um acentuado "softening”
como ocorre neste exemplo.

As respostas nos casos II e III, Figs. 6.24 e
6.25, mbstram gque o amortecimentc viscoso dependente da
freqiiéncia & convenientemente tratado pelo método proposto.

Uma diferenga muito pequena é observada nos mddulos dos
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deslocamentos extremos nos casos I, II e III. Uma das razdes
para isto & que a resposta permanente foi calculada e a
amplitude estatica p(t)/kz, para um valor tdoc pequeno de ka,

€ predominante na resposta do sistema.
6.9 EXEMPLO 9.

Seja um sistema massa-mola-amortecedor de dois
graus de liberdade com a primeira mola linear com k = 10000
N/mﬁ e a segunda mola ndo-linear com rigidezes k’'= 10000
N/mm e k’‘= 10 N/mm. Seja a carga triangular, mostrada na
Fig. 6.26, aplicada & massa 2. Para verificar a influéncia

do amortecimento dependente da freqiiéncia na resposta, as

seguintes fungfes 7n(w) s&c adotadas: a) caso I - Nn(w)
linear, conforme a Fig. 6.27; Db)- caso II - mn(w)
proporcional a w®, Fig 6.28; c)- caso III - fungdo 7(w) dada

na Fig. 6.29; d)- caso IV - fungdo 7(w) dada na Fig. 6.30.
Os deslocamentos das massas 1 e 2, respectivamente, para O
caso I, sdo mostrados nas Figs. 6.31 e 6.32; para o caso II,
nas Figs. 6.33 e 6.34; para o caso III, nas Figs. 6.35 e
6.36; para o caso IV, nas Figs. 6.37 e 6.38. Observa-se o
mesmo padrdo de comportamento da resposta permanente do
sistema para as diferentes fungdes de dissipagdo de energia,
embora haja uma wvariacdo muito pequena entre os valores
maximos observados. Isto se deve ao fato de as fungdes 7(w)

terem sido adotadas para corresponder, na freqiiéncia maxima,
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a 40 % do amortecimento c¢ritico, supondo o© sistema em
vibragdo com a rigidez k = 10000 N/mm. Quando o sistema
atinge os deslocamentos mdximos, sob a rigidez k = 10 N/mm,
a sua constante de amortecimento (que & proporcional a
rigidez) & muito reduzida, ndo permitindo assim, observar a

influéncia das diversas fungdes n{w) sobre a resposta.
6.10 EXEMPLO 10.

Toma-se O mesmo sistema do exemplo anterior, sob a
agdo do mesmo carregamento, porém adotando-se fungdes c(w)
assim discriminadas: a)- caso I - c(w) linear, Fig 6.39; b)-
caso II - c¢(w) proporcional a w°, Fig 6.40; c)- caso III,
c(w) dada pela fungdo da Fig. 6.41. Os deslocamentos das
massas 1 e 2, respectivamente, para o caso I, sdo mostrados
nas Figs. 6.42 e 6.43; para o caso II, nas Figs. 6.44 e
6.45; para o caso III, nas Figs. 6.46 e 6.47. Observam-se
diferencas acentuadas entre as respostas no caso III para 08
casos I e II, tanto na grandeza dos deslocamentos maximos em
cada caso quanto no nimero de oscilagbes entre os dois
dominios de linearidade fisica do material. Comparando-se
essas respostas com as correspondentes do Exemplo 9,
observam-se também diferengas acentuadas, embora o valor da
constante de amortecimento na fregiiéncia mais alta do

espectro seja o© mesmo.
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Tabela 6.1 - Indices de Convergéncia modais(Ex. 1).

Modoi ICi
1 4.0E+2
2 4.0E+2
3 2.0E+3
4 4,0E+3
5 2.0E+4
6 3.0E+4
7 5.0E+4
8 8.0E+4
9 1.0E+5

10 2.0E+6

Tabela 6.2 - Tempos de CPU relativos (Ex. 1).

Método a = t/t
DIRECT | 1.00
CM {6 modos) 0.56
PFORCE (6 modos) 0.40
cM (4 modos) 0.37
PFORCE (4 modos) 0.27

t = tempo de CPU para DIRECT

t = tempo de CPU para o método comparado
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Tabela 6.3- Precisfo de resultdos do Exemplo 2.

] o 5 . o Del.Méximo(xlO‘3m) Erro

(Nsim) 12 Ponto| PFORCE |DIRECT | (¥)
1| 10° |10 fo.62|s.5es0) 3| 0:3550 1073342 | o033
1| 10° |10%f0.9s|s.aesa) 3 002230 10-33%3 | oldo
1z 10% 110°|0.99(s.0mv2| 5 | 93305 103878 | 0les
w [ 107 |10 o.2fs.emes) § [ §:3350 |8:3350 | 022
v | 10° J10%o.ss|s.oev2| 5 | 0:3357 (013570 | 0085
vi | 10° |10°|1.00(6.0m+1) 5 | 09137 18:2074 |30.70
vir| 10* |10%|0.95(6.0m41| 3 | 90335 (012047 |29.90

1
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Tabela 6.4 - Frequéncias naturais do sistema do Ex. 3.

Frequéncias Naturais (Hz)
Modo
Nao Amortecidas Amortecidas
1 2.931 2.809
2 4.864 4.255
3 5.970 5.430
4 12.540 10.970
5 16.020 16.000
6 18.802 18.510
7 26.8395 27.250
8 58.698 57.540

Tabela 6.5 - Indices de Convergéncia modais (Ex.3).

Modei I'C'_1
1 1.0E+2
2 3.0E+1
3 2.0E+1
4 5.0E+1
5 5.0E+2
6 2.0E+2
7 - 7.0E+2
8 1.0E+3
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Tabela 6.6 - Erros de MODAL em relagdo a PFORCE no Ex. 3.

Deslocamentos Maximos (cm) Erro
Ponto MODATL PFORCE (%)
1 0.5917E-01 0.3169E-01 86.72
2 0.3389E-04 0.1576E-04 115.04
3 0.2389E-01 0.9034E-02 164.45
4 0.1001E-05 0.1585E-06 531.55
5 0.2528E-01 0.8489E-02 197.80
6 0.1350E-05 0.2639E-06 411.56
7 0.2752E+00 0.3779E-01 628.24
8 0.1115E-04 0.1750E-05 537.14
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Fig. 6.1 - Viga em balango com amortecedor discreto

(Exemplo 1)

€60

Fig. 6.2 - Carga (Exemplo 1).
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Fig. 6.3 - Deslocamnetos do ponto 5 (Exemplo 1).
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SESENS RN ERN Y

Fig. 6.4 - Sistema de dois graus de liberdade (Exemplo 2).
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Fig. 6.5 - Carga ressonante aplicada & massa 2 (Exemplo 2).
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Fig. 6.6 - Histérico de acelerag¢bes de base (Exemplo 3).
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DESLOCAMENTOS HORIZ. DO PCPY (m)

T T I T I !
00 0f 02 03 04 05 06 07 OB 08 10 44 12 {8 14 i5 18 t7 18 19 20

TEMPO (s}

PFORCE + DIRECGT

Fig. 6.7 - Deslocamentos Horizontais do PCPV (Exemplo 3).
75
&

TEMPO DE CPU (s)

30 50
NUMERO DE TERMOS NO SEGMENTO

IMPLICITA — FFT
Fig. 6.8 - Comparac¢do do Esforgo computacional

entre FFT e a formulagdo matricial (Exemplo 4).
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Fig. 6.10 - Carga (Exemplo 5).
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Fig.. 6.11 - Deslocamentos da massa no Exemplo 5.
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Fig. 6.12 - Viga em balango e carga (Exemplo 6).
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DESLOCAMENTOS (m)

1] l I ' 1.6 ' I ' a2 I I ‘ 48 I I I 6.4 ' 8 98
TEMPO () -
s SLFD +  DIRECT

Fig. 6.13 -~ Deslocamentos da extremidade da viga

em balanco (Exemplo 6).
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Fig. 6.14 - Sistema de dois graus de liberdade do Exemplo 7.
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Fig.
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6.15 - Carga de impacto atuante sobre o edificio

(Exemplo 7)
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Fig. 6.16 - Deslocamentos do edificio (Exemplo 7).
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Fig. 6.17 - Carga sismica (Exemplo 7).
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- Deslocamentos do edificio sob carga sismica

(Exemplo 7).
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Fig. 6.20 — Fungdo c(w) para o caso II (Exemplo 8).
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Fig. 6.21 - Fungdo c(w) para o caso III (Exemplo 8).
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Fig. 6.22 - Fungdo de carga (Exemplo 8).
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Fig. 6.23 - Deslocamentos da massa no caso I (Exemplo 8).
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Fig. 6.24 - Desloamentos da massa no caso II (Exemplo 8)
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Fig. 6.25 - Deslocamentos da massa no caso III (Exemplo 8).
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Fig. 6.26 - Carga triangular (Exemplo 9).
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Fig. 6.27 - Fungdo 7m(w) linear (Exemplo 9).
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Fig. 6.28 - Fungdo 7(w) proporcional a W (Exemplo 9).
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Fig. 6.29 - Fungdo n(w) no caso III (Exemplo 9).
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Fig. 6.30 - Fungdo 71{w) no caso IV (Exemplo 9).
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Fig. 6.31 - Deslocamentos da massa 1 no caso I (Exemplo 9).
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Fig. 6.32 - Deslocamentos da massa 2 no caso I (Exemplo 9).
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Fig. 6.33 - Deslocamentos da massa 1 no caso II (Exemplo 9).
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Fig. 6.34 - Deslocamentos da massa 2 no caso II (Exemplo 9).
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Fig. 6.35 - Deslocamentos da massa 1 no caso III
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Fig. 6.36 - Deslocamentos da massa 2 no caso III

(Exemplo 9)
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Fig. 6.37 - Deslocamentos da massa 1 no caso IV (Exemplo 9).
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Fig. 6.38 - Deslocamentos da massa 2 no caso IV (Exemplo 9).
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Fig.6.41 - Fungdo c(w) para o caso III (Exemplo 10).
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Fig.6.42 - Deslocamentos da massa 1 no caso I (Exemplo 10).
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Fig.6.43 - Deslocamentos da massa 2 no caso I (Exemplo 10).
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Fig.6.44 - Deslocamentos da massa 1 no caso II (Exemplo 10).
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Fig.6.45 - Deslocamentos da massa 2 no caso II {Exemplo 10).
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Fig.6.47 - Deslocamentos da massa 2 no caso III

(Exemplo 10).
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7. CONCLUSOES E SUGESTOES

7.1 CONCLUSOES

A proposigdo de um método de andlise deve ser
seqguida de ntGmero suficiente de avaliagdes numéricas, antes
gue a sua aplicagdo seja adotada em problemas praticos de
engenharia de estruturas, ndo sdé para absoluta seguranga em
relagdo aos resultados obtidos como para verificar as
caracteristicas que se pretendeu adquirir com o seu
desenvolvimento. Nesse caso, a implementagdo computacional
efetuada visou apenas demonstrar a viabilidade numérica do
método proposto.

A concepgdo do método SLFD tem o propdsito de
reunir a economicidade do método de superposigao modal
classico, que permite trabalhar em um espago vetorial de
dimensdo reduzida, e a precisdo de um processo de integragéo
teoricamente exato. As caracteristicas do método SLFD
decorrem destes dois métodos béasicos.

0 método de superposigdo modal é adequado para
solugdc de problemas dindmicos em geral, mas elimina os

problemas tipicos de propagagdo de ondas onde todos os modos
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sao excitados. Portanto, as aplicacdes esperadas para o
método SLFD s&o respostas transientes a excitagdes sismicas,
carregamentos dina@micos generalizados e forgas de vento.
Efeitos localizados, em geral, analisados tendo em vista
processos de fadiga, podem também envolver grande numero de
modos, tornando o método potencialmente inadequado.

A utilizagdoc de coordenadas generalizadas permite
a identificagdo dos modos dominantes na resposta, o gue
possibilita estudar a transicdo da resposta lineai para a
resposta ndo-linear.

A anédlise no dominio da freqiiéncia é precisa
sempre que um nGmero suficiente de freqiiéncias & adotado no
espectro, de modo a captar picos de freqiiéncias nos
carregamentos. Problemas como alongamento de periodo e
amortecimento artificial s&c completamente afastados. Por
outro lado, a escolha do intervalo de tempo de integragao
deve considerar a freqiiéncia de Nyquist, f,r que corresponde
a maior freqiiéncia presente no histérico de carga, ou seja,
At < 1/(2f) (Newland, 1975). Kawamoto (1983) menciona que
um intervalo de tempo édequado para andlise no dominio da
freqiiéncia, em geral, & cerca de 5 a 10 vezes maior que ©
correspondente adequado para integragdo direta. Espera-se,
portanto, economia de esforgo computacional com esse método.

Para dar maior generalidade ao método proposto,
foi desenvolvido o tratamento de sistemas dinamicos

lineares, dotados de amortecimento ndo-proporcional, por
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meio do método de superposicdo modal cléssico. Com a mesma
finalidade, a definigdo de uma matriz de amortecimento
dependente da frequéncia foi proposta. Nessa definicdo, o
acoplamento & devido & matriz de rigidez. Desse modo, a
utilizagdo de modos normais na formulagdo do método proposto
ndo restringe a sua aplicabilidade na diné&mica estrutural.

0 esforgo computacional exigido em uma analise
ndo-linear por meio de um método de linearizagdo passo a
passo no dominio da frequéncia ¢é potencialmente muito
elevado. A formulagdo matricial da resposta dinémica no
dominio da freqiiéncia, com as transformadas de Fourier
implicitas, & adequada a este tipo de andlise, conduzindo &
economia de esfor¢o computacional, o que pode aumentar a

economicidade do método proposto.

7.2 SUGESTOES

0 aprofundamento da pesquisa aqui iniciada deveréa
considerar a adaptagdo do algoritmo proposto a programas de
elementos finitos. A generalidade do método proposto,
sensivelmente expandida no que se refere ao tratamento do
amortecimento, deve ser estendida para abordagem de outras
formas de comportamento ndo-linear. Materiais viscoeldsticos
tém sido muito pesquisados para o controle de vibragdes,
resultando em complexas fungSes de dissipagdo de energia, em

geral dependentes da freqiiéncia.
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A formulagdo matricial da resposta dinamica, com
as transformadas de Fourier implicitas, deve ser utilizada
em sistemas de miltiplos graus de liberdade, j& que
potencialmente pode representar maior economia de esforgo
computacional, viabilizando definitivamente a andlise
nédo-linear no dominio da freqgiiéncia. Nesse mesmo sentido,
técnicas de redugéo modal devem ser empregadas,
principalmente considerando que a verificagéo de
convergéncia do processo iterativo, para tratamento do
amortecimento nao-proporcional, pode ser feita em
coordenadas generalizadas (Claret e Venancio-Filho, 1991),
em lugar de coordenadas fisicas, como foi implementado.

Outros métodos de extragdc modal, bem como
técnicas de estimativa da variacdo das freqiiéncias naturais,
antes da atualizagdo das matrizes modais (Landau, 1983),

devem ser empregadas, visando & anélise de sistemas de

grande porte.
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A. FORMULAGCAO MATRICIAL DA RESPOSTA DINAMICA
DE SISTEMAS DE MULTIPLOS GRAUS DE LIBERDADE

NO DOMINIO DA FREQUENCIA
A.1 EQUACOES DE MOVIMENTO

Sejam as equagdes de movimento de um sistema
dindmico fisicamente ndc linear, dotado de amortecimento néo
proporcional, discretizado em elementos finitos, totalizando

N graus de liberdade

[m]{¥} + [c]l{v} + [k(Vv)1{v} = {p(t)}, (A.1)

onde [m], [k(v)] e [¢] sdo respectivamente as matrizes de
massa, rigidez e amortecimento; {v}, {ﬁ}: {V} sao
respectivamente os vetores de deslocamentos, velocidédes e
aceleragdes; {p(t)} é o vetor de agbes nodais externas.

Se o amortecimento do sistema estrutural &
modelado como dependente da freqiiéncia, a sua equagéo de

movimento &

{V} = [L(w)] {P}, (3.2)
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onde [L(w)] € uma matriz de resposta complexa em fregiiéncia
cujo termo genérico L & assim definido
1]

L = [—w m_ + [1+ in(w) sgn(w)] kij:l'l, (A.3)

sendo 7(w) o fator de dissipagdo de energia, fungdo da
fregiiéncia e sgn(w) a funcdo que retorna o sinal de w; ©

vetor de cargas nodais é escrito na forma
{p(t} = {P} &', (B.4)

0 deslocamento no dominio do tempo se relaciona com o vetor

de amplitudes {V} através da expresséo
{v(t)} = (v} &', (A.5)

Em uma andlise da resposta dinamica pelo método
SLFD, no segmento i os deslocamentos e velocidades iniciais
sdo dados pelos vetores i{v}o e.i{é}o, respectivamente. Em
funcdo do vetor de deslocamentos iniciais 1{v}o, a matriz de
rigidez para o cdlculo da resposta no segmento i, i[k}, é
obtida; nesse segmento, o vetor de cargas é i{p(t)].

A resposta total do sistema dindmico no segmento i

serd obtida pela superposigdo da resposta ao carregamento
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externo '[p(t)] com as respostas aos deslocamentos iniciais

1{v}o e as velocidades iniciais i{{r}o.
A.2 RESPOSTA A CARGA EXTERNA
A.2.1 SISTEMA COM AMORTECIMENTC NAQ PROPORCIONAL

0 problema de autovalor associado aoc sistema

dindmico no segmento i &
'[k1 '[8] = [m] '[8] '[A] (A.6)

onde i[(I>] & a base modal no segmento i, relativa a matriz de
rigidez i[k] e i[A] é a matriz diagonal cujos elementos sao
os quadrados das freqgiiéncias naturais de vibragao do
sistema, enquanto i[k] for uma boa aproximagdo para sua
matriz de rigidez. Supde-se '[®] normalizada em relagdo as
matrizes de massa e rigidez, isto &, sdo validas as
seguintes propriedades

t i

'1o1° [m]

[2] [I]1, (A.7)

‘re1® 'rk1 're] = 'raj. (A.8)
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Seja i[@]r a matriz N x r formada pelas r

primeiras colunas de '[&]. Admitindo-se que ©os r primeiros
modos de vibragdo sejam predominantes na resposta do sistema

no segmento i, faz-se a transformag¢do de coordenadas
Hv(t)} = '] {y(t)} (A.9)

onde i{y(t)} & o vetor de coordenadas generalizadas de ordem

-~

(rxl). Levando-se a Eq. A.9 a Eqgq. A.l, pré-multiplicada por

i[@]i, tem-se

[11, {F} + [C] '{y} + '[A]l {y} = '{PB} (A.10)

onde

(P} = '[21] {p(t)}- (A.11)

O sistema de equagfes (A.10) ndo €& desacoplado em
face do amortecimento néo proporcicnal, porque, nesse caso,
[C]_ & ndo diagonal. Decompondo [C] em uma matriz diagonal
[C] , com os elemenﬁos da diagonal de [C] e uma matriz

[C]rf gque possul diagonal nula e os elementos de fora da

diagonal de [C]r, isto &,

[Cl_= [Cl_ + [C] ., (A.12)
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a Eq. A.,10 pode ser reescrita da forma seguinte

'1A] vy = {P}- [C1, {¥}- (A.13)

[I1 '{¥} + [C1 ¥} +
A Eqg. (A.13) ¢é resolvida por um processo

iterativo, cujo x-ésimo passo é

(k) (k)

(13,47 '+ e vy 0+ Ay i ) = ey e, (A.14)
onde i{F}(k)(t) é a carga generalizada atuante no segmento
i, no passo k, no instante t, definida por

HEEY = ey - el 4yt (A.15)

A integragdo da Egqg. A.l4 pode ser feita totalmente no
dominio do tempo, utilizando a Integral de Duhamel, ou no
dominio da freqilidncia, conforme se formula no item 3.3,
o

sendo, nesse caso, a carga generalizada dada pela Eq. A.15,

calculada no dominio do tempo.
A.2.2 SISTEMA COM AMORTECIMENTC DEPENDENTE DA FREQUENCIA
A transformagdo de coordenadas dada pela Eq. A.9

levada a Eqg. A.5 conduz a
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Hy(t)r = {v} ' (A.16)

i

Pré-multiplicando a Eg. A.2 por [@]: e considerando a Eq.

A.16, tem-se

Y} ='[H(w)] {F}, (A.17)
onde o vetor de cargas generalizadas no segmento i &

{F} = '[e1° (2} (2.18)

e a matriz generalizada de fungdes de transferéncia, para a

fregiiéncia w, é

'[H(0)] = '[81] '[L(w)] '[e]_, (A.19)

cujo elemento genérico &
h (©) = I:—wz + [1 + in(w) sgn(w)] ia;fj“l, (A.20)
sendo W@l a freqiliénecia de vibragdo do g-ésimo modo néo
amortecido no segmento i. Nesse caso, a solugdo é obtida no

dominio da freqgiiéncia conforme a formulagdo apresentada no

item A.2.3. Ndo sendo iterativo o processo, a referéncia que
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se faz ao passo k de iteragdo no item A.2.3 deve ser

considerada apenas para k = 1.
A.2.3 CALCULO DA RESPOSTA

Seja o  histérico de resposta mna coordenada
generalizada qu composto de S valores em instantes
discretos tj = (j-1)At, j = 1,...,S. Portanto, no passo k do
processo iterativo, o histérico de resposta na g-ésima

coordenada generalizada pode ser visto como a sequéncia
i 1 {k
Yo, w0y, (A.21)

. i (k)
que pode ser organizada na forma de um vetor-coluna {Y}q ,

“isto &,

1Y(k)
1q

o= . (A.22)

A carga atuante na direcg@o da ccordenada generalizada g nos

S instantes do histérico forma a sequéncia
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1(k) ig, (k) 1p (k) 1o (k) A.23
qu qu F v e qu F AL L Y qu ( )

) 1 (k)
que pode ser organizada na forma do vetor-coluna {F}q P

isto &,

HF(m-
1q
tp ()
i (%) 2q
{F} = : . (A.24)
{k)
jq

'F

i k
F
L. Sq -
Ora, conforme a formulagdo da resposta dindmica no dominio
da freqiiéncia com a Transformada de Fourier Implicita
(Vené@ncio-Filho e Claret, 1990}, e supondo um namero N par

de fregiiéncias discretas, tem-se

A
(k) @

Yy Y -

—— [E] "[HL B my T (A.25)
T

. . *
onde a matriz [E], de ordem SxN, e [E ], de oxdem NxS,
independem do segmento considerado. i[H]q é a matriz de
termos de resposta complexa em fregiliéncia no segmento i,

para a coordenada generalizada q, isto &,
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(A.26)

'[H]

onde

(‘H)_ = [~} + ioC + @17, 3=1,N. (A.27)

Para amortecimento ndo-proporcional, C & o elemento da
q
g-ésima linha da matriz [C]d; para amortecimento dependente
T

da freqgiiéncia tem-se
C = 172 . A-28
. n(w )“G/le| ( )

A Eg. A.25 pode ser generalizada para permitir o

cdlculo da matriz-histérico da resposta assim definida

- ip 0 1y 1,00,
11 12 ir
iY(k) iY(k)...iY(k)
21 22 2T
Lo (k) ;
{9} ; ; A.29
g0 igl) iy () (A.29)
1 52 T
iY(k] iY(k)...iY(k)
S1 S2 sr 4
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Analogamente, a matriz de forgas generalizadas é

- iF(k) iF(k)...iF(k)"
11 12 ir
iF(k) iF(k}...iF(k)
21 22 27
1,0 (k) :
{#} = . . A.30
ipo gt 1RG0 ). (A.30)

i1 j2 7t T

iF(k) iF(k)...i (k)
- 51 52 57 -

Para esse fim, & necessdrio definir nova matriz de resposta
complexa em fregiiéncia. Seja a matriz [H] transformada em
q

uma coluna da matriz i[ # ] de tal modo gque

ng = i(Hs)q, s =1,Neqgq-=1,r, (A.31)

onde o indice q refere-se & g-ésima coordenada generalizada.

Entdo, a matriz-histérico de resposta pode ser obtida pela

expressao

i (k) Aw i (k)
{Y)Y =— ([ &1){F}", (A.32)
2

onde a matriz [ & ] é assim definida

N

3 =§ E % E . (A.33)
. i} jk ik

j=1
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A.3 RESPOSTA A0 DESLOCAMENTO INICIAL

No segmento i, o0 vetor de deslocamentos iniciais
em coordenadas fisicas é 1{v}o. Fazendo a transformacgdo de

coordenadas com o emprego da base modal 1[¢]r, tem-se

1 t i
= . A.34
{vy, = '[8]1_'{v}i, ( )
0 efeito dos deslocamentos iniciais pode ser introduzido na
resposta do sistema estrutural somando-se & matriz de forgas
generalizadas, dada na Eq. A.30, a matriz i{?}0 cujo

elemento genérico é&
T o=-'w'ly , 3 =1,s. (A.35)

Portanto, a resposta do sistema em coordenadas generalizadas
no segmento i, no passo kx, sob a agdo da carga aplicada e do

deslocamento inicial &

i (I} Aw i i
{Y13" - ([ & 1) ({F}_+ { ¥}
2n

(k)

). (A.36)

A.4 RESPOSTA A VELOCIDADE INICIAL

0 vetor de velocidades iniciais no segmento i &

'{v} . Em coordenadas generalizadas tem-se
Q
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vy, = (8], '{v,. (A.37)

o]

O efeito das velocidades iniciais na resposta pode ser
fisicamente introduzido, considerando-se a resposta a um
impulso [m]i{%}o, ou em coordenadas generalizadas, a um
impulso [I]:{f}o. Considerando-se que [I] & uma matriz

(rxr) diagonal, a resposta ac impulso I;ﬁﬂ,é

Hy, ()}, = I'y_h (t), (A.38)

onde hs(t) € a transformada de Fourier de H(w), ou seja,

+00

h (t) = [ H(w)e'“Pdo. (A.39)

Em forma discreta, a resposta a um impulso unitéario

transforma-se em
A - i
ht ) = 52 2 H(w )e'*™, (A.40)

onde a = (2n/n). Portanto, a resposta a velocidade inicial

no segmento i pode ser escrita na seguinte forma
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) I i& N;l -
I{Yv (t) }s - sznso Aw E H(wn)exocnm. (A. 41)
n=0

Para todas as coordenadas generalizadas, as respostas as

velocidades iniciais generalizadas podem assumir a forma
matricial seguinte
(¥, ) e (¥,)

Y} = 4 (A.42)

(Y)y, (T)g-(Y.)

v ' 51

Considerando que a matriz [E], de ordem S x n,é definida por
[E] = [Enm] - [eia(n—l)(m-l)]’ (A.43)

com « = 2m/y, e sendo '[ # ] definida pela Eq. A.31, a
matriz de resposta as velocidades iniciais generalizadas

pode ser calculada por

i Aw i i
Y = — ('I61) [T1 (¥}, (A.45)
21

onde a matriz i[G] é assim definida
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= EﬂE # (A.45)

A resposta do sistema, em coordenadas generalizadas, no
segmento i, na iteragdo kx, & obtida pela soma i{ Y }(k) dado

pela Eq. A.36 e i{y“r}, dado pela Eqg. A.44.
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