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Neste trabalho s&o instituidas as equagdes
diferenciais gerais que governam, no ambito das rotacdes
moderadas, a flexo-torgéo de hastes prismaticas de
paredes delgadas com secgdo aberta sob solicitacéo
dindmica (sem levar em conta o amortecimento) através
de dois procedimentos distintos. Deduzidas inicial-
mente pela consideragcdo do equilibrio din&mico, séo
posteriormente confirmadas mediante enfoque varia-
cional com a wutilizagdo do principio dos trabalhos
virtuais. Este 1ultimo enfoque apresenta a vantagem de
conduzir também &s condigdes de contorno (cinematicas e
naturais) de forma consistente, ou seja, como decorréncia

do préprio procedimento utilizado.
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A teoria é desenvolvida a partir das equagdes da
Elasticidade N&o-linear (geométrica) mediante a introducio
de hipdteses simplificadoras inerentes ao problema, com

énfase para as hipdéteses de Kirchhoff e de Vlassov.

Apresenta-se ainda a particularizacgéo da
formulagdo para a andlise 1linear bem como algumas
consideragdes a respeito de formulagdes desenvolvidas por
outros autores e, ao final do trabalho, uma proposta de
tratamento numérico por diferengas finitas, ja& dque a
complexidade das equagdes instituidas inviabiliza a sua

resolugdo por procedimento analitico.
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In this work the general non-linear dynamic
equations for combined torsion and flexure of thin walled
prismatic bars with open cross sections, under moderately
large rotations, are derived (without considering damping)
through two procedures; They are iniatially obtained by the
dynamic equilibrium consideration and afterwards checked by
a variational approach using the principle of virtual work.
The latter presents the advantage of 1leading to the
(kinematic and natural) boundary conditions in a consistent

way, i.e., as a consequence of the procedure itself.



Viii.

The development of the theory starts from the
Non-linear Elasticity basic equations by introducing a few
assumptions that are inherent to the problem, with emphasis

to the Kirchhoff and the Vlassov hipotheses.

This work also includes a particularization of
the formulation to linear analysis as well as critically
reviews some other formulations in the literature. At 1last
a numerical treatment is suggested using the finite
difference technique once that an analytical solution is

not feasible due to the complex nature of the derived

equations.
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xXiii.

NOMENCLATURA

area da seg¢do transversal da barra

drea da superficie lateral da barra

integral, definida na equacdo (II.61d),
envolvendo as tensdes normais numa secéo
genérica da barra e a grandeza Ww;

bimomento na analise linear

integrais, definidas nas equagdes
(IT.61f,e), envolvendo as tensdes normais
numa segdo genérica da barra e as

2
_xr
2

grandezas r e A =
centro de cisalhamento da secéao

médulo de elasticidade longitudinal do

material

deformacdes especificas de fibras dque,
antes da deformacdo, eram paralelas as

diregcbes X, n, s respectivamente

deformagbes especificas de fibras dque,
apdés a deformacao, se tornam paralelas as

diregdes x, n, s respectivamente
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componentes segundo X Yy z da forga
resultante numa secdo genérica da barra,
dadas nas equag¢des (ITIT.11), (III.20) e

(III.31); esforgo normal e esforgos

cortantes na analise linear.

gxzi ?yzi gwi ?A - forgas generalizadas de
inércia, definidas nas equag¢bes (III.16),
(III.25), (III.36), (III.46), (III.54),
(ITT1.63), (III.79) e (III.87) respecti-

vamente

modulo de elasticidade transversal do

material
momento de inércia polar (pdlo E)

momentos de inércia da &area da secdo en

relacdo aos eixos y e z respectivamente

produto de inércia da A&area da secdo em

relagdo aos eixos y e 2z
momento setorial de inércia

produtos setoriais de inércia



«XV.

constante de torcgao da secgao

comprimento do contour

perimetro da secgéao

- integrais, definidas nas equacgdes
(II1.61b,c) ((ITII.21) e (III.32)),
envolvendo as tensdes normais numa secéo
genérica da barra e as coordenadas 2 e §

A A
(C e m): momentos fletores na andlise

linear,

integral, definida na equagdo (III.58),
envolvendo as componentes py e p, do
vetor tensdo numa segdo genérica da barra

e as coordenadas { e 71; momento torsor na

analise linear.

integral, definida na equagdo (II.éla),
envolvendo as tensdes normais numa secgao
genérica da barra; esforgo normal na

analise linear.

propriedades geométricas da segao,

definidas nas equag¢des (II.12)
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JXVi.
propriedade geométrica da secdo, definida
na equagao (II.1l4)

integral, definida na equagdo (II.674),

envolvendo as tensdes de cisalhamento T__,

Xy
T ou T T numa segdo genérica
xz xs’ Txn) ¢ 9
da barra e as coordenadas 7, {( (ou
r , r en
or T, e mn)

ponto genérico da linha do perfil

ponto setorial inicial

momentos estdticos da 4&rea da secdao em

relagdo aos eixos y e z respectivamente

momento estatico setorial

integral, definida na equagdo (II.67c),

envolvendo as tensdes de cisalhamento txy’

T..) numa segcdo genérica

(ou <T_ ,
XS xn

T
XZ
da barra e as coordenadas (, 7 (ou
r, € n, rs); momento torsor na andlise

linear.

primeira parcela de T, definida na equacao

(II.69a)
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~XYZ

xXvii.

segunda parcela de T, definida na equagéo

(II.69b)

o X
n:

matriz de transformacgdo do sistema x
para o referencial x n s

matriz de transformacdo do sistema X y Z
para o referencial x y z

volume da barra

integrais, definidas nas equacgdes

(IT.67a,b), envolvendo as tensbes de

cisalhamento <T__,
Xy

da barra; esforgos cortantes na analise

T, Duma secgdo genérica

linear.

componentes nas direcdes X, n, s das

forcas de volume

componentes segundo x, y, z das forcgas

de volume
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Letras romanas minusculas

integrais, definidas nas equagbes (III.78)
e (III.86), envolvendo a componente X

das forgas de volume e as grandezas w e

e - pardmetros de deformacao

fluxo de cisalhamento

comprimento da barra

integrais, definidas nas equagdes
(III.70e,d), envolvendo a componente X
das forgcas de volume e as coordenadas

A A
z ey.

soma de integrais, definidas nas equacgdes
(ITI.70%), envolvendo as componentes
Y e Z das forgcas de volume e as com-

ponentes p e p;, (i=1,2) das for-

iy
¢as prescritas na superficie lateral da

barra, além das coordenadas { e 7

coordenada mensurada na diregcdo normal &

linha média
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Xix.

componentes segundo X n s do vetor
tensdo na face de um elemento de nor-

mal 1 (i = 1,2) na geometria inicial
idem segundo X y 2z

componentes das forgas por unidade de
comprimento atuando ao longo dos eixos
X (qx) e £ (qy e qz) da barra, dadas nas

equagbdes (III.70a,b,c)

distdncia do centro de cisalhamento E a um

ponto genérico S da linha do perfil

coordenadas de um ponto genérico S da
linha do perfil em relagdo a um par de
eixos com origem no centro de cisalhamento

E da segcdo e orientados tal como n, s.

coordenada medida ao longo da linha do
perfil, a partir de uma de suas

extremidades

coordenadas s dos pontos da 1linha do
perfil localizados nas extremidades
inicial e final, respectivamente, de um

trecho genérico i da segdo



XYy

zZ

XX .

espessura da parede de um trecho gené-

rico i da segéo

instante genérico

translacao da linha média da segdo na

direcédo x

componentes segundo X n s do desloca-

mento de um ponto genérico da barra

idem sequndo X y 2

componentes do deslocamento do centro de

cisalhamento da se¢do nas direcdes vy e z

sistema cartesiano ortogonal com origem no
centréide de uma das secgdes extremas da

haste

diregbes dos segmentos elementares que,
apés a deformacdo, se orientam segundo

X, n, s

diregbes dos segmentos elementares que,
antes da deformagdo, se orientavam segundo

X, n, s
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(1)
XS

SW

JXX1.

coordenadas de um ponto genérico da secdo

em relagdo aos eixos y e z

coordenadas segundo os eixos y e z do

centro de cisalhamento E da secgédo

Letras gregas mintusculas

adngulo que mede a inclinacdo de um trecho

da secdo transversal

distorcgdes

primeira parcela de Vs

trabalhos virtuais das forgas externas e

internas respectivamente

s’ Tns " componentes de deformacao

coordenadas de um ponto genérico da secéo

em relacgdo aos eixos 1 e (

grandezas definidas pelas expressoes

(II.57a,b)
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Xxxii.

coordenada generalizada de um ponto
genérico S da linha do perfil, definida
na equacgao (II.44)

massa especifica do material

coeficiente de Poisson

sistema cartesiano ortogonal com origem no
centro de cisalhamento de uma das secgdes
extremas da haste

componentes segundo X n s do vetor
tensdo na face de um elemento de normal x
na geometria inicial

idem sequndo X y z

componentes normais de tenséo

componentes tangenciais de tenséo

parcela i1 (1 = 1, 2) da tenséo Tys
parcela i (1 = 1, 2) da tensédo T

Xn

dngulo de torc¢éo
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- grandeza definida pela expressédo (II.57c)

- aArea setorial

(ou Wy s wy, wz) - parémetros de rotagao

Simbolos

- designacdo para as dgrandezas avaliadas

em n =20

- designagdo para as grandezas prescritas na
superficie lateral ou nas extremidades da

barra

- designacgdo para as derivadas das grandezas

em relacao a x

- designagdo para as derivadas das grandezas

em relacdo a t



CAPITULO I

INTRODUCAO

Cada vez mais sdo utilizadas, em diversos campos
da Engenharia - c¢ivil, naval, mecdnica, aeronautica -
estruturas constituidas de hastes de paredes delgadas, dque
oferecem a vantagem de permitir a obtencdo de elevada
rigidez com peso préprio relativamente pequeno. Tais barras
se caracterizam pelo fato de que a espessura da parede do
perfil é pequena em relacdo as dimensées caracteristicas da

secdao transversal (altura e largura da secgdo).

Por razdes construtivas e de fabricacdo, ¢é
frequentemente necessario utilizar hastes de secdo aberta,
que diferem fundamentalmente, gquanto ao comportamento
estrutural, das barras de secdo fechada. Assim, visando a
estabelecer procedimentos para a andlise e projeto de
estruturas formadas de hastes de paredes delgadas com secgao
aberta, torna-se imprescindivel desenvolver formulacdes
adequadas ao estudo do problema da flexo-torgdo nestas
estruturas, abrangendo sobretudo o campo ainda

relativamente pouco explorado do comportamento ndo-linear.

Apresenta-se a seguir um resumo, baseado
fundamentalmente nas exposigdes de GJELSVIK (1981) e
VLASSOV (1962), historiando a evolucdo das pesquisas sobre

o assunto.



A teoria geral de flexo-torgdo de Dbarras
elasticas com ‘segdo aberta de paredes delgadas é
relativamente recente. A Histdéria da Resisténcia dos
Materiais e da Teoria da Elasticidade (TIMOSHENKO, 1953)
mostra que durante muitos anos flexdo e torgdo foram

investigadas separadamente.

Primeiramente, desenvolveu-se a teoria de flexdo
baseada na hipétese de Navier-Bernoulli segundo a qual
secbes planas permanecem planas durante a flexdo. Esta
teoria considerou apenas vigas de segdo transversal
simétrica de forma simples, sujeitas a cargas dtuando num
plano axial de simetria da viga. A tensdo de cisalhamento
sé pdde ser calculada na pratica com o desenvolvimento, na

década de 1850, da fdérmula de Jourawski.

Por muito tempo acreditou-se que é torgdo fora
definitivamente resolvida pela teoria de Saint-Venant,
também desenvolvida na década de 1850. Esta teoria
considera que, durante a torgdo, a secdo é 1livre para
deformar-se fora de seu plano, ou seja, admite o 1livre
empenamento da seg¢do transversal. Apesar desta limitacao,
ela foi aplicada indistintamente tanto a torgéo
uniforme como a torgdo ndo-uniforme. Sua aplicagdo as
formas préaticas de secdo de paredes delgadas deveu-se ao
trabalho de Bredt, em 1896, em tubos e ainda a analogia de

membrana apresentada por Prandtl em 1903.



A possibilidade de desenvolvimento de uma teoria
para a torg¢do ndo-uniforme foi vislumbrada em 1905, quando
Timoshenko investigou o problema da torg¢do numa viga I com
uma extremidade engastada e concluiu gue para se obter um
valor satisfatério para o &ngulo de torcdo deveriam ser
consideradas ndo sdé as tensdes de torgdo de Saint-Venant

como também as tensodes de flexdo nas mesas.

Bach foi o primeiro a constatar, em 1909, por via
experimental que na flexo-torgdo ndo se verifica a hipdtese
das sec¢bes planas. Efetuando ensaios numa barra com secao
em forma de U, esse pesdquisador observou gue uma carga
perpendicular ao plano de simetria do perfil, passando pelo
centréide da secdo, provoca ndo somente flex&o mas também
torcao. Medindo os alongamentos de quatro fibras
longitudinais localizadas nos cantos do perfil, constatou o
ndo atendimento a hipdtese das segdes planas. Verificou
ainda que a mesma carga perpendicular ao plano de simetria
do perfil quando alinhada com o eixo da alma, portanto néo
passando pelo centréide, provoca uma torcdo menos acentuada
na viga. Bach generalizou os resultados obtidos, atribuindo
o afastamento da hipdétese das segdes planas exclusivamente

a assimetria da secdo U.

Somente doze anos apds as experiéncias de Bach, a
questao da flexo-torgdo de vigas de paredes delgadas voltou
a agitar o meio cientifico, com o aparecimento, em 1921, de
uma obra de Maillart sobre o assunto. Retomando as

experiéncias de Bach, o autor constata que a flexéo



acompanhada de torgdo pode-se desviar da lei das secgdes
planas mesmo para perfis simétricos. Em artigos
posteriores, de 1922 e 1924, Maillart esclarece o
acoplamento entre flexdo e torcdo, introduzindo finalmente
o conceito de centro de cisalhamento e fornecendo os meios

de cdlculo para a sua determinacgdo.

Em 1927 apareceu uma obra de Bernstein onde o
autor, ao estudar a distribuicdo de tensdes normais nas
segbes transversais de vigas mestras de pontes, observa
sensiveis desvios em relagdo a lei das segdes planas,

chamando este fendémeno de empenamento da secdao.

A construgdo de aeronaves metdlicas durante as
décadas de 20 e 30 concorreu para um rapido desenvolvimento
dessas 1idéias e de suas aplicagdes especialmente a
problemas de flambagem lateral e torcional de barras de
paredes delgadas. Este desenvolvimento ¢é associado

principalmente aos nomes de Wagner, Kappus e Bleich.

Uma teoria abrangente de flexo-torgdo de barras
com secgdo aberta de paredes delgadas foi desenvolvida
durante os anos 30 por Vlassov, com base na introducédo do
conceito de area setorial (e na definicdo, a partir desse
conceito, de certas propriedades da secdo denominadas
caracteristicas setoriais) e de uma nova grandeza seccional
designada por bimomento. Tal teoria engloba como casos
particulares tanto a teoria usual de flexdo de barras como

a préopria teoria de torgdo pura de Saint-Venant (aplicada a



esse tipo de segdo). E de se observar que Wagher Jja
utilizara, em obra conjunta com Pretscher publicada em
1934, uma lei de distribuicdo de tensdes normais
complementares, que resultam da torgao, analoga a

apresentada por Vlassov em 1936.

Indiscutivelmente, a teoria de Vlassov teve o
mérito de ampliar o campo de acdo da Resisténcia dos
Materiais, uma vez que ela parte de hipdéteses mais gerais
que aquelas da teoria cléssica de vigas, fazendo abstracéio
da hipdtese das segdes planas e abordando situacdes em que

ndo é cabivel a aplicacgdo do principio de Saint-Venant.

Infelizmente, porém, os trabalhos de Vlassov néo
se tornaram muito conhecidos fora da Unido Soviética, antes
que sua principal obra, publicada pela primeira vez em
Moscou em 1940, fosse traduzida para o inglés, sob o titulo
de Thin Walled Elastic Beams, cerca de 20 anos mais tarde.
Antes disso, porém, teorias gerais foram também

desenvolvidas independentemente por Goodier e Timoshenko.

Uma teoria geral para barras com secdo fechada é
mais complexa do gque para hastes com secdo aberta. A
férmula de Jourawski ndo é mais suficiente para determinar
as tensbes de cisalhamento uma vez que, nesse caso, elas
sdo estaticamente indeterminadas. O problema pode ser
solucionado através da consideragdo de uma deformacdo de
cisalhamento ficticia. Uma teoria geral com base neste

método foi apresentada por Benscoter em 1954.



A teoria de tﬁrgéo plastica de barras sem
restricdo ao livre empenamento comegou a ser estudada na
década de 20. A analogia com o monte de areia desenvolvida
por Nadai permitiu aplicar esta teoria a barras de paredes
delgadas com secdo aberta ou fechada. Tal como na teoria
eldstica, o comportamento plastico de barras a flexdo foi
inicialmente investigado independentemente da torcgdo. O
desenvolvimento da nogdo de rdétula plastica e dos métodos e
teoremas de andlise limite durante os anos 40 e 50 tornou
relativamente simples a determinacdo do comportamento de
barras no regime plastico. Recentemente, Akesson e Backlund
abordaram o problema da torgdo elasto-pladstica em barras

com secgdo aberta.

O estudo do comportamento estrutural de hastes de
paredes delgadas (especialmente de segdo aberta) constitui
uma linha de pesquisa que também vem sendo desenvolvida,
mais intensamente nos dez 1ultimos anos, no Programa de
Engenharia Civil da COPPE/UFRJ. Dentre as teses envolvendo
tépicos no assunto, podem-se citar as de ILG (1983),
PRESTES (1983), RIZZATTI (1986), SANCHEZ (1988) e SCHULZ

(1988) .

Muito hd ainda que se investigar sobre este
assunto, especialmente no ambito de comportamento
ndo-linear geométrico e/ou fisico. O presente trabalho se
enquadra precisamente no campo do comportamento ndo-linear

geométrico.



A 1literatura consultada sobre o comportamento
ndo-linear geométrico de hastes com perfil aberto de
paredes delgadas sob flexo-torcdo revelou-se, na andlise da
autora, de certa forma incompleta. A maior parte dos
autores consultados, como, por exemplo, VLASSOV (1962),
RACHID (1975), MORI (1978) e GJELSVIK (1981), introduzem a
ndo-linearidade geométrica meramente nas equagdes de
equilibrio. Tal procedimento, por exemplo, no estudo da
instabilidade elastica, permite que se chegue & carga
critica, mas ndo possibilita focalizar o caminho
pés—-critico, o que sé é vidvel numa andlise ndo-linear
completa, isto €, introduzindo também a ndo-linearidade nas
relagbes deformagdo-deslocamento. Por outro lado, na obra
de CHEN e ATSUTA (1977), dque de certa forma serviu de
motivacdo a autora para pesquisar mais detalhadamente o
assunto, ndo se observa uma exposigdo clara, ordenada e
consistente do problema. Sé para ilustrar, os autores
sequer partem das mesmas premissas basicas ao formular o
problema pela consideragdo do equilibrio e posteriormente
pelo caminho variacional (capitulos 2 e 12 da obra citada).
Em decorréncia disso, as equagdes diferenciais gerais para
0 problema que resultam de cada enfoque sdo evidentemente

diferentes.

Em funcgéo do que se acabou de expor, o
objetivo primordial deste trabalho foi, efetivamente, o
de estabelecer um tratamento analitico amplo, consistente
e unificado para o problema, tendo-se a preocupagéo de

enquadra-lo como uma aplicagcdo no &mbito da Teoria



Ndo-linear da Elasticidade, sendo wutilizada fundamen-
talmente, para este fim, a excelente obra de NOVOZHILOV
(1953) . Partindo, entdo, das equacdes da Elasticidade
Ndo-linear (geométrica) e introduzindo as = hipdteses
simplificadoras inerentes ao problema, foram instituidas as
equagbes diferenciais gerais que governam, no &mbito das
rotagdes moderadas, a flexo-torcdo de hastes prismaticas de
paredes delgadas com segdo aberta e, para maior
generalidade, sob solicitacdo dindmica (sem levar em conta
o amortecimento). As hipdéteses de Kirchhoff e de Vlassov

foram basicas neste desenvolvimento.

Dentro desse objetivo de apresentar um tratamento
tedrico abrangente, as referidas equacdes diferenciais
foram primeiramente instituidas mediante o enfoque do
equilibrio dindmico e, posteriormente, verificadas através
do emprego de procedimento variacional (com a utilizacdo do
principio dos trabalhos virtuais). Este udltimo enfoque
apresenta a vantagem, em relacdo ao primeiro, de conduzir
também as condigdes de contorno (cinematicas e naturais) de
forma consistente, isto é, como decorréncia do préprio

procedimento empregado.

O presente trabalho estd organizado da maneira
descrita a seguir. Inicialmente, apresentam-se, no
capitulo II, os fundamentos da teoria desenvolvida nos dois
capitulos subsequentes, com énfase para o tépico geometria

da deformacdao.



No capitulov IIT sao obtidas as equacgodes
diferenciais que governam o problema pela consideracdo do
equilibrio dinémico, sendo as mesmas equagdes diferenciais
também instituidas, no «capitulo IV, mediante enfoque

variacional.

Ao final de cada um desses trés capitulos é feita
a particularizacdo da formulagdo neles desenvolvida para a
andlise linear. Nos capitulos III e IV tecem-se, ainda,
algumas consideragdes relativas a procedimentos e deducgdes

apresentados por outros autores.

No capitulo V apresentam-se as conclusdes do
trabalho, algumas delas Jja expostas ao longo do texto, e
propde-se um tratamento numérico para o problema, ja que a
complexidade das equacdées aqui instituidas inviabiliza a

sua resolugdo por procedimento analitico.

Os conceitos gerais de Aarea setorial, centrdide
setorial, pdlo setorial principal, bem como consideracdes a
respeito das caracteristicas setoriais de secbes
transversais abertas de paredes delgadas, sdo apresentados

no Apéndice A, ao final do trabalho.
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CAPITULO II

FUNDAMENTOS DA TEORIA

Expdem-se aqui os fundamentos da teoria

desenvolvida nos dois capitulos subseqiientes.

Inicialmente, apresentam-se os referenciais
utilizados, definem-se as propriedades geométricas da secdo
necessarias ao desenvolvimento da teoria (item II.1) e
enunciam-se as hipdéteses nas quais se baseia a deduc¢do das
equagdes diferenciais que regem, no &mbito das rotacgdes
moderadas, a flexo-torgdo de hastes de paredes delgadas com

segdo aberta sob solicitacdo dindmica (item II.2).

Segue-se a instituicdo do campo de deslocamentos
e das relagbes deformagcdo-deslocamento e ainda o
estabelecimento da orientacdo das fibras na configuracgéo

deformada da barra (item II.3).

Uma vez estabelecidas as relagdes constitutivas
(item II.4), deduz-se a expressdo da tensdo normal em
termos dos deslocamentos, avaliam-se certas integrais
desta tensao, definem-se algumas integrais envolvendo as
tensbées de cisalhamento - em ambos os casos, as integrais
estendendo-se sobre a A&rea da segdo - e obtém-se as
componentes nos referenciais xy z e x ns do vetor
tensdo que atua em facetas normais aos eixos X, n, s na

geometria inicial (item II.5).
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Finalmente, no item II.6 ¢é feita a particulari-

zacdo da formulagdo para a andlise linear.

II.1 - REFERENCIAIS E CARACTERISTICAS GEOMETRICAS DA SECAO

Sd8o consideradas, no presente trabalho, hastes

prismaticas (barras de eixo reto e secdo constante) de

paredes delgadas com segdo transversal aberta. Admite-se

que a secgao é constituida de trechos retos 1longos, cada

qual com espessura constante.

A figura II.1 mostra uma haste com essas
caracteristicas. A superficie média da peca é uma
superficie prismatica cuja interseg¢do com o plano da secdo
é a chamada linha do perfil (também conhecida por 1linha
média ou contour). A segdo transversal fica, entao,
perfeitamente definida pela linha média e pela espessura de

cada um de seus trechos.

Na figura II.1 também se acham indicados os
referenciais utilizados. O referencial x y z constitui um
sistema cartesiano ortogonal tal que o eixo x, com origem
numa das extremidades da haste, coincide com o préprio eixo
da barra (que contém os centrdéides das segdes transversais)
e os eixos y e z, localizados no plano da seg¢do e gue ndo
sdo necessariamente eixos principais de inércia, formam um
triedro direto com x. O sistema €& m { ¢é composto por
eixos paralelos a X y 2z passando pelo centro de

cisalhamento E da seg¢do, de coordenadas y = Yo © Z = Z,.
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Ye

J APROXIMACAO
4 NAS

JUNCOES

Figura II.1 - Haste de perfil aberto de paredes
delgadas e sistemas de coordenadas

xyz, £€nC e xns

Além dos referenciais x y z e £E n C é conveniente
trabalhar ainda com um sistema de coordenadas curvilineas
ortogonais x n s no qual as coordenadas s e n séo
medidas no plano da segdo: a primeira ao longo da 1linha
média, a partir de uma de suas extremidades (ponto 1 na
figura II.1), e a segunda na direg¢do normal & linha média.
Tal sistema de coordenadas evidentemente ndo fica definido

nas regides de juncdo (regides junto aos pontos 2 e 3), o
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que é contornado ao se utilizar a aproximagdo de dque
cada trecho genérico i na secao tem forma retangular,
iniciando-se em s =s e terminando em s = S (ver

detalhe na figura II.1l).

Considere-se, agora, a secdao transversal da
figura II.2 e designe-se por o o &angulo dque mede a
inclinagdo de um dado trecho e por t a espessura deste

. A A A A .

trecho. Denominem-se por Yy, z e 7, {, respectivamente,
as coordenadas segundo os eixos vy, 2 e 7, { de um ponto
genérico S da linha do perfil. Designem-se ainda por X
r, as coordenadas de S em relagdo a um par de eixos

ortogonais com origem em E e orientados tal como n, s.

Podem-se, entdo, estabelecer as seguintes

relac¢des entre coordenadas:

A
y =Y + n cos «

(II.1a)
A
Z = 2 + n sen «
A A
m=Y - Y, =T, Cos a-r, sen«
(II.1b)
A A
{ =2z -2z =1r_ =sen a + r_ cos o
e n s
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+-

=3>
]
<>

-y,

Figura II.2 - Secdo aberta de paredes delgadas

n=y-y_ = (rn + n) cos o - r, sen a =

e
A

= 7N + n CoOsS o

(II.1c)

= - = + + =
C z 2 (rn n) sen o r, Cos «

>

= { + n sen «
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A A
r, = { sen ¢« + m cos «
(II.1d)
A A
rS = cosaoa -7nnsenaoa = Cos & - 1N sen o
rn + n=C_ sen o« + N CoOs « (II.1le)
2 _ 5 2 s 2 _ Q2 c2 _ .2
r = (y ye) + (2 Ze) = + rn + r
(II.1f)
Considere-se - ainda uma nova coordenada

generalizada associada ao ponto S, a &rea setorial w, que
servird de base, mais adiante, para a definicdo de diversas
propriedades geométricas da secgdo e cujo conceito,
encontrado em varias referéncias bibliograficas (por
exemplo, COOK e YOUNG (1985)), & também apresentado no
Apéndice A deste trabalho. A &rea setorial sera avaliada,
tomando para pdélo o centro de cisalhamento da segdo, que é
o podélo setorial principal (neste caso, como visto no
Apéndice A, w é denominado de &rea setorial principal), e
para ponto setorial inicial um centrdéide setorial, de

acordo com a expressao
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w = r, ds , (II.2)

onde as coordenadas s e s referem-se, respectivamente, ao
o
ponto setorial inicial S e ao ponto genérico S da linha
o}

média.

Definem-se, entdo, as seguintes propriedades
geométricas da segdo em cujas expressodes ja sédo
introduzidas simplificagées inerentes ao caso de paredes

delgadas (ver também Apéndice A):

A= daa (II.3)

adrea da secao;

S. = z dA = 0 (II.4a)

s = yda=0 |, (II.4b)

momentos estaticos da area da segdo em relagdo aos eixos y
e z respectivamente, ambos nulos porque se referem a eixos

centroidais;
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S = wdA =0 |, (II.5)

momento estatico setorial, nulo por se tomar para ponto

setorial inicial um centrdéide setorial;

I = z° aa (II.6a)

I = v daa (II.6b)

momentos de inércia da A4rea da secdo em relacdo aos

eixos y e z respectivamente;

I = w° da (II.7)
momento setorial de inércia;

I = § z dA , (IT.8)

produto de inércia da area da seg¢do em relacdao aos

eixos y e z;
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I = Z w dA = 0 (II.9a)
wy

A
Iwz = vy w dA =0 ’ (I1.9b)

produtos setoriais de inércia, ambos nulos porque o pdlo
escolhido (o «centro de cisalhamento da secdo) é o

principal.

N2 L2
I = (n” + C7) dA = r- dA

2 2

=I,+ I, + (yo+22) A, (IT.10)

momento de inércia polar (pdlo E);

A AZ /\2
Hy = z (y + z7) da (IT.11a)
A
A Az /\2
HZ = vy (y + z7) dA (II.11b)
A
A2 N2
Hw = w (y  + 27) da , (II.11c)
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A2
= Zr dA=H_-22z I_-2 I

%y y e 'y Ye tyz

A

(IT.12a)

0, = yrida=H, -2y, I, -232 I

A

(II.12b)
2

Q, = wr®da=H_, (II.12c)

A
D, = z2 (y% + 2%) aa (II.13a)

A

A A A

D, = vZ(y® + z°%) da (II.13Db)

A

e
— 4 — — —

Re = r dA = Dy + DZ 4 Zg Hy 4 Yo HZ +

A

+8y z I + (yZ + z:)2 A (II.14)

que ndo terao nenhuma denominagdo especial.
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II.2 - HIPOTESES BASICAS

Primeiramente, enunciamn-se as hipdéteses a

respeito da geometria da deformacdo:

a)

b)

c)

Aborda-se o0 problema no ambito da chamada
teoria de rotagbes moderadas, na qual tanto as
componentes de deformagdo como as rotagdes
sado pequenas em presenga da unidade, com as
ultimas, porén, consideravelmente maiores
que as primeiras, pois os quadrados dos

dngulos de rotagdo sdo da ordem de grandeza

das deformagdes especificas e distorgdes.

Admite-se a hipdétese de Kirchhoff da Teoria
das Placas, segundo a dqual linhas retas
normais a superficie média antes da

deformagao permanecem retas, indeformadas, e

normais a superficie média apés a
deformagao. Isto implica desprezar a
influéncia das distorcgodes Yyn € PTps © da

deformagdo especifica En na fixagcdo do campo

de deslocamentos da barra.

Considera-se a projegdo da linha média da
secdo sobre o seu plano original como

indeformavel.
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d) Admite-se, na instituicdo do campo de

deslocamentos, que as distorcgodes Y4 sejam

» » . *
nulas na superficie medla( ).

Estas duas ultimas hipdéteses foram originalmente

propostas por VLASSOV (1962).

Seguem-se as hipdteses relativas ao material, is

componentes de

estabelecem que:

tensdo e ao carregamento, as quais

e) O material da barra é homogéneo, isdétropo e

linearmente eléastico, obedecendo, portanto, a

lei

s

de Hooke generalizada, o que implica

comportamento linear fisico.

f) Das

componentes de tensao, apenas a componente

normal o, € a componente tangencial <t sao

XS

efetivamente relevantes, tendo as demais

componentes (Un, o

T T__) participacao

s’ xn’ ns

secunddria no desenvolvimento da teoria.

(*)

Entretanto, elas podem ser calculadas a posteriori -

analogamente ao dque ocorre na teoria elementar de

flexao de
partir do
associadas

deracao de

vigas da Resisténcia dos Materiais - a
conhecimento das tensdes de cisalhamento
a um fluxo determinado com base na consi-

equilibrio (dindmico, no caso) na direcéao

longitudinal.
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g) O carregamento atuante é constituido de forcas
de volume (cuja componente na direcdo x é
admitida uniforme na espessura da parede) e de
forcas de superficie, sendo que, destas
ultimas, nd&o sdo consideradas componentes

longitudinais na superficie lateral da barra.

h) Ndo se 1leva em conta qualquer efeito de

amortecimento na resposta dindmica.

E importante salientar que a teoria desenvolvida
neste trabalho, por conduzir a resultados imprecisos nas
proximidades de jungdes bem como nas extremidades da secéo,
é efetivamente aplicavel apenas em locais suficientemente
afastados dessas regides criticas e, portanto, valida

somente em cardter global.

II.3 - GEOMETRIA DA DEFORMACAO

II.3.1 - Campo de deslocamentos e relagdes deformagdo -

deslocamento

A partir das relagdes deformagdo-deslocamento da
Teoria N&ao-linear da Elasticidade, validas para o caso
geral de grandes deformagdes e rotagdes, e com base na
hipétese de Kirchhoff, pode-se escrever (NOVOZHIIOV, 1953,

p. 178):
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aux aux 6un 6un
an = 1+ ax an + 1+ dn ax +
aus aus
+ ax an =0

aux au
+ on s 0
aun 1 au 2 aun 2 u 2
v~ " an T 2 an | T an | T an =0
(IT.15)
com "e" designando componentes de deformacgdo e U, U, Ug

representando, num certo instante t, as componentes do
deslocamento de um ponto genérico da barra segundo
as diregbes X, n, s respectivamente. Observe-se que como

¥ s En sdo supostos nulos pela hipétese de Kirchhoff,

xn’ “ns’

das relagdes (NOVOZHILOV, 1961, p. 20 e 26)

e
Xn

sen =
a’Xl'l

\/(l+2€x) (1+2en)‘
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£
ns

sen =
"yns

/(1+2en) (1+2es)‘

decorre que €__, €__, €_ também sdo nulos.
xn ns n

Admitam-se solugdes para o sistema (II.15) da

forma
A
ux(x, n, s, t) = ux(x, s, t) + n xx(x, s, t)
A
un(xl n, s, t) = un(xl s, t) +n Xn(xr s, t)
A
us(xl n, s, t) = us(xl s, t) + n Xs(xl s, t)
(I1.16)
A A A . .
onde Uy,r Uy, Ug simbolizam as componentes do desloca-
mento de um ponto genérico da superficie média (n = 0).

A substituigdo das fungdes (II.16) no sistema (II.15)

conduz a
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aux 6un Bus
1+ 8x Xx + ox (l + xn] + (o4 xs +
+n Xx Ix + (l + xn] ox + xs ax =0
A A A
aux aun aus
a xx as [1 + xn] + 1+ as Xs +
6xx x 3Xs
+n Xx ds + [l + xn] ds + xs ds =0
1 2 2 2 .
Xn T 3 Xy T Xp * Xg =0
ou, entdo, a
A A A
aux aun aus
1+ ax xx + a [1 + Xn] + ox xs =0
(IT.17a)
A A A
au au au
X 1+ x| + | 1+ S x. =0
3s *x 3 n 3s s

(II.17b)
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2
X2 + (1 + Xn] + 2% =1, (II.17c)

onde, para obtencdo das duas primeiras equacgdes, foi

utilizada a relacao
7 ’ r =
Xy Xy * (1 * xn] Xp * Xg Xg 0
que decorre da derivacgdo da terceira.

Das equagdes (II.1l7a, b), é possivel obter

A A A A
aun 6us _ - aus 6un
ds ax as ax
(b =)
X A A A A n
14 aux L+ aus _ auX aus
ox ds ds ox
A A A A
u ou au ou
b:4 n__ 1+ X n
ds ax ax as
)
S A A A A n
14 aux - aus _ 6ux aus
ax as Jds ox

(II.18)

De acordo com a nomenclatura dos pardmetros o .
1)

A
usada por NOVOZHILOV (1953, p. 8) e chamando de au o valor

de o, para n = 0, tem-se que
1]



e,

forma:

(II.17c),

portanto,

27

A A A A
& _ au 8us _ - aus aun
21 as ox s oxX
A A A A

A aux aus aux aus
@ = | T T —ax 1 +—3 T T as X
A A A A
& _ au Bun _ - aux 6un
23 as ax ax as
(II1.19)

as relagdes (II.18) podem ser apresentadas na

A
(X21
e e
o
22
(II.20)
A
(x23
o= o0
o
22
Substituindo estas igualdades na equacgéo
obtém-se:
A
a22
X, = -1 (II.21)
n /Az A2 A
o + o + o
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Consequentemente, X, © Xy se escrevem

A
o
v = 21
x ‘/ A2 Ao Y
o + o + o
2 23
(II.22)
A
o
v = 23
o + o + «
21 22 23

Com base nas definigdes dos pardmetros "e",

ou
e = X
X X
au
e = n
n an
au
e = S
s as
(II.23)
au ou
e, = —= +21
Xn an ax
. _ aux N 6us
XS as X
aun aus
e + ’

ns  ds an
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e "w",
ou ou
2 0, = —0 - —2
X an as
au au
_ X =
2 w, = 3s ET% (II.24)
adu ou
5w = n__ X
= ax dn '
denominados, por SHAMES e DYM (1985, p. 420), res-

pectivamente de pardmetros

A A

possivel exprimir « o

217 22!

A
— e —

1
2

>
[
—

o
21

A A A
- [1r8) [1+8) -

(X23

A
W

de deformagcao e de rotacao,

A

a,, na seguinte forma:

l A A
x] [2 XS n]
A
)
s
1 2=z A2
Z ®xs T “n
1 A A
n] [2 exn+ws]

é

(II.25)
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A A .
onde "e" e "w" designam respectivamente os valores de "e" e

"w" para n = 0.

Considere-se, agora, a tabela II.1 (NOVOZHILOV,
1953, p. 11) que apresenta os cossenos diretores das
direcgbes x*, n*, s* dos segmentos elementares que, apds a

deformagdo, se orientam segundo x, n, s.

. . . * * *
Tabela II.1 - Cossenos diretores das direg¢bes X , n , s

11 i; i;
1 + EX* 1 + En* 1 + ES*

x D o611 D a12 D a13
1 + EX* 1 + En* 1 + ES*

n D 0‘21 D azz D a23
1 + EX* 1 + En* 1 + Es*

S D a31 D a32 D a33

Nesta tabela, os vetores i{, i;, i; representam

3 » - 3 3 ~ * * *.
respectivamente os unitarios das diregbes x , n , s . Os
parédmetros Ex*, En*, Es* sdo as deformagdes especificas
de fibras dque, apdés a deformacao, se tornam paralelas,

respectivamente, as diregdes x, n, s e D é dado pelo valor

do determinante (NOVOZHILOV, 1953, p. 9)

aux aux Bux
1+ ax on as
6un 6un aun
D = ax 1+ an s =
6us 6us aus
ax an 1+ as
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1+ e 1 1
X 2 exn ws 2 exs + wn
_ 1 1
- 5 ®xn T Ys 1+ €n 7 ©ns Wy
1 1
2 Sxs “Yn 2 ®ns T Y 1+ eg

gque também pode ser expresso, em fungdo das deformacdes

especificas principais E_, por
]

D= (1+E) (1L+E) (1L+E,)

Para o caso de pequenas deformagdes especificas
e distorcgdes em relagcdo a unidade, os numeradores 1 + E_*,
1 + E*, 1+ E®*eo denominador D tornam-se aproximada-
mente iguais a 1 e as diregdes dos unitdrios i{, i;, ié

podem ser consideradas ortogonais, acarretando que

Nesse caso, entdo, as equagdes (II.21) e (II.22) se tornanm

A

Xy = %y
A

X, = o, -1 (II.26)
A

X. = d
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Considerando,além disso, dque as rotagdes sdéo
pequenas em relagdo a unidade, tem-se, de acordo com
NOVOZHILOV (1961, P- 53), que as derivadas dos
deslocamentos também sdo pequenas em relacgdo a unidade, ben
como os parametros "e" e "w" por serem combinag¢des lineares
dessas derivadas. Em decorréncia, as relagdes (II.19) e

(IT.25) se escreven

Oy = 7 ax [ 2 ®n t ws]

A

®p = 1 (II.27)
A

% = T THs T~ [ 2 Sns ~ wx]

Levando-se, entdo, este resultado as equagdes (II1.26),

conclui-se que, nesse caso,

ou
= -_n _ _ (X 2 0
Xy = ax [ 2 ®m * ws]
X, =0 (II.28)
A
aun 1 A A
Xs =~ Tas T~ [ 2 %ns ~ wx]

e, por conseqguinte, o campo de deslocamentos, dado nas

equagbes (II.1l6), passa a Ser expresso por
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N aun
u,. = u. - n
X X ax
A
u_. = u
n n
A
A aun
u_ = u_ — n
s s as

(II.29)

Observe-se que, para este campo de deslocamentos,

os paré@metros definidos pelas equagdes (II.23) e (II.24) se

tornam respectivamente

A 2/\ 2/\
auX du A a u,
ex = -n e 2
Ix ox ox
A
e =0=-¢e
n n
A 2/\ 2/\
Ju dau A g u
s n
es = - n S = eS - n
as 8s ds
A
e.=0==e
Xn Xn
A A 2/\
au Ju a"u A
X s n
exs = + - 2n = eXS - 2n
as ax dx 9s

(II.30a)

(II.30b)

(II.30c)

(II.30d)

2A
g u
n

oxX ds

(IT.30e)
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A
e =0 =e (I1.30f)
ns ns
e
A
u R
W, = - 35 = Yy (IT.31a)
A A
ou ou
_ 1 X S _ A
W, = =5 3s % = W, (II.31b)
A
aun A : -
(l)s = —B%x - (L)s ’ ( -310)

notando-se que w W e w (além, é l1ldégico, de e

x! n s n'’

A
sdao independentes de n, uma vez que o sdo u,

A
u_ e u_ e, por conseqguinte, suas derivadas parciais.

Tendo em vista as 1igualdades (I1.304,1f) e

(IT.31a,c), as equacgdbes (II.28) se tornam

ou
-_— . n=_A
Xy = dx Wy
X, = O (IT.32)
A
au N
x:-— =w
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No caso que se estd considerando, de pedquenas
deformagdes especificas e distorcdes, estas - conforme
mostra NOVOZHILOV (1961, p. 51) - confundem-se com as
préprias componentes de deformagdo. Para o caso, ainda mais
particular, denominado de "rotagdées moderadas" (rotacgdes
pequenas em relagdo & unidade, porém consideravelmente
maiores que as componentes de deformacdo), as componentes
de deformagcdo ndo anuladas pela hipdétese de Kirchhoff,

quais sejam, € = E e = E, e g __ & ¥y de acordo com

X x! s s XS xs'’
NOVOZHILOV (1961, p. 54-55), se escrevem:

_ 1 2 2
€, = ey + 5 [ws + wn] (ITI.33a)
eE.=e_ + 2+ w? + w2 (II.33b)
s s 2 X n :
Vs = Cga ~ Wy Wg (II.33c)

onde e « W « 1, sendo que a componente €g ndo estara

diretamente envolvida no desenvolvimento da teoria.

Levando as 1igualdades (II1.30) e (II.31) as

equagdes (II.33a,c), obtém-se as relacgdes

A 2/\

ou au N N
e = - n + (w + wZ]
X ax ax2 2 n

(II.34a)
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au au 8%
ux us un AN
Vs = + - 2n - W, W
as ox ax 0ds
(II.34b)
gque podem ser reapresentadas na forma
s
~ n
€, = €, - D ——— (II.35a)
[5) .4
A
N 8%u
n
¥ = v -2n — (II.35b)
XS XS
dx 0Os
A A R .
onde €, © Vg designam respectivamente os valores de
cx e sz para n = 0, ou seja,
a/\
u
A _ A 1 /\2 /\2 X A /\2
e, = e, + 5 (w +wn]— 5%~ t 5 [ws+wn]
(II.36a)
A A
A _ A A A 8ux + aus A A
Ivs = ®xs T Y% Ys ds X Yy Ys
(II.36b)

Com base na hipdétese (c) de que a projegdo da
linha do perfil sobre o seu plano original ndo se deforma

(experimentando apenas deslocamento de corpo rigido),

A

A
podem-se deduzir as expressdes de u_ e u

n gr Como se mostra
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(b)

Figura II.3 - Contribuigdo do &ngulo de torgdo para as

A A A
o Ugi (B) U, U,

componentes: (a) G
a seguir. Sejam, entdo, numa secdo genérica de abscissa
X e para um dado instante t, v(x,t) e w(x,t) as com-
ponentes de deslocamento do centro de cisalhamento E nas
diregbes y e 2z respectivamente e ¢(x,t) o &ngulo de
torgdo, considerado positivo quando, ao se olhar a secdo no
sentido negativo do eixo x, a rotacdo ocorrer no sentido
anti-horario (de y para z). De acordo com a figura II.3a,

tem-se que

A
u =vVvcosa+wseno-¢r (IT.37a)

n S

I

A
u

s - Vvsen o+ wcos o + ¢ r, (II.37b)

Alternativamente, podem ser obtidas as expressdes

A A
das componentes uy e u, com o auxilio da figura II.3b.

Escreve-se, entdo:
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A A
uy =v - ¢ C (II.38a)
A A
u, =w + ¢ n , (I1.38Db)
A A A A A A
onde m =y - Y, © = 2z - Zg- As componentes uy e u,
A A
estdo relacionadas as componentes u e u, por
A A A
u_=u_ CosS o — Uu_ sen o
Yy n s
(IT.39)
A A A
u_ =u_sen o + u_ cos o
Z n s

Mediante substituigdo, nas relag¢des (II.31la,c),
A
da expressao de u ., dada na equagao (II.37a), é possivel

obter

€ >
Il
-

(II.40a)

£>
Il

s v/ cos 0« + w/ sen a - ¢’ L (IT.40Db)
tendo sido considerado na avaliacdo da primeira que

dr
s
ds

il
=

A partir da hipétese (d) de que ¥ s é nula na
superficie média, pode-se deduzir a expressio de GX. De
fato, igualando a zero a expressdo de axs’ dada na
igualdade (II.36b), vem:
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A A
A 6ux 6us A A
Vs = 3s + 3%~ T Yy Wg = 0 (II.41)
donde
A A
au Ju
X _ s A A

—5s = 3% + wx W (IT.42)

A A A
Tendo em vista as expressdes de u, e de w, e Wy,
dadas nas igualdades (II.37b) e (II.40a,b) respectivamente,

a equacgao (II.42) se torna
ou
—%s = (v’ + ¢ w’] sen o - [w' - ¢ v'} cos o -

- ¢ r - ¢ x

S

Multiplicando ambos os membros desta equagdo por ds,
considerando que ds sen a = —d§ e ds cos a = dg, e inte-

grando entre s e s, vem

o>

- ¢ w-¢ ¢’ Q, (II.43)

onde w é a area setorial avaliada através da equagdo (II.2)
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s
e Q= J ry ds. Esta integral, como se mostra a seguir,

tem seu resultado dependente apenas de s e s. Com efeito,

considerando a segunda das relagbes (II.1d), pode-se

avaliar
s S (. ~
Q = rS ds = [C CosS o — M sen a]ds =
s s
o (o]
z(s) y(s)
A A A A A
= (B-zyaz+ | (Y - ¥g) dy =
z(s_) y(s,)
s
_ 1 A _ A 2 A _ A 2 _
= — [ (z z )+ (y - ¥,) }
SO
s =
s s
o o
onde
A = % r° (II.44)

Substituindo a expressfo de Q na equacdo (II.43), obtém-se



41

2 i~ 7 4 14 7 -
ux = uX - [v + ¢ w ] y + [w - ¢ Vv ] Z +
s s
o
s
+ ¢ ¢ A ] - ¢ w
s
o
Designando por u a parcela avaliada em s, ou
seja,

(II.45)

a qual representa uma translagdo da linha média da segdo na

diregdo x, pode-se escrever, para um s genérico,

GX =u - (v’ + ¢ w’] § - [w’ - ¢ v’] g - ¢’ w - ¢ P A

(II.46)
Utilizando a notacédo
e, = v’ + ¢ w!
ey =w’ - ¢ v’ (I1.47)

vy = ¢ ¢’
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é possivel reescrever a equagao (II.46) na forma

U, =u-6_9-6_2 -¢" w -1y A (II.48)

Por outro lado, das edquacdes (II.31lb) e (II.42)

decorre que

>
|
+
>
€>

A
Substituindo, nesta equacdo, a expressao de u,, dada na

igualdade (II.37b), vem:

A
w, = v’/ sen a - w!/ cos o - ¢’ T (IT.49)

A A
Em lugar de W, e W, serdao eventualmente

A A
considerados os parédmetros wy e w,, definidos por:

au Ju
X z

v 2 8z ax
n=0
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os quais podem ser obtidos, de acordo com NOVOZHILOV (1953,

A A
p. 27), a partir de w, e W, através de

A A A
= (_COS o — W_ sen o
wy n s
A A A
W = wW_ sen o + W_ COS o
pA n s
Mediante substituicéao, nestas equacgdes, das

A

A
expressdes de w, e w,, dadas nas igualdades (II.49) e

(II.40Db) respectivamente, e utilizagdo das relacgdbes

(IT.1b), é possivel chegar a

€ >
Il
|
£
~
|
S
3>

(II.50)

£>
Il
<
~
I
<
-~
~>

Podem-se, agora, obter as relacgdes deformacédo-
deslocamento. Desprezando na relagdo (II.34a) a parcela de
e, que varia com n e considerando as equagdes (II.1b,f),
(II.36a), (II.40b), (II.48) e (II.49), escreve-se:
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A 4 IA IA 1 14
e, = e, =u’ - QZ y - ey Z - " w - Y’ A+

A A
+ —%— [V’2 + w'l o+ ¢’2 r’ - 2 v’ ¢’ C + 2 w/ ¢’ n]

(II.51)

Por outro lado, a partir das equagdes (II.35b), (II.37a) e

(IT.41), tem-se

Yy = 2 ¢’ 1 (II.52)

Finalmente, o campo de deslocamentos pode ser

conhecido substituindo-se, nas equagbes (II1.29), as
A A A
expressbes de u e de u e u dadas nas igualdades

X n s’

(IT.48) e (II.37a,b) respectivamente. Assim,

A
= -— - - 14 -— -
u, u ez y ey b4 ¢!’ w /P

- n [v’ cos a + w/ sen o - ¢’ rs]

(II.53)
u =vcosa+wseno-=-¢r
n s
u, = - V sen « + w cos o + ¢ [rn + n]
Em lugar de u e u serao eventualmente

n s’

consideradas as componentes:
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u, =v - ¢
(II.54)

u =w+¢7n,

as quais s&8o estabelecidas, a partir de u, e ug, através

das relagoes
u_ = u_ Ccos o - u_ sen o
n s

u =4 sen «« + u_,2 Ccos o
n S

e com a utilizacdo das equagdes (II.1lc).

As expressbes de u e u

ou de u e u
n s’ Yy

ZI
indicam que é considerada indeformavel ndo sé a projecdo da
linha do perfil sobre seu plano original como também a
projegcdo da prépria segdo transversal. Isto decorre da

associagdo da hipodotese da indeformabilidade da linha média

4 hipdétese de Kirchhoff.
Em resumo, tém-se entdo:

- Paréametros de rotacédo

A
v, =0 = ¢ (IT.55a)
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A
=w, = v’ sen 0« - w/ cos a - ¢’ r
A
= 0, = v/ cos « + w/ sen o - ¢’ r
A ’ ¢’A
y
A A
=wz=Vl—¢lc

- Campo de deslocamentos

sendo

u-6_y-28 2 - ¢’ w -y A -

- n [V' cos a + w/ sen o - ¢’ rs]

v

cos o + W sen o - ¢ ry

V sen o + w cos o + ¢ [rn + n]

-¢C

+ ¢ m

n

S

(II.55b)

(II.55c)

(IT.56a)

(II.56b)

(II.56¢C)
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QZ =v’ + ¢ w/ (IT.57a)
ey =w’ - ¢ v/ (I1.57b)
y = ¢ ¢’ (IT.57c)

- Relacdes deformacgdo-deslocamento

A
'z = ¢" w - Y’ A+

e_=u’ - g/ § - @
4 y

X

A A
+—;‘—[v’2+w’2+¢’2r2—2V’¢’C+2W’ ¢’n)

(II.58a)

Yoo =2 6’ D (II.58Db)

Note-se que foi agora introduzido o indice (1)
na segunda relagdo deformagdo-deslocamento em funcgédo
de que, como se verd mais adiante, no item II.5, a tenséo
de cisalhamento Tys — © consequentemente a distorcgéao Vs ~
é constituida, na realidade, de duas parcelas, estando,

assim, envolvida na equagdo (II.58b) apenas a primeira das

parcelas de Vs
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IT1.3.2 - Orientacdo das fibras na configuracdo deformada da

barra

A tabela II.2 (NOVOZHILOV, 1953, p. 7) apresenta
os cossenos diretores das diregdes X, n, s dos segmentos
elementares que, antes da deformag¢do, se orientavam

segundo x, n, s.

~

Tabela II.2 - Cossenos diretores das diregdes x, n, s

i i i
~1 ~2 ~3
1 + e —i— e - W —l— e + W
- X 2 Xn s 2 XS n
1 + E 1 +E 1 +FE
X n s
1 1
n 2 exn + ws 1+ en 2 ens wx
1+ FE 1+ F 1 + E
X n s
—l— e - W —l— e + w 1 +e
s 2 XS n 2 ns X (=)
1+ E 1 + F 1 + K
X n s

Nesta tabela, os vetores i1’ iz, i3 representam
respectivamente os unitarios das diregdes %, n, S. Os
parametros E_, En’ E sao as deformagdes especificas de

fibras que, antes da deformagdo, eram paralelas as direcdes

X, n, s respectivamente.

No caso de pequenas deformagdes especificas e

distorgdes em relacdo & unidade, os denominadores 1 + Ex’
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1 + E 1+ E tornam-se aproximadamente iguais a 1. Em

n’ s
particular, para o caso em estudo, de rotagdes moderadas,
tem-se que e « w « 1 . Consequentemente, os cossenos dire-

tores assumem os valores dados na tabela II.3.

Tabela II.3 - Cossenos diretores das direcgcdes X, n, S

no caso de rotagdes moderadas

i i

~1 ~2 ~3

X 1 -w w
S n

w 1 - w
n s X

s -w w 1

n X

E conveniente lembrar que, nesse caso, de acordo

A

com as equag¢des (II.31), os Wy sdo os proéprios Wy -

Analogamente, para o referencial x y 2z, pode-se

construir a tabela II.4, onde, desta vez, i1’ i2, i3
representam os unitarios das direcgédes X, y, 2z dos
segmentos elementares que, antes da deformacdo, se

orientavam segundo X, y, z.



Tabela II.4 - Cossenos diretores das diregées X, ¥,

50

no caso de rotag¢des moderadas

il ~2 ~3
X 1 - wz wy
y w, 1 - W,
Z - wy W, 1

II.4 - RELACOES CONSTITUTIVAS

z

De acordo com a hipétese (e), o material da barra

Assim, as compo-

relacionam-se as

longitudinal

e

representa a

obedece a 1lei de Hooke generalizada.
~ (1)
nentes de deformacao €. e L
tensdes por
Tx 14
= - — +
°x T E E ["s ‘Tn]
(1
y (1) Txs
XS G !
onde v, E e G designam respectivamente o coeficiente de
Poisson e os mdédulos de elasticidade
. 1
transversal do material da barra, e t;s)
primeira das parcelas dque constituemn

cisalhamento T_ .
XS

a

tenséao

de
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Face & hipdtese (f), os termos gque contém as

componentes de tenséo o, e o4 - bem pequenas em presenga

de o, podem ser ignorados, conduzindo a

o
— X ]
€, = B ou Oy E €y (IT.59a)
(1) Tgé (1) (1)
Vs = G ou Tys = G Vs (IT.59Db)

II.5 - TENSOES

II.5.1 - Tensdo normal e suas integrais na secéao
A partir das equagdes (II.58a) e (II.5%a),
obtém-se a expressdo da tensédo o, em funcdo dos

deslocamentos:

A A
= r - I - 7 - ] - ’
(o) E { u ez y ey b4 " w oA+
A
+%[v'2+w'2+_¢'2r2-2v'¢’ [z—ze}+

+ 2w ¢’ [§ - ye] ]} , (II.60)

na qual se utilizaram as relagdes (II.1lb).

Definem-se, entdo, as segquintes integrais das

tensdes normais sobre a drea da secao:
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N = J o, da (II.61a)
A
M=—Jasz=—J0§dA (II.61b)
y X X
A A
A
MZ = O, Y dA = o, Y dA (IT.61c)
A A
B = J o, w dA (II.61d)
A
K = J o, r® da (IT.61e)
A
c=| o.adr =-—2 | o r?aa (II.61f)
X 2 X ! )
A A

levando-se em conta, nas equagdes (b) e (c), o fato de o
ter distribuigéo uniforme na espessura e, na igualdade (f),

a relacao (II.44).

Mediante substituigdo da relagdo (II.60) nas
igualdades (II.61) e consideragcdo das propriedades
geométricas da segdo definidas nas equagdes (II.3) a
(II.10), (II.12) e (II.14), bem como das que se definem a

seguir, quais sejan,
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I
_ _ e
SA = J A dA = 5 (IT.62a)
A
IKY = zZ A dA = > (II.62Db)
A
A Q,
Ihz = Yy A dA = 5 (IT.62c)
A
Qw
L, = WA dA = — (I1.62d)
A
2 Re
Ih = AT dA = 7 (IT.62¢e)
A
2 Re
QA = A r dA = 5 (IT.62f)
A
onde se fez wuso da relacgao (II.44), exprimem-se as

integrais (II.61) em termos dos deslocamentos na forma:

I I
— v+ —%— v+ g w'? + = ¢+

N =E [A u’ -

r 7 7 14
t oz, A v’ ¢ Yo Aw' ¢ ]

(IT.63a)
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Q Q
_ y _ Ly 2
= E [IYZ 0y + I, 04 + —3— y° Y g%+
I,V - I ¢'] (II.63b)
Q

- I v’ ¢’ + IZ w’ ¢’] (IT.63c)

E [— I, ¢ - —— '+ ? ¢'2] (II.63d)

E [Ie u’ - Q, 8, -Q 6/ -Q, ¢" -

Re Ie Ie Re

e ,2 ,2__,2_
21//+2V+2w+2q)

[0y - 24 35) v o + [0, - v, 1) w 4

(II.63e)

= (II.63F)
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II.5.2 - Tensdes de cisalhamento e suas integrais na secdao

Conforme ja& foi dito anteriormente, a tenséo Tes

envolve, na verdade, a consideragdo de duas parcelas, quais

sejam:
a) t;;): Esta parcela, associada, de acordo com a equagao
(ITI.59b), a distorgéo 7(1), dada na igualdade (II.58b),

Xs

fica assim expressa em fungdo dos deslocamentos:

(1)
Xs

=2 G ¢’ n (II.64)

Como se observa, esta expressdo é idéntica a
fornecida pela teoria de torgdo pura de Saint-Venant, para
o tipo de segdo transversal focalizado (ver, por exemplo,
UGURAL e FENSTER (1987, p. 174)), embora, agora, ¢’ nao
seja mais constante com x. Tal expressdo, que na teoria de
Saint-Venant ¢é decorrente dé uma generalizacdo dos resul-
tados obtidos na andlise da segdo retangular alongada (ver
figura II.4), evidentemente ndo se aplica nas proximidades

de jungdées nem mesmo nas vizinhangas dos bordos extremos

da secéao (correspondentes a s = 0 e s =1L, sendo L o
. P . 1
comprimento do contour). Nestes ultimos, por exemplo, r;s)
se anula.
(2) sy
b) Tes © Esta parcela, admitida constante na espessura,

estd, portanto, associada a um fluxo de cisalhamento, que

serad avaliado no capitulo subseqglente (item III.4),
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a2 d

|
| V= 2600
|

DN

Figura II.4 - Tensdes desenvolvidas na segdo retangular

alongada de uma barra sujeita a torgéao de

Saint-Venant

seguindo um procedimento equivalente ao utilizado na
determinacdo da tensio de cisalhamento no &mbito da teoria
elementar de flexdo de vigas da Resisténcia dos Materiais,
a partir da consideragdo do equilibrio (dindmico, no caso)

na direcdo longitudinal.
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ConseqUentemente, pode-se escrever:

1 2
T =‘C()+'C()

(II.65)
Xs XS XS

Quanto & outra componente de cisalhamento na
secgéo, Ton’ de importéncia secunddria como ja& foi frisado,
apesar de nao ser diretamente avaliada, terd no que segue,

quando for o caso, também computada sua contribuicdo ao

longo do desenvolvimento da teoria.

Tal como Toar @ tenséo Ten pode ser subdividida
em duas parcelas. A primeira, t;;), presente na torcao de
Saint-Venant e também representada na figura II.4, pode ser

ignorada em regides da secdo suficientemente afastadas de

(2)

extremidades e jungbes. Ja a segunda, Ton !

conforme se
comprovara no proximo capitulo (item III.5), com base na
equagdo de equilibrio dindmico (IIT.2a), pode  ser

efetivamente desprezada nos calculos desenvolvidos a

seguir.

Tendo em vista que

txy = - T,g S€n a + T . Ccos « (IT.66a)

Tyz = Tyg COS o + Tyn S€n « (II.66b)

podem-se definir as seguintes integrais das tensdes de

cisalhamento sobre a area da secédo:
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VY = J txy dA = J [— txs sen o + txn cos a] dA
A A

(II.67a)

V. = J T dA = J [r cos a + T sen a] dA
4 XZ XS xn
A A

(IT.67b)
T=J [xyc'txzn] da =
A
= - [txs [rn + n] " Tyn rs] dA (IT.67cC)
A
R = J [ Xy n + Tz C] dA =
A
= [txs ry + Tyn (rn + n]] dAa (IT.674)

A

tendo sido utilizadas, nas equagbes (c) e (d), as relacées

(II.1d,e).

Face ao anteriormente exposto com respeito as

componentes de cisalhamento Tee ©T as integrais (II.67)

xn’

podem ser expressas na forma:
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= = - _ (2)
Vy = J Tyg Sen o dA J Ty Sen o dA
A y:\
(IT.68a)
vV, = J T cos o dA = f !2) cos a aa
Z XS XS
A A
(ITI.68Db)
T=r1% 4 p@ (II.68c)
_ _ (2)
R = J Tys Ts dA [ Tes Ts dA , (IT.684)
A A
(1) (2)
sendo as parcelas T e T dadas por
(1) _ _ (1) (1) -
T = [rxs (r + n] Tyn rs] dA
A
_ (1) _ (1)
= [txs n Ten rs] dA (IT.69a)
A
= ! {r + n] dA = - ! dA
XS n XS n
A A

(II.69Db)
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~ . . ~ (1
Note-se dque, em funcdo da lei de variacdao das tensdes txs)

2 , . 1
e t;s) na espessura, as 1integrais J t;s) sen o dA,
A
(1) (1) (1)
Tyg COS @ dA , J Tys Ts dAa , J Tys Tn da,
YA A A
2 P ' .
t;s) n dA se tornam nulas. Além disso, considerando
YA
2 ra rd ]
que ! é desprezivel e ainda a forma como se

Xn

(1)

distribuem as tensdes T., ha segdo (ver figura 1I.4),

pode-se ignorar a contribuicdo das parcelas em T,, has

expressdes de Vy, VZ e R,

Com base na teoria de Saint-Venant, pode-se

estabelecer que

™ = - 2 J ! n aa (II.70)
A

Conforme focalizado por UGURAL e FENSTER (1987, p. 175),
entre outros, com a presenca do fator 2 multiplicando a

integral na equagdo (II.68) fica computada a contribuicéo,

)

. ~ (1 .
para o torsor de Saint-Venant, das tensdes Tyn ' A quais,

embora localizadas em regides restritas da secdo, possuem

em contrapartida bragos de alavanca bem maiores do que os

N ~ 1 N
correspondentes as tensodes t;s) (ver figura II.4).

Substituindo a relagdo (II.64) na equagdo (II.70), obtém-se

< (1)
a expressao de T em termos dos deslocamentos
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(1)

T = =G JT 34 (IT.71)
com
t
L — L
2 n 2 t3
JT = 4 n dA = 4 [7?- . ds 3 ds =
A 0 - — 0
2
.3
N T
= f —5 (si+1 - si) (II.72)

designando a constante de torgdo da secdo; N, o numero de

trechos que constituem a seg¢do e i, um trecho genérico.

Chamando de

£f=1t'2 ¢t (II.73)

(2)

o fluxo de cisalhamento, as expressdes de V., V T e

zl
R, dadas nas equagbes (II.68a,b), (II.69b) e (II.68d)

respectivamente, assumem o seguinte aspecto

L Si+1
V. = - [ f sen ¢ ds = - f sen o ds
0 1 Js

i

" M=

i

(II.74a)

L s
i+1
V. = J f cos o ds = J f cos o ds
0 1 Js

i

™M=

i

(II.74Db)
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L s
(2) N i+l
T = - f rn ds = - Z f rn ds
i=1 s
0 i
(II.74c)
L s
N i+1
R = J f ry ds = X J £ ry ds (II.744)
0 i=1 Js,

Estas integrais serdo posteriormente escritas em termos dos

deslocamentos a partir de relagdes estabelecidas no

capitulo subsequente.

I1.5.3 - Componentes das tensdes nos referenciais X n s

e XY 2z

De acordo com a Tabela II.3 apresentada no item
IT.3.2, tem-se que a matriz de transformagdo do sistema

X n 8 para o referencial x n s é a seguinte:

1 - g W,
Tong = W 1 - (II.75)
- (/.)n (J.)X 1

Analogamente, tem-se, de acordo com a tabela II.4, que a
matriz de transformagdo do sistema X y z para o referen-

cial xy z é:



63

[ 1 - w W
Z Y
T = W 1 - w (II.76)
~Xy?Z Z X
- W 1
y X

Assim, as componentes segundo x n s do vetor
tensdo na face de um elemento de normal X na geometria

inicial s&o dadas por

o] 1 - W o
X s n X
P = W 1 - W T
< n ; s X 4 Xn ¢
o] - W W 1 T
s n X XS
L I 1\ )
v

Py = 0y = W, T o + W Tog (II.77a)
Pp = Wy Oy + Tyn = “x Txs (II.77b)
Py = — W, O, + Wy Ton + Tys (IT.77¢)

As componentes do mesmo vetor segundo x y 2z sédo determi-

nadas por



Efetuando,

nadas por

ou por

entéo,

Px

As

I
)
)
+
d

componentes

o produto,

CcOos

sen

sen

CcOos

Pnr
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vem

Pg

sen

cos

CcOos

sen

(II.78a)

(II.78b)

(II.78c)

relacio-

(II.79)

(II.80)
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A figura II.5 mostra um trecho i, de espessura
ti, de uma segdo aberta de paredes delgadas, onde estéo

representadas duas faces 1 e 2, a primeira de normal n e

a segunda de normal s na geometria inicial.

Figura II.5 - Trecho genérico i de uma segdo aberta de

paredes delgadas

Na figura II.6 estdo indicadas as componentes
segundo X ns, xns e xvy 2z do vetor tensdo que atua
na face 1. Note-se que, por simplicidade, a faceta e as
componentes do vetor tensdo nas diregdes %X, n, s foranm

desenhadas com relagdo a geometria inicial.
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/ g
/ T:ns
@ 4
T""\ Gn
\ ;
y

(@ AL

Figura II.6 - Componentes do vetor tensido na face 1:
(a) segundo x n s; (b) segundo X n s

e XY z

As componentes segundo x n s do vetor tensdo na

face 1 sdo dadas por

f 3\ B -1 ( 3
p 1 -w w T
1X s n Xn
w 1 - w o
{ Pin | = s X { n  ,
P - W w 1 T
1s n X ns
\ 7 - - ’

onde, em virtude de se estar considerando que as
deformagcdes especificas e as distorgdes sdo pequenas en
relagdo & unidade, pbde-se fazer Thx = Txn- Efetuando o

produto, vem
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p =T - w_0o_ +w_T (II.81a)
1X xn S n n 'ns

Pin = Wg Tyn + oL T W, Tog (ITI.81b)

P,g =~ @0, T,p + w, o + Ths (II.81c)

De modo andlogo, apresentam-se, na figqura II.7,

~

as componentes segundo X ns, xns e xy z do vetor
tensdo que atua na face 2. Também aqui, por simplicidade, a
faceta e as componentes do vetor tensdao nas diregles

X, n, s foram desenhadas com relagdo a geometria inicial.

Figura II.7 - Componentes do vetor tensdo na face 2:
(a) segundo X n S; (b) segundo X n s

e XY z

As componentes segundo X n s do vetor tensao na

face 2 sdo determinadas por
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28

onde se fez T..

e p

ou por

in’

68

7 3
w T
n Xs
- W T
X < ns ¢ ’
1 o)
s
. \ J

= T... Efetuando o produto, obtém-se
ij Jji
Py ™ Tys ~ ¥g Ths + w, o (II.82a)
o) =w_ T + T - w,_ o (II.82b)
2n s XS ns X s
P,y = — 0, T * W, The T O (IT.82c)
Numa face i(i = 1 ou 2), as componentes piy' P;,
Pig estdo relacionadas por
piy = Pj, COS o - p;  sen a (TT.83a)
P;, = P;j, sen « + P;, Cos a (IT.83b)
P;, = Py, sen «a + piy cos o (IT.84a)
Pig = P;, COS o - piy sen o (IT.84b)



69

I1.6 - PARTICULARIZACAO DA FORMULAGCAO PARA A ANALISE LINEAR

No &ambito de comportamento linear, os parametros
AL sdo quantidades da ordem dos ©pardmetros Hen,
Consequentemente, os quadrados ou produtos dos "w" poden
ser desprezados em presenca dos parametros "e". Nesse caso,
entdo, de acordo com NOVOZHILOV (1961, p. 54), as
componentes de deformagcdo ndao anuladas pela hipdtese de

Kirchhoff se tornam:

aux
Cx = ex = TX (II.85a)
Bus
Cs = es =—6é— (II.85b)
aux aus
s = ©xg = 35 + e (IT.85¢)

lembrando-se dgque a componente € nao estd diretamente
envolvida no desenvolvimento da teoria (na verdade -
conforme se pode comprovar mediante substituicdo, na
igualdade (II.85b), da expressdo (II.90c) deduzida mais

adiante - nesse caso e, se anula) .

A substituicdo das igualdades (I1.30) nas
relagdes (II.85a,c) conduz, tal como anteriormente

(ver expressbes (II.35)), a:
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2A
n a°u
n
€y =€, - N —— (II.86a)
ax
A
N a%u_
. =¥ - 2n — 1 (II.86b)
XS Xs % ds

sendo porém, nesse caso,

e = e = X 1I.87
€x T %% T Tax (1I.87a)
au U,
u u
Wxs = eXS = 3s + EBY, (II.87b)
A
A partir da hipdétese (d) de que Vo = 0 @ da

A
expressao de ug, dada na equagdo (II.37b), chega-se a

A
seguinte expressdo para u:

A A A
u =u-v'iy-w z-¢’ w, (IT.88)
sendo

A A A
u = [ u,, + v/ y + w! oz ] (I1.89)
s

O campo de deslocamentos, dado nas equagdes

(IT.29), se torna, entéao,
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A
u =u-v'y-w'z-9¢’' w -

- n [v’ cos o + w/ sen a - ¢’ rs] =

=u-v'y - w'z - ¢’ [w - Iy n) (II.90a)
u, =VvVcos a+t+wsena- ¢ ry (IT.90b)
u, = - vsen a + w cos a + ¢ [rn + n] (IT.90c)

Em lugar de u, e u, podem ser também consideradas as

mesmas componentes uy e u, dadas nas equagbes (II.54).

As relagbdes deformagcdo-deslocamento (equacgdes
(IT1.86)), mediante a utilizagdo das igualdades (II.87a),
(IT.88) e (II.37a) e com a consideragdo de que ;xs = 0,

ficam nesse caso:

A A A
e, ge _=u - vy -w"z - ¢"w (IT.921a)

Tendo em vista as relagdes (II.5%9a) e (II.91a),
escreve-se a expressdo da tensdo normal em termos dos

deslocamentos
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A

o, = E [u' - v § - wh z - ¢" w] (I1.92)

As integrais da tensdo normal sobre a &area da

segdo, definidas nas equagbes (II.6la,b,c,d), se tornam

N=EAu’ (II.93a)
M =E |I v + I w" IT.93b
e G (12.930)
MZ = - E [IZ v+ Iyz w"] (IT.93¢c)
B=-ETI ¢" (II1.934d)

Elas representam respectivamente o esforgo normal, as
componentes do momento fletor nas diregdes y e z e uma nova
grandeza, denominada bimomento, associada ao sistema
auto-equilibrado de tensdes - E ¢" w. Embora também se
possam avaliar as integrais apresentadas nas equacgdes

(II.61e,f), dque, nesse caso, tém por resultado
= 7 | L - - "
K = E [Ie u Q, v Qy w' - Q ¢ ] (II.94a)

c =3, (II.94b)

elas ndo tém participacdo na analise linear.

Das equagbes (II.93) vem
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w = (II.95a)

<
I
!
.
]
>
N

(I1.95b)

w" = YZ] (II.95¢)

" = - > (II.954)

Substituindo estas igualdades na equacdo (II.92),

obtém-se
M_ I + M_1I N M I_+ M I A
o, = i + z 2yz v - Z z 2yz 7 + B ©
I I_-1I I I_-1I I
Yy "z yZ y "2z VZ w
(IT.96)

Como se ©observa, a definicdo da grandeza
bimomento tornou possivel exprimir convenientemente a
tensdo normal em fungcdo ndo sé dos esforgos solicitantes

como também dessa prépria grandeza.

Quanto & tensdo de cisalhamento txs, valem as

mesmas considerag¢des feitas no item II.5.2. Assin,
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1 2
(D (2

XS XS xs ! (I1.97)

(1) )

sendo Tys associada a distorcéo 7;; e, portanto, dada por
i =26 ¢’ n (II.98)

XS
e r;;) associada ao fluxo de cisalhamento, avaliado no

préximo capitulo (item III.S8).

No que se refere a outra componente de cisalha-
mento na secgéao, Tynr Permanecem vdlidas as observacdes do

item II.5.2 com respeito a parcela t;;). No entanto, com

(2)

relacao a <t
¢ wxn 7

deve-se registrar que, nesse caso, tal
parcela resulta nula, conforme se comprovarad no capitulo
subseqlente (item III.8), com base na equagdo de equilibrio

dindmico (III.90a).

As integrais das tensdes de cisalhamento sobre a
area da segdo, definidas nas equagdes (II.67a,b,c), quais
sejanm, Vy' VZ e T representam, nesse caso, respecti-
vamente as componentes do esforgco cortante segundo as
diregbes y e z e o momento torsor. A primeira parcela do
torsor, dada na equagdo (II.71), ou seja,

™ = - ¢ I ¢ (II.99)
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é o torsor de Saint-Venant. A segunda parcela, definida na
equagao (II.69b), constituli o chamado torsor de empenamento
restringido (denominado por GJELSVIK (1981, p. 29) de
torsor de Vlassov). Embora também se possa avaliar a
integral definida na equagdo (II.67d), ou seja, R, isto néo
se faz necessério_uma vez que esta ndo tem participacgdo na

analise linear.
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CAPITULO III

DEDUCAO DAS EQUACOES DIFERENCIAIS PELA

CONSIDERACAO DO EQUILIBRIO DINAMICO

Neste capitulo, apresenta-se a dedugdao, a partir
da consideraééo do equilibrio de um elemento infinitesimal
de um sdélido a luz da Teoria N&o-linear da Elasticidade,
das equagdes diferenciais que regem, no admbito das rotacdes
moderadas, o equilibrio dindmico de um elemento de haste
(trecho de haste delimitado por duas sec¢des transversailis
distantes dx na geometria inicial) de segido aberta de

paredes delgadas sob flexo-torcao.

Inicialmente, s&o obtidas as seis equacgdes de
equilibrio dindmico de um elemento de haste (item III.1)

e, em seguida, deduzidas duas relagdes, a primeira

2 .
envolvendo B’ e T() e a segunda, C’ e R, sendo com isso

(2)

possivel estabelecer as expressdes de V \Y T e R

Yl
em fungcdo dos deslocamentos (item III.2). A partir dai, com

ZI

o auxilio das expressdes de integrais de tensdes bem como
de forgas de inércia sobre a area da secdo em termos dos
deslocamentos, chega-se entdo as quatro equacodes
diferenciais que governam o problema da flexo-torcgéo

(item III.3).

Posteriormente, procede-se, no item III.4, &

deducgdo da expressdo do fluxo de cisalhamento em funcdo dos
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deslocamentos e, no item III.5, & quantificacao da

(2)

componente Ten

da tensdo de cisalhamento, desprezada na
avaliagdo das integrais das tensdes de cisalhamento sobre a
area da secgdo, efetuada no item II.5.2 do capitulo

precedente.

No item III.6 s&o obtidas as expressdes dos esfor-
¢os solicitantes na segdo transversal da barra relativa-
mente aos sistemas ¢&° 19 (P, associado a secéo "planifi-
cada", e & m {, associado a geometria inicial, e é expli-
cado o chamado efeito Wagner. J4&4 no item III.7, ilustrando
um procedimento alternativo,sdo deduzidas as equacdes de

equilibrio estatico de um elemento de haste a partir da

9 » 1] » *
lgualdade entre esforgos seccionais externos e 1nternos( ).

Finalmente, no item III.8 é feita a particula-

rizagdo da formulagdo apresentada para a analise linear.

III.1 - EQUACOES DE EQUILIBRIO DINAMICO DE UM ELEMENTO DE

HASTE DE SECAO ABERTA DE PAREDES DELGADAS

Para o caso, que se enfoca neste trabalho, das
rotagdes moderadas, tem-se, de acordo com NOVOZHILOV (1953,

p. 83), dque as equagdes de equilibrio estatico, em relacgéo

(*) Esta designagdo de esforgcos seccionais externos e
internos, utilizada por alguns autores, serve meramente
para indicar que o esfor¢co seccional esta sendo
avaliado ou através das forgas externas ou a partir das

forcas internas (tensédes).
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ao referencial x n s, de um elemento infinitesimal de um
sélido, cujas faces eram normais as diregdes x, n, s na

geometria inicial, sé&o:

+ - + N =
as l: wS tXS tns wX O‘S ] N 0




79

onde X, N, S sdo as componentes das forgas de volume,
convencionadas como positivas quando atuam no sentido
positivo dos eixos x, n, s, e, em funcdo de se estar
considerando o caso de pequenas deformagdes especificas

e distorgdes, pdbde-se fazer tij = tji

Introduzindo, nas equagbes (III.1l), as forcas de
inércia (por unidade de volume), as quais, juntamente com a
componente X das forgcas de volume, sdo admitidas com valor
constante ao 1longo da espessura (e igual ao da 1linha

média), resultam as equagdes de equilibrio dindmico

5 .
o, - W + T +
ax [ X s 'xn T “n Txs ]
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~

R
+ S - u us =0, (ITI.2)

onde u é a massa especifica do material e o ponto encimando

uma variavel simboliza derivada em relacdo ao tempo.

Levando em conta as relagbées (II.77), (II.81) e

(II.82), podem-se reapresentar as equagdes (III.2) na forma:

A
+ + + X -uu_ =20 (II1.3a)
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ap 8p ap o
n in 2n _
5x T t—3s +tN-wumu =0 (III.3Db)
ap ap ap ®
s 18 2s _
3% T 7n + 3 + S Mou, = (0] (III.3c)

Mediante projegbes nas diregbes y, 2z e a
consideragdo de que o é constante em cada trecho do perfil,
é possivel alternativamente escrever, em lugar das equacdes

(III.3b,c):

——i—; cos o - sen «o +
ox Pn - Ps

a8
o - +
£ [ p1n CcOos o p1S sen o ]
+ 9 cos o - sen o + N cos o -
as pzn pzs
R N
-Ssenoc—u[uncosa—ussena]=0

a

a—x[pnsena+pscosoc]+

3 [ P, Sen « + p _ cos o ] +
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a

+ — + + +
3s [ p,, sen « p,, €0s «a ] N sen «

o .o
+ S cos o - U [ un sen o + uS CcOSsS « ] =0

(ITI.4)

Utilizando as relagdes (II.79), (II.83) e (II.39)

e designando por

Y = N cos a — S sen o

(III.5)

Z = N sen o« + S cos «

as componentes das forgas de volume nas diregbes y e z,
torna-se conveniente reescrever as equagdes de equilibrio

dindmico na seguinte maneira:

ap p ap N

X 1X 2x _

3% + 3 + —3s + X - u u, = 0 (III.6a)
9p op ap ®

y 1y 2y - —

5% T 35 + 3 + Y u uy 0 (III.6b)
ap ap ap w

z 12 2Z _

5% + an + 3 + Z - u uZ =0, (III.6c)

s
.

w
v e {u, as componentes segundo y e z

das forcas de inércia.

o>

sendo agora U
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Procede-se, em seguida, & adequada integracéo
destas equagdes sobre a area da segdo transversal. Tem-se,

entao:

ap ap dp e
X 1X 2X _
[ % T 30 + 35 +X - uou, ] dA = 0
A
(III.7a)
op p op R
Yy 1y 2y - =
[ 3 * £ + 3s + Y 1) uy ] da 0
A
(III.7b)
9p ap op N
z 12 22 _
[ 5% T n + 3 + Z Mou, ] dA = 0
A
(III.7c)
9p 9p 9p R
X 1X 2X _
{ ax T “an T ~3s ~ T X - MU J y dA = 0
A
(III.74)
8p ap ap v
X 1X 2X _
[ 3% + n + 3s + X Kou, ] 2 dA =0
A

(III.7e)
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ap ap dp ®
y 1y 2y - -
[ ( ax + n + as tY H uy ] <

(III.7F)

Antes de analisar cada uma destas equacgdes
isoladamente, examine-se a relagdo (II.78a). Levando em
conta que Wy « 1, conclui-se que, mesmo no caso de as

tensodes Tyi ©Se tornarem préximas de Oy,r OS termos w, T

k "xi
serdo bem menores do dque T, € portanto, ©poderdao ser

desprezados na referida relacgdo, resultando assim:
P, 2O (ITI.8)
12 Equacao:

Considere-se, agora, a equag¢do (III.7a), que pode

ser reapresentada na forma:

op ap

a 1X 2X

o [ pan s | B | S
A A A

+ J X GA - J LU, dA =0 (III.9)
A A
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Avaliando cada parcela separadamente, vem:

- 12 Parcela

a oy ,
7% J p, 9A = F! , (III.10)
A
sendo
F, = J p, dA = [ o, dA =N , (III.11)
A A
onde se fez uso das equagdes (III.8) e (II.6la).
- 27 Parcela
b L -t
1X _ 2 _
J 0 dA = J [ pn(] . ds =
A 0 - —
2
L
- J‘ [ Pix . T Py . ] ds .
0 = - =
2 2
(ITI.12)

J4 que, em virtude de convencionar-se que as componentes
das forcgas de superficie presentes na area lateral da barra
sdo positivas quando atuam no sentido positivo dos eixos

X, Y, 2, tem-se que
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Ne)
[y
»
—
o e
N’
I
kel
-
»
——
|
—

- 37 Parcela

= s
ap2X N 2 i+1
gs ~ 9A = .%1 . [ Pox ] dn =
A t= i s
i 1
2
t t
N 1
2 2
= pzx dn - pzx dn =
t t 0
_ N 1
2 2
t t
_N 1
2 _ 2 _
= pzx dn + pzx dn ,
t L t 0
__N ot
2 2
(IITI.13)
uma vez que
t
i t
i+1
2 2
P,y dn = Py dn
t [ s
i+l i+1 i+1




87

para i

1, N -1 e

P, (1) =B, (1)

P, (0) = - B, (0)

Com a auséncia, de acordo com a hipdtese (g), de
componentes de forgas na superficie lateral da barra na
diregdo longitudinal, tem-se que

=§ =p2X

T

1X 1X

N et

t
-— L
2

(III.14)
resultando, portanto, nulas a 27 e a 3% parcela.
- 47 Parcela
J X aa=q, (III.15)
A

- 52 Parcela
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(III.16)

avaliada a partir da igualdade (II.48) e wusando-se as
propriedades geométricas da segdo definidas nas equagdes

(IT.3) a (II.5) e (II.62a).

Tendo em vista as igualdades (III.10) e (III.12)

a (III.16), a equagdo (III.9) se escreve:

(III.17)

2? Equacao:

Tome-se, a seguir, a equagdo (III.7b), reescrita

na forma:

' p p
5} 1y 2y
ox J Py dA + J ~—an ~ 9 F J —as 9A Y
A A A

+ J Y dA - [ u G dA =0 (ITI.18)
A A

Como anteriormente, tem-se:
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- 12 Parcela

sendo

4 4 -—
v/ N + ¢ Mn + VY ¢ VZ ’

onde se utilizaram as relagbes (II.78b)

(III.19)

(III.20)

e (II.55a,c) e a

nomenclatura apresentada nas equacgodes (IT.61a) e

(IT.67a,b), e designou-se por

(III.21)
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integral avaliada a partir da segunda das relacgdes (II.1lb)

e das igualdades (II.6la,b).

- 22 Parcela

E avaliada de modo andlogo a integral (III.12).

(III.22)

- 32 Parcela

Analogamente & integral (III.13), tem-se que

t t
_y _r
p 2 2
2y — = = -
J 3s dA = . pzy dn + . pzy dn = qzy
A N L 1 0
P T2
(ITII.23)

- 42 Parcela

J Y aA = q, Lop (III.24)
A
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- 52 Parcela

(III.25)

avaliada a partir da igualdade (II.38a) e usando-se a
segunda das relacdes (II.1lb) e as propriedades geométricas

da secdo definidas nas equagbes (II.3) e (II.4a).

Levando as igualdades (III.19) e (III.22) a

(ITT.25) & equacgdo (III.18), esta se torna:

F/ - = - ITT.26
y dy ( )
onde
= + ITT.27
iy 7 Yy,sup T Iy,vol ( )
e
' = + ITT.28
9y sup = %y T Ly ( )
37 Equacio
Atente-se, entdo, para a equagdo (III.7c), dgue

pode ser reapresentada na seguinte maneira:
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ap ap
a 12Z 27
9% J Pz‘ﬂ”[ Tn*dA"LJ —as AT
A A A

v
+ I Z dA - I nu, dA = 0 (III.29)
A A

Tem-se que:
- 12 Parcela
3 — 7
— | p,aa=7F, (III.30)
A

sendo

=w N+ ¢ M+ GV HV, (III.31)

¢

onde se fez uso das relagdes (II.78c) e (II.55a,c) e da
nomenclatura estabelecida nas equacgobes (II.61a) e

(II.67a,b), e denominou-se por
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(ITII.32)

integral avaliada a partir da primeira das relagdes (II.1b)

e das igualdades (II.6la,c).

- 22 Parcela

Analogamente a integral (III.22), escreve-se:

- 32 Parcela

(III.33)

De modo andlogo a integral (III.23), tem-se:

t

N
2
P2z da ) dn +
as - . P,y .
A N
T2
t
_1
2
+ p. dn = g

(III.34)
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- 42 Parcela
[ Z dA = qz,vol (III.35)
A

- 57 Parcela

(III.36)

avaliada a partir da igualdade (II.38b) e wusando-se a
primeira das relagdes (II.1lb) e as propriedades geométricas

da se¢ao definidas nas equag¢des (II.3) e (II.4b).

Substituindo as igualdades (III.30) e (III.33) a

(ITTI.36) na equagao (III.29), obtém-se:

(III.37)

onde
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(III.38)

(III.39)

Considere-se, agora, a equacdo (III.7d). Tendo em
vista que, de acordo com a relacdo (III.8), Py pode ser
aproximada por O,r @ qual, do mesmo modo que as forcgas de
inércia e a componente X das forcas de volume, é admitida
com valor constante ao 1longo da espessura, a equagéo

(III.7d) pode assumir o seguinte aspecto:

dp dp
a A 1X 2X
3% [ Gx y dA + J —n y dA + J —3s y dA +
A A A

A RN OA
+ J Xy dA - J pu, ydA =0 (II1.40)
A A

Analisando cada parcela separadamente, vemn:



926

- 12 Parcela

(III.41)

em virtude da equacgdo (II.61lc).

- 22 Parcela

L
2
P, Cos « dn ds =

(III.42)
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- 32 Parcela

s s
N 2 i+1 i+1 dy
=‘Z t [[pzxy] - pzxﬁds]dnz
i=1 i S
- i S
2 i
t t
N _r
2 _ 2 _
= [ pzx v ] dn + [ p2x y ] dn +
t L t 0
N 1
T T2 T2

t
i S

i
N 2
t

i+l
[ o) sen o ds ] dn =
2X
i=1 i S

i

2

= J p,, sen o dAa , (III.43)
A

considerando-se que, para i =1, N - 1,
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A partir das relagbes (II.8la) e (II.82a),

obtém-se

cos o - sen a =
P P,y n

1X

= - T sen o + T cos o + w_ T cos o +
XS Xn n ns

+ W, T sen «&« - W o0 COs 0 — W_ O sen o
S ns S n n s

Tendo em vista que as tensdes =T (o) e o . sdao pequenas

ns’ "n

comparadas & tenséao Tys © Que wp « 1, os termos envolvendo

k
os produtos de um pardmetro W, por qualquer daquelas
tensbes, presentes na igualdade anterior, poderdo ser

desprezados. Deste modo, tem-se, usando, ainda, a relagéo

(II.66a),

cos o - sen o & - T sen a + T cos a =T
Pix Pox XS Xn Xy
Assim,

op ap
1X 2X _
[ 3n y dA + J —%5s Y dA =
A A

= - J [ p,, Cos o - p, sen o ] dA =
A

= - J Ty 9B =~V (ITI.44)
A
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de acordo com a equacao (II.67a).

- 42 Parcela

J Xy da = - m, (III.45)
A
- 57 Parcela
R A
i ux y dA =
A
e A v Ao ‘o AN aa A A
= u [ uy -6,y -6,2y-¢ w0y - oAy ] da =
A
e e Q, ..
S [ 1, 8, + I, 8, +— ] =y (III.46)

avaliada a partir da igualdade (II.48) e usando-se as
propriedades geométricas da segdo definidas nas equagdes

(II.4b), (II.6b), (II.8), (II.9) e (II.62c).

Em virtude das igualdades (III.41) e (III.44) a

(ITT.46), a equagdo (III.40) se escreve:

M/ -V, -F =m (III.47)
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52 Equacao:

Examinando-se a equagdo (III.7e), nota-se que ela

pode ser reescrita na forma

ap ap
A
g J o.. z dA + J 1X z dA + [ 2X Zz dA +
X n s
A A A

A A A
+ X z dA - Hu, zdA =0 (II1.48)
A A

Tem-se, entdo, que:

- 17 Parcela
6 A
—_— o,z dA = - M’ , (IIT.49)
X Y
A

em virtude da equagdo (II.61b).
- 27 Parcela

E avaliada de modo analogo a integral (III.42).

Como dz = sen o
dn !

ap1x
—3n — 2 dA = - p,, sen « dA (IIT.50)
A A
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- 32 Parcela

Analogamente a integral (III.43), obtém-se

P ,x
—35 — 2 dA = - p,, COs «a dA (III.b1)
A A
uma vez que gg = COSs «.

De acordo com as equagdes (II.8la) e (II.82a),

tem-se que

sen o + cos =
p P,x «

1X

=T cos o + T sen « + w_ T sen o -
Xs Xn n ns

- W, T COos o0 — W, 0O sen o + Ww_ o _ COsS «
S ns S n n s

Em vista das consideragdes feitas quando da obtencdo da

equagdo anterior e usando a relagdo (II.66b), escreve-se

P sen o + pzx COs o = T cos o + T sen o = T

1X XS Xn XZ
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Assin,

= - J T, A =-V, , (ITII.52)
A

de acordo com a equacgao (II.67b).

- 47 Parcela

A
J Xz dA =nm (III.53)
A

- 52 Parcela
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(ITII.54)

avaliada a partir da igualdade (II.48) e usando-se as
propriedades geométricas da secgdo definidas nas equagdes

(II.4a), (II.6a), (II.8), (II.%9a) e (II.62b).

Levando as igualdades (III.49) e (III.52) a

(ITI.54) & equagao (III.48), obtém-se

ou

My + 0V, o+ F = my (III.55)

6% Equacao:

Tome-se, finalmente, a equacdo (III.7f), que pode

ser reapresentada com o seguinte aspecto:

3 6p1y ap1z
3% [ Py C-py ] aa + ( an S " Tan T J da +
A A
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R A K A
- K [ u, ¢ -u,m ] dA = 0 (III.56)
A

Analisando cada parcela isoladamente, vem:

- 12 Parcela

ox E ( Py & =Py T ] da = Mg, (I1I.57)

sendo
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=-V/M -w M. -¢'K+T-¢R, (III.58)

onde se fez wuso das relagbes (II.78b,c), (II.55a,c) e

(IT.1f) e da nomenclatura estabelecida nas equacdes

(II.61e), (II.67c,d),

(ITT.21) e (IITI.32), e se levou em

conta o fato de o ter distribuigdo uniforme na espessura.

- 22 Parcela




107

= -m, [ p,, dA , (IITI.59)
A

onde se utilizou a relacdo (II.84b).

- 32 Parcela

op op
2y _ 22 _
[ [ as ¢ ds K ] da
A
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(III.60)

onde se fez uso da relacgdo (II.84a).

Com base nas relacodes (IT.81c) e (IT.82b),

escreve—-se
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- = - w_, T - Ww_ T + w, o+ w o
p pzn s Xs n xn X n X s

Tendo em vista a magnitude das tensdes o, e 04 podem-se
ignorar, nessa expressdo, os termos envolvendo tais

tensbdes. Deste modo, tem-se que

T
18 2N =] XS n xn

Assim,

[ Pig ™ Pun ) da
A A

I
I
—
>
n
al
X
n
£
o}
>
o}
NI
Q
B
Il

= - v! cos o« + w/ sen o« - ¢’ r T +
[ [ ¢ s Xs
A

+ { v/ sen o - w! cos o - ¢’ r ) T ] dA =
n Xn

= - v/ [ T cos o + T sen «o ] dA -
XS xn
A
- w’ [ T sen o - T cos o ] dA +
XS xn
A
+ ¢’ +
¢ [ Tys Fg Tyn Tn ] dA

A
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Em funcdo da lei de variagdo da tenséo t;;) na
espessura (equagao (II.64)), sua contribuicdo para cada uma
das integrais presentes nessa igualdade é nula. Além disso,

conforme j& referido no item II.5.2, pode-se ignorar a

contribuigcdo das parcelas em Tyen oM cada uma dessas mesmas

integrais. Assim,

- w’ J t!2) sen « dA + ¢ J £'2) v aa =
XS XS s
A A

= - V'V, +w VY, + ¢ R, (III.61)

de acordo com as equagdes (II.68a,b,d).

- 42 Parcela

J [ YT -2Zn ) dA = - mg Lo (ITII.62)
A
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- 52 Parcela

—
hd
=
/N
=
N
>
1
£l
N
3>
| S
jof
b=
il

(III.63)

avaliada a partir das igualdades (II.38) e usando-se as
relagdées (II.1lb,f) e as propriedades geométricas da secgdo

definidas nas equag¢des (II.3), (II.4) e (II.10).

Considerando-se as igualdades (III.57) e (III.59)
a (III.63), reescreve-se a equagdao (IITI.56) na seguinte

maneira:
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M, - v/ V_ 4+ w?! V_ + " R - & =m, , ITT.64
E Z Y ¢ vZz E ( )
onde
m, = m + m ITIT.65
£~ M, sup T Mg, vol ( )
e
m = m + m ITT.66
g,sup = Mg T Mg ( )

Resumindo, as equacgdes de equilibrio dindmico de
um elemento de haste de secdao aberta de paredes delgadas

podem ser escritas na forma:

Fl - 9, =~ qd, (III.67a)

© F! - F, = - q (III.67b)

F! -9, =-q, (III.67c)

My - Vy - gxy =m, (III.67d)

My 4V, + F = m,, (III.67e)
Mé - v’ v, + w’ Vy + ¢’ R - ?yz = mE P

(III.67F)

onde se designam as integrais das tensdes na segdo por
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F_ =N (III.68a)

X

F,=V/ N+ ¢ M +V, -0V, (III.68b)
F, =W N+ ¢/ M.+ ¢V, +7V, (III.68c)
My = = v/ M, - W M = g K+ T - ¢ R (III.684d)
M, =M+ z, N (III.68e)
My =M, -y, N, (III.68F)

com as forgas dgeneralizadas de inércia (por unidade de

comprimento) dadas por

F, = U [ A4 - IS ) ] (III.69a)

?y = U [ AV + z, A ') ] (III.69b)

F, = U [ AW - Y, A ') J (III.69c)
Q

- .z e VA -a
= u [ IZ Gz + Iyz 6.+ '] ] (ITI.694)
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- _ £ . y s
?xz u [ Iyz GZ + IY ey + — Y ] (TII.69¢e)
?Yz=u[—zeAv+yeAw—Ie¢], (ITII.691)

e, ainda, os termos relativos ao carregamento sendo expres-

sos por

q, = J X da (III.70a)
A
9y = 9y,vo1 T Yy, sup
94, o1 = J Y dA (III.70b)
A

L
qy,sup = J [ p1y + p1y ] ds +
t t
0 = - =
2 2
t t
N 1
2 _ 2 _
+ . pzy dn + . pzy dn
_ N 1 0
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qz,sup - J [ Pz N + Piz N ] ds
0 = -—
2 2
t t
N 1
2 _ 2 _
+ . p,, dn + . p
N 1
- L - m—
2 2
A
m, = - X y dA
A

(III.70c)

dn

(III.70d)

(III.70e)

(III.70f)
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I1I1.2 - EXPRESSOES DE VY s Vz , T E R EM FUNCAO DOS
DESLOCAMENTOS
Inicialmente, procede-se & deducgéo de duas

importantes relacgdes entre algumas das integrais de tensdes
sobre a &area da secgdo, definidas no capitulo precedente

(item II.5).
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Para se obter a primeira, multiplica-se a equacgéio
(III.6a) por w dA e integra-se a igualdade resultante sobre

a area da secdao:

op ap op R
X 1X 2X _
J [ 5% + 3n + 3s + X u ux ] w dA =0
A

(III.71)

Tendo em vista que, como ja foi dito no

item anterior, Py pode ser aproximada por o a qual, do

XI
mesmo modo que as forgas de inércia e a componente X
das forcas de volume, €é admitida com valor constante ao

longo da espessura, pode-se Treescrever essa equagao hna

forma:

op ap
o J o. w dA + [ 1X w dA + J a:x w dA +
A A A

+ J X w dA - J LU, wdA=0 (III.72)
A A

Avaliando cada parcela separadamente, vem:
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- 12 Parcela

ox X

em virtude da equagdo (II.61d).

- 22 Parcela

0 [ . w dA = B’ (III.73)
A

Por analogia com a integral (III.42), obtém-se

- 32 Parcela

Analogamente a integral (III.43), tem-se

(III.74)
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i S
i+l
N 2
- X [ o) r_ ds ] dn =
t 2X "n
i=1 i
- s
2 i
= - P,y Tn dA
A
(IITI.75)
Examinando a expressdo de Py dada na equa-
¢do (II.82a), e 1levando em conta dque W, Tpeg © W, Oy

sdo despreziveis em presenca de T conclui-se dque ¢&é

xs’

possivel aproximar
o) 2 T (ITI.76)

2X Xs

Substituindo esta relagdo na equagdo (III.75), vem

= - T r_da =1%, (III.77)

de acordo com a equacgdo (II.69b).
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- 42 Parcela

J X wdA =b (III.78)
A

- 5. Parcela

-
L u,. wdA =
A

.s e A *e A 2 -
= U [ iw=-8,yw-98,20- ' W - Y A w ] dA =
A
Q
- s "W +2 —
(III.79)

avaliada a partir da relagdo (II.48) e usando-se as
propriedades geométricas da secdo definidas nas equacgdes

(II.5), (II.7), (II.9) e (II.62d).

Levando as 1igualdades (III.73), (III.74) e

(ITT.77) a (III.79) a equacao (III.72), esta se torna:

B’ + 7@ - F,=-Db (III.80)
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Para se obter a segunda rélagéo, multiplica-se
a edquacdo (III.6a) por A dA e, em seguida, efetua-se uma

integracdo sobre a area da secgdo:

ap ap ap R
X 1X 2X _
J [ 3% + an + 3s + X Mou, ] AdA =0
A
(III.81)
Esta equacdao pode ser reescrita na forma:
ap ap
9 o A dA + — X ayaa+ | —2% 2 aa+
ox X an as
A A A
R
+ J X A dA - [ Hu, 2 dA=0 (III.82)
A A
Tem-se, entdo, que:
- 17 Parcela
0 o A dA = C’ (III.83)
ax X )
A

em virtude da equacdo (II.61f).



122

- 22 Parcela

E avaliada de modo andlogo a integral (III.42).

8 L

J Pax A dA = [ [ [ PooA ] + [ P.. A ] ] ds = 0
an 1X t 1X t

A 0 = N

(ITII.84)

- 3% Parcela

Analogamente a equacgao (III.43), tem-se

t t
N 1
2 _ 2 _
= . [ P,y A ] dn + . [ P, A ] dn -
N L _ 1 0
T2 2
t.
1
s
N 2 i+1
- 2 . [ J P, Tg ds ] dn =
i=1 i S,
- i
2
= - J P,y Tg 92 = - [ Tys g 93 = - R,
A A

(III.85)



123

tendo sido utilizadas, nesta 1ultima integral, as

relagées (III.76) e (II.684d).

- 42 Parcela

[ XAdA=_C (III.86)
A

- 52 Parcela

= u [ [ ia -8 v A - 6, ZA -6 w0 -3l ] da =
A
_ e w_ % 5 _ % 5 .
H 2 2 Yz 2 %y
Qw .y Re a3
-2 - 2 ] N (III.87)

avaliada a partir da igualdade (II.48) e usando-se as
propriedades geométricas da segdo definidas nas equacgdes

(II.62).
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Substituindo as igualdades (III.83) a (III.87) na

equagdo (III.82), Obtém-se:

cC’ -R-9%, =-c (ITI.88)

A partir, entdo, das relacgdes (IIT.67d,e),

(ITITI.80) e (ITI.88), das expressdes de My’ Mz’ B e K,
dadas nas equagbes (II.63b,c,d,e), e de ¥ F F e

xy' "xz' Tw
?A, apresentadas nas igualdades (III.69d,e), (III.79) e

(III.87) respectivamente, é possivel, finalmente, escrever

\% ™ e R em funcdo dos deslocamentos, na forma:

Vyl ZI

Q

Vy = E [ IZ 6; Iyz G; —5 yn o+ QZ o’ on
-— Iyz (vl ¢l) 4 + IZ (wl ¢l) 7 ] +
.a > QZ >
+ U { Iz ez + Iyz ey + > ] ] - m, (IIT.89a)
QY
= - " o w oo oz 1] /4 | 1 B
VZ E { Iyz ez Iy GY 5 y" o+ Qy ¢’ ¢
- Iy (VI ¢I) ' + Iyz (wl ¢I) 4 ] +
>S5 * > Q -5
+ u [ I + I 6 + X ] + m
Yz 2 Y Y 2 Y

(III.89b)
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(2) _ nr W n o _ togn -
T =B (1, 9" v —5- " - g, 00 ¢v
. Q-
T ( Iy, ¢+ — ¥ ] - b (III.89c)
R = l [ I u" - Q ogn - Q en - Q ¢"l -
2 e zZ z Y Y w

R
e

1 7 1" 4 11 7 n
T/ALNE S Ie vy v" + Ie w’/ w" + Re ¢’ ¢

- oy = 2o 1) e+ (o, - ve 1) wroenye] -

(III.894d)

III.3 - EQUACOES DIFERENCIAIS QUE GOVERNAM O PROBLEMA DA

FLEXO-TORCAO

Substituindo a relagdo (III.68a) na equacio

(ITI.67a), obtém-se:

(III.90)
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A partir das igualdades (IIT.67b,d,e),

(III.68b,e), chega-se a:

4

MY+ (¢ My]" + (vr n)7 o+ z, (67 n)" - [¢ my] _

(III.91)

Considerando-se as expressdes (III.67c,d,e),

(III.68c,f), escreve-se:

(III.92)

Por intermédio das equagdes (III.67d,e,£f),

(ITI.68d,e,f), (III.80), (III.88) e (II.68c), obtém-se

T“)' -B" -9 C" -v"'"M -w'M -2z (v' N)' +
y z e
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+ v, (w’ N)' - (¢' K)I -¢c’ =-v'inmn -w m +

+FL I+ F —w F o -F =D’ +m

(III.93)

Mediante substituigdo, nas equagdes (III.90) a
(III.93), das expressdes de integrais de tensdes sobre a
area da segdo em termos dos deslocamentos dadas nas
igualdades (II.63) e (II.71) e de integrais das forcgas
de inércia, apresentadas nas equag¢des (III.69), (III.79) e
(I11.87), chega-se as equacodes diferenciais da

flexo-torcgao:

I
e

E [ Au" - Y" + A V. V" + A w ow" +

+ Ie ¢I' ¢" + Ze A (VI ¢I)l - ye A (wl ¢I)I ] -

(III.94a)
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QZ
E [ - I "’ - 1 gnrs _—
zZ zZ

yz O T T H e, (87 9 -

- Iyz (V! )" + Iz (W’ ¢7)"™ + Iyz (¢ eé)u +
Q Q
I4 11 Y 4 11} - Y 12 1"
+IY(¢'9Y)+ o (¢ ¥') —5— (¢ ¢/ )" +
+ Iy (¢ VI ¢I)ll -— IYZ (¢ w’ ¢l)|| 4 A (ul VI)I —_
Ie A 3 A 2
-— 2 (VI w’)’ + _2_ (VI )I + T (Vl wl )I +
Ie 2 2
+ 2 (V’ ¢' )l + Ze A (VI ¢l)l -
-— ye A (Vl w' ¢l)l + Ze A (ul ¢I)’ -—
Ie A 2
- Ze 2 (¢I w’)l + Ze T (VI ¢I)I +
+ A ,2 AW Ie 13y
Z, o= (WP 9N) 'tz —o (97°)7 +
FEg A (v ety ez A (W ¢0%)) - (4 m) 4
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Q
-4' Q»d’ zZ ~‘4’ _ X ’_
+ U [Iz 6y + I, 60+ —5 U I, (98,)

.o Qy s . s
I (¢9Y)"—2-—(¢W)'—Av—ZeAq5]=

= mé - qy (III.94b)
7 Qy "z 7 1 4
e"; - Iy ey - —— Y+ Qy (¢’ ")’ -
- Iy (Vl ¢I)Il + Iyz (W’ ¢I)|I — IZ (¢ eé)ll -—
Q Q
7 | | Z 7 1" Z l2 L I
- I, (¢8)) 5= (P YN + —— (¢ ¢77)
-— Iyz (¢ Vl ¢l)ll + IZ (¢ wl ¢I)" + A (ul WI)I -—
Ie A 2 A 3
-_— 2 (wl l/l')' + T (VI WI)I + T (WI )I +
Ie 2
+ 2 (Wl ¢I )I + ze A (VI wl ¢I)I -—

- Yo B (W 9N -y A (u ) 4
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Ie A

¥y — (8T W) -y, 5 (v 8N -

A Ie

- Yo 5 W 4N -y, —— (977) -

Yo 7 A (v 4+ ¥l A (w4 - (emy 4

Q

n.’ . y Y ..
+ U [Iyz GZ + Iy 81’7 + > v o+ IZ (¢ QZ)’ +

LX QZ “e e >

7 7 =
F Ty, 0B+ —S— W) -aN+y A
= - m§ - 4q, (ITI.94c)
Iv Q&) Ie

-— G JT ¢|| + E [ Iw ¢ + T wlll - Qw (¢l ¢II)I_ 2 ¢ u"l +

Q Q Q
t—— ¢ on + 1 ¢e§'+—;’ o o' +
Re Ie Ie
"wrs . 7 ny s 4 n J A
F— 9y s ¢ (v’ vm) S ¢ (w wm)

Re 1
S0 0 e+ 5 (o, - 2 T ) ¢ (v gy -
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1

1 _ ’ _ _
2 [Qz Ye Ie] ¢ (wh e)" Iyz 6z V"
Q Q
rogn - _ Y ’ y 2 -
Iy ey v 5 yr v" o+ > ¢’r" wn
Iy VI ¢i V" + Iyz wi ¢i V" + IZ eé wll +
Q Q
Iyz 6)!7 w" + g wt wll - g ¢12 W" +
Iyz viogt wt - I who¢r w" - 2, A (uf v)! +
I
e A 3
Ze > (VI wl)l - Ze > (VI )l -—
A Ie 2
ze T (vl wl )I_ Ze > (Vl ¢I )I -

2 I2 7 ’ 7 4 I 4
ze A (v o)’ + ye ze A (V' w ¢') +

Yo A (W w)’ -y

y

e

A

2

I

e

IZII
(v W)+ oy,

—<
2

A
2

(WI wl)l +

(w'?) '+



132

I
e

Yo —5— (W ¢°°)7" + vy z

e A (vl wl ¢I)I -—

Yo B (w7 g7) - I (u ¢')’ +Q, (¢' 87)7 +

R
e

Q, (87 62)7 + 0, (§/ ") + —5— (¢7 ¥')’ -

Ie 2 Ie 2
7 ’ I - 4 ’ [ -
=— (v'? ¢) = w'? ¢)
R
e

S (0% v oy - 2, T) (v e -

7 I21 -— 7 4 -— I 4
[QZ - Yg Ie] (w! ¢*7) ] ¢ c v my w'om, +

- I W e e 3r -
wl-1,% O G+ —S 4k
QZ Y-V Qy ar Qw n o _
5~ ¢ 6, 5= ¢ y 5~ ¢ ¢
Re P s QY
' _ ’ - ’ +9 - ’ L]
Z ¢ Iyz v GZ IY v Gy 5= v v o+
. Q
I w 6 + I w 6+ 2wt Yo+



133

+2 AV-y AW+ I, é ] = Db’ +m (III.94d)

sendo os termos relativos ao carregamento avaliados a

partir das equagdes (III.70), (III.78) e (III.86).

IIT.4 - FLUXO DE CISALHAMENTO

Integrando a equacao (III.6a) em A*, ou seja, com

3 e *
s variando de 0 até s (0 = s = 1), vem

ap dp op <
X 1X 2X _
{ . [ 3% + 3 + 3s + X i ux ] dA = 0
A
(III.95)
ou
ap dp
2 po. dA + — X aa + — 32X 4a +
X , X , on ., 0s
A A A
‘A“
+ X da - L u_ dA =0 (III.96)
* * X
A A

Designa-se por

a, = J X dA = [ X t ds (IIT.97)
Jp* 0 :
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Com base na equagdo (III.8) e na relacgao (II.60),

pode-se avaliar a integral

p., dA = o dA =
[*ﬁ X J* X
A A

s
A A
= E J { u’ - eé y - 8§ z - ¢" w - Y’ r+
0

A
+ —%— [ v o+ wr? o+ ¢’2 r? - 2 v’ ¢’ [z - Ze] +

+ 2w ¢’ [§ - ye] ] } t ds (III.98)

A partir da relagdo (II.48), é possivel escrever

(III.99)

Definindo as propriedades geométricas de uma

parte da secdo, por intermédio das equacdes
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(III.100)

S
I* = J r2 t ds
e
0
* *
s’ = At ds = e
A 2 !
0

na udltima das quais se fez uso da relacdo (II.44), podem-se

apresentar as integrais (III.98) e (III.99) na forma:
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- |sf -z A" v ¢ + |87 -y A¥| wr ¢
y e z ~ Ye '

(III.101)
e
»
i u uX dA =
A
*
* * * * I
= A U-8 86 -8 86_-5s % -—_1§
u zZ 2 y oy w 2
(III.102)

Por analogia com a integral (III.12), escreve-se

(III.103)
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Avaliando a integral a seguir, vem

dp = S ap
2X _ 2 2X _
J B da = [ [ —3s ds ] dn =
#* t
A - — 0
2
t * -~
2 s 2 _
o R N T R B N
t 0 ot =1 0
T2 2
L t
2 2
= P,y dn = Tys dn =
t * t *
- = s - = s
2 2
=t et =f (III.104)
XS
onde se fez uso das relagbes (III.76) e-(II.73). Note-se

. . . v~ 1
que, em virtude da distribuicdo de t;S) na espessura, a

. 1
integral r( ) dn se anula.
XS S*

t
2
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A partir, entdo, das equacgdes (IIT.96), (III.97)
e (IIT.101) a (IIT.104), pode-se obter a expressdo do fluxo

de cisalhamento em termos dos deslocamentos

(2)

hif Tys * t =
E:3
I
= - E A" ur - g" " - g¥ on - g* o"’ - e "+
4 z Y Y W 2
* * * ¥* *
+ A v/ v" + A w w" + I_ ¢’ ¢o" - (S - z_ A ][v’ ¢']’ +
e y e
+ |8 -y A" |w o]l +u | a8 -8"86 -s*86 -
e z z Y VY
*
I
-8 ¢ - —— ¥ | - q (III.105)
2 X .

(2)
xn ’

INTEGRAIS DAS TENSOES DE CISALHAMENTO SOBRE A AREA

III.5 - AVALIACAO DA COMPONENTE <t DESCONSIDERADA NAS

DA SECAO

Considere-se a equagdo de equilibrio dindmico na

diregdo longitudinal
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) R
+ - T .+ ‘ + - = 0
8s [ Txs @ ns “n %% ] X Houy
Tendo em vista que
a) w_ T e wW_ T odem ser ignorados em presenga de
) S “Xn n 'xs P g p ¢

o_ e, analogamente, w_ T e w_o_,, em relacao a T_
X s ‘ns n s XS

(1) (1) . ~
b) Tus e Ten ! pela teoria de torgdo pura de

Saint-Venant, devem atender a

(1) (1)
Txs + thn -0
ds an !

8

pode-se escrever aproximadamente

ao‘x a (2) atxg)
+ - - + + —
ax an txn ws on wn 1:ns as +
W
+ X -uygu. =0
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Decomponha-se

pP.. =T - w_ 0o+ w_ T
1X Xn S n n ns

na soma das parcelas assim designadas:

(1) _ _(1)
Pix = Txn
e
2 2
p( Y=zl L o tuw T
1X Xn s n n ns
Considerando os seguintes fatos:
(2) = < o
a) uma vez dque o_, T , X e g u sao admitidos
X XS X
independentes de n, conclui-se que a distribuicido de
2 N .
pix) deve ser necessarliamente linear na espessura;
b) na auséncia de componentes longitudinais das forcas de
superficie na 4&rea lateral da barra (hipdtese (g)),
t .
tem-se que P,y = 0 em n = #* 57 tendo em vista,
ainda ue 'l - pt = o em n = % t resulta
r 4 xn - Pix -2 7
. (2) t
= = + .
também que Py 0 em n =i
. . 2
pode-se, consequentemente, afirmar que p() = 0 para

1X

qualquer n. Assim,

(2)
T =W 0o - WwW_ T
Xn S n n ns
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Face a magnitude dos pardmetros w e das compo-

k

nentes de tensdo o e T conclui-se que a contribuigio

n ns’

2 s .
da parcela t;n) pode ser efetivamente desconsiderada na
avaliacdo das integrais das tensGes de <cisalhamento

definidas no item II.5.2.

III.6 - ESFORGOS SOLICITANTES NA SECAO TRANSVERSAL DA BARRA

E EFEITO WAGNER

Considere-se, novamente, a matriz de
transformagdo do sistema X n § para o referencial x n s,
dada na equagdo (II.75). Esta matriz pode ser encarada como

uma aproximacdo para o produto de outras duas, ou seja,

Tons =B - 2, (III.106)

sendo A a matriz de transformacdo do sistema x n s para

o referencial x” n®” s®, associado a secdo "planificada"

(secdo na configuracao deformada, porém sem empenamento),

(III.107)
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e B a matriz de transformacdo do sistema x” n® s®? para

o referencial x n s,

_ 1 -v/cosa - w/senoa v’sena - w’/cosa |
B = v/cosa + w’/sena 1 - ¢
- v/senx + w’cosa ¢ 1
(III.108)

Assim, as componentes segundo x n s do vetor
tensdo na face de um elemento de normal x na geometria

inicial podem ser relacionadas as componentes do mesmo

p

vetor segundo x* n® s através de

( 3\
Px
{ Pn =
Pg
\ J
— 1 -v/cosa - w/sena v’sena - w’/cosa |
= v/coso + w’sena 1 - ¢ .

- v’/sena + w’/cosa ¢ 1
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e estas udltimas, por sua vez, podem ser relacionadas as

~

componentes desse vetor tensdo segundo X n s por

intermédio de

( 3 [~ T ( 3
4 _— '4
o P 1 ¢ ry ¢ r P
X X
p.* T
< n = - ¢! ry 1 0 < Xn ¢
P
T
Ps ¢’ r 0 1 Xs
( n (
J /
(IITI.110)

De modo andlogo, a matriz de transformacgdo do
sistema X y Z para o referencial x y z, dada na equacgao
(II.76), pode ser encarada como uma aproximagcdo para o

produto de duas matrizes, isto é,

=D .C, (ITT.111)

T
~XYZ
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sendo C a matriz de transformagcdo do sistema X yV Z

para o referencial ble Yy z°, associado a segéo
"planificada",
r A A ]
1 ¢’ ¢ - ¢’ n
A
9 = - ¢’ C 1 0 7
A
¢’ m 0 1
(III.112)
e D a matriz de transformagdo do sistema x" y® z°
para o referencial x y z,
1 - v’ - w’
D = v’ 1 -9 (ITI.113)
w’ ¢ 1

Deste modo, as componentes segundo Xy 2 do
vetor tensdo na face de um elemento de normal X na
geometria inicial podem ser relacionadas as componentes do

mesmo vetor segundo xP y® zP, mediante
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( 3 B n ( )
1 - v’ - w’ p
pX pX
P
| Py b = v 1 - ¢ { Py ¢
P
P P
Z W é 1 Z
L) | )
(III.114)

e estas ultimas, por sua vez, podem ser relacionadas as

componentes desse vetor tensdo segundo X y z por

() o s A ‘
pxp ¢’ C ¢’ n o,
p
1Py b= -9t 1 0 { “xy }
P
o) T
z ¢’ % 0 1 XZ
L J L V.
(III.115)

Atente-se, agora, para a equagadao (III.110).

Efetuando o produto nela indicado, obtém-se as componentes

do vetor tensdo segundo x° n® sP:

P =0, + ¢’ r_ T

-— 4
% % s Txn ¢’ r_ T (IIT.116a)

n Xxs

o) = - ¢’ r Oy + T (III.116b)
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= ’
Ps ¢ r, Oy + Tys ! (III.116c¢C)

sendo que pxp pode ser aproximada por

p.P =0 (III.117)

A partir, entdo, das componentes do vetor
tensdo, dadas nas igualdades (III.117) e (III.l116b,c), e
com o auxilio das relagdes (II.79) e (IT.1b,f) e da
nomenclatura estabelecida nas equagodes (II.61la,e),
(Ir.67a,b,c), (III.21) e (ITI.32), podem-se avaliar os

esforgcos na sec¢do da barra, relativamente ao sistema

b 1" &

F.P = J pxp da = J o, dA = N (III.118a)
A A

= - ¢ J Oy [rn sen o + r, cos a] dA +
A

+ [ [— T sen o + T cos a] dA =
XS Xn
A
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(III.118b)

(ITI.118c)
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- j [ T [r + n} - T r ] dA = - ¢ K+ T
Xs n Xn °s

A

(II1.1184)
P _ _ P = _ z =
Mﬂ = J Py C dA J Oy ¢ da Mn

A A

(ITI.118e)

(IIT.118f)

que constituem respectivamente o esforgo normal, os

esforgos cortantes, o momento torsor e os momentos fletores

no referido sistema &° 7° F. Note-se que FXp = FEP'
F?P=FP e FP=F"P, dai serem mantidos os indices
Yy n z C _
X, Y, 2 para as forcgas.

E importante salientar que a parcela - ¢’ K na

expressdo de Mgp (equacdo (III.118d)), conhecida como
efeito Wagner, representa a contribuicdo para o momento
torsor na segdo "planificada" das projecgdes da tenséo
normal Oy nas diregdes n® e sP (ver expressodes
(ITI.1l16b,c)). Esta contribuicdo da tensdo normal para o
momento torsor é devida, portanto, ao empenamento da secéo,

sendo ilustrada na figura III.1.
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Figura III.1 - Empenamento de um perfil I

Tendo em vista que os elementos da matriz D
independem das coordenadas dos pontos da secdo transversal
da barra, esta também é a matriz de transformagdo do
sistema &° n® ¢® para o referencial £ 7 . Assim, os

esforgcos solicitantes relativos ao sistema £ n { séo

obtidos por
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( 3 B T 4 3
- 7! - nrl p

FX 1 v w Fx

P
{Fy b= v’ 1 - ¢ 1 Fy L
F F P
Z w’ ¢ 1 Z
() ! | ( )

( 3\ [~ 1 ) , ) ) A (Mp\
M.g v w E
p
I Mg b o v’ 1 - ¢ M
p
| Me W’ ¢ 1 LMc
(III.119b)

ou, levando em conta as equag¢des (III.1l1l8),

( 3 u 7 ( 3
FX 1 - v’ - w’ N
; Fy yo= v’ 1 - ¢ 1 Vy + ¢’ Mn }
| Fz w’ ¢ 1 L Vz + ¢’ Mc
J L. . Y
( 3 ~ 7 ( 3
ME 1 - v/ - w! T - ¢/ K
4 Mn y = v! 1 - ¢ < Mn }
M w! ¢ 1 M
(M) i | ¢
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Efetuando estes produtos, venm

F_ =N - v’/ [VY + ¢’ Mﬂ] - w’ [VZ + ¢ MC] 2 N

X
(III.120a)
F _=v/ N+ V. + rM - v - r M, =
y v ¢ 0 ¢V, ¢ ¢ c
ot 7 -— 4
& Vy + ¢ Mﬂ ¢ Vz + v/ N (ITI.120b)

F_=w" N+ V. + rM_+V_ + ¢ M, =
, G Uy + P M U, k4,

=V, + ¢ M, + ¢ vy + W N (III.120c)

C

Mg =T - ¢ K-v/ M -w M (III.120d)

IR
=
1
©
=

M. = Vv’ [T - ¢’ K] M -9 M,

(III.120e)

IR

Mg = W’ [T - ¢’ K] FOM +Mo=M+ P M

(III.120f)

Alternativamente, tais resultados poderiam ser

obtidos diretamente a partir das componentes de tenséo
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p

o} Py mediante integracgcdo sobre a &rea da secgdo,

xl yl

considerando-se para tanto a aproximagao Py

IR

o e
X
utilizando-se, na avaliagdo dos momentos, os bragos de
alavanca bE 2 0 (isto implica que no célculo de My
e IWC sejam desprezadas as respectivas contribuicgdes de
P, e py decorrentes do surgimento de um pequeno

brago de alavanca bg da ordem de uX), bn =7 - ¢ C

e bC =L+ ¢ 7.

III.7 - OBTENCAO DAS EQUACOES DE EQUILIBRIO A PARTIR DA
IGUALDADE ENTRE ESFORCOS SECCIONAIS EXTERNOS E

INTERNOS

Alguns autores (ver, por exemplo, CHEN e ATSUTA
(1977, Pp. 51-69)) obtém as equagbes diferenciais de
flexo-torcdo com base nas relacgdes deformacao—deslocamento
lineares (equagdes (II1.91)) e estabelecendo condigdes de
equilibrio entre esforgos seccionais externos e internos
para a configuracdo deformada da barra. Tal procedimento

passa a ser ilustrado a seguir, para a andlise estatica.

Por simplicidade a dedugdo aqui apresentada néo
considera componentes das forgas de volume na direcgdao
X (X = 0), o que implica que q, = my =m, = b=c¢c=0.

Considere-se, entdo, um trecho (0 = £ = X) de uma
barra em equilibrio na configuracgdo deformada, representada
na figura III.2 pelo eixo que passa pelos centros de

cisalhamento das diversas segdes transversais.
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x-& w(x)-wo ’

) -
&)W /v(x)-vo
V(g)_VO ///" g

Figura III.2 - Representacdo de um trecho (0 = & = x)
de uma barra em equilibrio na

configuracdo deformada

Os esforcos solicitantes numa segdo distante x

da extremidade esquerda sdo dados por

F_ =TF (III.121a)

(III.121b)

(III.121c)
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Mg = Mgo = Fyo [W(x) - wo] + F,_ [v(x) - Vo] -

X

- [ { J [ Y (€) [c FHE) M- w(x) + w(s)] -
0 A

- Z(§) {n - 9(&) € - v(x) + V(€)] ] da +

¥ J [ B, (&) [c FAE) T - w(x) + w(&)] -
2

- P, (&) {n - 9(8) T - v(x) + v<s)] ] ag } dx =

= Mgo - Fyo [w(x) - wo] + on [v(x) - vo] +

X

+ JO { [W(x) - w(&)][ JA Y dA + [g py d¢ ] )

- [ve -V(E)J[J dj 5, ar | -

A 2
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- [ [A [Y -2z n] da + J {Ey c - EZ n] as ] -

£

- $(&) H [Yn+zc] aa +

A
+ [ [By n + 52 c] ae ] } dx (III.1214d)
2
Mﬂ = M.no - on X + Fxo [W(X) - wo] +

(IIT.121e)

Mc = MCO + Fyo X = Fxo [v(x) - Vo] -

X

- J [ J Y da + { EY ag ] (x - &) a¢
0 A ¢

(III.121F)
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onde £ representa o perimetro da secao,

Fxo’ Fyo’ on’ Mgo’ Mno’ MCO’ os esforcos solicitantes
na segdo da extremidade esquerda da barra;
Vor Wor as componentes, nas diregdes m e ({ respecti-

vamente, do deslocamento do centro de cisa-
lhamento Eo da secdo da extremidade esquerda da

barra.

Considerando-se que

Y dA + p. dg = + =
{ Jg Py 9y,vol 7 9y,sup T Yy
A

(III.122a)

J Z da + J b, az = qz,vol + qz,sup =9
A 4

(III.122b)

e Fe-go) e

=m (III.122c)

= Mg,vol T Mg, sup

E 7

e denominando-se por
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[Py m + B, ¢] at,

(III.123)

podem-se reescrever as equagdes (III.121) na forma:

F, = F (III.124a)
X

F =TF - d IIT.124b

y yo J q, d€ ( )
0
X

F, =F, - [ q, df (III.124c)
0

ME = MEO - Fyo [w(x) - Wo] + on [v(x) - vo] +

X

+ Jo [ [w(x) - w(E)] 9, (&) - [v(x) - V(E)] q,(8) +

+me(8) = ¢(8) r(8) ] ag (III.124d)



My = Mpo

X

X

externos

internos

Igualando as expressobes dos esforcos

(equacdes (III.124)) as dos esforcos

F

Z0

+{ q,(§) (x - &) dg
0

- J d,(8) (x = £§) d§
0
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X + FXO [W(X) - wo] +

= MCO + Fyo X - FXo (v(x) - Vo] -

(equagbes (III.120)), vem

q

4

dg

dg =

V. + ¢’ M
y T ¢

7
v, + ¢’ M

¢

- ’
0] Vz + v’/ N

+ V. 4+ w' N
¢ Y

(III.124e)

(III.124F)

seccionais

seccionais

(ITII.125a)

(III.125b)

(III.125c)



Mgo = Fyo [w(x) - Wo] +F 5 [v(x) - Vo] +

0]
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t me(£) - ¢(£) r(f) ] ag =

Mno - FZO X + FXO

X

- J q, (&) (x
0

MCO + Fyo X - FXO

X

- J d, (&) (%
0

T - ¢’ K = v’/ M- w’ M

fwo - w,) +

-g) ag =M - ¢ M,

[v(x) - vo] -

- §) dE =M+ ¢ M,

+ [x [ (wex) - W) q @ - (v - vier) q @ +

(III.125d)

(III.125e)

(III.125f)
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A primeira equagdo de equilibrio (equacgéo

(ITII.125a)) pode ser apresentada na forma:

N’ = 0 | (III.126)

Para se chegar a segunda equagdo de equilibrio,
deriva-se duas vezes a equagdo (III.125f) em relagdo a ¥,

obtendo-se sucessivamente

Esta uUltima, em virtude da igualdade (III.125a), torna-se:

1"
Me o+ M + V" N = -
C [¢ n] dy
ou, considerando as expressdes de Mn e MC' dadas nas
igualdades (IIT.52e,f) respectivamente, e a equacdo
(III.126)
"
" " " = =
MZ + [¢ My] + v" N + 2 " N qy

(III.127)
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A terceira equagdo de equilibrio,

- M; + [¢ Mz]" + w" N - Yo " N = - d,

(III.128)
seria deduzida de modo inteiramente analogo.

Para se obter a quarta equagcdo de equilibrio,

deriva-se a equagdo (III.125d) em relacdo a x. Tenm-se,

entao,
X
- FYO w/ + F v+ J w’ (X) qY(E) dag -
0
X
- J vi(x) q,(§) dg + me = ¢ r =
0
S R I AN
ou

X

J

+mg-¢r=T’—[¢’K]’—

qzd8}+

O
L
Q.

Sy
e
+
<
—
&

N
o
|
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_ (Vl M,n], - [w' MC]I

Substituindo,

(III.125b,c),

1) 7 2)7
T()+T()

-— 4
v fv,

+ w' |V
w (v,

Esta outra,
(ITT.52e,1f)

quais, nesse

B’ =

nesta equacdo, as igualdades (II.68c) e

obtém-se

G S N L

+ ¢’ M +¢Vy+w’N]+

¢
+ ¢’ Mn - ¢ v, + v’ N] +¢r=m

por sua vez, em virtude das expressdes

e das relagbes (II.51d,e) e (I1Ir.80), as

caso, se tornam respectivamente

(2)

e, ainda, da igualdade (III.126), também pode ser

apresentada na forma:
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V" _pn - [pr x| - v (M o+ 2z N| -
Y e

- w" [MZ - Yo N] - v’ ¢’ [Mz - Yg N] - ¢ v/ Mé +

+ w’ ¢’ [MY + oz, N] + ¢ w’ M§ + ¢r = mg

Finalmente, desprezando os termos que envolvem produtos de
deslocamentos, venm

(1) 7 ’
T - B" - [¢’ K] - v [M + 2z N] -
Y e

(III.129)

Desta forma, chega-se, entdo, a equagdes de
equilibrio (equagdes (III.126) a (III1.129)) equivalentes
as obtidas particularizando-se as equagbes (III.90) a
(III.93) do presente trabalho para a analise estdatica (ou
seja, desconsiderando-se os termos envolvendo as forcas
generalizadas de inércia bem como suas derivadas) e, ainda,
consistentemente com as consideragbées feitas no inicio

b e c¢. Com tais sim-

m
7!

deste item, anulando-se Qs my,

plificagdes as equagdes (III.90) a (III.93) se tornan:

N’ = 0 (III.130a)
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M7+ [¢ My]" + [v' N]' + 2z, [¢’ N]’ = - qy
(III.130b)
-M§+ [q) MZ]“ + [w’ N]’ - Yg [¢’ N]’ = -4,
(III.130c)
(D~ pn - g on -y M, - Wt M, -z [v’ N]' +
+ Yo {W' N]' - [¢’ K]' = Mg | (III.1304)

Como se pode observar, substituindo a igualdade

(ITTI.130a), gque ¢é idéntica a igualdade (III.126), nas

equagdes (III.130b,c,d), as duas primeiras destas ficam
idénticas as equagdes (III.127) e (IITX.128) respecti-

vamente enquanto que a uUltima assume o seguinte aspecto:

(1)’
T _B"_¢C"-V" M +Z N -_—
Yy e

- w" [Mz - Yg N] - [¢’ K]I = mE (II1I.131)
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concluindo-se, portanto, que os termos r na equacgao

(ITTI.129) e - C" na equacdo (III.130d) sao equivalentes.

Mediante substituigdo, nas equag¢des (III.126) a
(III.128) e (IIT.131), das expressbdes de integrais de
tensbes sobre a 4area da segdo em termos dos desloca-
mentos (dadas nas igualdades (II.93), (II.94) e (II.99)),
chegar-se-ia as equagdes diferenciais da flexo-torcéo

correspondentes a este tipo de formulacéao.

III.8 - PARTICULARIZACAO DA FORMULACAO PARA A ANALISE LINEAR

No caso de comportamento linear, desprezam-se, nas
equagdes (III.1l), os termos envolvendo produtos de uma com-

ponente de tensdo por um pardmetro w resultando, entéo:

kl
aax arxn arxs
ax + an + as +X =0
arxn aon arns
E% + n + 3s + N=20 (III.132)
atxs 6rns aas
ax + an + as +5=0

Introduzindo, nestas equagdes, as forgas de
inércia, obtém-se as equagdes de equilibrio dindmico de um

elemento infinitesimal, relativamente ao referencial x n s:
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60‘x a‘cxn atxs ®
ax + an + as tX-u ux =0
(III.133a)
at 80 8T .
xn n ns A
3x, " "an T ~as TN-HUu, =0
(III.133b)
ot atT ao .
XS ns s A
ax + an + s T S Mou, =0
(III.133c)

Em lugar das equagdes (III.133b,c), podem ser

utilizadas as seguintesequacdes alternativas:

at ap ap

Xy 1y 2y N
3% + 7n + 3s + Y u uy 0
(III.134a)
aT dp ap .
XZ 12 27 A
3x T ~n t 73 tZ - Hu, =0,

(ITI.134b)

obtidas mediante projegdes nas direcées y e 2z e a
consideragdo de que a é constante em cada trecho do

perfil, bem como das equagdes (II.39) e (II.e6), sendo
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Y, Z, componentes das forgas de volume nas diregbes y e 2z,

dadas nas equagdes (III.5);

p

P componentes, sequndo y e 2z, do vetor

1y’ Faz!

tensdo na face 1 (de normal n), expressas por

o COos o = T sen o

T
i

1y n ns
P.. =T cos oo - O_ sen o ;
12 ns s
pzy, | S componentes, segundo y e z, do vetor

tensdo na face 2 (de normal s), dadas por

p., =0_sen o« + T cos «
2y n ns

j o =T sen o + 0 COS o
227 ns S

Procedendo & conveniente integragdo das equacdes
(IIT.133a) e (III.134), tal como apresentado nas igualdades
(ITII.7), chega-se as equagdes de equilibrio dinédmico de um-
elemento de haste de segdo aberta de paredes delgadas, para

0 caso de comportamento linear geométrico:

(III.135a)
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com as forgas generalizadas de inércia dadas por

F
Xy

XZ

yZz

168

By =T %

gz =T 9

Vy - ?XY =m,
VZ + gxz = my
Fyp = Mg

L Au

_ 0" -¥
u [Iz v/ + I w]

(III.135b)

(III.135c)

(III.135d)

(III.135e)

(III.135f)

(III.136a)

(III.136b)

(III.136C)

(III.136d)

(III.136e)

(III.136F)
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e os termos relativos ao carregamento expressos pelas

equagdes (III.70).

A relacdo entre o bimomento B e o torsor de

. . 2 .
empenamento restringido @ continua a mesma dada pela

equacao (III.80), ou seja,

B +17® -9 = -p

; , (III.137)

porém com a forca generalizada de inércia ¥ expressa

agora por

o © (ITI.138)

A partir das relagdes (III.135d,e) e (III.137),

das expressdes de My’ M e B, dadas nas equagdes
(I£.93b,c,d), e de ?xy’ gxz e ?w, apresentadas nas
igualdades (III.136d,e) e (III.138), escrevem-se Vy' Vz
e T? em termos dos deslocamentos, na forma:
V. = - E [I vi"s + T w"’] +
Y Z Yz
.., A-A, -
+ u [IZ v/ + I z ¥ ] m, (ITII.139a)
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= - "z "z
VZ E [Iyz v + Iy w ] +
+ (I vV, o+ I w:] + m (III.139b)
yz y Y
@ = g I, " -~ uI 4" - b (III.139c)

Por intermédio das relagdes (III.135), (III.137)

e (II.68c), obtém-se entéo

NY -5 = - q (IIT.140a)
My - Fp, - F,=m - q (III.140b)
-Mp -9 -F =-mw -q, (III.140c)
s _ pr 4 Fh = Fyy = 0+ Mg (III.140d)

Mediante substituigdo, nestas equacédes, das
igualdades (II.71), (II.93) (ITI.136) e (IIT.138) (ou
substituicdo, nas equagbes (III.135a,b,c,f), das igualdades
(IT.68c), (II.71), (II.93a), (III.136a,b,c,f) e (III.139)),
chega-se as equagdes diferenciais da flexo-torgédo, para o

caso de comportamento linear geométrico:
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EAu" -uyuAu-=- qa,, (III.141a)

= ’ -—
m; qy (IIT.141b)

on MAT I e B =
+ u [Iyz vt + IY w A w + Yo A ¢]

. (III.1l41c)

(III.141d)

Por outro lado, integrando a equagdo (III.133a)

em A, ou seja, com s variando de 0 até s (0 = s = 1),

tal como apresentado na igualdade (III.96), é possivel

deduzir a expressido do fluxo de cisalhamento em termos dos

deslocamentos:
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f = t(Z) t =
XS
* * * *
T p— E A ull - S Vlll - S Wlll — S ¢lll +
[ , ; o)
+ AU -8V -gwr -84 -4
H Z Yy W dy

(IIT.142)

sendo as propriedades geométricas de uma parte da secdo
definidas nas equagdes (III.100) e q; dada na igualdade

(ITI.97).

R = (2)
Quanto & tensao Tn conforme se depreende da

equagao (III.133a) de equilibrio dindmico na direcéo

longitudinal, resulta automaticamente nula, uma vez que,

1 1
(1) 1:( )

pela teoria de torgdo pura de Saint-Venant, Tys © <n

devem atender a

(1) (1)
XS 1:){r1
3s an

2
1:( )

<! %S e as componentes

considerando-se também que o

longitudinais das forgcas de volume e de inércia sédo

admitidas independentes de n e, ainda, que, en

~ . oo 1
decorréncia da hipdtese (g) e do fato de que r;n) = 0 en
n =% tem-se <t =P = 2 O em n = % t .

2 7 xXn xXn xXn 2



173

CAPITULO IV

DEDUCAO DAS EQUACOES DIFERENCIAIS MEDIANTE ENFOQUE
VARIACIONAL COM A UTILIZAGCAO DO PRINCIPIO

DOS TRABALHOS VIRTUAIS

Tal como no Capitulo III, também sdo aqui
instituidas as equagdes diferenciais gerais que governam o
problema em estudo, desta feita, porém, mediante enfoque
variacional, com a utilizagdo do principio dos trabalhos
virtuais. Tal enfoque, quando comparado ao uso direto das
equagdes de equilibrio dinédmico, apresenta a vantagem de
conduzir as condigbes de contorno (cinematicas e naturais)
de forma consistente, isto é, como decorréncia do préprio

procedimento variacional.

Inicialmente, é apresentada a equacgao do
principio dos trabalhos virtuais (item IV.1). Em seguida,
sdo obtidas as expressdes do trabalho virtual interno (item
IV.2) e do trabalho virtual externo (item IV.3). Igualando
as expressdes dos trabalhos virtuais interno e externo,
obtém-se as equagdes diferenciais da flexo-torgdo (item

IV.4) e as condigdes de contorno (item IV.5).

No item IV.6 ¢é sintetizada a formulagdo apre-
sentada por CHEN e ATSUTA (1977, p. 541-550) e comparada
com a desenvolvida neste capitulo. Finalmente, no item
Iv.7 é feita a particularizagdo da formulacdo para a

andlise linear.
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IV.1 - PRINCIPIO DOS TRABALHOS VIRTUAIS

De acordo com o principio dos trabalhos vir-
tuais - ver, por exemplo, SHAMES e DYM (1985, p. 98) -

tem-se que, para um dado instante t,

SW, = &W, , (IV.1)
onde SWe é o trabalho virtual das forcas externas - sendo
ai incluidas as forcas de inércia - e awi, o trabalho

virtual das forgas internas.

IV.2 - TRABALHO VIRTUAL DAS FORCAS INTERNAS

Considerando que as relacdes deformacgdo-
deslocamento efetivamente wutilizadas na construcdo da

teoria envolvem somente as componentes de deformacédo e, e

(1)
WXS ’ pode—se escrever:

1
'C( ) (1)

v 8Ty | AV (IV.2)

com V simbolizando o volume da barra e aex e 87;;)

representando variagdes nas componentes e, e 7;;), no
instante t, as quais, mediante as relagdes (II.58),
associam-se as correspondentes variagdes nas derivadas dos
deslocamentos u, v, w e ¢. Em vista disso, a equacéio

(IV.2) se torna:
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A A
= 7 o 4 - L4 - n - 4
SWi { Oy 8[ u ez Yy ey b4 " w U’ oA+
v

1 2 ’
+2 {V + w

A A
2+¢’2r2—2v’¢’c+2w’¢’n]]+

(1)
+ Tys 6[ 2 ¢’ n ] } dav

ou
L
? 7 > 4 o
SWi = du o, dA - sez o, Y dA - aey o, Z dA
0] A A A
— " — 7 4 ’
8¢ o, ® dA Sy Oy A dA + v/ 8v Oy dA +
A A A
+ w’/ Sw’ O, dA + ¢’ 8¢’ oy, r’ dA -
A A
A
- [ ¢’ sv/ + v/ 6¢’] Oy ¢ dA +
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A
+ [¢’ sw’/ + w’ 6¢’] | o_ m dA +

1
’C()

’
+ 2 &8¢ xs

onde £ designa o comprimento da barra. De acordo com a
nomenclatura estabelecida nas equagdes (II.61), (II.70),

(ITI.21) e (ITII.32), resulta:

SW. = N Su’ - M_ 88! + M_ 868’ - B 8¢" - C Sy’ +
Z Z Y Y

tVON SV 4w N Su + ¢ K8 + @ M SV o+

(1)

+ v/ Mn S¢’ + ¢’ MC dw’/ + w’ MC 8¢’ - T 3¢’ dx
(IV.3)
Integrando por partes, vemn:
2
W, = - N’ su + My 86, - MY 86, + B’ 8¢7 + c’ sy -
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- [v’ N]’ dv - [w' N]’ sw - [¢’ K]' S¢ -

4 4 4

¢ - [¢' Mc] sSw -

) [‘p' Mn] oV - [V' Mn]

! 1y’
- |w’ MC 8¢ + T 8¢ dx +
-~ p 7 4
+ [ N Su MZ 882 + MY aey B 8¢ C 8y + v/ N 8v +

t W N SW ¢ K8+ ¢ M SV + VM Sp+

+ @7 M. Sw + W M, 3¢ - ™ s¢ ]o

Exprimindo, com base nas igualdades (II.57), as
variagbes em ez, ey e Yy em funcdo das variagdes
correspondentes em ¢, v/, w/ e ¢’ e grupando os termos de

mesma variacdo, obtém-se:

14

= - 4 - 7 7 -
6Wi N’ du [v N + ¢ Mn] v
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7

- ( w/ N + ¢ MC ] Sw + [ w’ Mé + v’ M§ + ¢’ C!' -

-[¢'K+V'Mn+w'Mc—T‘“]']6¢+
+[Mé+¢M§]6v'+[¢Mé—M}”]6w’+
+[B’+¢C’] ¢’ % ax +

+ [ N du + [ v’ N + ¢’ Mn ] dv +

+ [ w/ N + ¢’ MC ] Sw - ( w’ MZ + v’ My + ¢’/ C - ¢’ K -

(1)
- v/ M -w' M.+ T 8¢ - | M_ + ¢ M r -
v n w c ] ¢ [ ” ¢ v ] SV

L

— — r /4

(o0, -y o = (mree] o]
0

Com nova integragcdo por partes, chega-se,

finalmente, a:
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'
= - ’ - ’ ’ ’ 7 -
i N’ Su [ vl N + ¢ Mn + MZ + ¢ My } v

- [ w/ N+ ¢/ M

4
+ M, - M/ sw + w!’ M’ + v’ M/ -
C oM Yy ] [ Z y

- ¢ Cc" - [ 9/ K+ v/ M +w M, - M 4 B’]’] s¢ + dx +

7 '4
+ Mz + ¢ My ] 8v +

+ [ N 8u + [ v/ N + ¢’ Mﬂ

+ [w' N+ ¢r Mo+ ¢ M- MY ] sw -

C Z

- | w M + VvV M +¢/"C-¢/" K-Vv'M -w M. +
[, v e 0o e v,

+ 1" —pr - c'] s¢ - [ M, + ¢ M, ] sV’ +
)
+[-¢MZ+MY]SW,-[B+¢C]5¢,] (v.4)
0
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IV.3 - TRABALHO VIRTUAL DAS FORCAS EXTERNAS

De acordo com a hipdtese (g), e considerando as
forgas de 1inércia, as quais sdo admitidas com valor
constante ao 1longo da espessura (e igual ao da linha
meédia), escreve-se para o trabalho virtual das forcgas

externas, no instante t:

R Y
awe = [ [ X - u uX ] Sux + [ Y - u uy ] 6uy +
\%
+ ( Z - u u, } Buz } dv + [ py auy + p, Suz ] dA$ +
By
L
+ [ [ Py Sux + py Suy + P, Suz ] dA ] ’
A 0
(IV.5)
sendo, como j& definido,
X, Y, Z as componentes das forcas de volume
segundo X, Yy, 2;
R N ®
MU, K uy, Buou, as componentes segundo X, y, 2z das

forcas de inércia, com u simbolizando

a massa especifica do material;
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as componentes segundo y, z das forcgas

el
ieli

prescritas na superficie lateral A£ da

barra;

e denotando-se por

Ex' By’ Ez as componentes segundo X, y, 2z das

forcgas prescritas nas secgles das
extremidades convencionadas como posi-
tivas no sentido dos eixos em x = £ e
no sentido contrario aos eixos em x = 0
sendo Ex admitida uniformemente distri-

buida na espessura.

-» -

R A~ R - .
Una vez que X, u u,, K ug, kU, e py indepen-

dem de n, pode-se reapresentar a equag¢do (IV.5) na forma:

2
R A R A
6We = [ X - u uX ] Bux + Y Buy - M uy auy +
0 A
+ Z 8u. - u a. su ] da + [ p.. du_ + p._ du ] de  dx +
Z Z Z Yy \'4 Z b4
2
2
—_ A — —
+ [ [ Py auX + py auy + P, Suz ] dA ] , (IV.6)
A 0

lembrando que £ representa o perimetro da secéo.
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A A A
Tendo em vista que as variagdes em u,, uy e u,,

uy e u, relacionam-se as correspondentes variagdes em u, Vv,

w, ¢, © e Y, ¢’ através das equagdes (II.46), (II.38),

ZI yl

(II.56¢c) respectivamente, escreve-se:
R
BWe = [ X - u u,, ] 6[ u-906_y-6_1z -

s

- w -y A ] +Y a[ v - ¢ ] - u Gy 5[ v - ¢ ¢ ] +

+ Z 6[ w+ ¢ 7 ] - u éz 8[ w+ ¢ % ]} dA +
+ [ Ey 6[ vV - ¢ c] + ﬁz 3[ w+ ¢ ]] dae dx +

+ [ Ex 6[ u-e, § -6 2z - ¢’ w - Y A ] +

Yy

+ BY 6{ v - ¢ C ] + BZ 8[ w+ ¢ 7 ] dA ]



ou,

oW
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grupando os termos de mesma variacgdo,

o
= du [ X da - U u, dA

- uGZdA]—aqs[ [Yc—zn]dA
A A
_ ae R A N
+ — - -
[pyc pn] u[uyc u
2 A
A NOA
- 86 [ Xy dA - u uX y dA
A A
N
- 14 ux A dA] - 8¢ [ X w dA -~ u
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A
X A da - L u. A dA dx +

A A A
— —_— A
(pyc—p 'n]dA-Se Py, Y dA -
A A
L
— A _ ’ — _ —
y Py Z dA 8¢ Py @ dA Sy Py A dA
A A A 0
(IV.7)
Observando-se que
X dA=q, (IV.8a)
A
Y dA + p. d¢ = =
Py dy,vo1 © 9y,sup T Yy
A £

(IV.8b)
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Z dA + Pg as = qz,vol qz,sup
A £
- [YC-Zn]dA- [Eyc—ﬁ
A £
=m m =m
g,vol €,sup 3

X wdA =DbD

XA dA =c ,

(IV.8c)

(IV.8d)

(IV.8e)

(IV.8f)

(IV.89)

(IV.8h)
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e considerando-se as integrais das forgas prescritas nas

secbes das extremidades, definidas a sequir,

F, = p, dA (IV.9a)
A

F_ = p.. dA IV.9b

y Py ( )
A

FZ = P, dA (IV.9c)
A

M= | (Pyt-F,m)aa

£ Y z (IV.9d)
A

My = - Py 2 dA (IV.9e)

A
— —_ A
MZ = Py Y dA (IV.9f)
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B = EX w dA (IV.99g)

0l
il
°
>
5

(IV.9h)

bem como as integrais das forgas de inércia, apresentadas
nas igualdades (III.16), (IIT.25), (III.36), (ITII.46),
(ITI.54), (III.63), (III.79) e (III.87), reescreve-se a

equagdo (IV.7) na seguinte maneira:

L
sw_ - lhx-%]m+[%-ggav+hz-%]w+

0

+ [mE + ?yz] 8¢ + [mz + gxy] sez - [my - ?xz] aey -

- (o-5,) a0 - [o - 5,) sw] ax +

+ [Fx éu + Fy Sv + FZ dw - ME 3¢ - MZ aez +
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£
+ M 86_ - B 8¢’ - C 8 IV.10
y 96y ¢ Y ( )
0
Exprimindo, com base nas igualdades (II.57), as
variagbées em 8 e e Yy em funcdo das variacgdes

z' y
correspondentes em ¢, v/, w/ e ¢’ e grupando os termos de

mesma variacdo, obtém-se:

L
s = [[qx - 5] su s (g, - ) oy + (g - 7,) ow e
0
4 7 — 4 7 — 14
+ [mE + w m, + v my ¢’ c + ?YZ + w gxy A" gxz +

+ ¢’ ?A] §¢ + [mz + ¢ my + gxy - ¢ gxz] év’/ +

- -
+ [¢ m, my + ¢ ?XY + ?xz] Sw

[b t¢c-9 -9 %A] a¢'} dx +

+ [F Su+ F_8v + F_ dw -
X y z



SW

Y2z
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+w'mz+v'my+¢c'+

+ w’ 9xy - v’ ?XZ - ¢ ?i + [b - ?w]’] S¢r dx +
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+ [FX su + [Fy + m, + ¢ my + ?xy - ¢ gxz] 8v +

+ [Fz + ¢ m, - my + ¢ ?xy + gxz] dw =

- [ME + w’ Mz + v’ MY + ¢/ C+ b + ¢ c - ?w - ¢ 9A] S¢ -

2

4

[ﬁz +¢ﬁy) R (- ¢ W +ﬁy] sw! - [§+¢E] MIL

(IV.11)
IV.4 - EQUACOES DIFERENCIAIS DE FLEXO-TORCAO

Igualando as expressdes de SWi e SWe, apresen-
tadas nas equagbes (IV.4) e (IV.1ll) respectivamente, e
considerando que, no instante genérico t, as variacgées &u,

dv, 8w, 8¢ sao arbitrarias no dominio, obtém-se:

I
——
<
b
+
©-
=
+
=

N ~

+

©-

=

S
Il
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—[w'N+¢'MC+¢Mé—M§] =

4
=4q, - ?Z - [¢ m, - my + @ ?xy + 9xz]
4
w/ M, + v/ M/ -¢cC" - |¢’ K+ v/ M +w M, -T" +Br| =
z y ¢ [¢ m C 5
=m, +w/' m_+ v/ m_+ c’/ +
3 2 y * ¢
+ F o+ w ¥ " g ! ’
yz W Ty TV xz ~ ¢ It [b - ?w}
ou
N’ - F_=-¢g (IV.12a)

M+ [qs My]" + {v’ N]' + oz, [¢' N]' -

(IV.12b)
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(IV.12c)

(1 ! " " n " ’ !
-B" -¢ C" - v My - w Mz - Zg |V N +

+ Yo {w' NJI - [¢' K]' - ¢ cf - v/ my - w’ m, +

’ ’ ’ - 7 - — 7
+ %w + ¢ ?A + v gxz w ?xy gYZ b’ + mg

(IV.12d)

tendo sido utilizadas, nas equagdes (b, ¢, d), as relacdes
(III.68e,f). Desta forma, foram novamente obtidas as
equagoes (III.90) a (III.93) do capitulo anterior.
Mediante substituigdo, nessas equacdes, das expressdes de
integrais de tensdes sobre a area da secdo em termos dos
deslocamentos dadas nas igualdades (II.63) e (II.71) e
de integrais das forgas de inércia, apresentadas nas
equacgdes (III.69), (III.79) e (III.87), chega-se final-

mente, as equagdes diferenciais (III.94) da flexo-torcado.
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IV.5 - CONDICOES DE CONTORNO

Da igualdade entre os trabalhos virtuais interno
e externo, resultam ainda, nas extremidades x =0 e x =1{
da barra, as condigdes de contorno (cinemdticas e naturais)

na forma seguinte:

N - FX = 0 ou du =0 [u = ﬁ]
(IV.13a)
v/ N+ ¢’ M_+ M -m_ -F__ + ¢ (M’ -m + F ] -F_=0
n z z Xy 4 4 Xz y
ou v =0 [v = 5] (IV.13Db)

w/ N + ¢’ MC + ¢ [Mé -m, - gxy] - [M§ - my + ?xz] -F, =0

ou 8w =0 [w = W] (IV.13c)

- VOM - W My - ¢f K+ ™ - [B’ + b - yw] -
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ou 8¢ =0 (¢ = $] (IV.134d)
[MZ - ﬁz] + ¢ [My - ﬁy] =0 ou v’ =0 [v’ = V'}
(IV.13e)
[My - '_My] ¢ [Mz -ﬁz] =0 ou W =0 [W' = W] ,,
(IV.13f)
[B - E] + ¢ [c - E] =0 ou 8¢’ =0 {¢' = $'J ,
(IV.13q9)

com a barra superior denotando valores prescritos em x = 0
e x = ¢ Em virtude das relagbes (III.67d,e), (III.80),
(II1.88), (II.68c) e (III.68a,b,c,d), as equagdes (IV.13)

assumem o sequinte aspecto:

el

F_-F_=0 ou u = (IV.14a)
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F -F =0 ou vV =y (IV.14b)

F_ -F_ =0 ou W =W (IV.14c)

ou ¢ =79 (IV.144)
[MZ - ﬁz] + ¢ [My - ﬁy] =0 ou v/ = v’ (IV.1l4e)
[My - My] - ¢ [MZ - MZ] =0 ou W/ o= w’ (IV.14f£)

[B - E] + ¢ [c - E] =0 ou ¢! = ¢’ (IV.149)
Uma vez que aez =38v! + ¢ dw! + w! 8¢ e

aey = 8w’/ - ¢ 8v’ - v’/ 8¢, podem-se substituir as equacgdes

(IV.14d,e,f) pelo seguinte conjunto de condigdes de

contorno alternativas:



196

Com base nas relacdes (III.68e,f), podem-se apre-

sentar as equag¢des (IV.13), ainda, na seguinte maneira:

N - FX =0 ou u=nu (IV.15a)
' ! ’ I'4
M’ + [¢ My] + v/ N + 2, ¢’ N - m, - ¢ my -
- gxy + ¢ gxz - Fy =0 ou vV =V (IV.15Db)
- I 4 7 -— 7 - —
M’ + [¢ Mz] + w/ N Yo ¢’ N + my ¢ m,
-% _-¢%F.._ -F_=0 ou w=w (IV.15c)
X2 Xy z
(1) —-— I A I ' — 14 - ’ 4 —-—
T B ¢ C v My ' Mz 2, Vv N + Yo W N

- ¢’ K-Db - ¢ c + ?w + ¢ ?A - ME + v’ [My - My] +

+w'[MZ—ﬁz]+¢'[c-E]=o ou ¢ =9

(IV.15d)
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[MZ - MZ] + ¢ {My - My] =0 ou v’ = v’ (IV.1l5e)

M -M|-¢ M, -M | =0 ou w =w (IV.15f)
[y - %y) - o [, - W)

I
Ry
~

(B - E] + ¢ [c - 6] =0 ou ! (IV.15q)

Tendo em vista as expressdes de integrais de
tensdes dadas nas equagdes (II.63) e (II.71) e de inte-
grais das forcas de inércia, apresentadas nas igualdades
(I1II.69), (III.79) e (III.87), escrevem-se, finalmente,

as condigbées de contorno em funcdo dos deslocamentos na

forma:
I I
E [Au/ - —S yr + -2 w24 B 2y 8 402y
2 2 2
’ 7 _ ’ ’ - F = P
+ Z, A v’ ¢ Yo Aw ¢ FX 0 ou u u

(IV.16a)

Q

PA ’
E |-TI,65 -1, 68 -—5 y"+0Q, ¢’ ¢" - I [v' ¢'] +
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A ul vl -—

z A u’ ¢’ - z

I
A - e ;3 2 ’ 2 _

2o 5 W ¢ + 2, 5 ¢ + Zg A v’ ¢

’ 20 _ _ a a
Yo Zo A w ¢ m, ¢ my + u [Iz ez + Iyz ey +
Q Q
_Z— . _ >4 _ -0 _ _y .n _ = —

> Iyz ¢ ez IY ¢ y > ¢ ] Fy 0

ou VvV =1vV (IV.16Db)
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lpll + QY ¢I ¢ll - I

A

Y

[v’ ¢'] "4

w’ ¢'2+zeAv’w’ ¢'-yeAw’2¢'-

e
S Y AW 9y, — ¢ Y -y v -

A

- y w’z ¢I

e 2

2 ¢ T Y

I

e 3

e

2
4 ’
zeAv ¢ +
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(IV.16c)

2, Ie

- G JT ¢l + E [Iw ¢|ll + > l/]" - Qw ¢I ¢II -— > ¢ ull +

Q . Qy Q0
—_— " "nrs
t—g b eyt -6l s — b P o

e " e 4 | 1 e 14 | L -
+ 7 IRV} > ¢ v’ v > ¢ W’/ w
Re 1

e oo o et o [ ) -

!
H
<
2
I
o5
<
<
+
o=
<
<
N
I

I v/? ¢! + 1 v/l w' ¢’ + I_w 6! +
Yy yz z z
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2
+ I fwho¢f - I w! '—z_Au v’ +
yz ¥ ¢ z ¢
1
e A 3 2
+ 14 I_Z VI_ VI = o
Ze 2 V'V e 2 e v
Te 2 2 2
-z vl @'t = z_ AV'T ¢’ +
e 2 e

+vy =z Av'w'¢’+yeAu’w’—

-y Te w/ Y+ y iv’zw'+yiw’3+
e 2 e 2 e 2
I
+Y e W’ ¢l2+ Y Z AV-I WI ¢I —
e 2 e e

...2 2!_ r A ’ ! ’
yeAw’¢ Ieu¢+QZ¢ QZ+Qy¢ 61’/+

R I
+ Qw ¢ " + ; ¢! Yr - 3 V'2 ¢! -
- Ie w'? ¢’ - Re ¢I3 +
2 2
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V’|:E[I e’ + I
yz 2z

o’
Yy ¥

+

e .
+ > ¢ u -
s Re .
¢ - — ¢
Q
y ro-
5 ¥
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f g (2 - ve T W ""] ‘C] =0 ou ¢=7
(IV.16d)
Q Q
Z b4 2
E [— I eé - IYZ 6;{ - 5 v o+ > ¢’ - Iyz v’ ¢’ +
O
7 4 — 14 4 r
+ I, w ¢ M, +¢ | BT 6, + T 60+ —3—y
Q 2 —
—_12’ 97+ I, v @ = I W ¢l - W | =
ou v! = v! (IV.16e)
- Q Q
' Yy r . Y ’2 r o
E[Iyzeé+1yey+ 2y 59T I V¢
QZ
-— 7 4 -— -— — A 4 4
Typ W' ¢ M, - ¢ | E I_6 I, Oy 5= Y+
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. e ¢'2 - I _v' ¢ +I_w ¢'| -M | =0
2 Yz z b4
ou w! = w’ (IV.16f)
(&) (0] 2 Ie
— " oo 4 4 - LA
E I, ¢ 5= Y —— ¢ B+ ¢ | E 5— u
Q Q Q R I
-2 gr - _ Y gr - 9 4w __¢% ’ e ’2
2 92 2 % 7 ¢ Vv
+ Te w'? + Yo ¢'° - 1 Q, —z_1I v/ ¢’ +
4 4 2 Y e e
+ 2 lo. -y 1 |w ¢ -C| =0
2 z e e
ou ¢’ = @' (IV.169)

Observe-se que as fungbes incégnitas u(x,t), v(x,t),
w(x,t) e ¢(x,t), além de atenderem as equagdes diferenciais
(equagbes (III.24)) que governam o problema e as condigdes

de contorno (expressdes (IV.16)), devem ainda satisfazer as
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condigdes iniciais do problema (deslocamentos e velocidades

iniciais).

IV.6 - CONSIDERACOES A RESPEITO DA FORMULACAO APRESENTADA

POR CHEN E ATSUTA (1977, p. 541-550)

Neste item serd sintetizada a deducdo, mediante
enfoque variacional e com a ‘utilizagao do principio dos
trabalhos virtuais, das equagdes diferenciais que regem o
comportamento estatico de hastes prismaticas de paredes
delgadas com segdo aberta submetidas a flexo-torcgéo,
apresentadas por CHEN e ATSUTA (1977, p. 541-550).
Entretanto, para efeito de comparagdo com a formulagdo
desenvolvida neste capitulo, serdo usados o encaminhamento,

a notacdo e a convencdo de sinais aqui adotados.

No referido trabalho as relagdes deformagdo-

deslocamento foram utilizadas na forma:

aA aA 2 A 2
N Uy 1 Yn 6us
€, = + > +
ox ax 0%
(IV.17a)
A A A A
A aux aus aun aun
v = + + (IV.17b)



206

Com base na hipétese de que a projecdo do contour
da segdo transversal sobre seu plano original ndo se altera
durante a deformagdo, foram obtidas as expressdes (II.38)

A A
para uy eu,; isto ¢,

4. =v - ¢ ¢ (IV.18a)

c>
Il
S
+

©

3

(IV.18b)

Isto equivale a obter as expressdes (II.37) para

A A .
u, e u,, ou seja,
A
u, =V cos a+ W sena - ¢ ry (IV.19a)
A
u, = - VvV sen o + w cos o + ¢ T (IV.19b)

A
A expressdo de u, foi deduzida a partir da

hipétese de que o parédmetro e (e ndo a distorcao Vst

XS

como afirma o autor) é nulo na superficie média e da
A

expressdo de u, dada na igualdade (IV.19Db). Foi

considerado, portanto,

A
e . = + =0, (Iv.20)
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A
em lugar de Vs = 0, conduzindo, entdo, a mesma expressio

A
para u utilizada na andlise linear:

A

A A
u, =u - vl ' y -w z - ¢’ w (IV.21)

Em virtude das relagdées (IV.17), o trabalho

virtual interno,

A A
8Wi = [ox 6ex + Tys was dav , (IV.22)

v

poderia ser expresso na forma:

A
Tendo em vista as expressodes de U, dada na

A A
igualdade (IV.21), e de u, e ug, apresentadas nas equagdes

(Iv.19), SWi tornar-se-ia
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SW N su’ - M, V" + M Sw" - B 8¢" + v/ N sv’ +

+ W N SW o+ @ K@M+ T M SV + VI M 547 +

4 4 ’ 7 ’ -— 4
+ ¢ MC sw’/ + w M€ 3¢ v VZ 8¢ ¢ VZ Sv’+

+ WV, 8¢+ ¢V Su + ¢' RSP+ ¢ RS Ax

(IV.24)

Entretanto, a expressao apresentada para awi por CHEN e

ATSUTA é equivalente & seguinte:

1

oW N su’ - MZ sv" + My sw" - B 8¢" + v/ N 8v’/ +

+ w/ N sw’/ + ¢’ K 8¢’ + ¢’ Mﬂ sv! + v! Mn 8¢’ +

+ ¢’ M, dw’ + w’ MC 8¢’ - v/’ VZ 8¢ - ¢ VZ sv’ +

¢
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+ w’/ V.. 8¢ + V. 8w/ - T S¢’| dx
y ] (o] y ¢ ]

(IV.25)

Como mostra a equacgdo (IV.24), por nao ter sido

considerada a priori a variagdo de e na espessura, O

XS
termo envolvendo o torsor de Saint-Venant ndo surgiu na
igualdade (IV.25) de forma natural. Nota-se também a
auséncia, na equacdo (IV.25), dos termos contendo a
grandeza R (que por equilibrio se interliga & grandeza C),

presentes na igualdade (IV.24) e que sao abandonados pelo

autor sem qualquer justificativa explicita.

Deve-se salientar ainda que em virtude de ter
sido considerado axs = 0, em lugar de ;XS = 0, surgiu, na
expressao (IV.22) do trabalho virtual interno, uma parcela
envolvendo Tys © 6§xs' Isto acarretou o aparecimento, na
igualdade (IV.25), de termos contendo as grandezas VY e VZ

e, portanto, a necessidade de utilizacgao, no

desenvolvimento da formulagdo, das relacdes
M/ =V (IV.26a)

Mg ==V, (IV.26b)

extraidas através da consideragdo do equilibrio, fazendo
com que o procedimento variacional ndo tenha sido utilizado

na sua forma padréao.
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No trabalho em gquestdo foram consideradas apenas
forgcas de superficie. A expressao apresentada para o

trabalho virtual externo equivale a seguinte:

L

SW_ = [qx su + qy sv + q, Sw] dx + [Fx su + Fy sv +

2

in) - M - M ’ M ¢ - R ’
+ FZ Sw Mg 8¢ MZ sv’ + My Sw B 8¢ ]

0

(IV.27)

Nesta equagdo o autor desconsiderou, portanto, os termos
envolvendo as grandezas mE, my, m,, b e ¢, sendo que a
grandeza ¢ nao poderia mesmo aparecer na formulagdo devido

A
& expressdo usada para u,,

Realizando as integracgdes indicadas nas
expressoOes de SWi e SWe, dadas nas equagdes (IV.25) e
(IV.27) respectivamente, igualando-as e considerando que,
no instante genérico t, as variacgdes 8u, 8v, 8w, 8¢ séao
arbitrdrias no dominio, foram obtidas as equacgdes

diferenciais da flexo-torcgéao

N’ = - g (IV.28a)
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14

11} 7
! 4 14 = -
My + [¢ My] + [v N] + z {qb N] d (IV.28b)
" " ’ 4 ’ 4
- My + [q& MZ] + [w N] - Y [¢ N] =-q, (IV.28c)
T o myn M - M -z [veon] o+ oy [wron] -
A4 2 e e
’
- [¢l K] =0 (IV.284)
e as condigdes de contorno
N - FX =0 ou u=u (IV.29a)
7 ! ’ ’ E v
Mz + [¢ My) + v/ N + Zg ¢’ N - Fy =0 ou vV =V
(IV.29b)
’ ! ’ ’ i W
- My + [¢ MZ] + w/ N - Yo ¢’ N - FZ =0 ou w=w
(IV.29c)
(1) - 5 7 - ' -— 7 - -—
T B A My w Mz ze vl N + Ye w’/ N ¢’ K
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- ﬁg =0 ou ¢ =9 (IV.294)

M, - ﬁz =0 ou Vv’ =yv’ (IV.29e)
M -M_ =0 ou w’ =w’ IV.29f
y y ( )

B-B=0 ou ¢/ =7¢’ (IV.299g)

Para efeito de comparagdo com as equagdes (IV.28)
e (IV.29), devem-se particularizar as equagdes (IV.12) e
(IV.15) do presente trabalho para a analise estatica
(desconsiderando os termos envolvendo as forcas
generalizadas de inércia bem como suas derivadas) e ainda,
consistentemente com o trabalho de CHEN e ATSUTA, anular

m m_ e b, dispensando, também, c por extensdo. As

Tgr Myr Mg
equagdes de equilibrio ficariam:

N (IV.30a)
MY+ [¢ My]" + [v’ N]' ¥z [¢' N]' - - q, (IV.30b)
- MM 4 [¢ MZ]" + [w' N]' -y [¢' N] - - q, (IV.30c)
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7
T - B" -¢C" - v" My -wh M- Zg [v' N] +

+ Y, [w’ N]'— [¢' K)’ =0 (IvV.30d)

e as condicdes de

- M+ [¢ MZ] +w' N-y_ ¢’ N-F,

(1)

T - B’ - ¢ C’ -
- ¢’ K - ﬁg
+ ¢’ [C - E]

contorno assumiriam a forma:

=u (IV.31a)
N+z ¢/ N-F_=0 ou v =V
e Y
(IV.31b)

I
o
=]

ou w =

(IV.31c)

vI M -w' M -2_ v’ N+ Yo w/ N -

Il
o

ou ¢ =9

(IV.31d)
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[MZ - ﬁz] + ¢ [My - ﬁy] =0 ou v’ =v’ (IV.31e)
[My - ﬁy] - ¢ [MZ - ﬁz] =0 ou w' =w (IV.31f)

2=y
-

[B - E) + ¢ [c - E] =0 ou ¢’ = (IV.31g)

Comparando-se as equag¢des de equilibrio (equacgdes
(IV.28) e (IV.30)), nota-se que as trés primeiras séao
idénticas nos dois trabalhos. Entretanto, na 1dltima
equagcao do trabalho de CHEN e ATSUTA (equagdo (IV.28d))
falta o termo - ¢ C", dgue teria aparecido na forma - ¢ R’
se o autor ndo tivesse abandonado os termos envolvendo a
grandeza R, presentes na equagdao (IV.24). Lembre-se ainda
que o termo T“J', embora presente na equacg¢do (IV.28d), nao

surgiu de maneira natural.

Quanto as condigbdes de contorno (igualdades

(IV.29) e (IV.31l)), observa-se que as trés primeiras

sdo colncidentes nas duas formulagdes. Ja da equa-

¢do (IV.29d) estdo ausentes, além do termo - ¢ C’ (que

poderia ter aparecido na forma - ¢ R), os termos
’ - ™M 7 - ™ ’ -

v [MY My]’ w [Mz MZ], 1) [C C] por causa da

A
expressao usada para u, . Pelo mesmo motivo estdo ausen-
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tes das equagbes (IV.29e,f,g) respectivamente os termos

by oo m) o[

Deve-se salientar, no entanto, que as equagdes de
equilibrio e as condig¢des de contorno do trabalho de CHEN e
ATSUTA se expressas em fungdo dos deslocamentos difeririam
bastante das expressdes apresentadas no presente trabalho
(igualdades (III.%4) e (IV.16)), face as diferencas nas
expressdes das integrais das tensdées em termos dos

deslocamentos.

IV.7 - PARTICULARIZACAO DA FORMULACAO PARA A ANALISE LINEAR

Como foi visto no item 1II.6, as relagdes
deformagdo-deslocamento efetivamente utilizadas na
construgdo da teoria, no &mbito de comportamento 1linear,
passam a ser dadas pelas equagbes (II.91). Assim, ¢é
através dessas igualdades que as variac¢des nas componentes
e, © 7;;), no instante t, se associam as correspondentes
variagbées nas derivadas dos deslocamentos u, Vv, w e ¢.

Em vista disso, a equagdo (IV.2) do trabalho virtual

interno se torna:

— _ o S (1)
SWi = JV [Gx 5(u' v" y w" z " w) + Tys 6[2 o’ nJ] av
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Usando a nomenclatura apresentada nas equacgdes

(IT.6l1la,b,c,d) e (II.70), escreve-se:

I}
SW,; = [ [N su’ - M, 5V + M sw" - B §¢" - o 3¢'] dx
0

(IV.32)

Integrando por partes, ven:

¢ .
SWi = [ [— N’ 8u - M; Sv + M; Sw + [T“) - B"] 6¢] dx +
0

+ [N su + Mé dv - M§ Sw - [T“) - B'] 8¢ -

L
- M o&v’/ + M_ 8w/ - B 6¢’] (IV.33)
Z Y 0

Por outro 1lado, tendo em vista que as varia-

A A

< uy e u, uy e u, relacionam-se as correspon-

dentes variagbes em u, v, w, ¢, v/, w’, ¢’ através das

c>

¢des em

equagbes (II.88), (II.38), (II.56¢C) respectivamente, a
equacdo (IV.6) para o trabalho virtual externo assume o

aspecto:
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‘/\‘ A A
SW_ = {X - u ux) a[u - vy -w’ z - ¢’ w] +

E RS

+Y6[v-¢c)—uuya{v-¢2]+za(w+¢n]-

+ Ez 5[W + ¢ n]] dz} dx + [ [Ex S[u - v’ § -

A

Y w} + Py S{V -9 C] Py a[w te n]

L
dA
0

Considerando-se as equagdes (IV.8), (IV.9) e a nomenclatura
apresentada, para as forgas generalizadas de inércia, nas
equagées (III.16), (III.25), (III.36), (III.46), (III.54),

(ITTI.63) e (III.79), escreve-se:
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+ [mE + gyz] 8¢ + [mz + ?xy] sv’! - [my - gxz] sw’! -

- - ’ F F i -
[b ?wJ 3¢ ] dx + [Fx su + FY sv + FZ Sw

(IV.34)

Integrando por partes, vem:

+[F au+['F" +m_ + F ]8v+
X y z Xy
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+ [?Z - m, + %xz] Sw - {ﬁg + b - ?w] 8¢ -

)
-~ M_ 8v/  + M_s8w’ - B 5¢'] (IV.35)

Igualando as expressodes de SWi e SWe, dadas nas
equagdes (IV.33) e (IV.35) respectivamente, e considerando
que, no instante genérico t, as variag¢des Su, 8v, 8w, 8¢
sdo arbitrarias no dominio, obtém-se, novamente, as

equagdes (III.140):

N - F = - q (IV.36a)

MY - ?éy -9, =m, - d, (IV.36b)

- M; -9, - F, =- my - g, (IV.36c)

T’ _B" 4+ F/ -9 =p’ 4+ (IV.36d)
w VZ €

Da igualdade entre os trabalhos virtuais interno
e externo, resultam ainda, em xXx = 0 e x = £, as condi-

¢bes de contorno na forma:
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u
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=0 [u = G] (IV.37a)

ou dv =0 [v = V] (IV.37b)

(IV.37¢c)

T - [B’ + b - ?w] - M, =0 ou 8¢ =0 [¢ = $]
(IV.37d)
M, - M ou sv/ =0 [v' = v'] (IV.37e)
MY - ﬁy ou Sw/ =0 [w’ = W'] (IV.37f)
B -B-= ou 8¢’ =0 [¢' = $'J (IV.379)
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Em virtude das relacbes (II.68c), (III.135d,e) e

(ITII.137), as equagdes (IV.37) assumem o seguinte aspecto:

N - Fx = 0 ou u=u (IV.38a)
V. -F_=0 ou v =v IV.38b
y y ( )

VZ - FZ =0 ou W =W (IV.38c)
T - EE =0 ou ¢ =9 (IV.38d)
M, - ﬁz =0 ou v’/ = v’ (IV.38e)
M -M_=0 ou w! = w’ IV.38f
v v ( )

B-B=0 ou ¢’ = ¢’ (IV.389)
Mediante substituicao das expressdes das

integrais de tensdes em termos dos deslocamentos, dadas nas

equagoes (II.93) e (III.139), obtém-se, finalmente:

=

EAu’ -F_=0 ou u = (IV.39a)
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- E {I v+ T w"’] -m_ +u [I v/ + I 3&’] -F_=0
b4 VZ b4 z Yz y
ou vV =y (IV.39b)
-E [I__ v" + I_w"| +m + I, Vv’ +I W | -F =0
[ yz Y ] y T H [ yz y ] z
ou W=Ww (IV.39c)
- ’ nwr o _ - $r - M =
GJn ¢ +EI ¢ b-nI ¢ Mg 0
ou ¢ =9 (IV.394)
- 1] " - M = 1 — 3t
E [IZ vt + Iyz w ] MZ 0 ou v v
(IV.39e)
E |I v' + I w"| -M_ =0 ou w/ = w’ IV.39f
[ Yz Yy ] Yy ( )

- E I, ¢" - B=0 ou ¢’ = ¢’ (IV.399)
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CAPITULO V

CONCLUSOES E CONSIDERACOES FINAIS

Neste capitulo sdo apresentadas as conclusdes do
trabalho, algumas das quais ja& expostas ao longo do texto,
e uma proposta de tratamento numérico para o problema, como

sugestdo para o prosseguimento da pesquisa.

O objetivo de estabelecer um tratamento amplo,
consistente e unificado, no contexto de rotagdes moderadas,
para o problema do comportamento dindmico de hastes
prismdticas de paredes delgadas, com segao aberta,
submetidas & flexo-torgcdo pode ser considerado como
efetivamente alcangado. De fato, as equacgdes diferenciais
gerais para o problema foram obtidas através de dois
procedimentos distintos, ou seja, inicialmente deduzidas
pela consideracdo do equilibrio dindmico e posteriormente
reinstituidas pela utilizagdo do principio dos trabalhos
virtuais. A dedugdo das equagdes gerais através deste
ultimo enfoque, além de servir como uma verificacio de
resultados, possibilita obter, de forma consistente, ou
seja, como decorréncia do préprio procedimento empregado,
as condigbes de contorno (cinematicas e naturais) do
problema. Com relagdo a este aspecto, ¢é interessante
observar a forma como se apresentam as condig¢des naturais
nas expressdes (IV.14), forma esta que, em alguns casos

(expressdes d e g), é na verdade, dificil de se prever.
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Outro aspecto importante, é o fato de que, a
partir das equagbes gerais aqui instituidas, podem ser
estabelecidas, como casos particulares, as equacgodes
diferenciais para a andlise estatica ndo-linear (suprimindo
os termos em U A e u I), andlise estatica linear
(procedendo também a eliminacdo dos termos ndo-lineares nas

equagdes) e ainda para a andlise dindmica linear.

Como se pode verificar no capitulo III (item
IIT.1), para a dedugdo das seis equagdes de equilibrio
dindmico de um elemento de haste, foram, inicialmente,
escritas as condigbes de equilibrio de um elemento
infinitesimal fornecidas pela Teoria N&o-linear da
Elasticidade, para o caso de rotacdes moderadas. Tais
equagdes foram, em seguida, integradas adequadamente sobre
a area da secgdo, devendo-se ressaltar que, na obtencdo das
equagdes de equilibrio de momentos do elemento de haste,
foram convenientemente considerados os respectivos bracos
de alavanca em relagdo a configuracdo indeformada, quais
sejam, m e { (ou y e z) em lugar respectivamente, de
nm-¢¢ e ¢+ ¢mn (ou y-¢ 2z e z + ¢ y). Isto é
perfeitamente valido, uma vez dque se gqualquer das trés
equagbes (III.6) for multiplicada membro a membro por ¢ (,
$ n (ou entdo por ¢ z, ¢ y) e, em seguida, for efetuada
a 1integragdo sobre a 4&rea da se¢do, o segundo membro
permanecera sempre nulo. Desta forma, atinge-se o objetivo
de se chegar as mesmas equagdes diferenciais pelos dois
caminhos utilizados, sem a necessidade de se estabelecer,

no que se refere a quarta equacdo, a relagdo entre r
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(definido na equagdo (III.123) e a segunda derivada de C

(definido na equagdo (II.61f)).

No mesmo capitulo (item III.7) foi também
ilustrado (para o caso de andlise estatica) um procedimento
alternativo para a obtencdo das equagdes de equilibrio de
um elemento de haste, a partir da igualdade entre esforcgos
seccionais externos e internos. Uma terceira alternativa,
ainda, seria a de considerar diretamente o equilibrio do

préprio elemento de haste.

E importante enfatizar que a formulagdo aqui
desenvolvida considerou a hipdétese original de Vlassov de
que a distorcgéao (2 é nula na superficie média. Como foi

visto no item IV.6 do capitulo precedente, focalizando a

formulagdo apresentada por CHEN e ATSUTA (1977, p.

A

A
541-550), a consideracao de e s = 0, em lugar de Vs = o,

A
conduz a mesma expressao de u, utilizada na analise

A
linear. Em conseqiéncia, Vs resulta nao-nula,

aparecendo, entdo, na expressdo do trabalho virtual interno
(equagcdo (IV.22)), uma parcela envolvendo Tys © ngs
que gera, na igualdade (IV.24), os termos contendo as
grandezas Vy’ VZ e também os termos envolvendo a grandeza
R - estes ultimos, entretanto, abandonados na obra dos
referidos autores, sem qualquer justificativa explicita. O

aparecimento destas grandezas leva & necessidade de se

utilizar, no desenvolvimento da formulacéo, relacgdes



226

extraidas através da consideracdo do equilibrio, fazendo
com gque o procedimento variacional n&o seja, entdo
empregado na sua forma usual. De outra parte, deve-se
salientar, ainda, que somente com a utilizagdo de um campo

de deslocamentos da forma apresentada nas equagdes (II.29),

ou seja, gque considere a variacdo de u, e u, na
espessura (implicando, portanto, a variac¢do de Vg COM
n), ¢Chen e Atsuta teriam conseguido fazer surgir, de

maneira natural, na expressdo do trabalho virtual interno,
o termo envolvendo o torsor de Saint-Venant - presente na

igualdade (IV.25).

Outro aspecto que merece destaque é o fato de que
na formulagdo desenvolvida, diferentemente do procedi-
mento adotado por diversos autores - mais voltados a
obtengdo de carga critica - a ndo-linearidade é introduzida
ndo soé nas condigdles de equilibrio como também nas
relacgdes deformagao-deslocamento, tendo-se, entao, a
possibilidade de realmente efetuar - no ambito de rotacgdes
moderadas - uma analise ndo-linear completa. Desta forma,
no estudo da instabilidade elastica, além da carga critica,

pode-se obter o inicio do caminho pés-critico.

Tendo em vista, no entanto, a complexidade das
equagdes aqui instituidas, o que inviabiliza a sua
resolugdo por procedimento analitico, torna-se necessaria,
para a obtengdao de resultados, uma abordagem numérica do
problema. Normalmente tal abordagem envolve um tratamento

numérico no espago e um processo de marcha no tempo.
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Dentre os possiveis procedimentos para | o
tratamento no espago, podem-se citar, por exemplo, o
emprego do método dos elementos finitos - wver YANG e
McGUIRE (1986) e CONCI (1988) - e a aplicagdo da técnica
das diferengas finitas, ja& utilizada com sucesso para a
solugdo de outros problemas ndo-lineares. No que se refere
ao segundo procedimento, duas alternativas se apresentam,
quais sejam, a de trabalhar diretamente sobre as equagdes
diferenciais - tal como GARCIA (1987) - e a de operar sobre
a equagdo do principio dos trabalhos virtuais (ou sobre o
funcional de energia - como PLETZ (1983) - quando se trata
de um sistema conservativo). E de se ressaltar que esta
ultima alternativa apresenta sobre a primeira a vantagem de
requerer a utilizacdo de operadores de diferencas finitas
de ordem mais baixa (para o problema em estudo lida-se, no
maximo, com os de 27 ordem enquanto gque a adocgdo da
primeira alternativa exige os de até 47 ordem), além do
fato de que somente necessitam ser impostas as condigdes de

contorno cinematicas do problema.

Quanto ao procedimento de integrag¢do no tempo,
vdrias opgdes se oferecem, dentre as quais destacam-se o
método da aceleragdo constante, o método Wilson 6 e o

método de Houbolt (ver BATHE (1982)).

Apresenta-se, a segulr, como sugestdo para o
prosseguimento da pesquisa, uma proposta de tratamento
numérico sobre a equagdo do principio dos trabalhos

virtuais, ilustrada, por simplicidade, para o caso de
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andlise estiatica ndo-linear de barras com secdo transversal

apresentando um eixo de simetria (eixo z).

Tome-se, entdo, a equagdo (IV.3) do trabalho
virtual interno. Levando a esta equagdo as relacdes
(IIT.68e,f), as expressodes (II.57) de ez, ey e Yy e as

expressbes (II.63) de integrais de tensdes sobre a &rea

da segdo e considerando-se que, face a simetria da secdo

em relagdo ao eixo 3z, Yar Iyz’ QZ e Qw resultam nulos,
escreve-se:
L
A 2 2
= ’ ’ ’ ’ ’ -
SWi AJ { E [ A u’ + 5 (v’ + w'” + 2 2z, VvV o)
0

2

I
- ; ¢ o" ] du’ + E [ A u’ + —%— (v'? + w? o+
Te
t2z, V¢ - —— ¢ ¢" (vl +z, ¢%) &v' +
2
+ E [Iz v+ [Iz - Iy] ¢ w" + Iy ¢ v -
: Qy 2 A 2 2
- 5 ¢ o"| V" + E [A u’ + — (V" + w'" +
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I
e

+22z, V' $) - —— ¢ ¢" ] W' sw! +

1" -— " 2
+E[Iyw +[Iz Iy]cpv +Iz¢w"+

Q I
+ ——}2'— ¢ ¢"] sw" + E [ [IZ - Iy] vt owh - S u’ ¢" +

Qy 2 2
+ > W" ¢" 4 IY ¢ V" + IZ ¢ Wll - Qy ¢ V" ¢ll +

+ w2z v gr) o } 3¢ +

+E[[Au’+%(v’2+w’z+22ev’¢’)—

= ¢ ¢"] z, V! + G T ¢'] 3¢’ + E [ I, ¢" +

u’ + Y v - y ¢ v" + 2 ¢ ¢" -
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(v'? + w'? + 2 z, V' ') s¢" | ax

(V.1)

Observa-se, assim, que a expressido do trabalho
virtual interno apresenta termos lineares, quadréaticos e

cibicos nos deslocamentos u, v, w, ¢ e/ou suas derivadas.

(N

Para escrever uma expressao aproximada para BWi
necessdrio estabelecer aproximacdes para os deslocamentos e

suas derivadas primeira e segunda no dominio.

Com este objetivo, entdo, divide-se a barra en
segmentos, por exemplo, de mesmo comprimento A e, sendo m
um ponto pivotal genérico (ponto onde sdo avaliados
deslocamentos e suas derivadas), adotam-se os esquemas
de numeragdao local e global, indicados nas figuras V.1l e
V.2 respectivamente, para os diversos pontos nodais (ai
incluindo os dois pontos virtuais I e II) e correspondentes
valores das incégnitas, ou seja, das fungdes u(x), v(x),

w(x) e ¢(x) em tais pontos.

Com base no esquema da figura V.3, que mostra o
ponto pivotal genérico m e os pontos nodais i, j, k, ¢,
distanciados de A entre si, tem-se que, para o referido

ponto pivotal, pode-se aproximar um deslocamento qualquer
a + a
j k

pelo valor médio no intervalo, ou seja, por —
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2 m 3
O 3O
a a
5 9
a a
6 10
a a
7 11
a a
8 12

13

a
14

15

a
16

Figura V.1 - Sistema de numeracdo local

I 1 2

3 m m+1 N-1 N IT
O——-4%4&—0—*—O—JXF—O—*—O—JNP—G—*—O-—-@
1 2 m N-1

A A A

1 5 9
A A A

2 6 10
A A A

3 7 11
A A

4 8 12

Figura V.2 - Sistema de numeracio

A
4m+1 4m+5

A
Am+2 4m+6

A
4m+3 4 m+7

A
Am+4 4m+8

A
AN+1

A
AN+2

A
4AN+3

A
AN+4

global

4 N+5

4 N+6

4 N+7

4N+8
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e utilizar expressodes do tipo _— e

a, —a - a + a.
L Kk j i

5 , Trespectivamente, para a representacéio
2 A

em diferencas finitas da derivada primeira e da derivada

segunda de um deslocamento.

A A A
+ f t t
o -0 3 O- ‘el
i 3 m k L
Figura V.3 - Ponto pivotal m e pontos nodais

i, i, ¥, £ no seu entorno

Admitindo que, num intervalo genérico A en
torno do ponto pivotal m, o valor de um deslocamento (ou
de dqualguer de suas derivadas) € constante e igual ao valor
avaliado em m, a equagdo do trabalho virtual interno pode
ser aproximada por um somatério de N - 1 termos, sendo o

termo genérico m da forma

16 16
+ = 2 C1(p, i, j)

A A
. Am-4+1i Am—4+j
i=1 j=1
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. A .
Am-4+1i Am-4+j

A } SA (V.2)
4m-4+k 4m-4+p ,

onde c. C e C designam coeficientes que dependem de

E A, E Iy, E I E I E Qy, E Re e G J..

e’ T

O trabalho virtual externo, proveniente do
carregamento atuante na barra, pode-se constituir de duas
parcelas, uma de dominio e outra referente as extremidades
X = 0 e x = { Admitindo, para exemplificar, o caso de
uma barra totalmente engastada na extremidade X =0 e
totalmente livre na outra, isto é, em x = ¢, com previsédo
de carregamento apenas na extremidade livre (o mais geral
possivel), a expressdo (IV.10) do trabalho virtual externo

se torna:

I
—
=
o
©-
=
N——’
(7]
<

~
1
—
S
=2
!
=
—
o]
X
-
I
—
wl
+
~e~
Ql
~——
7]
©
I__:__l

(V.3)
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tendo em vista ainda as igualdades (II.57).

Para escrever uma expressdo aproximada para 5We
devem-se instituir aproximagdes para os deslocamentos e

suas derivadas primeiras nos extremos da barra.

Para o ponto nodal N (figura v.4), um
deslocamento genérico é o préprio as e a derivada

primeira desse deslocamento é aproximada por expressdo do

e S
tipo 5 .
A A
L L L
1 1 7
o O = —— -0
N-1 N II
Figura V.4 - Pontos nodais reais N -1 e N e
virtual II
Assim, o trabalho virtual externo é aproximado
por
SW_=TF_ &A + F_ S8A + F_ 8A
e X A4N+1 Y 4AN+2 b4 AN+3
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— B~ Py =
_C( 2 A ]_ME]8A4N+4+

- |B+CaA aA““"a—A’*“ V.4
4AN+4 2 A (V.4)

Igualando as expressdes de SWi e SWe

chega-se a uma equacgdo do tipo

4N+8 _ _
_21 £ [Al, A, «eo , AL, F, ., c] 3A, =0 (V.5)
i=

Introduzindo as condig¢des de contorno cinematicas
(no exemplo escolhido somente em x = 0, onde inclusive

todas as condigdes sdo desta natureza), tem-se:

u=20 : A =0, o0 que acarreta 6A5 =0 (V.6a)

I
o

v=20 : A =0, o que acarreta 6A6 (V.6b)



236

w=20 : A7 = 0 , o que acarreta cSA7 =0 (V.6c)
¢ = 0 A8 = 0 , o que acarreta aA8 =0 (V.e6d)
0 - B
A ° — = =
v 0 : I 0 ou A2 A1o’ o due
acarreta 6A2 = BAm (V.6e)
n " By
I —— . = =
\ 0 I 0 ou A3 Au’ O due
acarreta 8A3 = 8%1 (V.6£f)
12 " By
! = ° ————— . = =
¢ 0o : 5% 0 ou A4 Aiz’ o dque
acarreta 6A4 = 6%2 (V.6q9)
Observe-se ainda dque os deslocamentos A1 e
A4N+5 a rigor ndo participam da solugdo do problema, sendo

mantidos meramente por conveniéncia (e podendo-lhes ser
atribuidos quaisquer valores), quer no dque se refere a
apresentacdo formal do método, quer visando a sua prépria

implementacdo computacional.

Tendo em vista as equacdes (V.5) e (V.6) e

considerando que os 8A9, 6A10, ceey SA

e e o g

SA
aN+a’ aN+6’

8AMH8 sdo arbitrdrios, escreve-se entédo:
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fg = [AQI Alolocol A4N+4’ A4N+6,.--, A4N+8’ Fx,,.,’ C] = 0
f10 = (AQ' Alol--o, A4N+4’ A4N+6’...’ A4N+8’ Fx,..., C] = 0
f4N+4= [AQ’ Alo""’ A4N+4’ A4N+6l"'l A4N+8’ FX/OOO, C] =0
4N+6= [Agl Alol'-oy A4n+4l A4N+6’...' A4N+8’ FX,..., C] = 0
aNeg (Ag ! Aio ressa A4N+4' A4N+6’ Tt A4n+8: Fx’ ey C] =0

(V.7)

Chega-se assim, neste caso, a um sistema de
equagbes algébricas ndo-lineares que uma vez resolvido -
por exemplo, pelo método de Newton-Raphson (ver BATHE

(1982)) - fornece os valores das incdgnitas (deslocamentos)

nodais.

Além do tratamento numérico sugerido para o
problema, evidencia-se ainda a conveniéncia de uma
investigacdo experimental objetivando estabelecer, para

alguns casos particulares, uma comprovacdo de resultados.
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APENDICE A

PROPRIEDADES GEOMETRICAS DE PERFIS ABERTOS

DE PAREDES DELGADAS

A.1 - INTRODUCAO

Apresentam-se, neste apéndice, os conceitos de
area setorial, centrdéide setorial, pdlo setorial principal
e ainda algumas consideragcdées a respeito do modo como
variam as caracteristicas setoriais (préprias somente de
perfis abertos de paredes delgadas) com determinados

pardmetros.

A figura A.1 mostra uma secgdo aberta de paredes
delgadas, constituida de trechos retos, cada qual com
espessura constante. A secdo fica perfeitamente definida
pela sua linha média (também chamada de linha do perfil ou

contour) e pela espessura de cada um de seus trechos.

E conveniente referir a secdo ndo apenas a um
sistema de coordenadas retangulares y, 2, com origem no
centréide C da segdo, como também a um sistema de
coordenadas curvilineas ortogonais n, s, como se Vé& na
figura A.1. Nesse caso, onde ndo ficam englobadas as
jungbes, a coordenada s ¢é medida ao longo da linha média,
a partir de uma de suas extremidades (ponto 1 na figura

A.1), e a coordenada n é mensurada segundo a direcgdo
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normal &a linha do perfil, de tal modo que os vetores
tangentes as linhas coordenadas x, n, s formam um sistema

direto.

N

Figura A.1 - Secdo aberta de ©paredes delgadas e

sistemas de coordenadas

As propriedades geométricas usuais das secgles
transversais de barras sdo definidas pelas seguintes
expressdes (j& com simplificagdes inerentes ao caso de

paredes delgadas):

- area da secgao

A=J dA (A.1)
A
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- momentos estdaticos da area da secdo em relacdo aos eixos

Yy e z respectivamente

5, = J z dA = 0 (A.2a)
A
A
sZ=J vy da =0, (A.2Db)
a

ambos nulos para a segdo da figura A.1l, ja que os eixos y

e 2z sao centroidais:

- momentos de inércia da &rea da segdo em relagdo aos

eixos y e z respectivamente

A2
Iy = z- dA (A.3a)
A
A2
IZ = y dA ; (A.3b)
A

- produto de inércia da area da sec¢do em relacdo aos eixos

y ez
A A
I = Yy z dA . (A.4)
A

A A
Nestas equagbdes y e z designam as coordenadas

y e z de um ponto genérico da linha média.
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Os perfis abertos de paredes delgadas possuen,
ainda, outras propriedades geométricas, que se determinam

com base no conceito de &rea setorial.

A.2 - AREA SETORIAL

O conceito de &rea setorial serd apresentado com
o auxilio da figura A.2, que mostra a linha média de um

perfil aberto de paredes delgadas.

Figura A.2 - Area setorial elementar
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Tome-se, entdo, um ponto P qualquer do plano da
secdo transversal da barra. Ligue-se este ponto, por dois
raios vetores, a dois pontos da linha do perfil, S’ e SV,
distantes ds entre si. Designando-se por r. a
coordenada de S’ em relagcdo a um eixo com origem em P e

orientado tal como o eixo n e por dw o dobro da &rea do

tridngulo elementar PS’S", de altura r, © base ds, tem-se

dw = r_ds .
n

A integral

w = r_ ds (A.5)

€ a chamada area setorial que, portanto, vem a ser igual ao
dobro da 4&area varrida pelo raio vetor PS’ durante o
movimento do ponto S’ pela linha do perfil desde o ponto
So, de coordenada S s até um ponto S, de coordenada s. O
ponto P é chamado pdlo setorial e o ponto So, ponto

setorial inicial.

A variagdo da &rea setorial dw ¢é considerada
positiva se o raio vetor que a descreve gira no sentido
anti-horario quando se olha a segcdo no sentido negativo do

eixo x.
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A area setorial w é uma funcdo da coordenada s e
depende das posigdes dos pontos tomados para pdlo e para

ponto setorial inicial.

E importante estabelecer a relacdo entre a &rea

A A
setorial e as coordenadas y e z de um ponto S genérico da
linha do perfil. Como ja& foi dito, dw é igual ao dobro da

drea do triéngulo elementar PSS’. Assim, da figura A.3, vem

A A A A A A A
dw = (y - yp) dz + dy dz - (z - zp + dz) dy .

N>

A

A
Figura A.3 - Diferenciais de w, s, v e z
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Portanto, a &area setorial elementar dw pode ser expressa

por

dw = (y - dz - (z - ay A.6
w (y Yp) z (z Zp) y ( )

onde yp e zp sdo as coordenadas do pdlo P.

Com base na relagao (A.6), pode-se estabelecer a
férmula de transformagdo de uma 4&rea setorial para uma

mudanca de pdlo.

Sejam, entdéo, wp e w, as dreas setoriais

relativas aos pdlos P e E (figura A.4) respectivamente. A

diferenga entre as diferenciais destas Areas é dada por
a a dy az
w, - dw_ = (z_ - z - - z
o = (Z¢ p) W - (Yg ~ ¥)

onde yp, zp sdo as coordenadas do pélo P e vy

coordenadas do pdélo E. Integrando ambos os membros desta

Z as

e’ “ef

equagdo entre os pontos SO e S, vem

A

A
sendo Yy, z ~ as coordenadas do ponto setorial inicial S,
o o

para o qual w, = wp = 0.
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¥4
—>
Yy
Figura A.4 - Areas setoriais relativas aos pdlos
P e E
Da equagao (A.7) deduz-se que, no caso de

transferéncia de pdlo, a area setorial sofre, em cada ponto
da linha do perfil, uma variagdo que é fungcdo linear das
coordenadas § e 2 deste ponto. J& a mudanga de ponto
setorial inicial faz com que a area setorial sofra a mesma
variagdo em todos os pontos da linha do perfil. Isto pode
ser facilmente constatado com a ajuda da figura A.5.

De fato, é& evidente que areas

w e w ,
s s
p(s ) p(s)
setoriais relativas ao mesmo pdlo P mas a pontos setoriais
iniciais diferentes So e S1, estdo relacionadas num dado

ponto S por
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wp(So) wp(sl) + W (A.8)

onde w € uma constante igual ao dobro da A4area varrida
o

pelo raio vetor entre os pontos S, e 8, da linha do perfil.

C ZD Z>
I
|
|

Yo |-———— P

]
‘ 2
Yy

Figura A.5 - Areas setoriais relativas ao mesmo pélo P

mas a pontos setoriais iniciais dife-

rentes S e S
o 1

A.3 - CARACTERISTICAS SETORIAIS

As caracteristicas setoriais, préprias somente de

perfis abertos de paredes delgadas, sdo assim definidas:
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- momento estatico setorial

s = J w dA (A.9)
w
A

- momento setorial de inércia

I, =J w? dA ; (A.10)
A .
- produtos setoriais de inércia
A
I = J w z dA (A.11a)
wy
A
A
Iwz = wy da . (A.11b)
A

Assim como acontece com a &rea setorial, os
valores destas caracteristicas dependem das posigdes dos

pontos escolhidos para pdlo e para ponto setorial inicial.

As leis de transformacdo destas caracteristicas
para uma mudanga de pdlo podem ser obtidas substituindo-se
a relagdao (A.7) nas igualdades (A.9) a (A.11) e levando-se
em conta as definigdées dadas nas equagdes (A.1) a (A.4).

Deste modo,



WY

2

2

2

(y

(z

(y
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A A
- (2g = zy) Y, A+ (Yo -y 2, B,

o

(A.12)

2 A2
(ze zp) (I_ + yo A) +
2 A2
yp) (I. + z A) -

p e P Yz o o

z) (I, , - Y. S, ) -

p 0,2 w0,

yo) (I, o -2 S, )

PrOpY “p
(A.13)

(2g = 25) T, = (vo - v) I,
(A.14a)

(zg - zp) I, - (yg - yp) IYZ

(A.14b)
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Por outro lado, substituindo-se a relagdo (A.8)

nas igualdades (A.9) a (A.1ll1) e usando-se as definicédes

dadas nas equagdes (A.1l) a (A.4), podem-se obter as leis de

transformacdo das caracteristicas setoriais para uma

mudanga de ponto setorial inicial. S&o elas:

Iwy e

ponto

S = 8 - w A , (A.15)
(N) W o
p(s) p(s )
_ _ 2
Iw(s)—Iw(S) 2w°sw(5)+wA’
p(s, p(s, p(s,
(A.16)
I =T (A.17a)
“ois )Y “pisHY
1 o
wp(sl)z wp(so)z

Note-se que, como os eixos y e z sdo centroidais,

Iwz s8o invariantes em relagdo a posicdo do

setorial inicial. Entretanto, os valores dos

produtos setoriais de inércia dependem da orientacdo dos

eixos y e z.
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A.4 - CENTROIDES SETORIAIS

Ha pontos da 1linha do perfil que, quando
escolhidos como pontos setoriais iniciais, acarretam a
anulagdo do momento estatico setorial Sw' Estes pontos séo
chamados centrdides setoriais. E possivel haver para um
mesmo poélo, num determinado perfil, mais de um centrdide

setorial. Como se mostra a seguir, ndo & dificil localizar

um destes pontos quando sdo dados o perfil e o pdlo.
A partir da lei de transformagcdo do momento
estatico setorial para wuma mudanca de ponto setorial

inicial (equagao (A.15)) e da hipdtese de dque S, é un

centrdide setorial, pode-se escrever

donde se obtém

0 = _ (A.18)

Assim, tem-se um centréide setorial no ponto para

o qual

wp(sl)(s) =0 (A.19)
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podendo, como j& mencionado, relativamente a um determinado

pdélo, haver mais de um ponto satisfazendo essa equacio.

A.5 - AREA SETORIAL PRINCIPAL

Chama-se A4rea setorial principal agquela para a
qual os produtos setoriais de inércia, Iwy e I,/ se
anulam. O pdlo relativo a &rea setorial principal é chamado
pdélo setorial principal ou, simplesmente, pdlo principal.

Suas coordenadas sdo obtidas a segquir.

A partir das leis de transformacdo dos produtos
setoriais de inércia para uma mudanga de pdlo (equagdes
(A.14)) e da hipdtese de que E é o pdlo setorial principal,

escreve-se o sistema:

I =T + (ze - zp) I

oy = Tuy - (e~ ¥p) I, =0

Yz y

Iwez = Iw z + (ze - zp) IZ - (ye -v) I =0

p Yz

donde se obtém as coordenadas do pélo principal

_ 1 -
Yo = yp + 5 (Iw y IZ Iw z Iyz) (A.20a)
P p
z =z + -2 (I _ I -1 I ) (A.20b)
W _zZ "y wy “yz' ' :
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sendo
2
D=1I_I_-1I° . (A.21)
Yy z yz

E importante observar que, como ja foi dito, em

virtude de os eixos y e =z serem centroidais, Iw y e
p
Iy 2 sdo invariantes em relagdo a posigdo do ponto setorial
p

inicial e, conseqientemente, as coordenadas do pdlo
principal também o séo. Conclui-se, entdo, que o pdlo
principal é um ponto particular da secdo transversal da
barra. Como se sabe, ele coincide com o centro de

cisalhamento da secéo.





