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SINOPSE

a50 estabelecidos 08 fundamentos teoricos do Metodo dos B
1ementos Finitos.

A teoria & apresentada de maneira especialmente adequada
a engenheiros estruturais, tendo-se procurado seguir uma linha ana-
loga 3 da analise matricial de estruturas reticuladas.

Como casos particulares de apllcaoao da teoria sdo estuda
dos, mais detalhadamente, & elasticidade plana (estados planos de
tensoes € deformacoes) e placas.

Casos ineditos de placas @ de problemas de estados planos
de tensoes e deformagdes Sao discutidos, com & apresentagao de tabe
las e gréficos.

{; apresentado um programa automatico que permite a anali-
se de placas € problemas de estados planos de tensoes e deformagoes
pelo Metodo dos Elementos Finitos; © programa foi desenvolvido em
wm computador TR 1130 com %2 K de memoria interna. fiste wnrograma
& descrito com algum detalhe e, para auxiliar sua comnreensao, & in

cluido um fluxograma simplificado do mesno.
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SYNOPSIS

The theoretical fundamentals of the Tinite Element He -
thod are established.

The theory has been set down in such a way as to be parti
cularly useful to structural engineers, and a line of study analo -
gous to that of the matrix analysis of framed structures has been
sought.

More detalled studies were made of plane elasticity (pla-
ne stresses and plane strains) and plates.

Examples of particular cases for the application of this
theory are given; and special cases whose solutions have not yet
appeared in technical literature are discussed in this work, the
results being presented in the form of tables and graphs.

An automatic prograll has also beed formulated to permit
analysis of plates and problems of plane stresses and plane strains
using the Finite Element Method. This program Was developed for an
TBM 1130, 32 K, internal memory computer. it has been described in

some detail, and & simplified flow chart has been included.
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NOTAGOES

‘ l determinante

[ ] matriz quadrada ou retangular

{ H matriz coluna

ﬁfA], [M]-1 natriz inversa da matriz [M]

MT M L matriz ¢ransposta da matriz |M

¥
{Se\, {ies deslocamentos nodais do elemento g referidos
respectivamente aos sistemas local e global

{8\1 deslocamentos do no i

{83 deslocamentos nodais da estrutura

{8&\ deslocamentos nodais desconhecidos

& deslocamentos dos apoil.os

a,
{&S matriz dos deslocamentos nodalis para 2 tastrutu
ra desmontada'
{f\ deslocamentos em um ponto do elemento
{dE% deslocamentos generalizados do elemento g
e e . e A .
[k ], [E ] matrizes de rigidez do elemento & associadas 305

. € R .
deslocamentos nodais {5 } e referidas respecti~

vamente aos sistemas local e global
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D

matriz de rigidez do elemento g associada aos

. e ~r
deslocamentos generallzados {d } e em relacgao &
um sistema de referencia local
matriz de rigidez global da estrutura

matriz de rigidez para & Nestrutura desmontada"

matrizes associadas a0 carregamento do elemento

a0 £ .
(forgas de massa, concentradas e de superficie)
cargas nodails totais

cargas nodais totais correspondentes ao08 deslo~

camentos nodails desconhecidos
reacoes nos apoios

. - . - ’
matriz das cargasaplicadas diretamente aos NOS

matriz das cargas nodais eguivalentes a0 carre=-

L4
gamento da estrutura (excluido {E})
matrizes das cargas nodais egquivalentes respec-
tivamente, para a ntastrutura desmontada', as

forgas de massa, concentradas e de superflcle

~ L) r r
forcas nodals anlicadas &0 elemento & referidas

respectivamente aos sistemas local e global

3 ~ s 1
matriz das forgas nodais para a Nagtrutura des-

montadal

forgas generalizadas Maplicadas' ao elemento e
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INTRODUGAO

Como se sabe O computador eletronico & um instrumento de
criagao recente. Antes do seu advento 05 engenheiros viam~se lrreme-
diavelmente tolhidos em sSuas concepgoes e analises estruturais pela
falta de um instrumento de trabalho adeguado. '

0s metodos classicos de analise apesar do seu aperfeigoa-
mento constante 56 eram capazes de oferecer solugdes a problemas sim
ples, geralmente bastante distanciados dos reals., A opgao natural,
os metodos numericos, era infelizmente vedada pelo grande esforgo e-
xigido e pouca confianga nos resultados.

Gom o computador as pr1n01pals restrigoes gque se famiam
aos metodos numericos desapareceram € astes tomaram tremendo impul-
so.com repercusséo em todas as ireas da engenharia e eim particular
na analise de estruturas.

For exémplo, a analise de estruturas reticuladas fol re -
‘formulada tendo em vista o novo instru umento de trabalho e distc re-
sultou a sua sistematizagao com a ajuda de metodos matricials. Com
isto pade se obter andlises rapidas e precisas de estruturas relati
vamente complexas para as mais diversas condicaés de carregamento
permltlndo, inclusive, & otimizacio do projeto e calculo.

Deve-5e render um tributo especilal a industria aeronauti-
ca pois foi principalmente a necessidade de se obter estruturas le-
ves e seguras_sujeitas a severas condlgoes de trabalho a mola pro -
pulsora deste desenvolvimento.

1) fa01l de se Ver, todavia, gque as novas concepgoes arquiteté
nicas, os reatores nucleares, os monstruosos petroleiros, as majes-
tosas barragens e pontes, etc, eram e sao tambem desafios a capaci-
dade criadora do engenheiro.

Lamentavelmente para enfrentar tais situagoes ele dispu -
nha apenas dos métodos convencionais, gque eram reconhecidamente
bons para estruturas simples mas que falhavam em casos mais comple-

¥xo0s, ou entao da analise experimental, sabidamente dispendiosa, em



modelos reduzidos.

Como era de 5e€ esperar foram atacados problemas malis com
plexos relativos a0 meio continuo na esperanca de resolve-los por
algum processo adequado de,discretizaqéo.

O Mét?do das Diferengas Finitas, jé conhecido & esta al-
tura, foi desenvolvido e aplicado com sucesso el inumeras situa -
goes.

Todavia com & continuagado das pesquisas uil novo caminho
foi. aberto com & criagao do Método dos Elementos Finitos.

file & uma opGao vantajosa ao Metodo das Diferengas Fini-

3!415 16

tas BOD inumeros aspectos Em particular sua concepgao e de
senvolviﬁento iniciais foram feitos em analogia 4 Analise Matrici-
al de Estruturas Reticuladas o que O torna atrativo a0 engenheiro
estrutural. Ainda por este mesmo motive sua programaqao para um
computador digital & relativamente simples,o due nio acontece com
o Metodo das Diferengas Finitas.

Entre outras vantagens apresentadas pelo Méetodo dos Ele-

mentos Finitos pode~s€ citar: '

a) grande facilidade no trato das condigoes de contorno
sejam estas expressas em termos de deslocamentos ou
forgas;

b) permite considerar orificios, descontinuidades, nao
homogeneidade € anisotropia dentro da formulagao nor-
mal e com facilidade;

c) permite a utilizagéo de malhas irregulares O que faci
1ita o estudo de corpos com contorno gualquer assin
como o estudo detalhado de regides onde haja varia -
¢oes bruscas de tensoes}

d) permite analisar a estrutura como um todo, com & uti-
lizagao de slementos de naturezz aiferente (viga, pla
ca, Casca, etcls

e) o sistema de equaq5es lineares obtido & normalmente

bem condicionado e em geral apresenta menos problemas
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do que o obtido, por exemplo, pelo Metodo das Diferen
cas Finitas '

) problemas de natureza dinamica 520 tratados de forma

analoga 808 ae natureza estatica e com & mesma simpli
.Cidadeﬁ tamben nroblemas de establlldade elastica.

f. de se notar ainda que © metodo, ja a esia altura consa
gfado em problemas elasticos 11neares,comeqa a ser empregado e
problemas nao ZL:|_1r1ea.1_"es/l (plasticidade,»grandes deformagoes) e vis-
co—elastlcos (deformaqao lenta) com resultados promissores. Alem
do mails a& compfovaqao da natureza variacional do metodo permitiu 2
sua formulagao matematica adequadav‘e, como resultado 1med1ato, 0
seu emprégo em problemas nao estruturals mas de carater varlaclo -
nal.

Nio & de se estranhar, pois, gue ao verificar o grande
poten01al do novo método inumeros pesqulsadores tenham dirigido
seus esforgos para ele e um numero assombroso de artigos tenha . si
-do publlcado, pouco mals de dez anos. Verifica-se pela sua ledi-
tura que O metodo tem 51do apllcado ‘com sucesso nas mals diversas
situagoes. ) | o

Infellzmente, todavié, como géralménte acontece em tais
situanes,_e 3ificil ter-se uma 1dela global do conjunto. Muito
mals d1f1c11 alnda'é conseguir'organlzar as 1nformaq6es dadas em
pequenas e incompletas doses a fim de se€ poder utilizar gfetivamell
te o noOvo metodo emr51tuaqaes impossiveis de serenm abvordadas por
outros processos. ' '

Recentemente & publicaQQO‘de dois ].ivx‘osﬂl’2 sobre 0 as -
sunto veio'agudar a se ter uma idéia global a seu respelto. Entre-
tanto, da suad leitura a solugao de problemas reals ha um longo c&-
mlnho a percorrer. Isto se deve pr1n01pa1mente 4 necessildade de se
_programar o metodo para computadores digitais. Nao ha, pratlcamen—
te, publlcaqoes espe01f1cas sobre estes programas. A realidade MOS
tra que © tempo € trabalho envolvidos na sud preparagéo ¢ de tal

ordem que 085 Se€US possuldores nac se mostram propensos & cedé-1o5.



-9~

Acrescente—se a isto © fato QOS programas serem feitos para compl=
tadored especificos nao podendo ser, ©m geral, ubilizados imediatad
mente em outrqs-computddores.

Foi © reconhecimento 4o inegavel valor do Metodo doS Ele
mentos Finitos 1O trato de problemas outrora insolﬁveis em termos
préticos,associado a necessidade de s© dispor de um programa gue
fermita o seu WSO gue deramt origem & este prabalho.

Sua versatilidade e comprovada pela apresentaqéo das SO~
1ugoes 4€ vhrios problemas de interesse teorico e pratico ainda
nho tratados na pibliografia especializada. '

Tendo en vista ©OF motivos expostos yesolveu-sS€, éo se es-
quematizar a tarefa & ser empreendida, que‘seriam desenvolvidas tres
partes:

a) 08 fundamentos teoricosi

1) um programd automaticos

c) aplicaqaes do metodo &0 estudo de problemas ineditos de elasticl
dade plana e placabe

0s fundamentos teoricos bheicos S80 desenvolvidos nos
tres primeiros capitulos; procurou—se apfesentar o metodo de forma
especialmente dirigida 208 engenheiros estruturais. para isto S5& 7
puiu-se uma 1inha de apresentaqao analoga 3 da Analise Matricial de
Eetruturas Reticuladas, procurando—se faper © wméetodo dos Flementos
Finitos uma'sequéncia natural desta.

Hao obstante todos OB resultados apresentados nestes capi
rulos serem conhecidos, acredita-se haver uma contribuiqéo do autor
visando & sistematizaqéo do desenvolvimento teorico.

Nos capitulos,IV e V S8.0 discutidos em detalbe os proble
mas de estados planos de tensoes © deformaqaes e placasi trata-5€,
naturalmente, de uma continuaqéo da teorid tendo e€m vista © progra-
ma automético gue rrata de problemas de elasticidade plana € Pla -
cabs

Tio capitulo v, referente & placas; ha dois pontos & desta

car:
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1) visando-sSe minimizar oS errosS, guando da aplicagéo prética, alte
rou-se & numeragao 4os vertices GO elemento retangular ortotropo de
placa apresentado na referencia 1 -~ disto resulton uma matriz de Tl
gidez analoga a apresentada nesta referencia porém com linhas € CO-
lunas trocadas; :

2) a matriz de rigidez para elemento triangular ortotropo de placa
apresentada na referencia 6 esta erradas o arro @ indicado e ela e
mais trabalhada visando maior eficiéncia.

No capitulo VI justifica-se & escolha dos elementos adota
dos ao mesmo tempo em gque sao0 discutidos eriterios para a escolha
da lei de variacgao dos deslocamentos.

¢ capitulo VII & o das aplicagoes; sho apresentadas oito
placas € duas chapas, as qualils se discuten pormenorizadamente com &
apresentaqéo de tabelas e gréficos.

Finalmente, no apéndice, & explicado © programa automati-
co desenvolvidos deve-se observar gue aste & © primelro programa
desta natureza desenvolvido no Brasil e tambem, gue sersaiba, o pri
meiro publicado que permite & analise de placase Como jé se disse,
sabe-s5e que existem programas analogos em alguns centros especiali-
sados - apenas evita-se sua difusao.

Deve Ser salientado que © autor procurol otimizar o pro -
grama na mnedida permitida por um computador de pequeno norte como é
o caso do TR 1130 no qual foi desenvolvidoj para isto lancgou mao
de Lécnicas modernas €, em varticular, inspirou~se HO excelente tra
palho de Gere € Weaver para estruturas reticuladas, do gual tomou
conhecimento guando de seusS estudos na Universidade de Stanford.

herescente-se ainda ague O nrograma foi desenvolvido de
forma a permitir, com ligeiras alteragoes, © tratamento de outros

problemas cOmO elasticidade tri-dimensional, CASCHS, etc.
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CAPITULO I - IDEALIZACAC ESTRUTURAL

1.1 - Consideragoes gerails

fo se estudar um meio continuo elastico pelo Metodo dos
Flementos Finitosdevem-—se considerar as seguintes etapas fundamen-
tais:

a) idealirzacgac estruturalj;

et
b) calculo das matrizes de rigidez (flexibilidade) dos e

lementos;

; L . ,

: , primeira etapa e a fundamental porgue e
- 3 L4 3 ~ . N i

nela que as diversas hipoteses aproximadas sao feitas e, consequen

temente, os resultados depgnderdo de terem sido adequadas ou nao
% :

estas hlpoteses.

0 calculo das matrizes de rigildez (flex1b111dade) ¢ um
processo de certa forma rotineiro partindo-se de hipoteses feitas
na primeira etapa.

Na etapa final ob%em se os deslocamentos assim como as
tensOes na estrutura tendo em vista o carregamento a que ela esta
submétida.

Para esta analise utiliza-se o Metodo dos Deslocamentos
por ser o gque melhor se presta ao calculo automatico (logo, no 1 -
tem b serao calculadas matrizes de rigidez). v

Vale dizer que existe absoluta dualidade entre o HMetodo
dos Deslocamentos e 0O étodo das Forgas dentro do Metodo dos Ele -
mentos Finitos. A cada hipotese feita tendo em vista o Metodo dos
Deslocamentos corresponde uma andloga para o Método das Forgas e e
p&SSivel desenvolveremse dois processos de analise, no ¥Método dos L
lemehtos Finitos, em paralelo. Todavia, tendo em vista o carater
déste trabalho ndo havera preocupagao em mostrar esta analogia e
se concentrara no desenvolvimento que leva ao uso do Metodo dos

Deslocamentos.
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Heste capitulo e nos que se sefuen serao consideradas em

detalhe as tres etapas mencionadas.

1.2 Fundamentos

~ x ’ » . - ’ 0
A essencia fundamental dos metodos matricials de analise

e do

Método dos lilementos Finitos & a possibilidade de poder-se

substituir a estrutura continua vor um conjunto de elementos estru-

turaise.

Naturalmente se sSe divide o continuo por meio de linhas

€ - .
ou superficiles & fim
rais verifica-se gque
to de pontos. Logo & simples divisao nao

cretizar o problema.

de se obter ©O conjunto de elementos estrutu -

-~ L 3 . .
eles estao interligados nor um numero infini-

Z suficiente para se dis-—

Para superar © impasse supSem—se os elementos interliga -~

dos por um numero finito de nontos nodais situados no selu contorno.

. 4
Isto Telto consideram-se 0S deslocamentos deéstes nos como &as

cognitas do problema aue &, desta forma,

s . . - ~ .
ra posterlormente estas hipoteses permitirao reduzir

in -
discretizado. Como S5e& Ve-

bl
o nroblema a

solugao de um sistema de equagoes algébricas 1ineares a semelhanga

do gue ocorre na analise de estruturas reticuladas.

Como ]8 e teve ocasiao de mencionar e Dosslvel identifi-

r' — 3 L]
car o Metodo dos FElementos Finitos como ui metodo variacional e a

~ rd

razao de se procurar apresenta-lo em uma
1lise matricial de estruturas reticuladas
s5o e aproveltar & ezperlen01a acumulada

Verifica-~se, todavia, que se &

te ser aproveltada, ja nho e tao simples
mecanismo, a0 contrario do

ticuladas.

14inha semelhante a da ana-
4 facilitar sua compreen-
nesta.

experiéncia pade realmen—

aceitar intuitivamente seu

gque acontece na analise de estruturas re

[ ] ~ Ll -
Ha figura 1.1 estao representados um portico plano e sua

idealizacao estrutural.
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Figura 1.1

A hipotese feita mara sé obter a 1dealizagao estrutural
4 considerarem-sé 0S elementos estruturais com carater pnidimensig
nal. Ve-se imediatamente aque S5€ se considera &, b e g como O con -
junto de elementos estruturals equlvalente a estrutura original el
tio obtem-se elementos ligados entre si por umn numero discreto de
pontos. fste fato facilita enormemente & analise.

% relativamente simples neste caso passar-se das egua -
goes diferenciais do meio continuo a um sistema de equaqoes algé -
bricas.

Qbserve~se inicialmente que as proprledades elasticas
destes clementos estruturais podem ser determinadas facilmente e
com preciséo satisfatéria a partir das teorias clementares de fle-
x50 e torgao, especialmente para eclementos em que Seu comprimento
tenha carater dominante (para elementos bl e trl—dlmen51ona15 a
situagao nao ¢ tio simples).

X nossivel, entao, resolverem-se, para cada elemento, &S

quagoes diferenciais da Teoria G& Flasticidade em tarmos dos valo
res 10 contorno (forcas e deslocamentos NOS nos ). Lom seguida, 8 52
tisfacao das condicoes de contorno en elementos adjacentes fornece
um sistema de eqanSes a]gebrlcas cuja s01lugao permite avaliar 08
valores no contorno desconhecidos. Uma vez determinados ales wermi
tem analisar todos 05 elementos nor melio de relagoes forca~desloca
mento ou deslocamento- ~forga nreV1aﬂente estabelecidas.

Ve-5€, portanto, aque 2s estruturas reticuladas nac ofere
cem qualouer dificuldade 20 processo de d1%cret1zaqao.

Wao e de se cstranhar, pois, dBe as primeiras tentativas

B L1 ~ £
de se estudar o melo continuo resultassem do esforgo en representa
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lo por estruturas reticuladas em que as propricdades elésficas dos
elementos estruturais eram calculadas de forma a simularem o funci
onamento do meio continuo.

Sabe-~se, por exemplo, que em muitos casos e possivel ana
lisar-se uma placa substituindo~a por uma g;relha8 ou uma casca ide
alizando-a como treliga espacial.

pdmite-se, inclusive, que © conceito de elemento finito
surgiu da tentativa de melhorar o modélo reticulado sugerido por
Hrennikoff e posteriormente por McHenry para © estudo de estados
planocs de tensSesg.

Logo, & importante inovagao introduzida pelo Metodo dos
Flementos Finitos nao &, certamente, & representagao do continuo
por elementos estruturais e sim o0 uso de elementos bi e tri-dimen-—
sionais com os guals, a0 5€ reduzir sucessivamente seu tamanho, e
possivel obter—-se uma idealizagao mais adequada.

Uma vantagem imediata permitida por esta representagéo e
considerarmmseaspropriedades do material que forma cada elemento
idénticas as do continuo original. Isto facilita sobremaneira a
consideracgdo, por exemplo, de anisotropia e heterogeneidade.

Nao obstante esta signiticativa generalizagao podem~se
ainda empregar 085 metodos matriciais de analise de estruturas reti
culadass; comno Se€ vera as propriedades de cada elemento serao caleu
ladas utilizando-se a teoria assoclada aos meios continuos,ao pas-
s0 que a analise da estrutura continua serérefetuada sobre o con -
junto de elementos estruturais gquando entao os referidos metodos
matriciais poderao ser utilizados.

Ver-se-a a seguir, todavia, que O processo de discretiza
gao do melo continuo por elementos.que estio inicialmente ligados
continuamente nao ¢ tao simples como o das estruturas reticuladas
e apresenta algumas dificuldades.

i de se notar a este ponto a diferenga existente entre o
Método dos Llementos Finitos e © Matodo das Diferencas Finitas. Ko

. N N . ~ £ - .
primeiro faz-Se umna aproximagao fisica e uma vez feilta esta prosse



-15-

gue-se normalmente sell nenhuma outra aprox1magao. No Método das Di
ferengas Finitas ao contrarlo obtem—se as equaqoes exatas forneci-
das pela Teoria. da Elastlcldade relatlvas ao meio que esta sendo

estudado € estas € quersao resolvidas por processos matematicos a-

proximados.

1.3 - Campo de deslocamentos

A determinagao das propriedades elasticas dos elementos
estruturals das estfuturas reticuladas, ol seja,'o calculo das ma-
trizes de ‘rigidez a55001adas a estes elementos, & geralmente feita

col simplicidade. O'metOdo mais comum para a determinagao dos coe-
f1c1entes das matrizes consiste em se flxarem ag juntas do elemento
e 1ntroduzlr, um de cada Ve, deslocamentos ‘unitarios ao mesmo tem.
po em que todos os outros deslocamentos sao impedidos. Naturalmen—,
te, em cada etapa, & necessarlo que se apliquem forqas para manter
o] elemento (descarregado) em equillbrlo. Estas forqas assim deter-
minadas irao constltulr a coluna da matrlz de rigide=z corresPondeg
te ao deslocamento introduzido. - ' -

Bste ﬁrocesso, todavié, naoc pode SeT ugado para elemen -
tos bi e tri- dlmen51ona15 por d01s motlvos. .

Em prlmelro lugar & em geral muito dlflcll a ‘determina -
Gao destas.forgas; com 0S metodos matematicos dlSpoanelS atualmen’
te & na realidade impossivel aste calculo na grande maioria dos-cg
S0S . - ' '

‘ Fm segundo lugar, ¢ & éste realmente © mofivo:principal,
.uma aproxlmaqao feita desta forma dificilmente:representaria ade -
quadamente O funcionamento do contlnuo.

Ve ja-se, poT exemplo, que esta forma de determinar as
forgas permite que 0s elementos desloquem -56e pratlcamente indepen-
dentemente uns dos outros,raa que 05 uﬂlcos pontos de llgaqao 520

rd
05 NNOS.
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indeformado dgformado

Figura 1.2

A figura 1. 2 mostra, para 0S5 elementos retangulares re =
presentados, o conauntO-lndeformado e deformado (deformagao corres
pondente & um certo carregamento). fi facil de se notar que em algu
mas regioes 08 elementos &€ sobrepoem € el outras hé espPagGos va- -
2108 - ' :

Tenm-s¢e a551m,uma 1deallzagéo por demails flexivel e incé—
paz de representar adequadamente o continuo. Opserve-se, Ge passas
gem, gque este fato nac tem a menor 1mportancla nas estruturas reti
culadas.

plem do mais teriamos na regiao dos nés forte concentra-
gao de tensoes produ21das pelas forgas concentradas transmitidas
por eles, as gquals introduzem descontlnuldades inexistentes no col
tinvo. Nao se pode esperar, pois, gque © campo de tensoes obtido
com este modelo represente coll alguma fidelidade © correspondente

‘1o continuo. _

A forma de Sse obter un modelo capaz de simular adequada—
mente © continuo esta intimamente relacionada com & sua capacidade
em represental de forma satisfatorla as deformagoes que'realmente
pcorrem na estrutura real. '

Deve-se, POisS, exigir que cada elemento estrutural seja
capaz de - representar satisfatoriamente as deformagoes que ocorrem
na regiﬁo correspondente do continuo.

0 metodo ‘normalmente utilizado para obter-se aste resul-

tado @ estabelecer .se a lel de ‘yariagao do campo de deslocémehtos.

f esta a opefaqao mals dellcada do Metodo dos Elementos

Trinitos e tambem a mais dificile.



-17=

Os criterios para & escolha das fungoes representativas
dos deslocamentos serao abordados em um capitulo posterior guando
. tambem se tratara do problema da convergéncia da solugao aproxima=
da, thida com ©O modélo formado pelo cqnjunto de clementos estrutu
rails finitos,'para a solugao exata quando © tamanho dos elementos
diminui. Ja no préximo capitulo, todavia, estas fungoes serao in -

troduzidas pois que 520 fundamentais 20 desenvolvimento da teoria.
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caritowe IT - cALCULO DA MATRIZ DE RIGIDEZ DE UM
ELEMENTO

2,1 - Fungoes de deslocamento

A escolha das funéﬁes de deslodamento,'ou seja, da lei
de.variaqao do campo de deslocamentos de um glemento estrutural, e
parte do processo de idealizag¢ao estrutural. Todavia, para unificar
a exposiqao relativa a determinaqao da matriz de rigidez de um ele
mento considerou-Sseé mais'adequado fazer o desenVOIV1mento matematl
co assocciado & esta escolha neste capltulo.

Ressalte-s86, novamente, que esta escolha deve seguir cer
tos criterios, 08 quais serao estudados em capltulo posterior. No
gque se segue e, entretanto, irrelevante saber~se até que ponto fo—
ram satisfeitos o5 referidos criterios ja que a escolha em sSi nao
& feita.

Como S€ saberda_anallse matrlclal de estruturas reticula
das a escolha do sistema de referencia adotado para 085 calculos in

flui na malor ou menor dificuldade em obter-se & matriz de rigide=
'de am elemento. A experlencla mostra queé para elementos mais com -
plexos o uso de sistemas de referencia locals facilita sobremanei-
ra o calculo.

Por isto supoe-se que a matriz de rigidez ¢ determinada
em relagao s um sistema de referencia local. Posteriormente, quan-
do da analise, -ela & transformada de forma a poder—se usar um unico
gistema de referencia (glqbal) para todos 08 elementos.

As incognitas no Método dos Deslocamentos sfio, GOmO ja
se disse, 08 deslocamentos nodais.

suponha-se ter uml elemento com P nos, estando associados
a cada no % deslocamentos (rotagoes poden estar incluidas dependen
do do problema em foco), a este elemento estao associados, pois,
\::%XX deslocamentos nodais que S5erao normalmente representados

por
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As submatrizes {S}i,{ﬁgj,,..t&sm representam 0S8 desloca-~
mentos associados aos NOS iy,jeeeem do elemento.

A introduqéo das fungoes de deslocamento e feita supondo
se gue 0S5 deslocamentos {fapem um ponto do elemento possam Ser ex-

pressos pela equaqéo matricial

@ - 16 e

isto &, admite-se ser possivel exprimir oS deslocamentos
em um ponto do elemento c¢omo fungoes lineares dos deslocamentos NQ
dais; os coeficientes da matriz [ﬁ] .

sho, em geral, fungoes continuas da posigao do ponto con-
Siderado.

0 desenvolvimento tebrico que-agora se inicia refere-se
a problemas de qlasticidade linear; isto &, admite-se que as ten -
s8des em um ponto sejam uma combinagao linear das deformagoes asso-
Aciadas (lei de Hooke generalizada) e que 05 deslocamentos sejam,péf‘
quenos. ' -

Se se€ examina a equagéo'(2.1) 3 luz da teoria elastica
1inear verifica-se que para ela ser.véiida & necessario que © ele—
mento &M estudo esteja ligado ao meio circundante por pontos dis -
cretos. HNa realidade, coOmo ja se disse, a0 se dividir o continuo
por linhas ou superficies obtem-se elementos que estao ligados col
tinuamente ao meio gue 05 circunda. Consequentemente, o uso da e -
quagao (2.1) introduzida por uma necessidade de discretizagaci.le-
vara, em geral, 2 representaqaes éproximadas do campo de deforma -

cbes real.

Heste trabalho nao 5erao considerados problemas dinami
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cos; todavia vale ressaltar que neste tipo de problemas & matriz
[ﬁ] & inexistente mesmo para elementod ligados &0 meio circundante
por pontos discretos.

£ tamben comum introduziremseas fungoes de deslocamento
supondo-se ser possivel exprimir oS deslocamentos &ﬁx em um ponto
do elemento como fungoes lineares de parémetros que serao consi-

derados como coordenadas generalizadas:

gy - (v Y (2.2)

Como anteriormente, 05 coeficientes da matriz (ﬁﬁ] a0 W
sualmente fungoes cpntinuas da posiqéo'do'ponto considerado.

Ha interesse el ambos OS processos € por isto eles serao
desenvolvidos simultﬁneamente. No desenvolv1mento gque se 5cgue su-
por—se;é o nuamero de coordenadas generalizadas %&H 1guale1k
to e, igual ao numero de deslocamentos nodais do elemento.

B equaqao (2.2) pefmlte relacionar as coordenadas genera

ligadas &k} ao0s deslocamentos nodais {&e . Ela permite gscrever (

supondo Xyz © sistema de referencia)

{Q‘i = o (xi’yi’zij] {"'*eif
[‘/5]\]3 [N‘.(xj,yj,zj)j {cﬁe‘]

{b}m [N' (xm’ym’zm] ‘tfj‘e?

i

1t

” . ~ R ~
Agrupando—se em uma unica equagas obtem~5€

h “{inT itﬂ‘(}x JTy 0% B
Iy, | = | O G s Y

L{E'kmj L[Nl(}{111’3{91’2111ﬂ f

ou
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159 RNt | (2.3)

onde

E\“ (xi’yi’z‘}l"_)]

[C] = E‘]'(.Xj,yj,zj)l!. .

o (xm,ym,zmﬂ

e a matriz de€ transformaqao gue assocla OB deslocamentos generali-
)8 - . € ‘
7zados &i!} aos deslocamentos nodals {5 H.
i, agora, tambemn possivel obter-se 2 relaqéorinversa a

representada por (2.3):

1 - T8y (2.1

A mabriz EQ]—1 normalmente 4 obtida sem naiores probie -
mas tratando—se‘de pmera rotind de inverséo; algumés vézes, toda ~
via, dependendo gas hipoteses feitas com relagao as fungoes de des
locamenfo e tambemn dependendo da orientaqao ao elemento pode—se
ter uma matriz [b] singulat '

e bem que © problema pos58 ser contornado muitas vézes
simplesmente mudando & orientaqéo go elemento, tem s51do evitado O

uso de funqaes de deslocamento em que esta singularidade possa & -

contecer . .
Se se introduz agora na'equaqéo (2.2) © valor de {gﬁ& ob.

tido em (th) pem-se®

(- BT - (2.5)

A comparaqao entre as equaqaes (2.1) e (2.5) mostra aue

(vl = [;JZH[C]” o (2.6)

© (omo 5@ yera adiante & matrisz 1?‘] e a de mals simples
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formulagho; algumas vezes & possivel obterem-se expressoes explici-
tas para [N] mas em geral esta determinagao & bastante laboriosa.
Quando for este o caso a equagao (2.6 & muito util ja que permite
obter-se [N] com simplicidade; a inversao da matriz EJ] como se
disse, nao oferece maiores problemas sendo feita automaticamente pe

1o computador.

2.2 - Deformagoes no elemento

As equagdes (2.1) e (2.2) definindo o campo de desloca -
mentos do elemento prestam-se, naturalmente, a determinagao das deg
formagoes associadas a este campo.

Assim, derivando-se adequadamente OS deslocamentos {f),

o gue corresponde a derivar as matrizes [N] e [ﬁ'] obtem-~se
{%
13

A matriz {E} representa as deformacgoes totails englobando,

il

[B]{Se} , (2.7)
[a | (2.8)

1l

caso existam, deformdQBes inicials causadas por efeitos de tempera
tura, pre- esforgo, etc.

A matriz {f} pode incluir, dependendo do problema em &5-
tudo, rotacoes. Lsto da a nmatriz das deformagoes {5& um carater
mais geral e e conveniente considera-la como representando, na ver
dade, distorgoes no elemento. O uso da palavra deformagao ¢ assim
generalizado eegla poderé significar, por exemplo, curvatura.

As equagoes (2.1) e (2.8) permitem escrever:

I B

Comparando (2.7) e (2.9) veé~se que

[2] = [Q][C]” 7 (2.10)
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2.% - Tensoes no_elemento

Se se representa por {e} a matriz das deformagoes elésti

cas pode-se escrever

Bt -y - (2.11)

onde {@ﬁ ‘¢ a matriz das deformagoes iniciais.

Tem-se suposto o material do elemento ehéstico e a lei
de Hooke generalizada vélida; se alem disso o matefial do elemento
e homogéneojg_équaqao relacicnando as tensbes e deformagoes & da

forma

Il_mb: ED]{GIJ- . ' | (2.12)

onde %T% 4 a matriz das tensoes e [D] & uma matriz de transforma-
cio associando as deformagdes elasticas as tensoes. A matriz [ﬁ] é
representativa das propriedades do material do elemento. '

. As equagoes (2.11) e (2.12) permitem escrever

o) = o]y -4 y) (2.13)
De (2.7) e (2.13) obtém-ce

16y - I - &£

@ - 07 B - BHe) (2.10)

ou

Se se faz

[s] = [P1[E] . (2.15)

a equagao (2.1%) fica
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19} = [s748% - [PT4ed (2.16)

Pode-se fazer um desenvolvimento andlogo considerando-se
as coordgnadas generalizadas {ié}. Levando o valor de {E} dado pe-
la eqpagéo (2.8) na equagdo (2.13) tem-se

B LTk By em

Das equagoes (2.4) e (2,17) tira-se

- DR E - RIS (2.18)

Comparando as equagoes (2.16) e (2.18) conclui-se ainda

que

(5] =PI (2.19)

5.4 - Matriz de rigidez do elemento

Gonsidere~-se um elemento ligado ao meio circundante por
um numero finito de pontos (nos) e sejam Slg%' e {Fe} os deslocamen-
tos e forcgas associados a astes nos. Vai-se procurar determinar u-
‘ma relagao entre estas forgas e deslocamentos nodais e para isto
sera utilizado o Principio do Trabalho Yirtual. O elemento pode es
tar sujeito a um estado inicial de deformagac mas O carregamento e
constituido exclusivamente pelas forgas nodais.

Assim sendo dé-se ao elemento nova configurégéo, tendo
emn vista, porém} gue 05 incrementos infinitesimails introduzidos de
vem ser de natureza a respeitar a compatibilidade das deformagoes.

Como nesta transformagao de configuragoes o carregamento
permanece inalterado, o trabalho realizado pelas forgas externas e
dado por (o simbolo % indica que © incremento sofrido pela grande

~ rd . L4 . "
za a qual esta associado e devido ao deslocamento virtual):

we* - {Se*}T =%y | (2.20)
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Hesta equaGao Ww® representa o trabalho das forgas exter=-
nas.

5e se representa a energia de deformagao do elemento por
Ue, os incrementos das deformacoes em um ponto do seu interior por
{ﬁ%} (o indice E'é usado para ressaltar gue s5€ trata de deforma =
goes compativeis), as tensdes por {Sv} (o indice v indica tratar-

se das tensoes verdadeiras), © incremento da energia de deformagao

& entao dado poT (ohservar que-&F‘b permanace inalterado):

ue¥k - s{a’gyT{Gv\J av , (2.21)
A

0 Principio do Trabalho Tirtual estabelece que
we* - uo¥ (2.22)

As equagoes (2.20), (2.21) e (2.22) permitem escrever

£6°8 TiFY = j{EtST{GV} av (2.23)
N

A obtengao de deformagoes compativels € relativamente
simples nao havendo maiores problemas em conseguir~se Uma relagao

do tipo (2.20):
€3 - 167 (2:24
De (2.24) obtem-se
ey - P * @

~ ~ - . ’
4 determinagad das tensoes € deformagoes verdadeiras €
geralmente problemética mas como s8e trata de problemas elasticos

lineares ¢ valida a relagho (2.26):

{ey - 1Y (2.26)
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Unma vez conhecida a matriz [?vl'a obtengao de {F‘b e sim

ples: .
i\ R ]y = [D]EY - _{Eg}) o (@)
As equaqus (2.26) e (é?27).permi£em escrever
3 [D][B ]{5\ [D {t\; - O (2.28)

. Introduzindo em (2. 23) 05 valores de .?E*'S {(I" dados
por (2. 25) e (2 28) obtem-se

T - HS 8% p P P16y - I
{844 - {Se% S Eatl (1 I{%‘x @1%-03? av |
_ &%‘f’"}TQFe} " j [B, ]T([D][B ]{S } [DJ{EC})) av) = © ._(2.29)

Como a expressao (2. 29) deve ser vallda para qualquer des

locamento virtual ig i':5':segue ~se que
{F :j [,] (M[B ]&s@g - [D]'{t\)) av |
{1")} () B, ] 1le, ]dv){S} L .[p_]{ac}) av ' (2.30)

A equaqao (2. 30) e a relagao procurada, como -se ressal -

1i

tou no inicio ela foi determinada para um clemento ligado ao meio -

-~ circundante pOTY pontos dlscretos e su3e1t0 a um carregainento forma

do por cargas nodais.
Nao se pode, portanto, a rlgor, ntiliza-la para um ele -
mento em que a8 llgaqoes sao contlnuas a0 inves de dlscretas Nao

obstante e o que se fara, 15t0 naturalmente 1mpllcara em soluqoes
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aprox1madas. _

Ve-se claramente gue Uma aprox1magao feita consiste em
substituir-se & dlstrlbulqao de tensoes existente mo contorno do g
lemerto por um ‘conjunto de forgas nodais.

Estas forgas sao,_evidentemente, ficticias tratando-se
simplesmente de um artificio matematico com vistas a discretizaqéo
do problema.

| Recapltulando 2 dedugao da equagao (2.30) vé-se que esta
agrbximagéo e 1ntroduz1da pela equagao (2.20) quando © incremento
e% & calculado. o _

plem desta anrox1maqao e introduzida outra pela equagao
(2.26) que 6 & valida quando © numero de 1igaq6es com Q_meio cir-
cundante ¢ discreto.

A equagao (2.30) na forma COmMO esta apresenta el geral 4i
ficuldades em Ser estabe1e01da pols que & determinaqéo da matriz
[?vj e muito dgificil 6u mesmo 1mp0551vel na maioria dos cAaS0S «

A matriz Eﬁvj,representa a dlstrlbulgao exata do campo
de deformagoes; isto quer dizer que O sell uso na equagao (2.30) ga
rante a_satisfaqéo das equagoes de equilibrio e compatibilidade e
todo © elemento. .

Logo, se 5@ vai usar outra matrii gue nao [B estas e -
quaqoes nao serao totalmente satisfeitas e © grau de aprox1maqao
introduzido depende, naturalmente, de se saber ate que ponto elas
foram satisfeitas. -

0 que normalmente sS€ faz, tendo em vista © #etodo dos E-
1ementos Finitos, & supor gque as equagoes de compatibilidade 540
satlsfeltas, 1sto e, que as deformagoes no elemento 530 compati -

vels. Neste £aso [ﬁ j [? ] e a equagao (2.30) fica

_\E-eg B ) 1B, 1 o] ] an sy - jv [B.] LD]{EOIS av (2.?1)

Nos elementos.flnltos a serem estudados neste trabalho
tem-se sempre compatibilidade de deformaqao no 1nter10r do elemen-

to. Assim, comparando as equagoes (2.7) e (2. 2h) ve -se gue
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\:BC] = [B7]

A equaqao (2.31) pode finalmente ser escrita:l

1y - ()V 3] I0e] av)489 -L [3TD1EY v (2.32)

Define-se,agora, como matriz de rigidez do elemento assg

ciada aos deslocamentos {ﬁe} a matriz [kel dada por

() - ) T PIred o (2.53)

6e-se introduz este valor na equagio (2.32) obtem-se uma

relacao mais condensada:

Y = ] & -‘ []°[o]{&y ov (2.34)

Todo © desenvolv1mento feito para se obter & matriz [Fé}
relacionou-se &08 deslocamentos nodais {§ } possivel fazer-se O
mesmo-considerando-se as Qoordenadas generallzadés {ﬁéa.

S5e se representa por } as forgas generallzadas associ

adas as coordenadas generallzadas {gﬁ} entao

o -{d"eﬁ]T{(‘?e} 7 (2'55).

Ja se viu que

le\g*c\]T{Gv\ av o (2.21)

we* - ot (2.22)

ye¥

ii

As equagoes (2.217, (2.22) e (2.%5) permitenm escrever

T{qe‘j =ﬁ Je VT av (2.36).

Analogamente ao que foi feito para 0S5 deslocamentos no -
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dails {Se} também se tem

1

) - (1% | (237)
RS D e
{Q) - To, Iy a9
£ - .[P]:[Q-v]{ﬁj - [D_]{Ec} o  (2.40)

Introduzindo na equagao (2,%6) os valores de‘iﬁﬁg-e %?;5

1l

dados nas equagaés (2.%8) e (2.40)'obt§m;se
et = | o T EICAICS I EIAS
Pl e W N CRRID) CR IS IS B

N

Como esta expresséo deve S5eT valida para qualquer valoy

de {ff*} segue-se Qque

W) - ¢ LI P D - |poedey e O

. geguindo a mesma linha de argumentos désenvolvida para

0s deslocamentos nodais {563 chega-se, finalmente,é equagéo

L‘%eg = (\ [é]T[D]EQ] dV){d\%‘] - L[Q]T[Dj{io?j av (2.42)

Define-se entao como matriz de rigidez do elemento asso-

ciada #0S desloéamentos generalizados *;e} a matriz Ek;] dada por

1 - | LeTEelled o (25)

A equagao (2.42) pode entio ser escrita
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o - BT - | LTI (2.4)

. - ~
nte relacionar estes resulta a comparagao

£ s
f interessa dos;

goes (2.23) e (2.,36) mostra que

das equa

(2.45)

R S R U RRE

Da equagao (2.4) obtem-se

{qet} T _ .{%e*} T [-C—-’l ]T

Y e (2.46) permitemn escrever

(2.k6)

AS equagoes (2.45

{_fhe"}T({jﬁ'e\ ~ ['_C-’le {ga&) -0
reléqao e vélida_para gqualguer valor de {ge&}

Como esta
{Fe& e generalizadaSnbe e

- ~ .
a relagao entre &5 forgas nodais

Ay - [C_qIT%ﬁf% (2.47)

(2.48)

ou ‘
e T

9%y =[] ey

ge se multiplica 2 equagao (2.42) & esquerda por (?quT

Y = T )V [ plr ey - [c'1" L[Q]T[D] ({aoidg
2.49

(2.,47) e (2.49) levam &

Y - r.c-‘:\TL OIHEASALY

 (2.50)
(2.43) e (2.50) permi-

As equagoes

(2.k),

ey - T Tl

A comparagao &as equaqaeé (2.34),

te ainda conclulr que
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Bl oo T plf@en e (2.51)
. |
SHcHIC I e

Os resultados obtidos’ neste capitulo serao usados a 5 -

guir na analise estrutural do conjunto de elementos finitos.
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cAPITULO IIT - ANALISE ESTRUTURAL DO CONJUNTO DE
ELEMENTOS

3,1 - Sistema de referencia global

Como se disse, © chlculo da matriz de rigidez de um ele-
mento & geralménte Feito utilizando-se um sistema de referéncia lo
cal visando a simplificaqao déste calculo. Mas para se proceder a
andlise do conjunto de elementos & necessario utilizar um unico
sistema de referéncia global que é aguéle em relagao ao qual serao
determinados os deslocamentos dos nos da estrutura.

Na figura 3.1 exemplifica-se uma possivel situagao; o

sistema Xy e global mas todos os outros sdo locais; os deslocamen-~

tos nodais sido referidos ao sistema global.

Gy
Tr..

3

{ Fs
¥

—_—

Tigura 3.7

Como se viu, a equagao fundamental relacionando as for -

gas e deslocaméntos nodais de um elemento b
vy - (6% -] BITRey @ Ceam
v :
Faga-se

{Filj _. [B]T[D]\?,OB av (3.1)

v
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‘4 equagao (2.34) pode, ontio, ser reescrita

R 1 I o RS

A esta equaééo correspoﬁde uma analoga referida ao siste
ma global, no gque °~° Segue vaj-se procurar determiné la.
 Seja {g B (o simbolo _ indica gque 2 grandeza a qual esta
a55901ado refere se ao - sistema de referencia global) a matriz dos
delecamentos nodais do elemento g referldos ao sibtema global. L
. sempre p0551ve1 relacionar 08 deslocamentos nodais {; } {éﬁ&-por

uma equagao do ‘tipo

{8 - [R]{_é_,eg | ._ B e

onde [R] & a matriz de transformagdo que estabelece esta relagao.
Se se da ao elemento ufm deslocamento virtual os desloca=-
mentos nodnis V1rtuals serao, naturalmente, relacionados pela equa

‘¢80 ,
5%y - RREY (3.4)
Evidentemente © trabalho realizado pelas forgas externas

= A, - s . . } ~ -
gevido a este deslocamento e independente do sistema de referen -~

i

{Se*}T{Fe} {Se*‘] {re‘) - (3.5)

onde {Fes e a matrlz das forqas nodais anllcadas ac elemento refe-

¢cia. Logo

ridas a um 51stema global. _ _
Substltulndo na equagao (3.5) o valor de{seﬂ& dado em
(3 4) tem-se

-{s_e*}l‘[?f{?e\flé—e*)“’f} _' 6w



Bl

(%.7)

T -y -

Como 2 equagao (3.7) & valida para gqualquer valor de,{§81

segue-se que

e} - T

3,2) e (%.8) permitem escrever

(%.8)

As equacdes (

(%) - IR - w{ry

(3.9)

quagao (%3.9) o valor de {ge} dado pela equa-

TLevando na e

cao (%.%) obtem-se

oy - [ TeIRHET - RPN (3.10)
A equagao (%.10) pode ser posta sob a forma
{&y - [Ee]ﬁe} - {E (3.11)
desde que se faga
"= EARI R (%.12)
(3.13)

{2y = [RTHF5)
%.11) & a equagao analoga que

Fvidentemente & equagao
e Lo L
1 { 2 matriz de rigidez do elemento &

minar ; [§
{ée}, para uil sistema de refe~

se procurava deter
asgociada aocs deslocamentos nodals

rencia global.

.2 - Eguagao de equilibrio

3



Uma vez obtida a equagio (3.11) & possivel passar-se a
anallse da estrutura, isto e, a anallse do congunto de elementos
finitos que sé€ supoe representa—la, a etapa fundamental nesta ana-
lise g o calculo dos deslocamentos nodais. Vdi-se inicialmente de=-
terminar a equagao gues; satisfeita, garante © equlllbrlo do conjui
to. l _ )

se o numero de elementos e m existem,:entéo, m equagoes

do,tipq.(B 11) referentes aos diversos elemerntos:
() - ) {EQJ
2y = MY - {ED

il

(3,14

-----------------------

- e -

0 51stema de equaqoes (3. 14) pode tambem ser'escrito de

1

forma mais condensada:,
i B _ "'ﬁ"] r y

ey | (o e ]S
ARG RIOR A G

N T E R

YISO R 6o ||
el

S

Se se fazm

ey o |
|F ) ﬂfﬂé : ,.' 5 '. ; ; (%.16)
) ' |




-%6~

o] |

(o] ‘ (3.17)

LR B

[k"]

kT (o]
) - (1 ]
[o][o]
18| |
| {‘?.23 (3.18)

%

EEEEREEE N

]

il

18

-
) - | 5.9
&

entdo pode-se reescrever a equagao (3.15) da forma

{2y = [x]E8Y - {2 (%.20)

A matriz EE] simplesmente agrupa de forma ordenada as ma

trizes de rigidez dos diversos elementos; ela & entao, de certa
forma, a matriz de rigidez da estrutura desmontada.

Note-se que a matriz ié% representa 08 deslocamentos no-
dais dos elementos mas éstes deslocamentos ainda nao foram relacigo
nados de forma algumaj isto 2, ainda nho se exigiu que os desloca-
mentos nodais de elementos adjacentes sejam iguais.'Naturalmente a
satisfacao desta exigencia & a condigao necessaria para se ter o0s
elementos ligados entre si nos pontos nodais.

Ressalte-se que a compatibilidade dos deslocamentos nos
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nds nao garante'neCessériamente a compatibilidade dos deslocamen -
tos em outros pontos do contorno dos elementos; por isto a condil -
‘gao acima mencionada ¢ chamada ncondigao reduzida de compatibilida
de't.
' Para exprimir matemsticamente a condigao reduzida de com
patibilidade iﬁtroduza—se a matriz {S\Vdos deslocamentos nodais da
estrutura, isto e, 0S8 deslocamentos dos nos do conjunto de elemen-
tos devidamente agrupados (supoe~se due @ estrutura teﬁ n graus de
liberdade, isto &, sao possiveis n deslocamentos nodais):
54 |
gy - |52 - (3.21)

bn

£

A condigao reduzida de compatibilidade & entdo expressa

por

{8\ = [a]{8} o - (3.22)

onde [A] e uma matriz de ﬁransformaqéo cujas linhas sfo constitul-
das por Zeros exceto. unm coeficientey unitario, cuja posicao indica
qual deslocamento da estrutura Qorresponde 20 deslocamento a gue &
linha se refere. Fsta matriz, portanto, jndica de que forma oS ele
mentos devem Ser agrupados. _

O préximo passo a ser dado visando a obtengio dos deslo-
camentos {é} & a introdugao do carregamento externo o qual supoe-
se constituido exclusivamente poT cargas nqdais correspondentes

aos deslocamentos nodais {S& e gue Se representa por

{2y =5, } - (3.23)




io Trabalho virtual & agora novamente utili-
para S€

- £ .
2ilibrio.

iderando o C
se 05 S5E

.seu eq

arantiré 0
junto obtem-

7zado 4
atisfeita, ot

uagao que,S
e ener

pbter & eq
gas exbernds

crementos T
de deformaqéo U
(%.24)

W= {%*}T{gﬂs_ o
3&-:%&: Ue.*'*'iq {&e&} T{Ee]]_ ' (%.25)

%,16) (3.18) (%.25)

guintes in

gia total

permitem obter & 5€7

gulnte expressao para U
¥ R (3.26)
o Principio 4o Trabalbo yirtual cstabelece que
Wt =t (%.27)
Logo
YL - Y (5.26)
As equanes (%.,22) € (3.23) dao entao
| (%.29)

e - LAY R

Como esta €4

{Qﬁ segue~Se que
' (%.30)

\ T
AR LS RS
da eQuaqao (%.30), como S5€ disses garante ©

A satisfaqéo
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equlllbrlo da estrutura; ela estabelece una relacdao entre as for -
gas nodais externas [Px e as forgas nodais internas LF sendo, sim
plesmente,uma forma condensada dque agrupa tddas as equagoes de e -
qulllbrlo dos nos.

Contlnuando o desenvolvimento ve-se gue as equagoes

(%3.20) e (3.22) permitem reescrever a equagao (3.30) na forma

1oy = [Py - BTy (3.31)
A equacao (3.31) é a que se procurava determinar.

4.3 = Cargas nodais equivalentes

Viu-se que a equagao (3.%1) foi estabelecida supondo-se
o carregamento constituido exclusivamente por cargas nodais. Natu-
ralmente éste nao & o caso em geral e é necessério-transformar o}
carregamento real em um carregamento apraximademente equivalente,
constituldo por cargas nodais.

Muitas vezes a experiéncia no trato de problemas seme -
lhantes e suficiente para esta transformagao a qual pode ser obti-
da por processos elementares da estatica; todavia, se se deseja u-
ma analise mals exata, & p0551vel fazer-se esta transfommagao de
forma coerente ao que tem sido feito ate o momento.

Além das forgas nodais ja mencionadas poden ainda atuar
nos elementos os seguintes tipos de forgas:

a) forgas de massa ("body forces'') de intensidade {? 5

por unidade de volume;

b) forgas concentradas em pontos i, outros que 0S5 nodais,

de intensidade {P H

c) forgas distribuidas aplicadas nas superflcles exter -

nas de intensidade Lg 5 por unidade de area.

0 criteério adotado para a determinagao do sistema de for
gas nodais equivalente e estabelecer—se a igualdade do trabalho re
alizado pelos dois éistemas de carregamento quando se da a estrutu

ra um deslocamento virtual.



T
Entao, se & matriz

AT b . - o B2

Ep
=

- . : e ) . . .
representa 0 sistema de forgas nodails equivalente ao sistema Tepre

sentado por (a), (b)-e (c) deve=se ter

(ovies - 6 o S| 113

(3.33)

Nesta equagao a matrlz {f‘} representa o deslocamento em

ponto is além disto deve -se notar gue as matrizes {3& { B re

presentam grandezas referidas ao 51stema global ao passo que as ou
tras referem-se & smstemas locais que dependeréo ao glemento em

con51deraqao. As 1ntegraqoes referem=-se, naturalmente, a0s elemen~

tos (tomados um de cada vez de acordo com E ) e a somatorla.i: es

tende-se, a todos oS ?ontos do elemento em foco onde haja forgas
concentradas. ‘

As equagdes (2.1) e (3.%) permltem escrever

P R 1 S 534)
()" - 5% DT RS
Ly eyt  Gae)
onde [, ] :l-[N(xi, yi,". Qi)].

Combinando as eouagées (3. 33), (3.35) e (3 36) obtem-se

(e} - zmﬂe* LRﬂ (%) Jave e TRT L[] RGIH
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»({8°% T[R]T[S [ a%as)) | (3.37)

Faga-se agora _ :

) = W (b ar 5589
{23 ;-[RlT}i: (v, T4y (3.39)
By = [R]T}S [ {a% as o (3.40)
Naturalmente (3.38), (3.39) e (3.40) repr.esentam contri-

© buigoes do elemento g para as Cargas nodais; 550, na verdade, as

cargas nodais equivalentes ao carregamento do elemento g.

A equagao (E.B?j pode entd@o ser escrita |
1§ ey = Zl L RCEU IR F TR §0 DR Tl
Criem~se agore; as matriz.es {Ep% s .{2 S e {-I-)-q\l dadas por

)|

) ' o

il

P

| LJ\%S:

23 |

{ o1 |- _
pho= |{E (3.43)

1
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-—P']
~q

1y - e (3.44)

I —q u‘

A introducac destas novas . matrizes, juntamente com as e-

quagées (3.18) e (3.22), na egquagao (3.41) leva a
IR ﬂﬁﬂT[AJT({_P_P\ . {Eci) +{2y) (3.45)

Como esta egquagac deve ser vAdlida para qualguer valor de

E?B chega-se finalmente a expressao desejada de {B% :

{E»} ) [A]T({g‘& +{205 * .-P-qB) (3.146)

B.4 - GAlculo dos deslocamentos

0 carregamento total -é entdo dado por

(2} + 2y = 2y« [TTARY {2y {2} (3.47)

. ~ . 4
No caso mails geral de carregamento a eguagao de equill =

brio (3.31) serad entao |
{2y« DFARY + {2y« = DFIIORIE) - ey 6.8

Definem-se agora como matriz de rigidez global da estru-

tura e matriz das cargas nodais totais as matrizes

[€] = 12T [i30a] (3.49)



[} = {2 + [A]T({ETB +{2} +{ B} +{E}) (3.50)

£ de se notar gque a matriz {Eg}dos efeitos iniciais pode,
- , 3 - )
para efeito de analise, ser considerada como uma matriz de carrega
mento.

A expressdo final para a equagac de equilibrio & -
{eY = [x {8y | (3.51)

Nic se pode obter a matriz dos deslocamentos nodais {&B
diretamente da equagao (3.51) porque a matriz [Kj e singular. Isto
deve~se a nac se ter preocupado até o momento em impedir o desloca
mento da estrutura como um corpo rigido.

Suponha-se entfo que sdo introduzidos apolos que impegam
o deslocamento da estrutura como corpo rigido.

% de se notar que em estruturas autoequilibradas estes a
poios, sobre os guais ndc & exercida nenhuma solicitagao, sao ain-
da necessarios para que se tenha um sistema de referéncia para se
medir os deslocamentos (em relagao ao qual os deslocamentos dos a-
poios ficticios introduzidos sdo considerados, normalmente, nulos)
e evitar, consequentemente, que a matriz dos deslocamentos {53 fi-
que indeterminada.

f; também frequente o uso de apoios em numero superior ao
necessario para se impedir o deslocamento da estrutura como corpo
rigido; sejam entao {5;5 os deslocamentos conhecidos dos apolos e
{Pa} as forgas nodais correspondentes.

Na matriz {&é} estao englobados os deslocamentos dos a-
‘poios introduridos para se evitar o deslocamento da estrutura co-
mo corpo rigido (normalmente considerados nulos) e de apoios adici
onals que porventura existam,

Se agora se reorganizamas matrizes da equagao (3,51) de
forma a gque os deslocamentos e forcas nodais possam ser agrupados
em submatrizes {Pé&, {Pg&, {5a$ e {&dS(O indice d indica tratar-se

de deslocamentos desconhecidos) a equagao (3.51) fica
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- : -
el [fea] [aa]] (8 (3.52)
{Pé} ‘iKa d] E{aa]_ L { &'ak j:

Esta equacdo e equivalente 35 equagbes (3.53) e (3.54):
(o] 8 [Kda]&a\, | (3.53)
e SR (3.54)

A matriz [Kdd]’ como se sabe, nic ¢ singular; de (%3.53)

I

f-ﬁ—-l .
g

o g

- T
Il i

obtem-se entao

{63 = E{da‘1({Pd} - [Kda]-[sa‘,) (3.55)

A equagao (3.55) permite calcular os deslocamentos descg
nhecidos; uma vez calculados estes valores as reagoes nos apoios
sho determinadas pela equagao (3.54).

ge os deslocamentos dos apoios sao nulos as equagoes

(3.55) e (3.54) reduzem-se a

{Pd\ E{dd] {8(11) (3.56}
{Pa} [Kad]{éd‘] (3.57)

Heste caso obltem-se

{8 = [Faa] {24 (3.58)

3 ~ - 4 .
Antes de terminar este item e interessante observar gue

il

1}

nio obstante os valores de [K] e {P} dados pelas equagdes (3.49) e
(3,50} possam ser obtidos pelas simples operaqSes de matrizes indi
cadas ¢ preferivel na pratica, guando do cédlculo automatico, proce

der~se de forma diferente.



Na verdade & simples de se ve'rificaf'2 (estéa implicito
nas ‘dedugoes feltas) gque a multiplicagao [ﬁ] [k][ﬁ} 81mplesmente
coloca os coeflclentes das diversas matrizes [k ] nas p051qoes cor
retaa dentro da matriz global [K] adl01onando aqueles que se su -
perpoem.

| Bste espalhamento.e superposigap pode ser programado com
facilidade para um computador considerando-se a contribuigao de um
elemento de cada vez. ; _ _ -

Com isto evitam-se as multiplicaQSes envolvendo as mafrizes
[A] gque, por serem constituidas . essenc1almente por zeros, levam a
muitas operagoes intiteis resultando ‘em um processo lento comparado
-com o.espalhamento e superp051qao sucessivos das matrizes de rigis
dez dos. elementos. Alem do mais .a matriz tA] ¢ grande e economiza-
se memoria de computador se nao se precisa usé-laj; & este o caso
no proceééo mencionado.

12

As mesmas observagoes sao validas com relagao a matriz

3,5 - Analise complementar

Uma vez calculados os- deslocamentos {ﬁg,tém—se imediata-
mente oS deslocamentos {S } s {&eg, éstes dados pela equagao (3.3).

Nao ha, pois; dificuldade alguma em Se proceder a anali-
se dos éelementos. '

Os deslocamentos e um ponto do elemento sao calculados

utlllzando se as equaqoes (2. 1) e (3. 3), obtem—se entao

Ity = '[N]'[R]{§65 . - . | (3.59)

As equagdes (2.7) e (3.,3) permitem calcular as deforma -

goes:

{8 - [B][R]{ée\, , | (3.60)



¥Finalmente as tensces serao determinadas pelas equagoes

(2.14) e (3.3):

4 - DI EIEHEY - DREY | 3.61)
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cAPTTULO IV - ESTADOS PLANOS DE TENSOES E DEFORMACOES

4.1 - Consideragoes gerais

J& se mencionou que o conceito de elemento finito provém
velmente surgiu da tentativa de melhorar o modelo reticulado suge-
‘rido por Hrennikoff e posteriormente por Mclenry para o estudo de
estados planos de tensoes.

Os esforqos iniciais foram desenvolvidos pela industria
aeronéutica§mas em pouco tempozﬁsqulsadores de ‘outras areas comeqa
ram a se interessar pelo novo método e os primeiros estudos ¢ su -
cessos nao se fizeram esperar. Referiam-se como era naturalk tambem

"a problemas de elasticidade bi-dimensionalj; em engenharia civil o
primeiro trabalho apresentado referia~se a problemas de estado pla
no de tenséesqo.

" Neste capitulo sera feito o estudo dos estados planos de
tenstes e deformagoes tendo em vista os objetivos d§ste trabalho;
ndo seraoc estudados tipos diversos de elemento_nem.detalheg alem
dos necessarios é.compreenséo do progralna apresentado.

Apresenta-se um elemento triangular, o qual,'por sua for

mulacao simples,’ fa0111dade deadaptaqao ao contorno e resultados

satlsfatorlos tem sido o mais utlllzado.

h,2 - Fuﬁqaes:de deslocamento

Tanto em problemas de estado plano de tensoes como de de
formagoes o campo de deslocamento e definido por deslocamentos u e
v associados a um sistema de referencia plano tomado, naturalmente,
perpendlcularmente a,dlreqao em gque as tensoes ou as deformagoes
580 supostas nulas.

Na figura L.1 esta representado um elemento triangular
de noés i, j,» k (os nbés deverao ser numerados em sentido anti~hora-

rio), os deslocamentos dos nés e o sistema de referencia adotado.

§ - & de se salientér o trabalho pioneiro de Turner, Clough, Mar-

tin, Topp e Argyris.
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A matriz dos deslocamentos nodais é
e\ L y
{, B {ui v, uj- vy Uy Vi (4a1)

& lei de variagao do campb.de deslocamentos escolhida
4] .

) 3 - ~ - - . . ~ *
foi uma variagdo linear expressa pelos dois polinomios

11 :d,] +d12X +c(3b" (4-2)
e
Vo=, +°‘5X +eloy . (Ih.3)

0 primeiroc passo a se.dar, seguindo orientagao analoga a
exposta nos capitulos II e IIT, e exprimir os deslocamentos u e ¥
como funqaes lineares dos deslocamentos nodals (para eslte caso e
conveniente fazer o desenvolvimento desde © inicio considerando-se
o5 deslocamentos nodals ao inves dos generalizados dq,..xi6),

A equagao (4.2) permite escrever

us =°{,] + o(zxi + o(Byi

(b, b}



= -3
u =R+ Rox 4y

0 sistema de equagles (4.4) permite determinar of , &, e

< Gubstituindo entao estes valores na eguagao (4.,2) resulta
u = 213 Bai + DX 4 ciy)ui + (aj + bjx + cjy)uj + (ak + by x + cky)uk]
(4.5)
onde
a; = XYy - XY
bi = yj - yk (h.6)
i = X < Xy

rd r . " r o
e B e a area do triangulo ijk.
Os outros coeficientes sac obtidos permutando ciclicameg

te os indices i, J, k; a area pode-ser calculada por

Tox ¥y
D11 x. v (h.7)
+ i yg: 7
X vy

A expressao para o deslocamento v & obtida da mesma for-

mas:

= |

v = (a. + b X + ciy)vi + (aj + bjx + cjy)vj + (ak + by x + cky)vk]

_1_ [,
2n
(4.8)

A equagao (2.1)

B - (116 )

pode ser entao escrita, de acordo com as eguacoes (4.5) e (4.8):
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u ‘(ai+bix+ciy) 0 (aj+bjx+cjy) O'(ak+bkx+qky) 0 uy
= 1 o _ v,
v ah 0 (a.+b, x+c y) O {a.+b.x+c.y) 0 (a +b. X+c y) ul
. i it L J J k' "k Tk iy
£ B V.
J .
e |
MY
(4.9)
4,3 - DeformagSES no elemento
Suponha-se
- {Ey -{¢, LS S W L (4.10)
o ; .
ey . ; g
_ { 1) H{Ex Gy GZ Exy S %’Z\J . (1)

‘as matrizes representativas das deformagoes e tensoes em um ponto

do elemento.

{ey 9y

rediz-se¢ a

{&‘»T &

Ve-se que o produto {EBT{W} ¢ dado por
:: f ] ] ,' . . N . - -
- £ 6+ R R R {0, * LS (k.12)
Em um problema de estado plano de tensSes éste produto

:8xgx +'£&GY + £ %0 + uxygxy + ?xzxo +,gyzxo =

n

£GC €6 4 EX'E
X X y v Xy X¥

Para um problema de estado plano de deformagoes o produ-

to reduz-se a

ARRAY!

— €06 L+ €0 +0x6 + Y &  +0xB® + 0xB =
X X yy = Xy Xy X7 vz
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SEG LEQ X 6
XX y ¥ Xy Xy

Isto prova que somente as tensoes e deformagoes associla-
das ao planc xy contribuem para a energia de deformagao; a analise
desenvolvida no capitulo IT mostra sé ser necessario considerar Ex’
& . 8__ ., . ,G e % para se conseguir as matrizes'necessérias a

y'oxyl X ¥ Xy .

aplicagao do metodo.

Consequentemente as matrizes de tensao e deformagao te -

raoc a forma
{e}
{6

il

{Gx Ey x&#} . (4.13)

1

“X g, 3}5;) ' (b, 1h)

. .o :
Os ountros valeres, Se necessarlo, podem ser calculados
com as relagoes fornecidas pela Teoria da Elasticidade.

A deformagdo ‘total num ponto do elemento é, pois, dada

11
porx
¢ | [ ]
* Ix
16y - I B R (4.15)
Ay
"o du + v
ny_ LAy ax 4
- As equagdes (4.9} & (4.15) permitem entao escrever
: b 0 b, o b 0 lfu]
\ i J k i _ ,
{£y - E%F 0 ¢ O ¢ O o liv (4.16)
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que ¢ a egquacgao correspondente a equagao (2.7):
ey - B4 | (2.7)

. 4 (4 . ~ ] - .
Como se disse, & possivel a existencia de um estado ini-

cial de deformacgao

{T:O& = {E'xo iyo EXyO“] (401?)

3 0 ~ - -~ ’
o gual pode, inclusive, nao ser uniforme. Normalmente, se este e o
caso, considera-se um valor medio representativo da deformagao pa-
ra que os coeficientes da matriz {?0} tenham o mesmo valor em todos
os pontos do elemento.
+ ~” .
Um caso comum e a elevacio de temperatura de um elementoj
. . ' ’ - L - .
se o material é isotropico e a elevagao de temperatura e uniforme
. . . ~ 2
as matrizes {Eo} para os dois tipos de problema sao
a) estado plano de tensoes:
e
ot
€ € '
o {_ } = |t (4.18)
o
0

b) estado plano de deformagoes:

«t
J\_ao'§ = (1 +¥)fat’ | (4,19)
0

Nestas equagoes g.é o coeficiente de dilatagao termica,
+® o aumento de temperatura e i o coeficiente de Poisson do mate -

rial.

L. - Tensoes no elemento
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.’ - : ~ . i
Como ja se viu as tensGes sao calculadas, uma vez conhe-

cidas as deformagoes elasticas, pela equagao (2.13):
{8Y = IdE - e (2.13)

f: necessario, pois, conhecer a matriz [D]. Para proble -

mas elasticos bi-dimensionais a forma mais geral da matriz ED] &

o Dig Py Dy3 : :
[v) - Doy Doa =0 (4.20)
(sim. ) D33 :

0 valor dos coeficientes depénde, naturalmente, do tipo.
de anisotropia apresentado pelo elemento.- -

Para elementos isotrépicos 0 célcu10'déstes coeficientes
nso oferece dificuldade.

Sabe-se, da Teoria da Elasticidade, que as equagoes rela
cionando tensbes ¢ deformagoes em problemas bi-~dimensionais sao (E
& o modulo de elasticidadé do material)

a) estado plano de tensdes:

€, = —-———E2 BEX:_E}{O) * Q(i‘y - E;y'o):[
1-9 : .
iy = ERE, -8 - @y - ] (t.21)
187 '
Sxy T —2(115(%” ] Exy,o)l

b) estado plano de deformagoes:

G, -_ _E (1-4) € _-& )rNE € 7,

* (1+~1)(1-2ﬁ_)[ * X0 r o)

<, = @ WE_-€ )+(1-NE_-E (4.22)
7 (1+Q)(1~24)[ x50 yoye

Sy T ET?%ST((XY ™ Yxyo
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Estas equagoes postas sob forma matricial tornam-se

a) estado plano de tensdes:

EX 1 3 0 sx - iko
v, |= B 3 1 0 %y - B (4.23)
1297 |
0 4 _%
Exy | i 0 igﬁ_ Léxy x},roL
b) estado plano de deformagoes:

- g " ﬁ

vV, (1-¥) N 0 £, “"Exo

< | = E \ (1-%) 0o £ - & (b.24)

A8 N R T ey yoo¥e

0 0 (1-20 (1% - ¥

ny; | -—Er——:“xy xyol| .

Ve-se imediatamente que as matrizes [D] sao da forma

a) estado plano de tensoes:

1 3 0 A
by-_ef¢ 1 o (4.25)
1_*&2 0 0 -4
' 2
b) estade plano de deformagoes:
(1) N 0
[D] - E N (1-4) 0 (4,26)
-1 0 (1-24)
2

4.5 ~ Hatriz de rigidew do elemento

A matriz de rigidez do elemento é dada pela equagao

(2.33), a qual, se a espessura h do elemento e constante permite



escrever:
: [ke]
ou

]

| GIDI ey - 0L oo
) ol ln A : 20

A expressao (4.27) ja se encontra em uma forma adequada
ao calculo automatico; todavia, se desejado, & possivel obter-se u
ma forma explicita para [ke] bastando para isto efetuar as multi -

plicagoes indicadas.

4,6 - Cargas nodais equivalentes

f interessante determinar a contribuigao de cada elemento
para as cargas nodais totais., Estas contribuigoes, como fol visto,

sdo dadas pelas equagbes (3.13), (3.38), (3.39) e (3.50):
e

{es)

e

{253

[R]TL (BT p1le) av (3.1),(3.13)

T, o o
e = [} 2 ) (3.39)
{2a) [R'JTj.S LARCRIEE (3.40)

Se se tem um estado inicial de deformagao constante em

i1

1l

todo o elemento e se sua espessura e tambem constante, obtem-se pa

e
ra {ltg o valor

1) = [RIT[E) (0] {e) vo (4.28)

Para os casos em que a integragao involve a matriz [Nj,

cujos elementos sio fungao de x e y, ndo ha problema desde gque a
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St 7 .
' lei de variacao do carregamento seja simples e permita a avaliacao
da integral,‘Quando nao far dste o caso deve-se recorrer a integra
géo_numéricé. ' ' '

Por éxemplo; se as forgas de3massa‘séo donstanteslesta

. - ~ , . -
integragao e imediata e obtem-se

h O (h29)

Yy - BT

by kg bk
Wi

. -~ ) : _l -~ - .
ondée X e Y sao as componentes dessas forgas segundo 0g elXos X e

NE)

4,7 - Sistemas de referencia

A simplicidade da formulacao para o elemento escolhido
permifiu gue fosse tomado um sistema de referencia local Xy sem ne
‘phuma relagio especial com o elemento. Nada impede que ele seja o
mesmo para tddos 0s elementOS;'é o que normalmente se faz em proble
mas de -engenharia civil. - - :

Neste caso éle serd tambem global e a matriz [R} 2 a.pré-

pria matriz unidade; tém-se entéio | | |
() - [ - BYGlaln o o)
o) BEREy e e
{%3 - L i -Il_Pe.SdV - e
By = Zl i | L (w33)
gy =) Beyes o de

it

11}
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As equacgdes (4.28) e (4.29) tornam-se, respectivamente,

= BIDREyR B | (4.35)
."XT .

Ah '- ' (4.36)

o

LES -

P
\
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CAPTTULG V - PLACAS

5.1 -~ Consideragoes gerais

Conforme se pode verificar na bibliografia especializada,
a obtencao de elementos adequados ao esﬁudo de placas ofereceu di-
ficuldades inesperadas e os insucessos foranm vérios12. Foli esta,
inclusive, a ocasiao em gue Se COmegoOU a pensar seriamente em cri-
téirios a serem satisfeitos pelas fungdes de deformagao para se ob-
ter convergéncia para a sblugéo exata guando o tamanho dos eiemen—
tos decresce13. Isto porque para alguns eleuwentos apresentados nao
se conseguia convergéncia para resultado algum e para outros obti-
nha-se caﬁvergéncia para valores diferentes dos exatos.

Se bem que algum Ssucesso jé tivesse sido obtido com ele-

13,14 . . P
5, 911#’ somente em fins de 1965 foli apresenta-

mentos retangulares
do um elemento triangular satisfatério15.

Bm todos os casos a teoria de placas classica (simplifi-~
cada)8 ¢ tomada como base para os desenvolvimentos; nela, as hipé-
teses simplificativas introduzidas permitem conhecer os estados de
‘deformagao e tensao da placa uma vez determinado o deslacamento
transversal W.

%, pois, importante que qualquer comparagao dos resultas=
dos obtidos pelo Método dos Flementos Finitos seja feita com solu
Qaeé obtidas pela teoria cléssica_simplificada de placas.

Neste capitulo serao apresentados dois glementos, um re-

135 1:6315.

L] 4 . 3 )
tangular e um triangular tratar-se-a inicialmente do=elg

mento retangular.

.2 = Fungoes de deslocamento para o elemento retangulér

Na teoria simplificada de placas, alem da continuidade
do deslocamento transversal w, & exigida a continuidade da declivi

. - . »
dade para se evitar o aparecimento de Wdobras™, isto e, para se e-
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vitar o aparecimento de curvaturas infinitas.

Nada mais natural, enfao, incluir entre os deslocamentos
nodais rotaqaes. Isto porque a declividade confunde-se com a rota-
géo (a menos de um sinal) quando se tém pequenas deformagoes e as-
sim a satisfagéo das condicoes reduzidas de compatibilidade e em

ﬁltima‘anélisé a obtencdo de continuidade da de¢lividade nos noss

a

Figura 5.1
R

Na flgura G estao representados um elemento retangular
ijkl (a numeraqao deve ser feita no sentido horario) de lados ae
b, os deslocaumentos poss1vels em um no, as férgas nodais associa-
das a estes deslocamentos e o sistema de reIerenc;a ‘local (o plano
iy & o plano médio da placa),

Vé-se que sao tres os deslocamentos nodais considerados:

a) deslocamento transversal w;

b) rotagao G segundo o eixo dos X;

¢) rotagao Q ‘segundd o eixo dos ¥.

Para representar as rotagoes e momentos (F e Fy por e -~
xemplo) usam~se flexas de cabega dupla ou setas curvas; no primei-
ro caso adota-se como positivo o sentido anti-horério.

A lei de #ariagéo escolhida para o deslocamento transver

sal ¢ a expressao polinomial
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5

2 2 3 ) )
W = d,|+°l2x+e(5;,r+ﬂ'\4x 1y g4k SR PPEI A P

(5¢1)

3 2 2
?x «xgx yﬁx9xy +ﬂ10y

Vé-se que a equagao (2.2)
£y =[] {a (2.2)
neste caso &

[W] - [1 Xy <2 xy ya 2 xay Xy2 y} K3y Xy3] LY

(5.2)

Da equagao (5.1) pode-se obter:

il

5 . ; 2
L %§ = —6&3+ﬁ5x+2q6y#m8x2+2*9xy+5ﬂ1Oyaﬁu11x5+3d1exy )(5.3)

B 2 . . 2 2 3
Qy = %ﬁ —d2+3q4x*q5y+3ﬂgx +2K8xy+¥9y +3 XY Y (5.4)

As equagdes (5.2), (5.3) e (5.4) permitem escrever



wb1-

Tw. ] [ ox. oy xZ X,y y2 < x . X y2 y3 X7y, X y3
i iJi i ivi Y4 i- i ivi i i Y3
. - 2, 2 3
exi joo0 =10  -xg -2y, 0. -x -2%.y; -3¥; X} -3%.¥
o 01, 0 2 0 3x° 2x 0 3x
- X3 Vi RIS vy ¥
Wj .
@Xj = .
eyj" .
W
k ' .
G .
E&k_ .
Wy .
% .
l_'%’.l-.,l . .

(5.5)

onde os indices i, Jj, k, 1 referem-se ‘aos nos do glemento.

Comparando a equagao (5.5) com a eqqaqao_(2 3)

Rt ﬁ_[éj{**e‘,l R | (2.3)

vémse imediatamente que a matriz-[C] e a matriz 12x12 dada na equa

gao (5.5).
As equaqoes (5.2) e (5.5) permitem, entdo, calcular o va
lor de w em um ponto (x,y) uma vesz determlnados os deslocamentos

nodais Ja que

[w] L1 xy x° Xy y x3 x° y xy2 ¥ x3y xyB][C]—T{S% | (5.6}

5.3 = DeformagSes no elementoiretangulaf

Normalmente a esta altura ¢ introduzida a matriz das de-.

formagoes lineares e transversais ¥ ,... % _.
! : , x* " Tyz
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Todavia as hipéteées simplificadoras classicas introduzi
das na teoria das placas permitem obter estas deformagoes com faci
Jidade uma vez conhecidas as curvaturas e tor¢ao na placa; por is-
to, e para seguir uma linha analoga a desenvolvida na teoria das
rplacas‘adotaruse—é como matriz das deformagoes (generalizando o
significade da palavré) a matriz {ES definida por
- 3%
¥x” |
- 9% (5.7)

Bya
2% _
'axay—

L8

Das equacdes (5.3) e (5.4) obtém-se:-

374
\V]
=
[

sy + 64?x + 2dgy + 6411xy (5.8)

gf% 2 + 2hgx + 6%y + B xy ' (5.9

2 (5.10)

=
il

. 5
d5 + 2«8x + 2M9y + 5%11x + Bﬂqay

Pode-se entdo escrever, de acordo com (5.7}, (5.8),

(5.9) e (5.10):

0 0 0 -2 .0 0 -6x =2y O O “6xy 0 1[4 ]
: | ‘.
{E} =0 0 0 0 0 =20 o -2x -6y O - -bxy 43
2 2 “u
0 0 0 0 2 0 © Ly 4y © 6x 6y~ | q5
A
%?
g
(5.11) &2l
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Comparando a equagado (5.11) com a eguagao (2.8)

£ - 7l | (2.8)

identifica-se jmediatamente a matriz [Q].

As equagoes (2.9), (5.5) e (5.11) permitem entéo.calcu-

lar-se as deformacoes uma vez conhecidos os deslocamentos nodais
Az . F ] -
¢y TaJ[c31{sY (2.9)

5,4 - Tensoes no elemento retangular

Da mesma forma que as deformagdes as tensoes normais e
tangenciais podem ser obtidas uma ves conhecidos os momentos flefg
res e de torgao M_, M_ e M 8 (as definigbes de M_, M_ e M__ usa -

x ¥y XY . x Y Xy '
das neste trabalho sao identicas as dadas na referencia 8). Sao

considerados positivos os sentidos indicados na figura (5.2).

ue

Figura 5.2

A matriz das tensces (generalizando o significado da pa

lavra){GB , que serd tambem representada por {M} &, entdo igual a
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(5.12),(2.13)"":

A-matriz [D] no caso mals geral. de anisotropia sera

Dya Daz D13W
: [D] = D, D25 (5.13)
{sim.) D35‘

Para outros casos os coeficientes de [DJ deverao ser de-
terminados adequadamente; se, por exemplo, a placa é ortotropa ten

do X e y como diregbes principais de ortotropia sabe-se que

2 2 - ' _
M= -E)x(é% + E‘x_o) + ]?1('2__2_ + Eyo)] (5.T4)
&x dy '
P 2 N2
o= -[Dy(g_g w € )+ D,](_é__}__-ré +& | (5.15)
dy dx .
M =D (23% - X ) (5.16)
Xy Xy S;g; XYO ' :

Nesta egquagoes € e ﬁxyo sao fungoes de x e ¥ cu-

xo' “yo
jo, valor dependeré do tipo de deformagaesrinicial sofrida pela pla-

ca; as constantes D_, D_, D, e D sao dadas por
. b 4 ¥ 1 Xy :

3 3 : '

L'h E'h 3 : 3

D}[ = X ’ Dy = i ., D1 = IEtTh ’ ny = Gh ; (5-17)
12 12 12 ‘ 12

onde RB', E', E'' ¢ G sao as constantes necessarias para caracteri-

nar aé propriedades elésticas do material e h a altura da placa.

As equag6é5 (5.14), (5.15) e (5.16) podem ser reescritas

em forma matricial:
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M D D 0 _¥%y - E
X X 1 —*E X0
Dx
) 2 :
M =|D D 0 “¥u - ¢ .18
y 1 v ""% yo > )
j Iy :
M | |o 0 b |12 3%y -6
b 3 _ L ey FY

A comparagao das equagées (5.12) e (5.18) mostra que nes

te caso a matriz ED] &

1D D g
X 1
[D] = D4 Dy- 0 (5.19)
0 0 D
XY |

” . I ~
Se a placa e isotropa tem-se

E' =E'= E , E't =28, G-= E (5.20)
x N ———
1 182 2(1+)

Pode-se entao obter a matriz [p] substituinde os valores

dados por (5.17) e (5.20) em (5.19):

1 V 0
p)=__ =’ |3 1 0 (5.21)
12(1-*2) 0 0 1
>

5.5 - Matriz de rigidez do elemento retangular ortétropo

A matriz de rigidez_{ke] ¢ agora calculada pela equagaon
analoga a (2.51) aplicada a placas; note-se apenas que em (2.51) a
integragao & feita para todo o volume do elemento mas agora a inte
gragao relativa a =z nao e feita porque ela ja o foi guando da subg
tituigdo das tensoes normais e tangenciais pelos momentos fletores

e de torgao :
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2| (o] fo] [aaran (oY

Como as matrizes [C 1] {Q] [D] sfo conhecidas & p0551 :

(5.22)

vel cobter-se a matrlz [k ]; isto pode, por exemplo, ser feito 1nte

grando-se numericamente. (5.22).

Todavia e p0551vel obterwse uma ex

pressao e¥pllClta para ﬁz] (referir-se a figura 5.1) para placas

orto’cr;;:t:)a.slI

[°] -

1 [L](D [K{] # D [k T+ [K ] #D_ [Khl)EL]

(5.23)

Os valf)res das matr:l.zes ]‘:K,]‘] [KZ] [K'j] IKLJ [L] S80

dados abalxo

60

Lo
%0
0
[k,] = 27|15

o 30
0
15
-60
0

O 00 00 0 0o o OO0

20

15

10

s _15 -

=30

10

o o O O O 0O o O

20
=30

0

. 10

-15
O
5

o ©o. 0 C O

T . 4 -
‘simetrica

20

-15 60
o 0 0

10 -30 0 20

(5.24)
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%0
~30 20
o 0 0
-60 30 0 60 simetrica
-30 10 O 30 20
k=00 0o o o o o (5.25)
-30 15 0 30 15 0 60
' 155 0 15 10 O 30 20
o o 0 0 0O 0 0 0 O
30 -15 0 =30 =15 0 =60 =30 0 60
510 O 15 5 0 30 10 0 =30 20
lo o o o o o o o o o o ol
-;30 ‘]
~15 0
15 -15 O
-30 0 =15 30 simétrica
o .0 0 15 0 .
EK?] - |50 0o 15 15 o0 | (5.26)
30 0 o 30 -150 30
O 0 0 ~150 0 15 O
o 0 0o 0o 0 0 =15-150
3015 0 30 0 0 =300 15 30
5 0 0 0 0 0 0 0 0 =150
o o o o o o 1530 0 -1515 Qf
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-6 8
6 o 8
84 6 -6 8 simétrica
6 -2 0 6 8
kJ=16 0o -86 o 8 (5.27)

84 -6 6 -8 -6 -6 B8
6 2 0 -6 -8 0 6 8
4] -2 =6 0 8
84 6 -6 8 6 6 -84 -6 6 8
2 6 -2 0 -6 8
0 6 0 -8 -6 0 8

2 -
0 b
0] 0 a -
O 0 0 1 simétrica
o 0 ©¢ 0 b
[L]: o .0 0 0 0 a (5.28)
' c 0O 0o O 0 ©
o 0o 0 0 o 0 o0
o o o o o o 0 a
onde
p? =8 e pC=b° (5.29)
b2 a2

5.6 - Cargas nodais equivalentes - elemento retangular

Neste trabalho o sistema de referencia xy e tomade o mes

mo para todos os elementos; ele ¢, portanto, global tambem.
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Entao

] - ) e

e a contribuigao de cada elemento para as cargas nodais equivalen-

tes serad dada por (2.6, 2,170, 2,1, 3,38, 3.39, 3.40):

r - [c-1]T“1 (o] e axay | (5.31)
2 = no ) [T axay (5.52)
T e 3 0 R | (5.33)

I}

zEe\ [C“11T“ [NW]T{ge}dxdy . (5.34)

) As matrizes [G], EQ], EW} e [Djséo dadas respectivamens=
te pelas equagdes (5.5), (5.11), (5.2) e (5.19)3 em (5.32) admite-
) Pl ~
s5e que {p } ¢ fungao de X e y apenas.
Se se supoe que ests atuando em toda a face superior da
placa uma carga uniformemente distribuida q a integragao de (5.%4)
1
leva a

{2) =afy b og 1 2 1 och ozl (539)

2 T 2L 2k

g‘ld

1
In

I‘\_PJ_ID"
Eqw

5.7 = Momentos nos nés de um elemento retangular

ortétrogo

" 0s momentos fletores e de torgao em um ponto do elemento

sio dados pela equagao (5.36)

(A = IR - ) = D[affe” T8y - [PRRe) (5.36)

"~ ~
Ve-se que estes momentos podem ser calculados uma VvezZ CQ
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nhecida a contribuicdo das deformagdes iniciaisj val-se a seguir
“calcular os moméntos nos nos do elemento supondo-se nula esta con-
tribuigaoc. Se ela existir devera ser adicilonada adequadamente.

A equagio (5.36) aplicada sucessivamente aos nbs fornece

ol - BIGI 8

) = DI, 4 |

RN CRIC RS EENCK 2%
) - BIe, 11

que pode ser reescrito, condensadamente, como

i

1

Mey] TRXede™]
.;{I"Ij& - [D][Qj][c"']- & (5.38)
|| Pl
oy | BYedlo™ ]

A matriz de transformagio gue assoclia os deslocamentos

- e . ,
nodais {5 } aos momentos nos nos pode ser posta sob uma forma ex-

plicita. A eguagdo {(5.38) transforma-se entfo em
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Nesta equagao M_., M _.,...M sao os momentos fletores
x1 ¥yi xyl ’
e de torcgao nos nos i, i, k e 1j alem disto p = a.
b

5.8 - Fungoes de deslocamento para o elemento triangular

0 uso de expressoes polinomiais simples, como se viu, le
voun a resultados satisfatdrios tanto para o elemento trlangular uti
lizado na analise de estados planos de tensoes e deformaqoes como
para o elemento retangular que se acabou de apresentar. Todavia,
para elementos triangulares de placa a adogao de expressﬁes polino
miais simples nao obteve tal Sucessoqz.

0 desenvolvimento que se segue basela-se nos trabalhos
desenvolvidos por Zienkiewicz e seus c:olaboradores’]’6-"’3‘5 nos gquais
e apresentado o.que parece ser o melhor elemento triangular ideall
zado ate agora.

Una exposigao detalhada relativa a obtengao das caracte-
ri{sticas do elemento & extremamente longa e laboriocsa. Por isto
muitas passagens nao serdo justificadas e o leitor interessado de~
vera referir-se as publicagoes indicadas.

f adotada a seguinte lei de variagao para o deslocamento

transversal w:

[w] = (@] + [w] = [NJ9 (5.40)

onde

W [z, o o 1, 0 0 I O o{s% (5.4

e
1 [, My Moy Byp Ny Nky][T] &Y : (5.42)

Li’ L. e Lk sao dados por

]

i E_’EIE_(ai rbox + ciy) (5.43)
_
A

. + b. .
(éJ r Jx + ch)



ab

: B
ot b < S

mux\w+ lbvux bwuw lvaH INmUH 0 0 0 0 ImUN\w 0
vaH
6pDy+ meU% DUUH ,J@vw% INNU% 0 0 0 0 |mUH\ﬁ 0
mUH\m
~2D 2bD ~2aD 2D 0 2aD -2D 0 0 2D -bD 0

Xy Xy Xy Xy Xy Xy Xy Xy
-6pD,  |2aD, 0 6D_/p+ 4aD; [4bD_ ~6D_/p 0 26D 0 0 0

mﬁUH .
lmﬁU% NNU% 0 mﬁuw+ bmuw .pUUH rmUH\v 0 NUUH 0 0 0
mbw\ﬁ

-2D 0 —2aD 2D 2bD 2aD -2D ~2bD 0 2D 0 0

Xy Xy Xy Xy Xy xy Xy Xy

0 0 0 imux\ﬁ 0 imvuw mux\w+ meH lbvux leH mmUH 0

mﬁUH
0 0 0 rmUH\v 0 |NWUH mvuw+ me% ldeH lm@UH NNU% 0
muH\ﬁ

-2p 0 0 2D 2bD 0 ~2D ~2bD’ 2aD 2D 0 -2aD

xy Xy Xy Xy Xy Xy Xy Xy
|mun\w 0 |NdUM 0 0 0. |meH |NmUH 0 mwx\m+ :meH lpvux

m@uu
_|mUH\w 0 lNUUH 0 0 0 lmww% lwmu% 0 mﬁU%+ |#NU% |DUUH
muH\v

-2D 2bD 0 2D 0 0 -2D _ .

Xy Xy xy | xy 0 .Nmux% muw% NUUM% mmux%
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) | (5

Figura 5.7

T

~ . , . .
Se xl, Y - ,...yk sao as coordenadas dos nos 1, J. k(nume~
rados no sentldo antl—horarlo) os valores ay bi’ CisveeCy e B
sao dados por (toma-se um sistema de referen01a local cuja’ orlgem

coincide com o centroide C-do trlangulo ijk):

ey = Xy - % | | " (5.45)
RS -y o | (5.46)
o, = X —"xj S o (5.47)
Toxy ,_
N - %.1 xj s L : | ' (5.48)
% 'Yk '

sendo que aj,;;.ck sao obtidos de (5. 45) (5.46) e (5.47) por uma
permutagao ciclica dos indices i, Jj, k.

N. e N, sao dados por
- Tix iy

2 el

Nix = bk(LiLj'+ %Li;ij) - bj(LiLk + %LiLij) (5.49)
e

N e (12T, 4 ALL.L ) = o (LI + AL LL.) (5.50)
iy - %kt T ik A A R : :
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sendo que ij,...N sao obtidas por permutaqéo-ciclica dos indi -

ky
ces i, j, k.

A mafriz [T] e

c, 1 O c, O 0 c ] O
NE R _E
2h 20 24
b, 0 1 =b.0 0O =b_0 O
i i _k
2h 2h 2y
c 0 0 c. 1 0] c ] 0]
, _x . _E
[T}=128 20 28, (5.51)
-b. O 0O -b. O 1 -b,. 0O 8]
1 —al £
2 M ; 2h 2N
c ] 0. c, O 0 c 1 9]
_L —d. _k
2 2N 25
-b, O 0 ~b, O §] ~b, O 1
] i 3 _k
_215 2D 20 |
e {563 & a matriz dos deslocamentos nodais
fee . '
- S Q .
{6 <dw, @, o, w. 9, 6. w 8. 97 (5.52)

X1 yi J. Xl yd

5.9 - Deformagoes no elemento triangular

_ As equégaes (5.40), (5.h1)...(5.,4%) mostram que a matriz
das deformagoes {5} & dada por

, . axa x°
{&y - L el- |- % (5.53)
dy° y° |
2| |2 2% |
L By | | 9xdy |

Como
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@ - ) | (2.7)

as equagoes (5.42), (5.49), (5.50) e (5,51) permitem escrever

' v 2 2 2 2 2
[BJ = |-9°N, -9°W, N, -O°N. 7N . -O°N [T]
dy°  dy°  dy 3y° 2y 2 3°

(5.54)

S¥n. 202N, 299N, 29°N. 2 L 232 N,
ix iy . jx jy
| dxay  Bx0y 2y DXy ‘_bxa:f bxby

ou

[8] = [B][7] (5.55)

sendo [B] a matriz 3x6 obtida em (5. 54)

Apos calculos laboriosos obtem-se para [B] a seguinte ex

pressao
[8] = _1 [_A]LB] - (5.56)
8 0 '
A matriz [Aﬁ]é dada por
2 0 0 -6x =2y O 0
(4] =0 o -2 0 o -2x -6y (5.57)

0 2 0 0 hx by 0

Antes de apresentar a matriz [Bf] introduzam-se os se -

guintes valores:

a = Xy - Xy (5.58)

=
1

; a(bibj ¥ bjbk.+ bkbi)



= ok R R ke R RE 34 B4 B4 bd Ba B Bd
A T T A L T e T o B R oY S i el B A o

=

a3
-

T

a.Bcibjr+ bicj) + (cjbk + bjck) + (Ckbi + bkciﬂ

ale.c. + c.c, + C,C.)

i J Jk ki
bbb - (5.59)
Cibjbk + cjbkbi +'ckbibj

Cicjbk + cjckbi + Ckcibj

CiCjCk

b?a + 2ab.b,
i i j

2b.c.a + 2b.c.a + 2b.c.a
i1 j i i3

2
c.a + 2ac.c.
i - i

b?b,
1]
2b.c.b. + b.c.
ii] i ]
c?b. + 2b.c.c.
i3 i
2
c.C
1]
b7a + 2ab.b
1 ik |

2bicia + 2bkcia + 2bicka (5.60)

caa + 2ac.c
i i~k
2
bibk
2

2bicibk + bick
2

b.b
i
2

c.c
ik

(b, - bj)/z_

(Ck - cj)/2

+ 2b.c.c
i'i

k k

r ~ ~ s . - j i
Além désses valores sao necessarios os valores KJ, X%,..

que sdo obtidos de (5.60) por uma permutagio ciclica dos indi
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ces 1, j, k-
A matriz |B']| é entdo dada por

(BX)% (BY)ﬁ (Bx)ﬂ (BY)% (Bx)? (By)f
(BX)% (BY)% (BX)g (BY)g (Bx)g (By)g
(BX)% (BY)% (BX)% (BY)% (Bx)g (BY)%
(87 = (Bx)ﬁ cBY)ﬁ (Bx)ﬂ (BY)& (Bx)ﬁ (BY)ﬁ (5.61)
| (BX)% (BY)% (Bx)g (BY)% (BX)E (BY)E

3 3 f f I K
(BX)6 (BY)6 (BX)6 (BY)6 (BX)6 (BY)6

i i j j k k
(BX)7 (BY)7 (BX)7 (BY)7 (BX)7 (BY)7

—

onde

(BX):.; - X b. + E.FY (1=1,2,3,4,5,6,7)

(BY)i =X c. + E Gi (5.62)

Os outros valores (BX)%,....(B¥)§ s&o obtidos por permu-

tagdo ciclica dos Indices i, Jj, k enm (5.62).

5.10 - Tensoes no elemento triangular

Todo o desenvolvimento feito no item 5.4 para o elemento
retangular ¢ valido para o elemento triangular.
As equagoes (5.12), (2.7) e (5.55) permitem entao escre-

ver

() = DIENHEG - PHEY (5.63)

ou, de acordo com (5.56):

() = 2 pIHad[sI{=HsY - PHE) (5.64)
8 A?
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A equagho (5.64) permite determinar os momentos fletores

e de torgao em um ponto gualquer do elemento.,

5,11 - Matriz de rigidez do elemento triangular ortotropo

Como se sabe a matriz de rigidez de um elemento de placa

e dada por

] ’ [BY*(o){ Blaxay (5.65)

Levando em consideragso (5.55) e (5.56) obtem-se para a

matriz de rigidesz

[x°] = WD] [BJP(” [a1] T[D][A‘] axdy B[ T} (5.66)°

0 calculo da matriz de rigidez dada por (5.66) (é esta a
forma final apresentada na referencia 6) exige uma dupla integra -
gao numerica. Para evitar esta integragao numérica vai-se fazer a
integracao analitica.

Ve-se gque a matrisz [A'] dada por (5.57) pode ser decom =

posta da forma

[n] - [a,] + [a3x + (0] (5.6

onde
-2 "0 0 ¢
2] = |° 0 -2 0 0 0 0 ~ (5.68)
o 0

§ - a expressao de Ekjlapresentada na referencia 6 esta errada ja
gue no denominador aparece E&5 ao inves de ]}, este erro foi
constatado pelo autor gquando esta parte do trabalho era desen-

volvida no Laboratorio Nacional de Engenharia Civil em Lisboa,
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h o o -6 0 O
{a,) = o o -2 (5.69)
f) b 0
o 2 0
[Ay] = |0 0 (5.70)
f by

A 1ntegral jJEA' T[D][A‘]dxdy e entao dada por

Sj [Al [D][A]dxdy;l) (g™ + [, % [ .Y)[D-J([A] ;

+ [Ag]x v [Ag]y)Iaxdy
ou, levando em considerasdo que ﬂ xd};éy - [ vaxay = 0
) AT axay I}« [AO]T[]S][ ) (2171, )
BT + DI ey + DT ey 7

Suponﬁo, agora, qué trata~-se de um elemento de placa orté
tropo com o0s elxos principails de ortotroﬁié paralelos a X e y a ma
triz [D] & dada por (5.19).

. Efetuando entao os produtos indicados em (5. 71) obtem-se

ip o 4,0 0 O O]
X 1 .
o 4 o 0 0 0 Ofp
. xy '
. 4p. 0 4D.O0 0 O O
| 1 y >
[AO]TE)][AJ - o o o o o o o (5.72)
o o o 0o 0 0 O -'
©o o 0 0 O 0 ©
o o ©0 0o ©0 0 0
L. - B

e
* "“njl‘h
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(2] E [0
B P A) =

') a ] -

=80~

r ) >
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 .0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 46D 0 12D, O (5.73)
o 0 o 0 16D 0O 0
Xy
O, O 0 12D, O 4p 0
1 y
0 0 0 0 0 0 0
o o0 0 0 0 0 o
0 0 o- 0 o 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 12D 0 36D, (5.74)
0 0 0 120 |0 LD+ O
X 1
16D
_ X
0 0 0 0 4D1+ 0 12D
16D
. N2 4
6 0 O 36D, 0 ° 12D O
i 1 ¥ .
o o o o o o o
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 (5.75)
0 0 0 0 bp © 12D
X - 1
0 0 0 O 0 16DX 0
0o o o0 0 120, 0 36D

Ls integrais que aparecem en (5.?1)'550 facilmente inte=-

, . - ~
gravels ¢ seus valores sao:

11

j‘ xadxdy
/ 1

” yadxdy

.Y

1l
g

N C x2) (5.76)

2

e T

¥y * Y? vy (5.77)

2
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S( xydxd? = _;%;(xiyi R X, ¥ ) (5.78)

Introduzindo-se os valores dados em (5.72), (5e73)enns
..(5.78) em (5.91) e adicionando-se adequadamente as matrizes obti

das chega-se a

}5[h;]T[D][Aj dxdy =

4D 0 4D, O 0 o 0
x |
o 4p_ 0 O 0 0 0
Xy
4D, O 5D 0 0 : ) 0
y
0 0 0 BDX(SQX)' DX(SXY) Dq(SQK) BDq(SXY) -
_ : : x D
0 0o 0 D (SXY) D_(8QY)/3+ D, (SXY)/3+ o, (8QY)
unxy(sqx)/Banxy(SXY)/3
0 ¢ 0 D (sX) D (SXY)/3+ p (SQX)/3+ P (SXY)
, ¥ ¥
hD,  (SKY /3D L (8Q1)/3
o o 0 3D, (SXY) D, (5QY) _by(SXY) 5D (SQY)
(5.79)
onde
(SQi) = x? 1 x% b oxe
: i J k
oy L2 2 2
(5Q¥) = Yyt Y5t ¥y (5.80)
{(SXY) =

XV, 7 Xy T Rk

(5.66) e (5.79) permitem, entdo, calcular a matriz de ri

. v r r
gidez de um elemento triangular ortotropo de placa sem Ser necessa
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I3 . ~ ’ s
rio fazer-se a integragao numerica.

5.12 ~ Cargas nodais equivalentes - elemento triangular

Viu-se que os sistemas de referencia locais tem origem
nos centrdides dos triangulos ijk; nenhuma restrigao se fez todavia
& orientacio destes sistemas. Se todos os sistemas sao tomados pa-
ralelos entre si a matriz [R] ¢ a matriz unidade.

Heste caso tem-se

[£°] = [x°) o (5.81)

3 * ~ ) ] ]
e as contribuigoes de cada elemento para as forgas nodais equiva -

lentes serao dadas por (3.1, 3.38, 3.39, 3.40):
{5%)- )J [ o}ty ey (5.82)
{_gg}': h ” [N]T{_pe} dxdy (5.83)
{£§}= 2 v ey (5.84)
5 [N]T dxdy ' (5.85)
As matrizes [NJ e [B] sao dadas respectivamente por
(5.40) e (5.55); supoe~se {pes fungao de X e y apenas.

A equacao (5.82) pode reescrever-se, levando em conside

racgao (5.55) e (5.56):

:\ 1 [T] [B U [ p] {& axdy (5.86)
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CAPITULO VI ~ CONSIDERAGOES RELATIVAS A ESCOLHA DA LEI
DE VARIAGAQ DOS DESLOCAMENTQS '

6.1 - Consideragoes gerais

BEm capitulos anteriores foram apresentadas leis de varia
goes de deslocamentos para tipos diversos de elementos; em nenhuma
oportunidade, todavia, justificou;se a escolha.

Esta escolha &, em geral, uma opéraqéo dificil e o pes -
‘quisador é_surpreendido frequentemente por situacgoes imprevistas,
o que tem levado, como mostra a bibliografia especializada, a al -
guns frqcassos.

‘Logo que se iniciou o estudo de elementos de placas veri
ficou-se a necessidade de estabelecerem-se certos criterios associ
ados a esta escolha ja que alguns elementos apresentados ndo mere-
ciam a minima éonfianqa.

Por representarem duas filosofias diferentes merecem des

13

3 ’ 3 L3 3 3 »
taque os criterios estabelecidos por Melosh e Zienkiewicz e sua

equipe15.

Melosh considerava a convergencia para a solugdo exata
como .de interesse secundario ja que ao engenheiro interessam, nor-
malmente, apenas valores aproximados dos exatos. Por isto estabele
ceu critérioé gue asseguravam a convergencia monotona de certas
grandezas mas que nao garantiam convergénci& para a solugao exata.

Verificou-se, todavia, que a satisfagdo total dos crite-
rios estabelecidos por HMelosh, além de restringir demasiadamente
as leis de variagao possiveis para os deslocamentos, era normalmen
te dificil de se obter.

Por isto Zienkiewicz procurou estabelecer critérios que
embora nao garantissem convergéncia mondtona pudessem levar ércon—
vergéncia para a solugao exata.

Posteriormente Arantes e Qliveira estabeleceu critérios
iguais em sua essencia aos de Zienkiewicz e mostrou em que condi -

~ . ~ ~ ~ . o~
goes sua satisfagao leva a convergencia para a solugao exata.
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No que se seglUe vai-se apresentar éste assunto visando
justificar as escolhas das leis de variagao dos deslocamentos e,
consequentemente, os resultados obtidos utilizando-se os elementos
apresentados. A rigor, nao ¢ necessario falar-se em convergencia
mondtona; isto é feito, entretanto, para mostrar a filosofia que

4 3 3 3
em certa epoca foi a principal.

~ . 4
6.2 - Convergencia monotona

Melosh estabeleceu os seguintes critérios para a escolha

das fungoes de deslocamento:

1) elas devem ser continuas em todo o elemento;

2) elas devem ser uma fungao linear dos deslocamentos se
neralizados (ou nodais);

%) elas devem permitir aso elemento deslocar-se como um
- corpo rigido;

k) elas devem-preservar a continuidadeée dos deslocamentos
em elementos adjacentes;

5) elas devem ser tais que os deslocamentos em um sub-e-
lemento possam ser iguais aos gque teria antes da sub-

divisao do elemento.

Os criterios 1, 2 e 4 eram considerados os fundamentais
ao passo que 3 e 5 opcionais. A inclusao de 5 fol feita para obter
se convergéncia mondtona da energia potencial total das diversas
solugoes aproximadas obtidas diminuindo sucessivamente o tamanho
dos elementos; e o que se val mostrar a seguir.

A forma desenvolvida neste trabalho para a obtengao das
equacdes fundamentais ao Método dos Elementos Finitos néo &, natu-

1,20 que a equacao (3.

ralmente, a unica. Em particular mostra-se
31) gque garante o equilibrio rlobal da estrutura pode ser obtida

minimizando=-se o funcional
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71'Il bif}
F :Z'Ue- Zwe (6.1)
n e="1 e="]

na familia de campos de deslocamento possiveis associada a ideali-
Zagao adotada; em (6.1) m @ o numero de elementos em que se divi =-
diu a estrutura, n indica tratar-se da enesima partigdo e U¢ e w®
sao, respectivamente, a energia de deformagao e o trabalho das f5£
¢as externas aplicadas ao elemento e.

' f de se notar que o funcional L ¢ definido de forma ané
loga a energia potencial total da estrutura e, na realidade, coin-
cide com esta quando o cémpo de deslocamentos ¢ compativel em toda
a estrutura. Bste & o caso guando as condiqSés reduzidas de compa-
tibilidade sao suficientes para garantir a compatibilidade enfre =3
lementos adjacentes; em caso contrario ha incrustagao de energia
nas regioces entre as faces internas dos elﬁmentos e a energia de
deformagao da estrutura ndo coincide com $_' U,

Verifica-se que se os critériosegstabelecidos por HMelosh
sao satisfeitos entdo ¥ e a energia potencial total e a obtengdo
da solugdo aproximada corresponde a minimizar a energia potencial
total associada a enésima particdo.

Para exemplificar suponha-se que a placa (poderia ser
qualquer outro tipo de estrutura) da figura 6.1 seja submetida a
sucessivas partigoes de forma tal gue os novos elementos sejam sub
elementos dos elementos da partigao anterior e que além disto o

criteric 5 seja satisfeito.

Partigao 1 Partigdo 2 Partigao 3

(2x2) (4xl) (8x8)

Figura 6.1
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0 critério 5 sendo satisfeito, qualaguer configuragao que se
de a partigao 1 pode ser reproduzida-pelas partigoes 2 e*3; da nmes
ma forma, qualquer configuragao que se dé a partigao 2 pode ser re
produzida pela partigao 3. Por outro lado ha configuragdes associa
das a partigdo 2 que ndo podem ser reproduzidas pela partigdo 1 as
sim cﬁmo ha configuragoes associadas a particao 3 que nao poden
ser reproduzidas nem por 1 ou por 2.

Segue-se que a energia potencial total minima obtida conm
a particao 1 deve ser igual ou maior do gque a obtida com a parti -
¢ao 2. Igualmente, a energia potencial total obtida com a partigae
2 deve ser dgual ou maior do que a obtida com a partigao 3. Pode -
se, entdo, escrever (o indice a indica tratar-se do valor associa-

do a solugdo aproximada):

F F _»F ' (6.2
a1> a2” " a? _ ( )

A generalizagdo e imediata, o que permite escrever, sen-
do Fex a energia potencial total associada a solugdo exatal

Teww ¥ > F Swoe e
Fa1? Fap” /Fan/}an+1” 4

Fox (6.3)

Examinando-se (6.3%) verifica-se que a energia potencial
total converge monotonamente; ressalte-se, todavia, gque nao ha ga-
tantia de que a convergéncia seja para F__. |

% interessante observar, entretanto, que qualquer valor

aproximado Fan obtido constitui um limite superior para a energia

potencial total exata Fex'

6,3 - Convergencia para a solugao exata

Como se disse, durante algum tempo os critérios estabele
cidos por Melosh serviram de base para a escolha de fungoes de des
locamento adequadas.

Todavia, em 1965 a equipe de Zienkiewicz apresentou un
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artigo em que discordava da necessidade absoluta de ser satisfei
to o critério &4 que exigia a compatibilidade entre elementos adja-
centes ao mesmo tempo em que apresentava uma condigao que, satis -
feita, poderia levar a convergéncia para a solugaoc exata. Esta no-
va condigdo exigia que a funcdo de deslocamento fosse capaz de re-
presentar estados de deformacao (generalizada) constante em todo o
elemento independentemente da sua forma ou tamanho.

Dentro da nova filosofia os criteéerios reduzem-se a dois
fundamentais que sao apresentados na forma que se segue.

"Se a fungdo de deformagao ndo leva a singularidades den
tro do elemento e também ndo leva, na jungao com outros elementos,
a tensoes infinitas (o que para placas, por exemplo, implica na
continuidade tanto do deslocamento transversal quanto das declivi-
dades), entao, a medida que se refinam as subdivisoes, deve-se ob-
ter convergencia para a solugao exata, desde que:

1} a fungao de deslocamento é tal que nao e permitida a
auto-deformagao quando os deslocamentos nodais sao cau
sados por um deslocamento de corpo rigido;

2) a fungdo de deslocamento ¢ tal que se os deslocamentos
nodais sdo compativeis com uma condigao de deformagio
(generalizada) constante tal deformagao constante & re

almente obtida.®

Ressalte-se que nao foi provada formalmente a validade
destes critérios quéndo da sua apresentagao; o bom senso inerentg
a ¢les foi, de certa forma, justificativa adequada.

£ de se notar que os criteérios 1 e 2 de #elosh, embora
nao tenham sido postos em forma de critérios por Zienkiewicz, sdo
seguidos sistematicamente. Alem disto, o critério 3 de Melosh & um
caso particular do critério 2 de Zienkiewicsz.

Quanto ao critério & de Melosh éle deve Ser, COmO Mos -
tram as condi¢oes impostas a fungao de deformagdo ao Se enunciarem
os critérios de Zienkiewicz, satisfeito em principio.

Todavia, argumentam os mentores da nova filosofia, pode~
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se obter convergéncia para a solugdo exata mesmo que o critério 4
de iielosh nac seja satisfeito; isto acontecera se a medida que se
refina a malha as condig¢oes de continuidade vdo sendo restauradas
e, no limite, esta continuidade seja realmente obtida.

Verifica-se que isto acontece com frequencia se:

. ~ ~ A} .
a) a condigao de deformacao constante garante automatica
mente a continuidade dos deslocamentos;

£) ” - . - - - 4 .
b) o criterio 2 de Zienkiewicz e satisfeito.

A experiencia comprovou as conclusces da equipe de Zien-
kiewicz e verificou-se ser realmente possivel obter convergencia
para a solugao exata com elementos nio compativeis; no mesmo arti-
g015 ja mencionado foi ainda apresentado um elemento de placa tri-
angular (que & o apresentado neste trabalho) ndo compativel que
tem sido usado intensamente face aos bons resultados que permite
obter. £ de serressaltar que os elementos nfo compativeis, desde
gue satisfagam aos critérios vropostos, levam muitas vezes, para
as malhas normalmente utilizadas, a melhores resultados do que ele
mentos compativeis semelhantes.

Como ja se disse, a equipe de Zienkiewicz nao se precci-
pou em provar a validade dos criterios apresentados; todavia, Aran
tes e Oliveira, trabalhando em uma linha filosofica analoga, che -
gou a resultados do maior interesse. Um resumo déles, adaptado as

a ’ -
necessidades do presente trabalho, e apresentado no item gque se se

Bue.

6.4 - Comentarios adicionais sGbre a convergéncia para

a solugao exata

‘Suponha-se que as fungoes de deslocamento adotadas para
o5 deslocamentos em um ponto do elemento satisfagam aos seguintes

critérios:

o~ [4 . =y
1) as expressoes analiticas para os deslocamentos {1} e



um elemento sdo polinomios com um nimero total de paré
metros arbitrarios igual ao numero de deslocamentos
nodais correspondentes ao elementoj

2) os termos de graus superiores ao primeiro podem anu -
laf-se independentemente dos valores tomados pelo téz
mo constante e pelos coeficientes dos termos linea =
res;

%) o termo constante e os coeficientes dos termos de pri

. -~ . - 3
meiro grau sac totalmente arbitrarios.

Suponha~se também gue a solugdo exata pertenga ao conjun
, . 1 . . " .
to dos campos elasticos compativels cujos deslocamentos tenham de-
- ¢ . . ¢
rivadas de segunda ordem continuas e limitadas dentro de cada ele-
mento.

Prova-se entao queaoz

a) a sequércia de solugbes aproximadas, obtidas com o re
Tinamento sucessivo das malhas, converge para a solu-
¢ao exata se as condigOes reduzidas de compatibilida-
de implicam em compatibilidade total entre os elemenw
tos; .

b) a sequéncia de solugoes aproximadas, obtidas com o re
finamento sucessivo das malhas, tambem converge para
a solugao exata guando as condigdes reduzidas de com-
patibilidade nao implicam em compatibilidade total en
tre os elementos desde que as derivadas ate segunda
ordem dos deslocamentos permanegam continuas e limita

das dentro dos elementos.

No caso da teoria classica (simplificada) de placas, na

~ -~ N - ’ 0
qual se despreza a deformacgao por esforgo cortante, os criterios

sao alterados ligeiramente; neste caso,como se sabe, Gx = - PW e
oy

9 = bw.

¥y

3%
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Suponha-se, entao, éue a fungao de deslocamento adotada

13 ral 1 - ,
para o deslocamento transverso w satisfaga aos seguintes crite -

rios:

~ { .
1) a expressao analitica para o deslocamento transverso

2)

3)

W em um elemento e um polinamio com um numero total
de parametros arbitrarios igual ao nimero de desloca-
mentos nodais correspondentes ao elemento;

os termos de graus superiores ao segundo podem anular
se independentemente dos valores tomados pelo termo
constante e pelos coeficientes dos termos lineares e
quadraticos;

o térmo constante e os coeficientes dos térmos de pri.

. ~ . ] 4 .
meiro e segundo graus sao totalmenle arbitrarios.

Suponha-se ainda que a solugao exata pertenga ao conjun-

’ . $ . . ~
to dos campos elasticos compativeis para os quais a deformagao por

et s - . -~ it
esforgo cortante e nula e as derivadas terceiras de W sao conti -

nuas e limitadas dentro de cada elemento.

Prova-se entao queaoz

a)l

b)

a sequencia de solugdes aproximadas, obtidas com o re
Tinamento sucessivo das malhas, converge para a solu-
gao exata se as condigoes reduzidas de compnatibilida-
de implicam em compatibilidade total entre os elemen-
tosg

a sequéncia de solugdes aproximadas, obtidas com o re
finamento sucessivo das malhas, tambem converge para
a solugdo exata quando as condigdes reduzidas de com-
patibilidade nao implicam em compatibilidade total en
tre os elementos, desde que as derivadas ate terceira
ordem de w permanegam continuas e limitadas dentro

dos elementos.
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£.5 - O elemento triangular para estados planos de ten-

~ ~ - . 4 N
soes e deformacgoes & luz dos criterios para a coh

vergencia para a solugao exala

Figura 6.2

Como se sabe, as fungoes de deslocamento adotadas para
os deslocamentos u e v foram

u=e, + . x +o (L .2}

1 2 3
v =«=('LF + N 5X + gy ' ' 1(4-3)

Elas serzo agora examin@das para se saber ate que ponto
os critérios estabelecidos por Arantes e Oliveira sao obedecidos.

Sao, como se ve, polinomios gue envolvem seis parémetros
arbitrérios; como o numero de deslocamentos nodais correspondentes
ao elemento & tambem seis, o primeiro critério e satisfeito.

Que os critérios 2 e 3 saoc satisfeitos e obvio; todos os
criterios sao, pois, obedecidos.

Hayeré, entao, convergencia para a solugao exata se as
condigoes reduzidas de compatibilidade implicarem em compatibilida
de total entre os elementos.

Comé as fungoes de deslocamento sao lineares, os lados
do elemento deven permanecer retos apos a deformacgao.

Na figura 6.2 estac indicados dois elementos antes e a-

-’ -~ ”~ ~ . ~ . ~
pos a deformacgzo; ve-se, entao, que a satisfacac das condigoes re-
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duzidas de compatibilidade, isto &, gque os nds 2 e 4 dos elementos
12t e 234 permanegam em contato apos a deformagao, implicam na coin
cidencia dos dois lados adjacentes. 7

Come isto se repete para todos os elementos, ha compati-
bilidade total entre os elementos e a convergencia para a solugao

exata deve verificar-se.

6.6 = 0 elemento retangular de placa a luz dos critérios

A . ~
para a convergencia para a solugao exata

A lei de variacao escolhida para o deslocamento transver

sal foi a expressao polinomial

2 2 2 2
w:_el,l +w42x_+a(3y +ﬁ(4x_ +e(5xy + ¥y +'~‘:J¢73r:3 +“\'8xy+\"(9xy +

+ *10y3 + x11x3y + #12xy3 ' (5.1)
Como o nﬁmero_de deslocamentos nodals em um elemento re-
tangular de placa ¢ dosme ve-se que o primeiro criteério ¢ satisfei-
to.
Os parﬁmetrosﬂﬂq,...,c(12 sao totalmente arbitrarios e
podem, consequentemente, tomar qualquer valor; segue~se gue 0 sS& =

. = ’ L] o~ . - )
gundo e terceiro criterios sao totdlmente satisfeitos.

Tigura 6.3
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Tom"%ﬁo como referencia a figura 6.3, na qual sio apre -
sentados doiSTelementos antes e depois da deformagaoc, vai-se veri-
ficar a compatibilidade dos elementos ao longo da aresta 36.

Examinando a lei de varidcao (5.1) vé-se que o deslocamen
to transversal w ao longo dos lados dos elementos sofre uma varia-
gao do terceiro grau.

Por outro lado a satisfagao das condigoes reduzidas de
compatibilidade exige que, tanto no né 3 como no nod 6, sejam iguais,
Para os dois elementos, os valores de w e EX. Isto leva, naturalmen
te, a coincidéncia dos deslocamentos transversais ao longo da ares
ta B'60,

Ja a variacdo de By ao longo da aresta 36 ¢ quadraticaj
como as condigoes reduzidas de compatibilidade exigem que By seja
igual para os dois elementos apenas nos nos 3 e b & possivel que
esta igualdade nao seja obtida ao longo da aresta 3'6' (com o con-
Ssequente aparecimento de uma dobra em 3'67),

Tvidentemente, a satisfagao das condigoes reduzidas de
compatibilidade nao implica na compatibilidade total entre os ele-
mentos. A convergencia para a solugao exata, neste caso, dependera
de manterem-se continuas ¢ limitadas dentro dos elementos, a medida
que sao reduzidos, as derivadas até terceira ordem de W
- Sabe-se, para este tipo de elemento, que uma malha de re
tangulos iguais converge para a solugao exata® . Nao h&, na biblio
grafia especializada, provas formais da verificagao da convergen -
cia para a solugao exata em outros casos. Todavia, a experiéncia
mostra, nos casos em que a solugao exata & conhecida, que esta con
vergéncia verifica-se.

Vale dizer que frequentemente a lei de variagao nao se a
presenta em formas simples como (5.1) e a verificagao da satisfacgao
dos criterios nao é, de forma alguma, imediata. Pelo interesse do
assunto vai-se indicar, estudando o mesmo elemento retangular, uma

I . z . ~ ~
tecnica possivel de ser seguida gquando este for o caso.
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Figura 6.4

Melosh apresentou, na veferencia 1%, a lei de variagao

§

de w em termos dos deslocamentos nodais (referir-se a figura 6.4):

32w = (§=1)=1){ [ (5=1) by =1)=(§+1) bqs 1)} -4 (§ =1) (§+1 )= (q=1)x
Gt dw 420G =1) (q+1)8_ ~2a(§ -1 (§+1)0, '} +

(§ =11 )] (2 [(§ =1 o1 )= (§+1) =1 0 b =1) (§41 )bt (1 )e

. (,.,‘..1))wj+2b(n1 -1) @ +1 )exj+2a(g ~1)(§+1 )ey:ﬂ +

(§+1) 1L 2L +1) oy +1)=(§=1) b -1 ~B(E 1) (§+1) =B tn=1)x
41 Dy -2b by - 1) na1)8 y r2al§ 1) (§=108 Y

G+ @ {RLE 1) by =1)=(§-1) (a1 T +4(E ~1) (§+1 )4l ~1)x
@\+1))wl—2b@\-1)Gﬂ+1)gxl—2a(§n1)(g+1)gyls

.].

+

.|.

(6.4)
onde g:Eﬂée m = 2y/b : (6.5)

e w,, 9 ...8 _ s30 os deslocamentos nodais dos nos i, j, k, l.

i’ T xitt vl
3 - - I - 3 - -
0 criterio 1 e, evidentemente, satisfeito.
Para gue os criterios 2 e 3 sejam satisfeitos a expres -

sao (6.4) deve ser tal que ela possa porise na forma
2 2
w=4A+ Bx + Cy + Dx= + Exy + Fy (6.6)

quaisquer que sejam os valores de A, B,... I'.

§ - esta lei fol apresentada posteriormente na referencia 1; ambas

as expressoes apresentam erros de impressao.
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Isto sera verdade se os deslocamentos nodais calculados
a partir de (6.6), e substituldos em (6.4), transformarem (6.4) em
(6.6).

A partir de (6.6) obtem-se:

& =~ 3w =-C - Ex - 2Fy . (6.7)
X —
ENG
B, = aw = B + 2Dx + Ey {6.8)
3%

. , . . ~
Os deslocamentos nodais nos nos i, j, kK e 1 serao dados,

entao, por:

w. = A - Ba - Cb + Da2_+ bab + Fb2

* 2 N T A

@, =-C+ Fa+Fb (6.9)
2 . .

Qyi:B—Da-ng

w. = A - Ba + Cb + Da2 - Eab + Fb2
J EE- TS I

8, ==-C + La - Fb (6.10)

x] 5
§ .=13 ~Da + Eb

¥ 3

2 - 2
wk = A + Ba + Cb + Da~ + Hab + Ib
- -m el e

¢ =« C - a - Fb (6.11)

xk T
8 = B + Da + Ib

vk >



~96-

w, = A «+ Qg - EE + Da2 - Eab + sz

1 2 2 I In L
@Xl = - C - gg + Fb (6.12)
eyl =B + Da + - Eb

2

Substituindo os deslocamentos nodais dados por (6.9),
(6.10), (6.11) e (6.12) em (6.4) verifica-se gue ¢ térmo constante
e os.coeficientés dos outros termos reduzen-se a:
I

~
a) termo constante =

. _ . _ o -e _
8(W1+wj+wk+wl)+2b( Bxi+axj+gxk @xl)+2a(eyi+gyj @yk yl)

2

=8(4A+Da’+Tb2 )4+2b ( ~4TFb )+2a( ~4Da ) =324

b) coeficiente de g =

12(~wi—wj+w +wl)+2b(exi-§Xj+@ —Qxl)+2a(—9yiéeyj-9 -8 )z

k xk yk yl

=12(2Ba )+2b{0)+2a(-4B)=16Ba

¢) coeficiente de 4 =
12(—wi+wj+wk-wl)+2b(exi+exj+&xk+exl)+2a("gji+eyj_gyk+eyl):
=12(2Cb)+2b{-4C)+2a(0)=16bC

d) coeficiente de %? =

2
28 ( —(‘)yl-ey‘] +eyl{+@yl )zBDa

e) coeficiente de %ﬂ,5
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- - - - @ - -
16(wi LA wl)+2b( G : 9- 5t +@xl)+2a(9yi Gyj yk+@yl)
=16(Eab)+2b(-2ka)+2a(~2Lb )=8Fab
. 2
f) coeficiente dem =
2
2b(® .-e -9, l)=8Fb

g) coeficiente de g5 =

4(Wi+wj"wk-wl)+2a(eyi+e§j+3yk+@y1):4(-2Ba)+28(4B):0

h) coeficienté de gaq

2a(® .-® 4+ -8 _)=0
a( yi yi vk oyl

il

i) coeficiente deﬁ“\f2

2b(~9Xi+6xj -6 kTexl)

3.’-_—

j) coeficiente dem,

4(wi—wj-wk+wl)+2b(-e%i~exj-ka-exl):H(ECb)-2b(4C)§O

k) coeficiente de %21 =

- - Lol o - @ -— N = — b =
L wirwj wk4wl)+2a( G&i+eyj+ vl eyl) L(-Fab)+2a(2Fb)=0

1) coeficiente de %m? =

;- -— A b (& - -Q -_— = - E =
L( wi+wj wk+wl)+2o( < exj <k exl) L{-Fab )+2b(2Ea)=0

Finalmente (6.4) pode ser escrita na forma
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32w = 324 + 16Baf 4 16bCm + 8Da2g2 + 8Eabfm + 8Fb245 (6.13)

Substituindo-se em (6.,13) os valores de % e 4 dados por
(6.5) obtem-se

32w = 324 + 16Ba2x + 16bC2y + 8Dalx’ + SEablxy + 8Fbhy”

a b a2. ab 2 -

ag

ou
2 N 2
W= A+ Bx + Cy + Dx~ + Exy + Ty

6.7 - O elemento triangular de placa a luz dos critérios

~ . -
para a convergencia para a solugao exala

Um estudo semelhante ao desenvolvido para o elemento re-~
tangular de placa leva, para o elemento triangular, is mesmas con-
clusdes, isto é, os criterios para a convergencia para a solugao e
xata sao satisfeitos, existe compatibilidade dos deslocamentos
Lransversais ao longo de lados adjacentes e e possivel o apareci -
mento de dobras. '

Consequentemente, a convergencia para a solugao exata 80
e possivel quando as derivadas de W, ate a terceira ordem, permane
cem continuas e limitadas no interior dos elementos a médida que é
les sao reduzidos.

Verifica-se, por exemplo, gue para a malha a da figura

6.5 obtem-se convergencia ae passo que para a malha b isto nac a-
contece15’21’22.

SN
N N
N N

(a) | (b)
Figura 6.5

AN
/
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It de se ressaltar, todavia, gue a convergencia ho caso b
- ’ B rd .
faz-se para valores mulio proximos dos exatos e podem, na pratica,
serem considerados como exatos. Para malhas irregulares deve-se es

6

» .
perar um erro de aproximadamente 1% .,
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CAPITULO VII - APLICACOES

7.1 = Estruturas analisadas

Nos seis primeiros capitulos foi feito o desenvolvimento
tedrico necessario a formulagao, pelo Método dos FElementos Finitos,
de um ?rograma automatico para a analise de placas e de problemas
de estados planos de tensoes e deformagoes. Detalhes sobre o progra
ma serao dados no apendice., Neste capitulo sdo apresentados varios
casos estudados utilizando-se o referido programa.

A convengao adotada para a representacgao das estruturas e

a seguinte:

® ~ apoio puntual

- apoio simples
______ ] - bordo livre

- malha

- eixo de simetria

L7777 - material diferente ou reforgo.

Os casos estudados sao os abaixo relagionados:

a) placas

"% I__*——= -
I | | !
{
: | ¢ $ |
! | I I
L I
Placa 1 Placa 2 Placa 3 Placa 4
[ -7
i |
| i 4 LLL
A :C;B /'A\
i i 4 ~
L. - s

Placa 5 Placa 6 Placa 7 Placa 8
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b) chapas
o= == O
' i { i
i ] f f
' 1 i )
! | i i
Lo L=l
Chapa 1 Chapa 2

Dos casos apresentados apenas o caso Placa 1 tem solugao
. ~ * s .
exata; sua inclusao e feita exclusivamente para um estude comparati
VO

235

0 caso Placa 2 ja foi estudado pelo Metodo das Diferen-
¢as Finitas e sua inclusdo tambem é motivada pela necessidade e van
tagens de se comparar resultades; que se saiba os outros casos sao
estudades pela primeira vez neste trabalho.

Certamente o leitor ja foi capaz de identificar varias si
tuagoes praticas em que tals casos podem aparecer) todavia, deseja-
se ressaltar que os casos Placa 4 e Placa 5 levam a conclusoes inte
ressantes relativas as descontinuidades dos apoios e os casos Placa
6 e Placa 7 permitem constatar a influencia benéfica de reforgos co
locados adequadamente.

Da mesma forma os casos Chapa 1 e Chapa 2 revelam aspectos
de certo modo éurpreendentes causados pela inclusac de materiais de
natureza diferente em um meio homogéneo.

Detalhes de cada um dos casos serao fornecidos a seguir.
702 - Placa 1

1) Tipo de placa: placa guadrada simplesmente apoiada nos quatro la

. £ ~
dos; isotropa; homogenea; altura constante.

2) Carregamentos: 12 - carga uniformemente distribuida 3y por unida-
de de area; A

29 -~ carga concentrada P em A {centro da placa).
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%} Placa analisada: devido a simetria foi analisado o guadrante in-

dicado na figura 7.1, sendo a malha final (8x8).

2 L
‘l} 1 ya
- Ar*j— = o,
|
% .

" Figura 7.1

i) Verificagao de convergéencia: sdo pesquisados a flecha e o momen-
to fletor no ponto A para ambos os carregamentos (gq=a=P=1.0} Danyz
Dx"l -O; Q:O.B)o

Carga uniféfﬁe;ente distribuida
Malha | Nés | w grrov - MX ~ érro
(x1) [ 4 0.00506 25% 0.0660 38%
(3x3) ] 16 0.00418 3% 0.0497 3.8%
(5x5)| 36 0.00411 | 1.2% 0.0485 1.3%
(6x6) | 49 0.00409 | 0.7% 0.,0484 140%
(8x8)| &1 - 0.00408 | 0,5% -0.0481 0. 4%
Exata 0.00406 0,0479 i

Tabela 7.1

Carga concentrada em A
Malha | Nos W mérro MX
(1=x1) | & 0.0138 19% 0.228
(3x3) | 16 . 0.,0120 | 3.5% 0.%37
(5x5) | 36 0,0118 | 1.7% 0.389 Tabela 7,2
6x6) | b9 0,0117 | 0.9% . 0.408
(8x8) ! 81 0.0117 | 0.9% 0.438
Exata _ 0.0116_ ik
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5) Graficos:

a) grafico 1.1 = & o grafico para as flechas ac longo de AB;

b) grafico 1.2 - & o grafico dos momentos fletores Mx (ao longo de
AB), M, e M, (ao longo de AC);

c) grafico 1.3 - & o grafico para os momentos de torcao Mxy'ao lon-

go de AB e CB.

6) Consideragoes:

a) o exame do grafico 1.2 revela a importéncia dos momentos M,I e M2
- . ~ ‘ rd

nas imediacoes dos cantos; e de se notar gue os momentos M2 nesta

regiao sao negativos.
75 = Placa 2

1) Tipo de placa: placa aguadrada de bordos livres apoiada puntual -

mente nos quatro cantos; isotropaj; homogenea; altura constante,

2) Carregamentos: 12 - carga uniformemente distribuida g por unida-
de de area; ‘

29 -~ carga concentrada P em A (centro da placa).

%) Placa analisada: devido a simetria foi analisado um quadrante a-

nalogo ao da figura 7.1.

4) Verificagao de convergéncia: sa0 pesquisados a flecha e o momen-~
to fletor no ponto A para ambos os carregamentos (g=a=P=1.0; DX:Dy:
D=1.03 ¥=0.3).

Carga unif. distr.

Carga conc. em A

Malha mﬁés w Mx w MX
(1x1) | & 0.0218 0.117 0.0347 0.290
(3x3) | 16 0.0249 0.113 0.0386 0.419
(5x5) | 36 0.0253 0.112 0.0390 0.471
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(6x6) | 49 0.0255 0.11% 0.0%92 0.491
(8x8) | 81 0.025% 0.112 0.0397 0.5520
Marcus® 0.0249 0.109 0,0388

Tabela 7.3

5) Graficos:

4

o grafico dos momentos fletores }x e My (a0 lon-

go de AB), M, e M, (a0 longo de AC);

a) gréfico 2.1 =& o gréfico para as flechas ao longo de ABj
é

"b) grafico 2.2 -

c) gréfico 2.% = ¢ o gréfico para os momentos de torgao Mxy ao lon-

go de AB e CB.

&) Consideragoes:

a) o exame do gréfico 2.2 revela a importéncia dos momentos M1 e M2
nas imediagoes dos cantos {é de se notar que os momentos M1 nesta
regiao sao negativos);

b) outro pontoc de destagque, no mesmo gréfico, ¢ o valor do momento
MY no ponto B; observe-se gue para o carregamento uniformemente dis
tribuido M_ em B é superior a seu valor no centro da placaj

¢) o grafico 2.3 permite constatar a existencia de momentos de tor-
cao nos bordos livres; isto nao deve causar surpresa porque e uma
consequancia direta da teoria classica de placas na qual se despre-
zam as deformagoes por esfﬁrgo cortante - este assunto & estudado

8,23,24,25

., ~ .
detalhadamente em varias referencias e, como se constata
) . . . . - . o~ o
de sua leifura, os resultados obtidos pela teoria classica sao vali
- ~ , o~ L, - A .
dos a excegao das regioes proximas aos bordos (a distancias da or -

dem da altura da placa)s para mals detalhes ver o apéndice AG,
7.4 ~ Placa 3

1) Tipo de placa: placa quadrada de bordos livres apoiada puntual -

. . £ ~ '
mente nos meios dos lados; isotropaj; homogeneaj; altura constante.

2) Carregamentos: 12 - carga uniformemente distribuida g por unida-
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,
de de area;

20 - carga concentrada P em A (centro da placa).

%) Placa analisada: devido a simetria fol analisado um quadrante a-

nédlogo ao da figura 7.1.

L) Verificagdo de convergencia: sdo pesquisados a flecha e o imomen-
to fletor no ponto A vara ambos os carregamentos (g=a=P=1.0; DX:Dyz

D=1.03; ¥=0.3).

Carga.unif. distr. FCarga conc. em A
Malha Nos W - Mo W H
(1x1) | & 0.00499 0.069% 0.0142 0.242
(3x3) | 16 0.00459 0.0446 0.01%3 0.350
(5x5) | 36 0.00456 0.043L 0.0131 0.402
(6x6) | 49 0.00456 0.0432 0.01%1 0.421
{(8x8) | 81 0.00456 0.0430 0.0131 0.451
{9x9) | 100 0.00456 0.0430 0.01%0 0,506

Tabela 7.4

5) Graficos:

a) grafico 3.1 - & o grafico para as flechas ao longo de AB, AD ¢
CD;

.b) gréfico 3.2 - & 0 gréfico dos momentos fletores MX (a0 longo de
AB e CD), My e M, (ao -longo de AD);

¢) grafico 3.3 -~ & o grafico para os momentos de torgao Mxy ao lon-

go de AB e CB.

6) Consideragoes:

a) & sabido que o momento fletor torma-se infinito em pontos onde
haja cargas concentradas; e interessante constatar que ocorre o mes
mo Tenomeno nos anoios puntuais, nao obstante situarem-se nas bor -

. - . ~ ~
das, com os momentos associlados as diregoes paralelas as bordas em



~106 -

foco (grafico 3%.2);

b) a comparacgao das curvas dq e®. (carga uniformemente distribui -

. -
da) mostra, novamente, gue o momento fletor maximo nao ocorre no
. I a . ~ 0
centro da placa e sim a meia distancia de AD (excetuando-se, natu -
ralmente, as regices singulares);

¢) & notavel o "achatamento" da curva.ﬂq.
7.5 - Placa 4

1) Tipo de placa: placa quadrada com lados simplesmente apoiados a-
rd . . . r ~
te o0 meio e livres na outra metade; isotropa; homogenea; altura cons

tante.

2) Carregamentes: 19 - carga uniformemente distribuida g por unida-
de de area;

29 - carga concentrada P em A (centro da placa).

%) Placa analisada: foi a da figura 7.2, sendo a malha final (10x

10). Tj

s e e
L
| O I ! ]
|
*_._M,,, - - .
%_m_ - - el
o~
- - —r X%
i A
_____ - !_ I SR A ,I
) . R )
| e n
e [ - 1
il ‘ !
L !
Figura 7.2

L) Verificagdo de convergéncia: sdo pesquisados a flecha e o momen-
to fletor no ponto A para ambos os carregamentos (q=a=P=1.0; szDy:

D:1-O; '0=O-3)-
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- Carga unif.rdistr. Carga conc. em A
Malha Nos W M W M
(b=xh) 25 0.00464 0.0526 0,0127 0.296
(6x6) Lo 0.00454 0.0506 0.0124% |  0.%38
(8x8) 81 0.00451 0.0498 0.0123 0.367
(10x10) | 121 0.00450 | 0.0k | 0.0122 0.390

Tabela 7.5

5) Graficos:
a) gréfico b1 = & o grafico para as flechas ao longo de AB e CD;
b) grafico 4.2 - & o grafico dos momentos fletores Mx (ao longo de

AB e CD) e MY (ac longo de AB);

¢) grafico 4.3 - & o grafico para os momentos de torgao Mxy ao lon-
go de AB e CB.

6) Consideragoes:

a) o grafico 4.1 mostra que as flechas ao longo de CD sdo pequenas
comparadas as em AB; além do mais elas sdao aproximadamente as mes -
mas para ambos os carregamentos;

b) no ponto C {(grafico 4.2) o momento M sofre, devido a variacao
das condigoes de apoio, uma descontinuidade; os calculos parecem in
dicar gue Mx tende a crescer ilimitadamente na regiao imediatamente
a direita de ¢ (curva 42) para logo em seguida, a esquerda de C,

cair a zero.

7.6 - Placa 5
1) Tipo de placa: placa gquadrada com mnetade de cada lado simplesmen
te apoiada (parte central) e o restante livre; isotropa; homogeneca;

altura constante.

. . . 4 -
2) Carregamentos: 12 - carga uniformemente distribuida g por unida-

r
de de area;
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29 - carga concentrada P em 4 (centro da placa).

3) Placa analisada: devido a simetria foi analisado um gquadrante ana

logo ao da figura 7.7.

L) Verificacao de convergéncia: sd0 pesquisados a flecha e o momen-
te fletor no ponto A para ambos os carregamentos (g=a=P=1.0; Dmeyz
D=’I.O;'~1=O.3).V

3

Cargé unif. distr. Carga conc;rem A

NMalhéﬂr ﬁés T w . . ¥§. W MX
(2x2) 9 0.00458 | 0.0552 0.0131 | 0.305

| () 25 0.004k2 | 0.0517 | 0.0127 | 0.375
(6x6) 9 0.00440 | 0.0513 | 0.0126 | 0.417
(8x8) 81 0.00439 | 0.0510 0.0126 0.447
(9x9) & 100 | ©0.,00439 { 0,0511 0,0126 | 0.447

Tabela 7.6

5) Graficos:

a) grafico 5.1 - o grafico para as flechas ao longo de AB e AC;
b} grafico 5.2 -
AR), M, e M, (a0 longo de AC);

c) gréfico 5.3 — e 0 gréfico para os momentos de torgao Mxy_ao lon-

go de AB e CB,

>’
e
, > . b

e o grafico dos momentos fletores ﬁx (a0 longo de

6) Consideragoes:

a) deve~se notar a tendencia que a placa tem de levantar-se nos can
tos (grafico 5.1);

b) a curva.e{5 (grafico 5.3) foi interrompida pela impossibilidade
de se determinar numericamente o que acontece junto ao ponto C' a
COmMparagao Com a curva o, sugere que os valores permanecenm finitos
mas nao se pode garantir a existéncia ou ndo de uma descontinuidade

em C.
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7.7 - Placas 6 e 7

1) Tivo de placa: placas quadradas simplesmente apoiadas nos quatro
lados e com reforgos (ou incrustagao de material diferente) confor-
me as figuras 7.3 e 7.4; a rigidez a flexdo D" da parte achureada é
10 vezes superior a rigidez a flexdo D' do restante da placa; isd =

tropas; D' e D" sdo constantes.

2) Carregamentos: 12 - carga uniformemente distribuida g por unida-
de de area;

20 = carga concentrada P em A (centro da placa).

Z) Placa analisada: devido a simetria foram analisades os guadran -

tes indicados nas figuras 7.3 e 7.4, sendo a malha final (9x9).

4

o
* A 1 AT
1 o
7 1 E%
L . e
B B
M C 1 el
Figura 7.3 FTigura 7;4

4) Verificacio de convergencia: sio pesquisados a flecha e o momen-
to fletor no vonto A para ambos os carregamentos (g=a=P=1.0; Dx:DV:

D'=1,0; D'"=10.03 ¥=0.3).
/
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5) Graficos:

a) grafico

cas 6 e 73

b)
Tra
c)
ra
a)
AR

6)

4 -
grafico

6.1

6.2 - &

Tabela 7.8 (Placa %)

-

ambas as placas;

ambas as placas;

para ambas as placas.

Consideragoes:

r . rd .
grafico 6.4 - & o grafico

o grafico do momento fletor Mx
grafico 6.3 - & o grafico do momento fletor M

do memento de torcao M
Xy

o Carga unlf dlstr. Carga conc. em A
Malha | ¥os |  w | x«;;"“““”"”“‘i;“ R
(3x3) 1 16 0.00282 | 0,033%6 0.00793 0.264
(5x5) | 36 0.00275 | 0.0%19 0.00779 0.330
(6x6) 1 49 0.00275 | 0.03%19 0.00778 0.330
(8x8) | 81 0.00274 | 0.0315 0.00773% 0.378
(9x9) | 100 0,00274 | 0.0315 | "0.00772 | 0.401

Tabela 7.7 (Placa 6)
(8x8) | 81 0.00211 0. 0237 0. 00570 0. 360
[(9x9) | 100 | o.00213 | "0.0238 | 0,005 | 0.6

o grafico das flechas ao longo de AB para as pla

ao longo de AB pa

a0

longo de AB pa

ao longo de

a ~ . o - - -
a) a influencia dos reforgos introduzidos nesta placa sera-estudada

com mais detalhes vposteriormente.

7.8 - Placa &

1) Tipo de placa: placa em forma de um triangulo reto com a hipote-

nusa simplesmente avnoiada, os catetos livres e um apoio puntual no

’, . b .
vertice oposto a hipotenusa;

. 4 ~
isotropa; homogenea; altura constante.
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2) Carregamentos: 12 -~ carga uniformemente distribuida g por unida-
de de area;

29 - carga concentrada P em A.

%) Placa analisada: devido a simetria foi analisado o triangulo re-

to indicado na figura 7.5, sendo a malha final (12x12).

"
.,

J ™
SIND
=

Fipura 7.5

4) Verificagao de convergéncia: sdo pesquisados a flecha e os momen
tos fletores Mx e My no ponto A para ambos os carregamentos (q=a=P=
1 .O ; Dx:Dy::D-fl] ..-Om; 'q "—30.3 )7.

Carga unif. distr. Carga conc. em A

Malha Nos w [ MY W Mxr B
(2x2) 6 0.,00091 [-0.0005 |0,0183]0.,00783]|C.037 0}152

(4x4) 115 | 0.00111] 0.00153|0.0318]0.00815]0.09210.249
(6x6) |28 | 0,00114} 0,00150{0.0334]0.00814|0.126:0.291
(8x8) 145 {0.00115] 0.,001340,0344]{0.00809|0,15110.323
(10x10)| 66 | 0.00116{ 0,00121] 0.0347] 0.00807| 0.17210.346
(12x12)} 91 | 0.00116| 0.00111] 0.0348] 0.00806{ 0,1890,364

Tabela 7.9
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5) Graficos:
a) grafico 7.1 - & o grafico das flechas ao longo de AB e CD para o

12 carregamento;

b) gréfico 7.2 - @ o grafico das flechas ao longo de AB e CD para o
29 carregamento}
c) grafico 7.3 - & o grafico dos momentos fletores Mx e My ao longo

de AB para o 19 carregamento;
d) grafico 7.4 - & o grafico dos momentos fletores Mx e My ao longo

de AB para o 29 carregamento.

6) Consideracoes:

a) o grafico 7.1 mostra gque as flechas, para o carregamento unifor-
memente distribuido; aumentam aoc longo de CD a medida que se aproxi
ma da borda; para o caso da carga concentrada {grafico 7.2) nota-
se, também, que as flechas ndo tendem a diminuir nas imediacces da
borda;

b) nos graficos 7.3 e 7.4 constata-se a existencia de momentos MX
negativos ac longo de AB; verifica-~se também gue My nao tende a anu

lar-se nas imediagoes do apoio puntual A.

79 = Chavas 1 e 2

1) Tipo de chapas: chapas quadradas de bordos livres e com incrusta
gao de material diferente (parte achureada) conforme as figuras 7.6
e 7.7 isétropas; espessuras constantes.

Para ambos os probhlemas foram considerados dois casos:

Hédulo de elasticidade| Coeficiente de Poisson
Chapa | Incrustagao .Chapa Incrustacac

12 caso | & E'=2E! - 91=0.15| d4"=0,25

20 caso [ E! KN=E"/2 - ¥r=0.15 W"=0.25

S EeEme

Tabela 7.710
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2) Carregamento: carga uniformemente distribuida g, por unidade de

area, conforme as figuras 7.6 e 7.7.

- . hd - ] -
3) Chapas analisadas: devido a simetria foram analisados os guadran

tes indicados nas figuras 7.6 e 7.7, sendo a malha final (10x10).

1%
0

'*-g;LJ,,L;]_L' I8

(i TR
&
4
i,._
o
—
L
i
-
‘ |-
r—‘—‘
Ji
L]
Al
f

k I
N ,
F | B \p\ib N Y o -gia:;\ N Y
» < SR
15 A RNNR AN
ﬁ:'": A '\E‘\Q:‘:Q q . e : )‘?\ = \\\-;

S A VA Y AVA VA VA Va4

!
1
|
|
)
|
f
f
]
g
I
|
|
!
|

. J;
’r

L) verificagao de convergencia: sao pesquisados os deslocamentos no

TTFTITTTITrI1 CICTTrrIrrrls ;
Figura 7.5 (Chapa 1) Figura 7.7 {(Chapa 2)
ponto B e as tensoes normais e de cisalhamento nos vpontos A e B pa-

ra o 19 caso da chapa da figura 7.6 (g=a=h=E'=1.0; 9'=0.15;
N'=0.25).

Malha | Nos u v o Q& GV 'Exy

(haxk ) 25 | 0,112} =0.%489 F 0.003%0 | -0.997 _0.0056
(6x6) bg | 0,114} ~0.491 | 0.0009 | -0.999 | -0.0009
(8x8) 81 0.115§ -0.493 | -0.0007 { -1.001 0.0007

{(10x10)] 121} 0.116 -6.494 -0,0008 | -1,001 0.0008

Tabela 7.11 (Ponto B)
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Malha Wos | 0, | <, By
(bxch) 25 ~0.089h 1.1k 0.0
(6x6) Lg -0.0927 -1.13 0.0

(8x8) 81 ~0.099h ~1.1% 0.0
(10x10) 121 ~0.0999 -1.12 0.0

Tabela 7.12 {Ponto A)

5) Graficos:

a) grafico 8.1 - & o gréfico, para o 19 caso das Chapas 1 e 2, dos
deslocamentos v ao longo de AB e u ao longo de BC;

b) grafico 8.2 - ¢ o gréfico, para o 19 caso das Chapas 1 e 2, das
tensoes ¢ em AB e CD;

¢) grafico 8.3 - e o grafico, para o 19 caso das Chapas 1 e 2, das
tensoes Y, em BA e DCj

d) grafico 8.4 ~ & o grafico, para o 29 caso das Chapas 1 e 2, dos
deslocamentos v ao longo de AB e u ao longo de BC;

e) grafico 8.5 - & o pgrafico, para o 29 caso das Chapas 1 e 2, das

CD;

1]

tensoes [ em AD
f) grafico 8.6 -
tensoes E% em BA e DC.

D~

o grafico, para o 22 caso das Chapas 1 e 2, das

6) Consideragoes:

a) nos graficos 8.1 e 8.4 constata-se com clareza a influeéencia das
incrustacgoes na deformacgao das chapas;

b) pode-se verificar, pelos sraficos 8.2 e 8.5, o "amaciamento" das
tensoes Uy ao se aproximar da borda superior; note~se gue o materi-
al de modulo de elasticidade superior e mais solicitado, como era
de se esperar; maiores detalhes sobre as descontinuidades serio da-
dos posteriormente;

c) os graficos 8.3 e 8.6 também mostram o "amaciamento!" das tensdes
E% ao se aproximar da borda lateral; & notavel a variagdo guase re-
tilinea de Gx na parte superior de AD;

d) as trajetorias das tensoes principais sao alteradas pela existen
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. - ~ S fad £ -

cia da incrustacao; verifica-se que elas sao "atraidas" ou Hrepeli-
. ~ I - N . . s’ N

das" pela incrustagao se seu modulo de elasticidade é respectivamen

te maior ou menor que o do meio elastico.

7410 - Descontinuidades nas tensodoes e momentos causadas

por incrustacoes (reforgos)

Como se pode verificar em varios graficos, a existéncia
de incrustagoes (reforgos) produz descontinuidades em algumas gran-
dezas. A seguir estuda-se este fenomeno ; considerem-se, entdo, os
meios elasticos indicados na figura 7.8, onde tambem estio represen

tados dois elementos adjacentes a superficie de descontinuidade.

superf, de descont.

Figura 7.8

Naturalmente, quando o tamanho dos elementos representa -

a = L] 3 3 -~ 4 L] ~
dos na figura 7.3 reduz-se infinitamente, sao validas as equacgoes:

?5 = E; = Ey (7.1)

E; - gg - (7.3)
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Mas, em problemas de estados planos de tensoes

Ey - Gy - 9T, (7.4)
El El
e
; .—'G’-; _ “‘Elzl' (?-5)
E" Ell
As equacgOes acima permitem escrever
EI El ET! EH
ou
U] = QREL + qy(a' -3"E") (7.6)
E" EH

Conclue-se, pois, gue Gy e E&y nao sofrem descontinuida -
de; porem, o mesmo nao acontece com Gx sendo (7.6) a ecquagao que re
laciona §' e §Y.

ﬁﬁ ﬁx
Pode~se Tazer um estudo analogo para placasj; considere-se,

i L4 ~ v » i4 3
entao, a figura 7.9 onde estao representados os dois meios elasticos

s £ - . . -
com a respectiva superficie de deseontinuidade e dois elementos ad-
jacentes a ela.

guperf. de descont.
/v’
Wy My A }/
e o ‘
b . bll \J“
Mo ﬁ/ "
x l,r' “\\L 3;3 .
N T~
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Ao se reduzir infinitamente o tamanho dos elementos repre

sentados na figura 7.9 verificam-se as equagoes:

MY = M" = M .
R ., (7.7)

™ — (1] —
nxy = Mxy = Mxy (7.8)

2 2
&y = @y (7.9)

Como se sabe

D%/ 5> 43 3%/ By
—D(?zw/bya +-§32w/3x2)

briad
b
1l

M

Destes valores obtem-se

3w = 12 (-, + 3H) | (7.10)

it rrb—

Ax Eh
As eguagoes (7.7), (7.9) e (7.10) permitem entio escrever

12 (-—M‘ +\)‘M ) = 12 {- ii” + -q“‘{ )
lhl) h"h“3

de onde se tira

u - Etht” MY or (90 - E'h'3‘q")mY (7.11)
Efrhﬁa Enhn5 ’

Verifica-se, assim, que os momentos MJr e MXY nao sofrem
descontinnidade mas que M sofre, sendo (7.11) a equagao que rela -
ciona ' e H'.

X X
As equagoes (7.6) e (7.11) foram utilizadas para se confe

- - L]
rirem os resultados obtidos e representados nos graficos; a concor-
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dancia fol absoluta.
Desta forma as descontinuidades gue se verificam nos mo -
mentos My (grafico 6.3), nas tensdes Gy (graficos 8.2 e 8.5) e nas

~ PR ~ A .
tensdes Gx (graficos 6.3 e 8.6) estao em pleno acordo com a teoria.,

7.11 - Consideragoes adicionais sobre as placas reforga -
das 6 e 7

0 objetivo da inclusaoc das placas 6 e 7 neste trabalho
foi, Obviamente, observar os efeitos causados pela inclusdo dos re--"
forgos indicados; algumas comparagoes entre estas placas e a placa

analoga sem reforgos (Placa 1) devem, portanto, ser feitas.

Flechas no centro M. fl. no centro

Carga un, distr. Carga CONG.

Carga un, dis.

W Reducgao W Redﬁgéo M,

« Redugao
Placa 1| 0.004k06 - | 0.01160 | - 0.0479 -

Placa 6| 0.00274 %3% 0.00772 %% 0.0315; 3 %'

Placa 7| 0.0021% 48% | 0.0057h- B5@¥| 0.0238| 50%

Tabela 7.13

0 exame da tabela 7.1% revela gue a introdugéo dos refor-
¢os provoca uma substancial redugao das flechas e momentos fletores
no centro da vplaca aliviando, consequentemente, uma regiao normal -

mente sobrecarregada.

Momentos Tleftores MX

L
A

3
0.023E ba- —r wam o S T TN

0.GH§ — ——= ~TY

e \""‘

A

o.0M4R)

o, P&aca.1;‘q2: Placa 6; o

524.

¥Figura 7.10
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Na figura 7.10 pode-se observar a alteragao sofrida pelo
momento fletor MX; esta figura fol obtida suvervondo os valores de
M retirados dos graficos 1.2 e 6.2,

Como se pode verificar Mx sofre uma redugao substancial
na regiao central; isto, evidentemente, reflete a existancia dos re
forgos. Constata-se exawinando o grafico 6.% que éstes reforgos séo
bastante solicitados e absorvem grande parte da carga.

Deve-se ainda anotar, como indica o grafico 6.2, a possi-
bilidade de momentos fletores negativos no interior das placas é e
7. Isto nao deve constituir surprésa porque as regides centrais des
tas placas sao, na realidade, placas com apoios elasticos (o refor-
go); se a rigidex deste refﬁrgo ¢ infinita a regiao central consti-
tue uma placa engastada {(figura 7.11).

N O O 0 0 B9 O
superf. média inderf. ‘ g%}

P

m————

superf. média defor.

- Y
<
il

Figura .11

7412 ~ A influencia dos apoios nas flechas e momentos em

placas da mesma natureza

Dentre as diversas placas estudadas podem~se formar deois

grupos de placas que sao, de certa forma, analogos:

r’“—“-"‘-“—’ " MW, S v A
\ {
|
| ! ]
{ } y
12 grupo | | b
Placa 2 Placa b Placa
fr—es=n = -—
i )
! '
' ¢
{ 1
22 grupo Lo L

Placa 3 Placa 5 Placa 1



A tabela 7.14 permite a comparacao de alguns valores:
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Flechas no centro M, fl. no centro
'Carga unif. distrJ Carga conc. Carga un. distr.
B W Acréscimo w' Aceréscimol My |Acréscimo
Placa 1 {0.00406| - 0.0116| - - 0.0479 -
Placa 0.00450 11% 0.0122: 5.2% 0.0494 2 %
Placa 0.0e540 526%  10.0%91]| 237% 0.1120 134%
Placa 1 | 0.00406 - 0.0116 - 0L0479 -
Placa 5] 0.00439| 8.1% [0.0126] 8.6% |[0.0510] 6.5%
Placa 0.,00456 12% 10,0130 12% | 0.0430 -10%

Tabela 7.14

k£ notavel constatar que em ambos os grupos as variacgoes
tanto nas flechas como nos momentos do centro sao peguenas, a exce
¢ao da placa apoiada nos quatro cantos; esta ultima e, realmente,
uma placa bastante desfavoravel.

Nas figuras 7.12 e 7.13% sao superpostos os valores do mo-

‘mento Mx ao longo de AD para as tres placas de cada grupo:

Momentos fletores Mx

oolng
< abgl]

o120 |
Placa 1; o

d,:

. 5 - . B
>3 Vlaca b By Placa 2

Figura 7.12
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Momentos fletores Hx

.43
oslyiq
eebio

11:'Placa 1; ®,: Placa 5; 9, Placa 3

ek 3:

Figura 7.13

Novamente verificamos, para o momento Mx’ apenas peguenas
variacoes causadas pelas diferengas de apoios. Para o momento My a
concordancia ndo é tao boa, como se pode comprovar velos graficos.

Todavia, e importante observar, examinando os graficos
das Placas % e 5, que seu comportamento na regido central difere
pouco do da placa simplesmente apoiada; somente ao se aproximar das
bordas as diferengas se acentuan,

‘Naturalmente, ao se aumentarem os apoios destas placas a
diferenga diminue gradativamente; pode-se concluir, portanto, que
pequenas descontinuidades nos apoios de uma placa simplesmente a -
poiada ndo alteram de modo substancial seu comportamento: & o caso

das placas da figura 7.1,

Figura 7.1k
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CONCLUSAO

Na introducao deste trabalho disse-se que ele seria cons-

tituido essencislmente de trés partes:

a) os fundamentos tedricos;

b) um programa automatico;

¢) aplicagoes do netodo ao estudo de problemas inéditos de elastici
dade plana e placas. .

Examinando~se o conteudo do trabalho e reportando-se a tu
do o que ja fol dito, conclui-se que hé pouca coisa a se dizer a éﬁ
te ponto gque possa ter o carater de "conclusoes'.

Por exemplo, os comentarios sobre os diversos problemas
estudados foram feitos & altura de sua apresentagao e sua natureza
era, essencialmente, de "conclusodes".

Resta ressaltar, o que j& deve ser Obvio, aue o Metodo
dos Llementos Finitos, com o auxilio de um programa inteiramente au
tomatico abre novas fronteiras a analise estrutural, como se pode
comprovar pelos oproblemas estudados.

Com relacao ao programs automatico, considerando-se a sin
plicidade do seu uso e os tempos de computagao anotados (ndo rela -
cionados por nao apresentarem maior interesse face a diversificagao
dos sistemas de computagaoc existentes), acredita-se ter sido desen-

volvido o que se considera um "programa eficiente”.

Como comentario final o autor deseja deixar claro que ao
longo do desenvolvimento déste trabalho foi tomando consciencia, ca
da vez mais, da importﬁncia da area que se provnuzmera estudar; e sua
intencao nao s6 fazer estudos adicionais mas, vprincivalmente, divul
gar 05 novos métodos de andlise estrutural - isto da a melhor medi-

- . ~ ~
da das suas proprias conclusoes sobre o assunto em geral.
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CONVENCOES ADOTADAS NO FLUXOGRAMA

Nao ha uniformidade na literatura en rglaqéo as conven -
goes a serem adotadas para o tragado de fluxogramas. Neste traba -
lho adotaraﬂksg,até certo ponto, os simbolos sugeridos pela IBM.

Por se tratar de um fluxograma simplificado, de certa
forma esquemético, nio é necessario o conhecimento de uma lingua -
gem especifica para entende-loj serao dadas todas as informagoes
necessérias.

No gue se segue explicam-se as convengoes adotadas.

- "~ [4 ’ - ~ .
1) este simbolo esta associado a leitu-

IA ra de cartoes. £le causa a transfe -~

rencia de informagdes contidas no
cartfio para a memoria do computador.
No exemplo dado o valor da variavel
IA & transferido do cartao para a me

moria-do computador.

CABEGCALHO . ; , . )
I1) SUBN este simbolo esta associado a impres

sao em falhas de papel. Ele causa a
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transferencia de informacoes conti -
das na memoria do computador para fo
lhas de papel. No exemplo dado um ca
becalho preéviamente definildo e o va-

lor da variavel SUBN sdo impressos.

I11) . este simbolo esta associado a uma se
Reorganizar : . . . =
as matrizes guencia de declaracgoes (operagoes)

,X e T necessarias para se alcangar certo

objetivo. No exemplo dado éste obje-
tivo & a reorganizagao das matrizes

X e ¥X.

IV) NC1 : representa o numero de comando 1. EE
tes numeros sao usados em pontos di-
~versos do fluxograma (ou programa) e

A -
servem de referencia.

V) 7 éste simbolo esta associado a uma de
claragac de transferencia incondicio
nal; ao atingi-lo deve-se passar pa-

= ra o ponto indicado no seu interior.
No exemple dado éste ponto ¢ o nume-

ro de comando 1.

VI) éste simbolo esta associado a uma de
claragao de transferencia condicio -
P nal. Ao atingi-lo ¢ efetuada a ope -

ragao indicada no seu interior e do

resultado dependeré O curso a ser se
7 guido no fluxograma. Se este resulta
do & negativo o curso a ser seguido

¢ o indicado pela letra H. Se o re =

“ - -
sultado for zero ou positiveo os cur-



VITL)

VIIT)

ESCREVER
J,X,Y

v

“ltima
declaragao

156

sos sao indicados, respectivamente,
pelas letras %2 e P. No fluxograma,
por simplicidade, estas letras nao
sa0 escritas mas admite-se sempre a
configuragaoc indicada. No exemplo da
do sair-se-a pela esquerda, por bai-
x0 ol pela direita do losango se a
variavel IA for respectivamente me-

nor, igual ou maior do gue 1.

éste simbolo causa a transferéncia
de informagoes contidas na memoria
do computador para ume memoria auxi
liar (no programa apresentado usa -
se disco magnetico); tambeéem represen
ta a operagao inversa mas, neste ca-
so, usa-se a palavra LER ao inves de
ESCREVER. No exemplo dado os valores
das variaveis J, X e Y sdao arquiva -

dos no di.sco.

éste simbolo indica a diregao corre-

ta do curso a ser seguido.

~ ¢ r .
este simbolo esta associado a um con

trole iterativo; eéle obriga a se per

[3 » ~
correr de. forma ciclica toda uma se-

gdo do fluxograma. Esta segao ¢ limi
tada pela linha tracejada e o nlmero
de vermes que sera percorrida & igual
ao valor da variavel a. direita do si
nal de igualdade (NEL vézes no exem-
plo dado). A variavel a esquerda do

sinal de igualdade (I no exemplo da-



do) tem sempre valor igual ao do ci-
clo em curso. Deve-se ressaltar que
~ i s ~ = . .
sao posslivels controles iterativos
mais complexos do gue o exposto. To-
davia, para o fluxograma apresentado

o~ -, . .
este e suficiente.
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A1 - CONSIDFRAGOES GERAILS

Ja ge disse ser fundamental programar o Metodo dos Elemen
tos Flnltos para computadores digitais.

0 motivo Obvio que leva ao uso do computador dlgltal e o
elevado numero de equagoes obtidas para o calculo dos deslocamen -
tos nodais, frequentemente da ordem de céntenasa Todavia, éindé :
que se disponha de um programa para resolver 0 sistema de equagoes-
obtido, as demais etapas da andlise sio todas elas extremamente la
borlosas e & necessario gue sejam automatlzadas 20 maximo. .

Nao ha, pols, ondlqoes de se aplicar o metodo se nao se

frdlspoe de um programa completo.

Infellzmente éstes programas, ‘que devem exlstlr, nao
sao en geral de domlnio publlco (na referencia 1 & publlcado um
programa, incompleto :e com errosg de impressao, para problemas de
~estados planos de tensoes e deformaqoes) pretende-se, dom a publi
cagao do programa agora apresentado neste;apéndice, ajudar a preen
cher esta lacuna.

fiste programa e, como estd, utilizado na anallse de pla-
cas,carregadas transversalmente e na solugao de.problemas de esta—

dos planos de tensoes e deformagoes.-
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Sua estrutura foi, céntudo, idealizada de forma a permi-
tir tratar-se outros tipos de problemas desde que se fTagam peque -
nas alteragoes.

Existe um programa principal, formado pelos subprogramas
MEFI1 e MEFIB, que controla o fluxo das operagoes; néle sao reali-
zadas operagoes comuns aos diversos tipos de problemas e sao chama
das, adequadamente, as varias subrotinas auxiliares. Procurou-se,
sempre que possivel, por em forma de subrotina as etapas naoc co -
muns aos diferentes tipos de problemas. Desta forma & possivel tra
tar-se novos problemas com simplicidade ja que & necessario famer
apenas as subrotinas para o novo problema e alterar ligeiramente o
programa principal se far_o caso.,

Acredita-se que a técnica utilizada em algumas etapas do
programa (lista de ligagdes, listas cumalativas de ligagoes, reor-
ganizagao de linhas e colunas da matriz de rigidez global simulta-
neamente ao espalhamento da matriz de rigidez do elemento, etc), e
que e semelhante a exposta nas referencias 16 e 17 para estruturas
reticulﬁdas, e aqui aplicada pela primeira vez ao Método dos Ele -
mentos Finitos {no programa da referencia 1, onde a tecnica adota-
da e difefente, tem-se que lidar com sistemas de equagoes substan-
cialmente maiores).

Face a inexistencia de publicagldes especificas sobre prg
gramas para analise de placas carregadas transversalmente espera -
se que © programa gque se apresenta seja bem aceito.

Apresenta-se também, juntémente com o programa principal
e suas subrotinas, um fluxograma simplificado do programa princi -

pal com as devidas explicagoes.
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A2 - BXPLICACOES REFERENTES AO FLUXOGRAMA SIMPLITICADO
DO SUBPROGRAMA MEFI1 E- A0 SUBPROGRAMA MEIFTA, o
FLUXOGRAMA STMPLIFICADO DO SUBPROGRAMA MEFI.
SUBPROCGRAMA MBI,

As explica@Ses que se seguem referem-se ao fluxograma
simplificado do subprograma MEFI assim como ao préprio subprogra-
ma.,

A numeragao e cabegalhos usados no fluxograma Serao repe

tidos agui para facilitar a compreensao.

MEFI1

1) Adota-se o seguinte codigos

Ia = 0O indica o termino da analise;

Ia =1 - indica que uma mnova subestrutura passa a ser
considerada (subestrutura outra que nao a pri-
meira);

IA

I
N

. - - $ . ’ +
indica o inicio da analise.

L] . ~ F
A divisao de uma estrutura em subestruturas menores e um
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processo frequentemente usado, principalmente quando nao se dispoe

de computadores grandes. A tecnica usada pode variar. Neste progra
r I3 ~ i3 »

ma segue-se a tecnica exposta na referencia 173 como sua explica -

-~ ’ - ~ -’ . N
gdo detalhada ¢ extensa ela nao sera desenvolvida agqui.

2) Nesta etapa & tomada a decisdo, baseada no valor de IA, sobre o

curso a seguir.
Informagoes gerais

. 3) Bxplica-se a seguir o que sac as variaveis introduzidas nesta &

tapa:

NPL - e um numero de ideqtificagéo para o problema
em foco;

NCA - & o numero de sistemas de carregamento a serem
considerados -na analise;

NSUS - & o numero de subestruturas em que foi dividida
a estrutura originaljg

ITP - sel valor indica o tipo de problema a ser estu
dadoj & QO para problemas de estado plano de de
formagoes, & 1 para problemas de estado plano
de tensoes e & 2 para analise de placas carre-
gadas transversalmente;-

NCE - : & o numero cumulativo de elementos, isto é, o
numero total de elementos que constituem todas
as subestruturas anteriores a em foco}

NGJ. - é o nimero cumulativo de ndés, isto &, o numero
total de ndés introduzidos até a subestrutura
anterior a em foco {menos os ndés comuns a ime-
diatamente anterior e a em foco);

NJL1A - & o numero de nds com ligagdes do tipo 1 (a
ser explicado) na subestrutura imediatamente

. b
anterior a em foco.



162~

L) Nesta etapa sao impressos um cabegalho adequado e¢ os valores
das variaveis NPL, NCA, NSUS e ITP; naturalmente o cabegalho pode
variar devendendo do problema em foco. SUBN & o numero da subestru

tura em foco.

Informagoes relativas a malha adotada e as ligagdes

existentes

- » o~ . i3 3 k]
5) Explica-se a seguir o gue sao as variaveis introduzidas nesta e

tapat
NEL - e o numero de elementos gue constituem a subes
- trutura em foco;

NJU -~ & o numero de pontos nodais existentes na sub
estrutura em foco;

NL - e o numero de ligagoes existentes na subestru
tura em foco;

NJL - e o numero de pontos nodais sujeitos a liga -
coes na subestrutura em foco;}

NET - & o numero de elementos triangulares existentes

na subestrutura em foco.,.

€) Nesta etapa sao impressos um cabegalho adequado e os valores das

variaveis NEL, N, NJU, NL, NJL, NET e NER. Explica-se a seguir o

gue sAc as novas variaveis introduzidas:

N - & o numero de graus de liberdade da subestrutu
ra em focoj

NER - e o numero de elementos retangulares existen =

tes na subestrutura em foco.
Coordenadas dos pontos nodais

7) Nesta etapa sao lidas as coordenadas X e Y dos diversos nos J.

Normalmente, na anidlise de estruturas reticuladas (ver referéncias
16 e 17 ou o programa STRESS da IBM), usam-se tantos cartoes guan-
tos sio os nos da estrutura para transmitir estas informagoes. Fs-

ta forma de leitura e impraticavel no Metodo dos Elementos Finitos
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face ao grande numero de nos, 1sto expllca a leltura sequen01al 8-
'dotada no subprograma'MEFI1. LIA e uma matrlz aux111ar'; era usada

©em dlversos pontos do programa_"j-.

9) Nesta etapa sdo 1idae:divereaejinfefmégaee_feferenEee 40 Qleﬁéﬁ
‘o It - 5 _ R LRI T :

JI,'JJ;:jK,‘JL,—' 3sa0, respect1Vamente, bs nos i_

jg‘k e 1 do e-‘
lemento (para elementos trlangulares o valor

JL nao e forne01d0),

ICE - o o seu valor 1nd1ca qual Ko} grupo de’ constantes

elastlcas assoc1ado ao elemento,,”

LTE - . T ‘o seu valor 1ndlca o tlpo do elemento, se e O

trata -se.de’ elemento trlangular e se e31 trata

.’se de elemento retangular}

ESP - 7 g Loé e a espessura do elemento{ .

10) As informagdes lidas'ﬁa‘etapélaﬂteri@??aSeimﬁco.ofpﬁfbaﬁegﬁihb

adequado, sdo agora impressas.

Constantes elasticas-

11) Se se trata de problemas de estados planos de_t nsoes e delor-,‘

valores (011 um U.IllCO se fOI' 0

magoes sao lldos dlversos grupos df
caso) do’ modulo de elastlcldade E e do coeflclente de P01sson H);
Se, porem, tratar ~-se de anallse de placas carregadas transversal -

;E' Ev e G
'y

mente .ler- se—ao dlversos grupos das c0n5tantes Ef

NGCE e.o numero de grupos de’ canstantes elastlcas;auSerem lldos.f.f

omo um cabega -

il

informagoes. lidds na etapa’ antérior, assim .
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lho adequado, sao agora impressas.

1%) As informagdes referentes as coordenadas dos pontos nodais,

. R - . ) g 4 .
aos grupos de constantes elasticas, as espessuras e a lista associ
ada aos grupos de constantes elasticas (LCE) sao agora arquivadas

no disco para uso posterior.
Lista de ligagoes dos pontos nodais

14) Ha dois tipos de ligagdes possiveis. O primeiro, ficticio e
temporario, esta associado aos ndos comuns a duas subestruturas e
‘Sua introdugao e parte da técnica empregada (ver referéncia 17); o
segundo refere-se as ligagoes introduzidas pelos apoios. Quandoc u-
ma ligagao for do primeiro tipo ela é identificada pelo numero 1 e
guando for do ségundo tipo pelo numero 2. Pode-se assim formar uma
lista das ligagdes (LL) que informara, para todos os ndés da subes-—
trutura em foco, se & possivel o deslocamento em certa diregao
(LL=0), se existe ligacdo do primeiro tipo (LL=1) ou do segundo ti
po (LL=2). NL1 e NL2 sao, respectivamente, para a subestrutura em
foco, o nﬁmerg de ligacoes do tipo 1 (primeiro tipe) e o numero de

ligagoes do tipo 2 (segundo tipo).

15) As informagoes lidas na etapa anterior, assim como um cabega -

lho adequado, sao agora impressas.
Listas cumulativas de ligagoes nos pontos nodais

16) A formagao de listas cumulativas de ligagoes faz, novamente,
parte da técnica empregada. Ao iniciar-se a andlise faz—-se uma nu-
meragao arbitraria de todos os deslocamentos possiveis (que englo-
bam os reals e os ilmpedidos). As listas cumulativas permitem alte-
rar automaticamente esta numeragao e com isto reorganizar, quando
houver interésse, linhas e colunas de matrizes. A primeira lista cu

mulativa (LCL1) refere-se as ligagdes do tipo 1; ela informa, para
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cada deslocamento, o numero de ligagdes do tipo 1 existentes até a
quéle ponto, isto &, o numero derdesloqamentos impedidos por liga-
¢oes do tipo 1 até o deslocamento considerado (inclusive). & segun
da lista cumulativa (ICIL2) e andloga a primeira, apenas referindo-
se a ligacoes do tipo 2. A terceira lista (ICL) informa o numero
total de ligacoes {ou deslocamentos impedidos) existentes até o

deslocamento considerado, agora englobando os dois tipos.
Rearranjo das matrizes residuais de rigidez e carga

17) Ao se passar de uma subestrutura para outra a matriz de rigidez
global 5 e a matriz das cargas totais combinadas FIC devem ser lim
padas (o que corresponde a zmera~las) exceto nas partes residuais

gque representam a influencia das subestruturas anteriores (ver re-

ferencia 17). VI1 e VT2 szo matrizes auxiliares.

18) Quando se esta estudando a subestrutura de ntmero SUBN todos os
nos adjacentes a subestrutura SUBN+1 sio impedidos de se deslocar
por ligagoes do tipo 1. Todavia, ao se passar a estudar a subestru
tura SUBN+1 as ligacoes do tipo 1 sdo removidas ¢ podem entdo apa-
recer nestes nés, caso existam, ligagoes do tipo 2. A existencia
destas ligagoes exige o rearranjo das matrizes S e FIC (ver refe~

rencia 17).
Geragao da matriz de rigidez global

19) A matriz de rigidez global e gerada considerando-se sucessi-
vamente a contribuicao de cada elemento I. Por isto e usado um con
trole iterativo e ter-se-ao tantos ciclos quantos sao os elementos

(NEL).

20) A reorganizagao das linhas e colunas da matriz de rigidew glo
bal 5 & fundamental na teécmica adotada., Entre outras vantagens le

~ . ~ . ~ . - . s F
va a inversao de matrizes menores e a economia de memoria, ja que,
il
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parte da matriz S e utilizada para guardar informagdes necessarias
posteriormente. Se se trata de problemas de estados planos de ten-
soes e deformagoes esta reorganizacao ¢ feita pela subrotina

SARIT; na analise de placas carregadas transversalmente a reorgani

zagao é feita pela subrotina SARI2.

21) Nesta etapa & calculada a matriz de rigidez do elemento I. Pa-
ra elementos triangulares isotropos utilizados em problemas de es—
tados planos de tensoes e deformagaes‘é usada a subrotina RITET,
Para elementos triangulares ortotropos ou elementos retangulares
ortétropos utilizados na analise de placas carregadas transvérsal»

mente sdo usadas, respectivamente, as subrotinas RIPET e RIPFR. .

22) Apos calcular-se,.dentro déste processo iterativo, a matriz de
rigidez SMD do elemento é necessario espalhé—la, isto &, adicionar
adequadamente seus coceficientes aos coeficientes da matriz de rigi.
dez global S. Nesta etapa a utilizagao da subrotina SAGES permite

obter substancial economia de memoris; na realidade ela foi intro-

duzida face a necessidade de se minimizar a memoria utilizada.

Decomposigao e inversao da matriz de rigidesz

. -
2%) . utilizado o metodo ﬁe Choleski para inversac de matrizes .si-
métribas. Este metodo ¢ composto essencialmente de duas partes: na
primeirg a matriz a ser invertida & decomposta em duas matrizes
triangulares (uma superior e sua transposta) e na segunda obtem-se
a matriz inversa a partir das matrizes triangulares obtidas. Nesta
etapa a subrotina DCOMP decompde a matriz a ser invertida, que e a
submatriz de dimensoces NxN situada no canto esguerdo superior da
matriz S§. Na hipotese da subesirutura em foco ndo possuir ligagoes

x . ) s Ll - a
de especie alguma a matriz a ser invertida e a propria matriz S.

24) Agora a subrotina INVER obtem a mafriz inversa procurada utili

zando a matriz triangular obtida na etapa anterior pela subrotina
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DCOMP,

25) Neste ponto passa-se ao fluxograma simplificado do subprograma
MEFI2. A divisdo do programa principal em dois subprogramas foi im

posta pela necessidade de se minimizar a memoria utilizada.
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MEFI 1

1)y PR IA

2)

- Informagoes gerais

'V .

' . : NPT.,NC4,
3) ‘ . NSUS, ITP

’

CABECATHO
NPL,NCA,
NSUS,ITP

. A)_

Iﬁformagﬁes relativas a malha adotada e as ligagoes
existentes '



:; 5):

o

3191  ;},,

{ NEL,NJU,NL,
NJ T, NET

| cammgamio

A1,31,33,0%, |
| JL,ILCE,LTE, | -
L ESP

- _—_.1 69_

.:.NCT v

Dados telativos aos elementos

.V.,

:fé.

'CTAB:'EQALHO . .
I,01,3d,JK, |

LLTE - .

JL,ESP,ICE,



11)

12)

13)

14 )

15)

16)

Constantes elasticas

v

Cbnstantes
Elasticas

}

CABRGALHO
Constantes
Elasticas

ESCREVER
X,Y,C.E.,
ESP,LCE

Lista de ligacgoes dos pontos nodais

¥
%ista das
ligagoes

CABECALHO
Lista das
ligacgoes

Listas cumulativas de ligagoes dos pontos nodais

Y
Formar as ma
trives LCIM,
1.CL2 ,ILCL

y
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Rearranjo das matrizes residuais de rigidez e carga

i Y

Zerar as partes
de S e FIC que
‘NA0 VAO SEer rew
arranjadas

Rearranjar

18) ' " las matrizes
residuais

v

Geracdo da matriz de rigidez global

17)

19)

] " :
Reorganizar ii-
nhas e colunas
de 5

CALL SARI1 ou
CALL SARIZ

)

Calcular a matriz
de rigidez do e-
iemento

CALL RITET ou
CALL RIPET ou
CALL RIPER

-

20)

21)

e S rE— ——— A —— — e S— T D S— A—— p———
0
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I —

| R Espaihar a ma-
“triz de rigidez
25) i ‘do elemento
i DS —— :

CALL SAGES

6 _

Decomposigao e inversfo da matriz de rigidez

¥

; . Decompor &
23) ' matriz S
; - CALL DCOMP

:

Obter a ma-
oh) 7 triz inver-
sa

CALL INVER -

l

; . CALI, TINK
25) ' - - | (MFFI2)
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PAGE 1
/7 JOB 2008 2
LOG DRIVE  CART SPEC  CART AVAIL PHY DRIVE
0000 2008 2008 0002
00FF 0000
1OFF 0001

V2 MO4 ACTUAL 32K CONFIG 32K

*EQUAT(PRNTZ yPRNZ)

*EQUAT(CARDZ yREADZ)

/7 FOR
¥JOCS{CARD,1132PRINTERy DISK)
#0ONE WORD INTEGERS
*EXTENDED PRECISION

*LIST SOURCE PROGRAM

OOOOO0

100

101

1010

1011

1012

INTEGER SUBN "

DIMENSION VTL{50),VT2(2)sESP(S0),EX(5)+EY{5),EE{5),6(5),LCE{6D]),
ILIA(L156),5MD(12412)

COMMON S{78,78)4yJI(60)4JdJ(60)yJK{60),JL{60)ySUBNyNCIsNELJNCESIL,12
19134019293 9K1yK29K3 3L 19241 35LLIT78)4LTELHO)4LCLITB)4LCLIITB)LCL
22(78)yFTC{ 7852}y, NSUSsNLLyNL2,NJU4NgNL,NCAyNJU3,NNL,NNLL1,ID,JD,NJLL
3A,X{39),Y(39),101,1D2,1D341D4,1D5,1D6,1D7,1D8B,1D9,1ID10,1ID11,1ID12,
4ITPyNJU2

DEFINE FILE l(682p3201U1JD):2(241267 UsID)+3{60+99,U+1D13 44160499,
1U,I02)y 5060599,UsTD3),6{604999U,1D4),7160+99,U41ID5),8{560,99,U,1D6
2} +9160,99,U,1D7),10(60,99,U,1D8),11{60499,U,1D9),12{60,953,U,1D10) .
3413(60499,Uy1D11)4914(60,99,U,1D12}

ESTE PROGRAMA UTILIZA O METODD DOS ELEMENTOS FINITOS PARA ANALISAR
PLACAS CARREGADAS TRANSVERSALMENTE E RESOLVER PROBLEMAS DE ESTADOS
PLANCS DE TENSOES E DEFORMACDES

READ{2,5)IA
IF(1A-1)100,102,101
CALL EXIT

INFORMACOES GERAIS

READ(Z295)NPLsNCASNSUS,ITP

IF(1TP-1)1011,1011,1010

WRITE(3,1)

FORMAT(*1%,29X, *ANALISE DE PLACAS CARREGADAS TRAMSVERSALMENTE® f/)
G0 TO 1012

WRITE(3,2)

FORMAT{*"1%,29X,"ANALISE DE PROBLEMAS ELASTICUS BI-DIMENSIONAIS?Y//)
NCE=0
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102

oo

1020

1021
1022

103

104
10

11
15

16

=174

A

2

NCJ=0 '

NJL1A=0Q ‘

WRITE{3,3)}NPLsNSUS,NCA,ITP ,
FORMAT({ 10Xy *ANALISE NO.'3I4,%. NO. DE SUBESTRUTURAS=',13,
1*. NO. DE CARREGAMENTOS='4313y%. ITP=%,134".%/])

SUBN=0 ‘ ' ‘

SUBN=SUBN+1

- WRITE(3,4)SUBN

FORMAT( /10X, *'DADDS RELATIVOS A SUBESTRUTURA NOaYs1394X,e?s%kdikkdktdks
1 kot otttk ot oot s sk oo sk ook ok s ok skl ok s ko ok Sk ok okl ok Kok Sk ek kR 8 /£ 2K g TNEL Y 34X,

2'N?* 22X 3 " NJU* 33X *NL* 92X "NJL" 32X s *NET* 32Xy *NER" /)
INFORMACDES RELATIVAS A MALHA ADOTADA E AS LIGACOES EXISTENTES

READ{2,5)INELsNJUsNLyNJL,NET
FORMAT(715)
IF(ITP~1}1020,1020,1021

N=2#%NJU-NL

G0 TO 1022

N=3%NJU-NL

NER=NEL~NET ,
WRITE(3,5)NELyNsNJUsNLaNJLsNET,NER

COORDENADAS DOS PONTOS NODAIS

WRITE(3,6)

FORMAT(/10X, "COORDENADAS DOUS NOS?' 7/3X."'NO' s TXe "XV 9BXa Y,
14£5x,'ND-,7x,'x',8x,'Y')/1

IA=NJL1A+1

READ{Z2sTI(LIA{J) 2 X{J)a¥{J)yJ=TA,NJU)

FORMAT(4(T14,2FB.2))

IF{NCJ+NJU-LIA{NJU))103,1044103

WRITE(3,8) '

FORMAT(//10X,'LEITURA ERRADA DE DADOS — PARE?)

STOP

WRITE{3,9){LIA{I)+X(J)sY1J)yJ=TA,NIV)

FORMAT{5{15,F10.34F9.3)) -
FORMAT{/2X+'LCE"y2X,'M0OD. DE ELASTICIDADE',4X,'C. DE POISSON?/}
FORMAT{IS54F15.13F21.3) '

FORMAT{2(5154212,F11.3})

DADDS RELATIVOS A0S ELEMENTOS

WRITE(3,16)

FORMAT{/10X,*DADOS RELATIVDS AGS ELEMENTUS’//lX,’ELEMENTQ';4X,'JI‘
193Xe?JJ " 93X "JKT 33X YJL "1 6Xg VESPESSURAY 33Xy 1LCEY 32Xy ' LTE* 5%, *ELEM
2ENTO" y4Xs PJI' 93X JJ " 93X "JKT 43X ¥ JIL* 46Xy *ESPESSURA® 33X "LCE" 42X
33LTEY/)

READ(2, lS)(LIA{l)sJI(I) JJ{I)vJK(I)vJL(I3:LCE{Il,LTEilﬁyESP{IJ-
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1I=1,4NEL)

IF(NCE+NEL-LIA{NEL)}112,41134112

WRITE(3,8)

STOP ' -

IFINER)L14,1154+116

STOP

HRITE(3;17)(LIA(I).JI(I);JJ{I),JK(I),ESP(I),LCE{I) LTE{I)}I=1,NEL)
FORMAT({2{15,1104215:5XsF15.45215,5X))

GO TO 118

WRITE(3,18) (LIATTI}JI(I}sJd{1}, JK(I),JL(I),ESP{I)gLCE(I)gLTElI]:

1I=14NEL}

FDRMAT(ZI15,110,315,F15.4,215y5xi)
CONSTANTES ELASTICAS

READ(2419INGCEsT9EX(I) +EY{IV4EE(I)4G(I)
FORMAT(2I5,4F15.5)
IF(NGCE-1)119+119,118

IF(ITP-1)120, 120,122

WRITE(3,10)

DO 121 I=1,NGCE
WRITE(34L1)I4EX(I}4EY{I)

ID=2%{ SUBN=-1}+1
WRITE(2*ID)IXsY+EXsEY,ESP,LCE

GO TO 1250

WRITE(3,20}

FORMATA/2Xy 'LCE" s BXy *EX? 513X 1EY 313X, "EE? ,14X,°G" /)
DO 125 I=1,NGCE
WRITE(342L)I4EX({I)4EY{T)+EE{TI),G{1}
FORMAT(I54+4F15.1)

ID=2%{SUBN—-11+1
WRITE(2VID)X,Y+EX4EYLEEGLESP,4LCE

LISTA DE LIGACOES DOS PONTOS NODAIS

IF(ITP-1)126, 126,129
NJU2=2%N.JU
DO 127 J=1,NJU2
LL{J)=0
IF(NJL)12704159041270
WRITE(3,22)
READ(2,23)(LIA(3%J-2),LIA(3%J~1),LIA(3%J),yJ=1, NJL]
D0 128 J=1,NJL
IA=3%J
A=2%{LIA(IA-2)-NCJ)
LL{JA-1)=LIA(IA-1}

"LL{JA)Y=LIA(IA)

WRITE(3,25) (LTALI3%J-21}, LIA!B*J—I);LIAiB*J}gJ 14NJL}
GO TO 1590

-7
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129 NJU3=3%NJU
o 157 J=1,NJU3
157 LL({J}=0 -
TF{NJL)158,1590,158
158 WRITE(3,22)
22 FORMAT{ /10Xy *LIGACOES DOS NOST//3X,INOY,3X;?L17 43X, L2,
- 13X,'L3’,3(8X,‘ND',3X,'L1'13!,'LZ',BX,'L3')/)
READ(2+23) (LIA{4%J—3)sLIA{4%J-2) 2 LTIA{4%J=1),LIA{4%d) = lsNJL)
23 FORMAT{1615}
DO 159 J=1,NJL
TA=4%]
JA=3%(LIA{TIA-3}-NCJ}
LL{JA-2)=LTIA(IA-2)
LL{JA-1)=LIA(TIA-1)
159 LL(JA)Y=LIA(IA)
WRITE(3,24)(LIA(4*)- 3)1LIA14*J—2) LIA(4% -1} LTA{4%I)4J=14NJL}
2% FORMAT(41{415455X))
. 25 FORMAT(4(315,10X})
c \,—-
c LIS “'CUMULATIVAS DE. LIGACDES DOS PONTODS NODAIS

1590 IF(SUBN-1)161,161;160
160 NL1A=NL1 '
161 IF(LL{1)-1)163,162,163
162 LCL1{1)=1
LCL2E1)=0
‘ GO TO 166
163 IF(LL{L1)-11165,4165,164%
164 LCL1(1}=0
LCL2i1)=1
GD TO 166
165 LCL1{1}=0
LCL2{1}=0
166  NNL=N+NL
DO 171 K=2,NNL
IF(LL{K)-1)168,1675168
167 LCLI(K}=LCLL1(K-1)+1
LCL2(K)=LCLZ2{K~1)
GO TO 171
168 IF(LL{K)=1)170,170,169
169 LCLL(K)=LCL1({K~1)
LCL2 (K)=LCL2{(K~-1)+1
60 TO 171
170 LCL1(K)=LCL1(K-1)
LCL2(K)=LCL2{K-1)
171 CONTINUE '
DO 172 K=1,NNL
172 LCL(KY=LCL1{K}+LCL2(K)
NL1=LCLL{(NNL)
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NL2=NL=-NL1
NNLI=N+NL1

IF{NNL-78)17164171641717
1716 T1F{NL1-50)1718,41718,1717
- 1717 WRITE(3,27)
27 FORMAT{ /10X, 'DIMENSAO INADEQUADA PARA S OU VTl ~ PARE*/)
5TOP
1718 IF{SUBN-1)173,41719,173
1719 DO 1720 K=1sNNL1
DO 1720 J=1,4NNL
1720 5{(J+K)=0.0
DO 1721 K=1,NCA
DO 1721 J=1yNNL
1721 FTC(J,K)=0.0

-

G0 TO 185
173 NL11=NL1A+1
c
G REARRANJD DAS MATRIZES RESIDUAIS DE RIGIDEZ E CARGA
c

DO 1722 K=NL11lsNNL1
DG 1722 J=1,4NL1A
1722 S{JyK)=0.0
DO 1723 K=1sNNL1
‘DO 1723 J=NL11+NNL
1723 S(Jy»K}=0.0
DO 1724 K=14NCA
DO 1724 J=NL11.NNL
1724 FTC(J4K)=0.0
IF{NL2)174,185,174
174 DO 176 IA=14NL1A
I=NL1A+1-1A
IFILL{I)-2)17645175,176
175 DO 1750 K=I¢NLI1A
DO 1750 J=14NLI1A
S{JsK)=S{JsK+1)
1750 S{JyK+1)=0.0
176 CONTINUE
KA=NL1A
DO 184 1A=1,KA
I=KA+1-1A
IF{LL{I)-2)1B4,177,184
177 DO 178 K=1,NL1A
178 VTL{K)=S(I,K)
DO 179 LN=14NCA
179 VT2{LN)=FTC{I,LN)
DO 1810 J=14¢NL1A
DU 180 K=1sNL1A
S{JeKI=5(J+1,K)
180 S{J+1,K)=0.0
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DO 181 LN=1,NCA
FTC{JyLN}=FTC1J+1,LN)}
181 FTC{J+1,LN}=0.0
1810 CONTINUE
J=N+NL1+LCL2{ 1)
IF{J-NL1A)1811,1811,1812
1811 WRITE{3,28)
28 FORMAT(//10%, "ERRO NO REARRANJO DAS MATRIZES. N+NL1+LCL2{I) IGUAL
-~ 10U MENOR QUE NL1A - PARE.'Y ‘
" sTOP
1812 DO 182 K=1,NL1A
182  S{JdsK)=VT1(K}
_ DO 183 LN=1,NCA
183 FTC{JyLN}=VT2(LN)}
"NL1A=NL1A-1
184  CONTINUE

C ‘

C GERACAD DA MATRIZ DE RIGIDEZ GLOBAL
C -

185 I=0

186 I=1+1

IF{I-NEL)1860,18604215
1860 IA=JI{I)-NCJ
JA=JJ{I1}=-NCJ
KA=JK{I}=-NCJ
IF(ITP-1)1861,186151873
1861 CALL. SARI1{IA,JA,KA)
. CALL RITET(ITP,1lA,JA;KA;SMD,1,SUBN)
IFILL{2%IA~1)-2)1862,1863,1862
1862. CALL SAGES{Ils1:I1,SMD)
1863 TF(LL(2%IA)=2)1B64,1865,1864
1864 CALL SAGES(I23241,SMD}
1865 IF(LL(2%JA-1)-2)1866,1867,1866
1866 CALL SAGES(J153,14SMD}
1867 IF(LL(2%JA)-211868,1869,1868
1868 CALL SAGES{J2,4,1,5MD)
1869 IF(LL{2%KA-1)-2)1870,1871,1870
1870 CALL SAGES{K1,5,1,SMD)
1871 IF(LL(2%KA)Y-2)1872,186,1872
1872 CALL SAGES(K24+64+14SMD)
GO TO 186
1873 CALL SARIZ2(IAsJAsKA,LA, 1)
: IF{LTE(1)-1)1875,1874,1875
1874 CALL RIPER{I,SMD)
' GO TO 1876
1875 CALL RIPET(I;SMDsJIsJJsJK, NCJ,SUBN)
1876 IF(LL(3%IA~2)-2)207,208,207
207 CALL SAGES{Ilys1,IySMD)
208 IF(LL(3%TA-1)-2)209,210,209
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209 CALL SAGES{1I2,2,1,5MD}

210 IF{LL(3%IA}-21211,+212,211

211 CALL SAGES{134341,5MD)

212 IF{LL{3%JA-2)}-2)213,214,213
213 CALL SAGESUJls441+5MD)

214 IF{LLI{3%JA~1)-2)214042141+2140
2141 IF(LLI3%JA)Y-2)2142,2143,2142
2142 CALL SAGES{J3,6,+145MD)

2143 IF{LL{3%KA=2)-2)12144,+214542144
2144 CALL SAGES{K1l,7:1,SMD)

2145 IF(LL(3%KA-1)-21214642147421406
2146 CALL SAGES{K258yI,SMD)

2147 IF{LL{3*KA)-2)2148,2149,2148
2148 CALL SAGES(K339,1,5MD)

2149 "IFILTE(I)-1)186+2168,186

2168 IF{LL{3*%LA-2)-2)2169,2170»2169
2169 CALL SAGES(L1s1041,SMD)

2170 IF(LL{3*LA~1)-2)2171,2172,2171
2171 CALL SAGES{(L2,11,1,SMD)

2172 IF{LL£3*LA)-2)2173;2174;2173
2173 CALL SAGES(L3,12,1,SMD)

2174 GO TO 186

215 CALL DCUOMP{Ns+S)
CALL INVER(N,S)
CALL LINK(MEFI2)
END

FEATURES SUPPORTED
ONE WORD INTEGERS
EXTENDEDO PRECISION
10CS

CORE REQUIREMENTS FOR
COMMON 19610 VARIABLES 1164 PROGRAM

~ END OF COMPILATION

£/ DUP

%#STORECI WS UA MEFI1 1

~ ) 06 ENTRY POINT NAME ALREADY IN LET/FLET

C DECOMPOSICAD E INVERSAD DA MATRIZ DE RIGIDEZ

2820
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4% - EXPLICAGOFS REFERENTES A0 FLUXOGRAMA SIMPLIFICADO
DO SUBPROGRAMA MEFI2 E AO SUBPROGRAMA MEFI2,
FLUXOGRAMA SIMPLIFIGADO DO SUBPROGRAMA MEFI2,

" 'SUBPROGRAMA MEFI2.

As explicacoes que se seguem referem-se ao fluxograma
simplificado do subprograma MEFI2 assim como ao proprio subprogra~
ma; ' |

A numéraqéo e cabegalhos usados no fluxograma serao repe

tidos aqui para facilitar a compreensao.

MEF 12

Dados relatives aocos sistemas de carregamento .

[ . » . . ~

26) O programa e feito de forma a permitir o tratamento simultaneo

-’ - . ~ 3 3 -
de varios sistemas de carregamento. Um controle iterativo permite

- 4 * o~ - - L}

ler sucessivamente as informagoes ' referentes a estes sistemas de
. 2 . . . ~ A
carregamento. As variaveis introduzidas nesta etapa sao as seguin--
tes:

r - I
NJCA - e 0 numero de nos da suhestrutura em foco com
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cargas diretamente aplicadas a élesy

NECA - ¢ o numero de elementos, da subestrutura em fo
co, carregadosj -

I - o valor desta variavel informa sébre os carre-
gamentos distribuidos nos elementos; se e 0 to
dos os elementos da subestrutura em foco poé -
suem o mesmo carregamento e se & 1 o carrega -
mento naoc € o mesmo.

A utilizagao adequada das variaveis NJCA, NECA ¢ ICD permite redu-~

zir substancialmente o numero de cartoes a serem .lidos.
Cargas diretamente aplicadas aos pontos nodais

27) Os valores FDA das cargas direfamente aplicadas aos nos sao 1i

dos nesta etapa (para o sistema de carregamento em foco).,

28) As informagoes referentes as Cargas diretamente aplicadas aos

nés, assim como um cabegalho adequado, sao agora impressas.
Cargas nodais equivalentes, aoc carregamento do elemento

29) Nesta etapa sao lidas e impressas as informagdes referentes aos
carregamentos dos elementos ao mesmo tempo em que séo calculadas

as cargas nodais FEQ equivalentes (para o sistema de carregamento
em foco). Se se trata de problemas de estados planos de tensdes e
deformagoes isto e realizado pela subrotina FOMAS; para a analise

de placas carregadas transversalmente usa-se a subrotina ¥ECA,
Cargas totais combinadas

30) Nesta etapa forma-se a matriz FTC das cargas totais combina -

das.

%31) Na técnica utilizada neste programa & importante a formagao de
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certas matrizes (etapa %2) que serdo necessarias para se calcularem
o5 resultados posteriormente; estas matrizes juntamente com outras
informagoes sac arquivadas, para cada subestrptura, no disco (eta-
pa*%3%), Ao se chegar a Ultima subestrutura inicia-se o calculo dos
resultados considerando-se sucessivamente subestrutura por subes -
trutura a partir desta (ltima e retornando a primeira. As etapas

32 e 33 séo, naturalmente, desnecessarias para a ultima subestrutg

ra.
o~ N . ” - N ”~
Formagao das matrizes necessarias no retorno

~ - L ~
%2) Nesta etapa sdao formadas matrizes necessarias no retdérno (ver

referencia 17).

33) Nesta etapa sao arquivadas no disco as seguintes variaveis e ma
trizes referentes a subestrutura em foco e necessirias no retdrno:
NEL, N, WCE, NCJ, NL, NIL1, NL2, NJU, JI, JJ, JK, JL, LL, S5, FDA,
FTC, LTE, NJL1A,

Reorganizagao das matrizes X e ¥

2h) A reorganizagéo das matrizes X e Y evita lerem-se duas vezes as
, . I I3 v 3

coordenadas dos nos adjacentes a duas subestruturas; isto e impor-

tante no Méetodo dos Elementos Finitos face ao elevado nimero de

r . ~
nos nesta situagao.
Matrizes residuais de rigidez e carga

35) Nesta etapa sao calculadas as matrizes residuais de rigidez e
carga (ver referencia 17).
36) Neste ponto retorna-se ao subprograma MEFI1 quando uma nova

, +
subestrutura passara a ser considerada.
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Deslocamentos dos pontos nodais - ultima subestrutura
V"

37) Inicia~se agora a obtencdo dos resultados com o caleculo dos
deslocamentos dos nos da ultima subestrutura. As matrizes VEGA e
LEGA, introduzidas nesta etapa, serao utilizadas para o calculo da
media dos esforgos generalizados nos nos. Como se sabe da teoria
do Método dos Elementos Finitos, os esforgos em pontos nodais co -
muns a diversos elementos ndoc sdo necessariamente coincidentes
quando obtidos por expressces associadas a um ou outro elemento. A
media destes esforgos &, normalmente, um valor mais representativo
do valor real. Na matriz VEGA serao acumuladas as contribuigoes
dos diversos elementos para o calculo da média dos esforgos nos
pontos nodaisj na matriz LEGA serdo registradas estas contribui -
goes. Dividindo a soma acumulada em VEGA pelo numero de contribui-

goes correspondentes registrado em LEGA obtem-se a media desé¢jada.

Deslocamentos dos pentos nodais - outras subestruturas.,

Reorganizagac das matrizes VEGA e LEGA.

%8) 0s valores anteriormente arquivados no disco na etapa 33, para
a subestrutura em foco, sdo agora lidos (isto &, transferidos da

-, ) » » £} £ ’ 4 »
memoria auxiliar utilizada para a memoria interna do computador).

39) A esta altura as matrizes VEGA e LEGA ja foram utilizadas para
calcular a media dos esforgos nos pontos nodais referentes a ulti-
ma subestrutura. Todavia, para os noés adjacentes a ultima e penul-
tima subestruturas a média so podera ser calculada guando os resul
tados referentes a pentltima subestruturé,jé forem conhecidos. &
preciso, pois,; que ao passar-se da ﬁltima para a penultima subes-
trutura sejam preservadas as informagoes referentes aos esforgos
nos nés adjacentes as duas subestruturas e gque o restante das ma-
trizes VEGA e LEGA seja limpado (zerado); & isto o que se faz nes-
ta etapa. Naturalmente esta operagéo.deveré ser repetida toda vesz

que sSe passar a uma nova subestrutura.
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40) A matriz D é uma mat}iz cujas N primeiras linhas conté&m, para

os diversos sistemas de carregamento, os deslocamentos reais calcu
lados para a subestrutura em foco. A matriz DJ & a matriz completa
dos deslocamentos, isto é, inclui todos os deslocamentos possiveis
(reais e impedidos) da subestrutura em foco para os diversos siste
mas de carregamento; ¢ organizada de gcardo com a numeragao inici-
almente arbitrada. '

2
Organizagao da matriz dos deslocamentos com a numeragao

inicialmente arbitrada

41} A matriz DJ e agora organizada de acordo com a numeragao ini -

cialmente arbitrada.

L4 . e .
-Calculo das reagoes nos apoilos

L2) Nesta etapa calculam-se, para a subestrutura em foco e para os

diversos sistemas de carregamento, as reagOes RA nos apoios.
Impressac dos resultados ja obtidos

. _'-. ~ 2 “
47) Imprime-se agora um cabe¢alho com informacao referente a subes
trutura a que se referem os resultados que se seglem.
-~ 4 M - . .
L&) Como sao possiveis varios sistemas de carregamento usa-se um
~ * I . ~ L3
controle iterativo para gue os resultados asscociados a estes siste

mas de carregamento sejam ilmpressos sucessivamente.

45) Imprime-se agora um cabeg¢alho adequado informando qual o siste

ma de carregamento em foco.

L6) Os deslocanentos nodais produzidos pelo.sistema de carregamen-

to em foco sac agora impressos. N

ot
[
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47) ObservacSes andlogas as da etapa Uk,
48) Observagdes analogas as da etapa 45.

49) As reagoes nos apoios produzidas pelo sistema de carregamento

em foco sao agora impressas.
r ! . ’ .
Calculo dos esforgos generalizados nos nos dos elementos

50) £ usado um contrdéle iterativo para Que os elementos que formam

a subestrutura em foco sejam considerados sucessivamente.

51) Nesta etapa sao calculados e acumulados os esforgos generaliza
dos nos nas do elemento I. Se se trata de problemas de estados pla
nos de tensdes e deformagdes é a subrotina TENSA que realiza estas
operagoes (paré elementos triangulares isdtropos). Para a_anélise
de placas carregadas transversalmente usam-se as subrotinas EGET e
EGER; a primeira é usada para elementos triangulares ortotropos e

N rd
a segunda para elementos retangulares ortotropos.

, » . .
Calculo da media dos esforcos generalizados nos

pontos nodais

52) A subrotina MEGE calcula, para a subestrutura em foco, a média
dos esforgos generalizados nos pontos nodais; calcula, também, 0s

esforgos generalizados principais.

53) A segao do programa rcferente ao cdlculo dos resultados & re-

petida até que todas as svubestruturas tenham sido consideradas.

. - s ~ . 2
S4) Ao concluir-se o calculo dos resultados referentes a primeira
subestrutura volta-se ac subprograma MEFI1 para saber se a analise
) . ~ . ) . - . A
terminou ou se ha um no¥o problema a ser considerado. Se ha um no-

vo problema recomega~se tudo novamente.
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MEFT 2

Dados relativos aos sistemas de carregamento

26)

Cargas diretamente aplicadas aos pontos nodais

— ¥
Cargas dire

tamente apli

cadas 205 ned

27)

CABEGALHO
Cargas dire~
tamente apli}
cadas aos

28)

l
|
]
|
I
(
ﬂ
k.

Cargas nodals equivalentes ao carregamento do elemento

i
I Y
Ler e imprimir
I o carregamento
dos elementos.
29) - —— =l Calcular as car-
gas nodais equi.
CALL FECA ou
CALL FﬂMAS

¥

Cargas totais combinadas
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v

Formar a ma=-
triz FTC das
cargas tot.
combinadas .

30)

31) ¢ SUBN.HSUS

Formagao das matrizes necessarias no retorno

1Yl

Formar as ma
trizes neces.
sarias no re
torno

= BSCREVER

33) NEL,N,NCE,
NCJ ,NL,NL1

N2y enons

32)

Reorganizagaoc das matrizes X e Y

¥
‘Reorganizar
3L) as matrizes
XedX

v
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Matrizes residuais de rigides e carga

¥

Caleular as
35) matrizes re-
siduais de
rlg. e carga

;

CALI, TLINK
36) (MEFIT)

Deslocamentos dos pontos nodais - ultima subestrutura

Nc2 g
Calcular os
deslocamen~
tos dos pon
tos nodais

Le37)

Deslocamentos dos pontos nodais - outras subestruturas.

Reorganizaqéq das matrizes VEGA e LEGA

NC3

LER
%8) NEL, N, NCE,
NCJ , NL, NL
NI2, e ens \




39)

40)

41)

42)

43)
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V. .
Reorganizar
as matrizes
VEGA e LEGA

;

Calcular os
deslocamentos
dos pontos
.jnodais

Organizagao da matriz dos deslocamentos com a numeragao

inicialmente arbitrada
‘ - NCh - ¥

‘ Organizar a ma-
triz dos desloca
mentos com a nu-
meragao inicial-
| mente arbitrada

L

Calculo das reagoes nos apoios

— ¥
Calcular as
reagoes nos
apoios :

% — | ' o

Inpressao dos resultados ja obtidos

¥

- CABEGALHO
SUBN
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bt ) |
l | CABEGALHO
L5) i numero do
E carregamen
i i Deslocamen
hé) e — —1 tos dos
nés
47) =
[ CABECALHO
L&) ' nomero do
carregamento
[ -ReaQBGS nos
Lg) b= —. .{apoios

’, ~ . b4
Caleculo dos esforgos generalizados nos nos dos

elementos
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50)

Y

’ © Jcalculatr os es =
forgos generali- .
|zados nos nos dog
==lclementos

JCALL TENSA ou
GALL EGET omn i
HCALL EGER ;

2

Calculo da média dos esforcos generalirzados nos pontoes

51) .

nodais

¥

Calcular a mée-
dia dos esfor-
52) . ' Gos generaliza-~
~dos nos pontes
nodais )
CALL MEGE -

,_],.

‘4

53)

4 : - CALL LINK
54) : L (MEFI1)
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/7 J0B

LoG DRIVE  CART SPEC  ° CART |AVAIL PHY PRIVE
0000 ooos . 000 2000 "

B
~

V2 M08 T ACTUAL 32K CONFIG 22

- /7 FOR

CHQNE WORD INTEGERS .
XIOLS{CARD S 1132PRINTERsDTSK)
¥L 18T SOURCE PROGRAM
*EXTENDED PRECISION

\ -~ INTEGER SuBN :
N DIMENSION FDA(?S!Z)!FEQ 7832 ) sRA(T8s2) sDL(T8B:2)30D(T7852)
A AVEGA{1I1T7:2)+LEGA(L117:23|4LIAI3T)
LT ComMON $(78578) 541 (60) sJU(ED) 5 JR(60) 5JL(60) sSUBNINCI S NFLNCE TLo1 2
' \}- 15135010025J35K14K2yK35L[12L25L3:LL(T815LTET6Q) 5L.CLIT8) sLELT(T8) HLCL
; 2ZLTR) sFTCITB92) s NSUSINLIE s NL2 sNIYsNs NL s NCA > NJW3 s NN SNNL T 54D s JDNJL L
N 3A;x\39)’Y(39)sIB191D?slﬁa,ID49ID5 ID6sIDTsID8s1IDG,ID1I0IRLLs1D12,

Y GITPs M2 i

\ DEFINE FILE 1(6829320aU9 D)aZ(ZQ#Zé?;Ue]D)93(609999U9101194(605999:
Sy WU Ip2ts 5(65999’UJ]D3)9f{609999#!104}57(65?999U9ID5]58 GO 9Fsus D6
-\' 2} 39(635995U9ID7),10(6ﬁ3993UsID5)911(CD&??aUsID?3$12(6099?¢U3[D10)
) 3513(609999U}ID11)914(60;99!Us!DL2)
e ' o .
. '\\ ESTE PROGRAMA £ O COMPLEMENTO DD PROGRAMA MEF11
c . . S 1 :

VDO 217 K=1sNCA
DO 217 J=1sNNL
\FDA(Jy®K )1 =0.0 N

1 yﬁathx)za,o : . ;

RADOS RELATIVOS A0S SISJIEMAS DE|CARREGAMENTO

e : LH o : ' . j
218 LN=Lk+) - _ E
o IF{LN~NCA)2195219,388 :
219 WRITE(3,29)LN : I
29 FORMAT(/10X» 'CARREGAMENTO NO.'s13/)

| READ(Zs30)NJCASNECASICD | T

o FquA;calb}

' _CARGAS DIRETAMEMTE APLIGADAS A0S PONTOS NOBALS
\ .
IFINJCA) 2925299292
292~ WRITE(3,31) | |
31 FORMAT (10X "CARGAS DIRETVAMENTE APLICADAS AOS NOS'//3Xs'NOts
0 MIOKSVFDAYL! 11X 'FDARY s 13X 'FODAR) /)
IFLITP~1)293,293,2931 o
\ L

'
S
|

o
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293

2930

2931 .

-WRITE

2 ' .

DO 2930 J=1.NJCA

READIZ+32 K sATLsAT2

A= 2% {N=CJ)

FOA{TA~L sLMN)=ATL

FOA{TAsLN)=AT2 _
{3432 KeFDA(TA~LsL

co TC 299 - \

BO 294 Jd=1sNJCA.

READ (2532 )KsATLsAT25AT 3

FORPMAT(15,3F15.3)
[A=3%({v=NCJ) .

FOACTA=2sLNI=ATY
FA{TA=LLN)=AT2

CFDACTASLN)=ATS -
CMRITE(3532)KsFDALTIA=24L

TARGAS NODATS EQUIVALEN

-IF(MECA)ZQQQ;ElB»ZQ?Q-
 CIF(1TP=1130443045300 ¢
- IF(ICH- llBDlsSﬁlsﬂDZ
CMRITE(E,33) 0 - '
U'TGRMAi(/atlxsfFL&vE SEON
GO.TO 303 0 o
.:wRITr:Baaq} :
CFORMAT (/1K 1
fiCAu
GO ITO 2R - .541-
-IF(ICD 103@693069355 L

ELEMENTO! n4
FECALFEQHECA L LNST

YUFLFMFNTO‘SQ

GO TO 307
WRITE(3,36)
FORMAT (/4 (1Xs "ELEMENTO!

CALL rOMAC(eraNFLsJI,J
G0 TO 218

CARGAS TOTAIS COMRIMADA
N0 333 J=1sNNL .
TF(LL(J))32993285329 .
K= g=LCL{J)

GO TH 332
zF(LL(J)ml)33D93309331
Kan-+LCLY (J)

GO TO 332

Yo N*NL1+LCL?(J)

DP 333 LN=1,NCA

FTC{K LMY =FTCIKsLM)+FDA

~19%

NY S FOALT

MY o FDALT

TES AO c

,ax,iCAR

M5 ' CARGA)
4o

;;iFMxﬁa

32X$'FMX
Js JKNCU

)

I
i
H
1i .

r—r S AR

Ao LIN)

Awl,LmiaFDA(IAgLH)

APR!GAMERTO DO ELEMENTO

SA_Q'gaxi/J_ |

O'/)

23y FMY S E

Uy TRe VEMY T 54X) /)
LLNs HECA s [CD s NCE s SUBN)

JsLN)+FEQUJs LN}




PAGE
:;333,.'
~"333@-

3331

3332 -

ffaaq

335

,"\.’.‘\r;‘\‘ -

336

361

362

 333&@-

AFETCH LT

DO 363 J=1,NL1 -

© KA=K+M

COMTINUE
}F([TPﬂ])333053330933$1
1L]=2

G0 TO 3332

1L1=3
1F%&u3N~NSU5)334®,36793

FDPVAQAO DA% MATRI?FQ s

BC 334 J=1.M
BG 334 LN=1sNCA
FDA( }’LN)mOoo

DO 334 K=1sN

FDA slh)mFDA(JaLhJ+S{Js
W= )

BG 33ﬁ J= 19N

DO 33? I=N1sNNLY

StJs]

DO 338 K=1lsiN

SCJs IN=50Js 1) +S(JsK I #S (]
Vit= 62%(quam 1141

WRITE( ‘JD)NFL;NaNCF9NC
EyﬂJLIA

RanrAHi;Aer DAS MATRIZ

MJL1A= mll/IL
1A= NJU“NJLIA
PO 234 J= LyNJL1A

]

KA= J+TA1

X=X Ky
Y(J)=Y(K%%

MATRIZES IRESIDUAIS DE R1G

DO 361 J=N1sNML1
IA=J-M \

DO 361 LNs1sNCA
FTC(IAsLNN—FTC(J LMY
DO 361 K= J? o
FTCUIASLMISFTCOIASLN)~S
DO 362 J=NI,NNL1

DO 362 K= NleNLl

PO 262 I=1sN
Q{}aK)—S(Js&\ S{Jsi)“ﬁ{

TA=J+M -\
DO 363 K= lyNLl‘

=194

B340

CESSAR]

()

s K}

sNLsNL1

ES X E

IDEZ E

3K}

*FTC(]

hS NO

CARGA

RETORNO.

CoLNY

NL2 s NJUs I3 JJsJKsJLsLL»SaFDAS

{ ok wEpl (K LN)



\

\
!
i

A6%0

I NaNaRale

\

o

C5(JsK)=SUIASKA)

el v

NCE+NEL .
NCJ+NJU=NLL1/TL1
LINK(NEFIl}

NCF =
NCU=
CALL

DESLOCAMENTOS DOS PONTOS

DO 368 J=1sN

DO 368 LN=1sMCA
D{JsLN)=0.0
DO 368 K=1siN

D{JsLNYI=D{Js LNI+S (oK) %E

TA=3%NJ

DO 3680 LN=1,NCA
DD 3680 J=1,1A
VEGA (JsLN1=040
\-EGA(JsLN=0
§o TO 387

- énSLOCAMENTos POS PONTDS

R ORGANIZACAD DAS MATRIZ

SQBN:SUBN—l
JN=E2% (SUAN=1)+1 o
RFLD(I'JD)NFLstNCFsNCJs

M

CLETCSLTESNOLIA o

L TA=3

DO

370

S 3M

Nl=pN41

NNL=N+NL

NNLL =ML L
JA=Bu (NL1/1L1)
#NJU=d A

370 LN=1sMNCA
A70 J=1sJA

KA=Th+J

VEGAYKASLN) =VEGA{JsLN)
LEGALKASLN)=LEGA{JsLN)
0o 3%1 L=1 s NCA

PO 371 J=1s1A"
VEGA{UsLNY=0.0
LEGALU,LNI=0

DO 885 IA=M1sMNL1

X

CJ=VNLTHAND-TA

aes

KA e _
nNo 38b\LN 1+NCA
DS LMY =DJ (KA LN
('\O 335 ‘_j..l,m

NGO 386 |LN=19NCA
N{JsLNIEFDA (IS LN)
PO 3B&6 K=N1sNNL1

S
S
S
|

N

~195-

NODATS

TC{K 1N

NODATS
55 VEGA

ML s NLL i

-

~ ULTIMA SUBESTRUTURA

“ QUTRAS
E LEGAs

—

SUBESTRUTURAS «

L2sNUUs Il sdds JKsJLsLLsSsFDA»




DAGE

- 386

Us O !”1.:’“- ™

-388

7389

390

-~ 3900
301

)

[

- 396

397

41

403

L CONTINUE

DO 387 K=IAsNML

-HR;TV(BsQO)SUWN

L

5 ,

D(JsLHl*D(JsLﬁ)“S(dsk)*
|

}”~HnIZACA0 DA MATRIZ D

INI(IAIXFVTF ARBITRADA

~

J=N+NL]A1‘

DO 391 Ija=1sNNL
=NWL+1+TA o

IF(LL{JA}=2)1388,390,388

J=Jg=1 0 -

DO 389 LN=14NCA ¢

'DJ(JA;LN)YD(J,LN)

GO TO 391}

PO 3900 LM*lsNCA

DJILJA LM =00

_ \

CALCULO rA%\“FAC OES NQS

_1F(NL2339694p2.3@5
FASMANLL+L

B0 397 L“‘]vNQA
RA(KsLN)==FTCK LM,

PO 397 J= 19NNL\
RA(KgawanRA(x,D@)+5<1-
K=N+HML1
DO 401 KA= 19NNL\
]F(LL(VA)~Z}4OO’398 400
K=K+1 _ -
PO 399 LN= 12NCA Vo
RA(KA,LN)~RA<V,LN5

GO TQ 401 -

DO 400D LN= lsNCA
RAIKALN)=0D

CONT INUE

IMPRESSAO DOS RESULTADOS

FDRMAT(//]D%;'QF%ULTAD
13 o 3b 9 4k JE S 5
WR¥TE(39415 :
FORMAT (/10X 'DESLOCANEN
1%, 'D2" 59X D3 04X) 4)
KA=NJU~NLL/IL1l \
DO 403 JzlrKA 1
LIA(J)=J+NCJ :
BO 405 LN=1sNCA - T

3k Lt ""rf e

(Koo}

NS DESLO

APOICS

#D(J LM

—

hoJA QBT

S

; PAﬁA 5
L33 4

TOS DOS

-196-

CAMENTOS;COM

-;‘"’-

IDOS

6 g 3 M AR RN

NOSY/ /303X TNO 5T X!

A NUMEEACAC

uREsTLUTURA NO;‘-EEséﬁs‘

23 L

anle ke s Mo AL 4 Ao LR
Eail i A ]
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: .WRITEtavﬁa)LN _ N
42 FORMAW(/IOKa'CARREGAMEN‘0 N0t af13/)
L IFR(ITP=114030,4030.408 | ¢ -
4030 WRITE(3 add)(LIA(J);DJ{E,Jnl?LM)pﬁJ{Z%Jr m),J L»5
LT GO TD 405 - | c
404 ;[NRITE(asaa)tLIAtJ)gthsaJuzaLN);DJ{anﬂl,Lx},JJ<3+J,aN;,JslsKnJ
S4B L FORMATUI (152X 3F 11700 ' '
,-féq*~j3roRM»r(BKIsaaxazFlnaT»qu>J ,
0B CONTINUE: B
"-i--{IF1NL21406,410,406

0 ,{REACorq Nagth@ngi- 3 LNO' Y155 TRAL 512X RA2

0O 409 LM=1sNCA
WRITE(3»42) LN . ;
- CIFCITP=11406044060:4064 B
4060 DO 4063 K=1sNJU - ' ;
Ka=2nK - _

TFILL(KA=1)=214061+4062|140861

ad6l IF(LL(KA)~2)406394062;4763
4062 TA=NCJI+K i
' WRITE(SsSI)IA;RA(KA—leLN)sRA(Kh’

TN

_ i LN
4063 CONTINUE |
GO TO 409 i
. 4064 DO 4080 K=1sANJU ’
\ KA=3sK ' o . i
Yo IF(LLIRA=2)=2)407 408,407 f
V40T TF{LL(KA=L)~2)4D070,408,4070 |
\VADTO  IF{LLIKAI=214080,498,4080 i
S B08  IA=NCI+HK L _
\ WRITE(3551) TAsRAIKA=ZsLE) s RALKAFL LN s RATKASLM)
51 FORNWI(1555¥53F15 &) P
' CONTINUE 3l
CCOMT INUE i

CALCULO DGS I:SFORCO‘% GE ~ERALIZA§OS NOS 'i\éOS POS ELEMEMTCS

DO 413 I=1snNEL

IF{ITP=~1)4100:410054101 ot _
4100 CALL TENSA(DJ» I s VEGASLEGA s SUBN S [FCA)

L GO TO 413 ' L
4101 1F(LTr(I))412;4]15412 L
411 \CALL ZOETINIy I s VEGASLEGR s SUBMN,REA)
GO TO 413

412  CALL EGFE Q(DJsI’VF(A LEGH} g
h13 Cowrrvur i
< C%LCULO DA MEDIA DOS ESFORCOS Gfo?ALIzADJs NOS PONTOS MODALS
C o 5
\ ]




\

\
\
.X

pacE 7 | .

CALL NkGE(NJLlAaNJU,VEc
. IFISUBN~L14144+414,5369
414 CALL LINK(MEFIL)
END. \ S
FEATURES SUPJQRTED-
ONE WORD INTEGERS SN
EXTENDED PRECISION
10€s

CORE REQUIREMENTS FOR
" COMMON 195103 VARIABLES 3

END OF caMPIL&CsoN

/7 dUP

#GTORECT WS A MEFIZ
31 OCAL y FGERs FECANEGET sFOMAS 4 ]
FILES ALLOCATION '
1 000D O2AA
028k 0018
02¢2 0014 0005 Q21F
0286 D014 0DO5 021F
O2EA  H014 QQes  021F
DRFE  ©OL4 0005  D21F
0312 OQfL4 00Q5 ©21F
0236 D014 000B 021r
033A 0014 ODOS D21F
034E 0014 O©O00S, 0RIF
0362  0DOT4 (0005, 0ZL\F
0376 0014 06005 021F
038A 0014 0005 D21F

j—

WO W NS R W

0008 Q21F

- 14 039E 0014 Q605 OD2IF
. STORAGE ALLOCATION |

R 41 0170 (HEX) WBS UNUSED B
CaLL TRANSFER VECTOR
ECOs 2814
ESIN  2B1C I
EATAN 277F R
EARS 2772 ' =
ESORT 25BE : !
MEGE  23D8 \ |
TENSA EAT3 LOCAL
FOMAS 2DBD LOCAL . 'R
EGET  2B1F LOCAL |
SECA  2B3C LOCAL
EGER  28CR LOCAL -
LIBF TRANSFER VECTOR |

it s LEGA

442 PR

1
[ENSA

005  021F |-

Y CORE

-198-

NCASNCJ s ITP)

i

BGRAM 2550

LOAD
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Al -~ SUBROTINAS ASSQOCIADAS AQ SUBPROGRAMA MEFI1

1) Subrotina SARI1

Esta e uma subrotina auxiliar utilizada ao se espalharra
matriz de rigidez SMD do elemento I considerado. I usada quando o
elemento I possui 3unos e sao possiveis 2 deslocamentos por no. E-
la altera a numeragao inicilalmente arbitrada para os deslocamentos
dos nos do elemento I visando obter a matriz de rigidez global S

com suas linhas e colunas ja reorganizadas.,
2) Subrotina SARIZ2

Esta € uma subrotina auxiliar utilizada ao se espalbar a
matriz de rigidez SMD do eiemento I considerado. £ utilizada gquan-
do o elemento I possul 3 ou 4 nds e sdo possiveis 3 deslocamentos
por ndé, Lla altera a numeracgac inicialmente arbitrada para os des-
locamentos dos nos do elemento I visando obter a matriz de rigidez

global S com suas linhas e colunas ja reorganizadas.

%) Subrotina SAGES
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Esta & uma subrotina auxiliar utilizada ao se espalhar a
matriz de rigidez'SMD do elemento I considerado. Ela adiciona aos
coeficientes adequados da coluna IN1 da matriz de rigidez global S

a - contribuicac da coluna IN2 da matriz SHD.
%) Subrotina RITET

Esta subrotina refere-se a elementos triangﬁlares isétrg
pos utilizados em problemas de estados planos de tensces e deforma
goes. Bla calcula a matriz DB (produto das matrizes D e B) ﬁecessé
ria ao calculo das tensdes e a matriz de rigidez SMD do elemento I

considerado.
5) Subrotina RIPET

Esta subrotina refere-se a elementos triangulares orto-
tropos utilizados na analise de placas carregadas transversalmente.
FEla calcula a matriz de rigidez S5MD do elemento I considerado e a
matriz B'T (produto das matrizes B' ‘e T) necessarias ao calculo

dos momentos fletores e de torgao,.
6) Subrotina RIPER

Esta subrotina refere-se a elementos retangulares orto -
tropos utilizados na analise de placas carregadas transversalmen -

te. Ela calcula a matriz de rigidez SMD do elemento I considerado.
7) Subrotina DCOMP

As subrotinas DCOMP e INVER invertem matrizes simeétricas
utilizando o metodo de Choleski. Nesta subrotina a matriz S (ou a
submatriz NxN nela contida)e decomposta fornecendo a matriz trian-

. s, ~ . . ~
g;ular SUPerlior necessaria g sua 1Aaversac.
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8) Subrotina INVER

.As subrotinas DCOMP e INVER invertem matrizes simetricas
utilizando o método de Choleski.. Nesta subrotina obtem-se a matrigm
" inversa de S (ou da submatriz NxN nela contida) utilizando a ma -

triz obtida na subrotina DCOMP.
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1

// 0 JoB

. LOG

DRIVE CART SPEC CART AVAIL PHY DRIVE

0000 0005 0005 0000

vz MO4 ACTUAL 32K CONFIG 32K

// FOR

#ONE WORD INTEGERS
*EXTENDED PRECISTON
¥L1ST SOURCE PROGRAM

SEARSEEEARANA KA

187

188
189

190
191
192
193
194

155
196
197

SUBROUTINE SARI1({IAsJASKA)
INTEGER SUBN

COMMON S{783 78 sJ1(60) 9eJJl60)sIK(60)sJLI60) sSUBNINCIsNELINCEST 1,12
19139J19J25U39K1sK2sK3sL1sL2sL3sLL{78)sLTE(60)sLCL(T78)sLCL1IT78)sLCL
S 22(78)sFTC{7852) oNSUSsNLL1yNLZ sNJUsNsNLsNCASNJIU39NNLaNNLLoTID»JDsNJULL
3AsX(39)9Y(393yIDloIDZsID351D4s1059ID6;ID?sIDBsID9 ID10s1ID11s1ID12s

41TPsNJUZ

ESTA E UMA SUBROUTINE AUXILIAR UTILIZADA AO SE ESPALHAR A MATRIZ

DE. RIGIDEZ SMD DO ELEMENTO I CONSIDERADO. E USADA QUANDO O ELEMEN=-
TO 1 POSSUI 3 NOS E SAO POSSIVEIS 2 DESLOCAMENTOS POR NOs
ALTERA A NUMERACAO INICIALMENTE ARBITRADA PARA OS5 DESLOCAMENTOS
DOS NOS DO ELEMENTQ- I VISANDO OBTER A MATRIZ DE RIGIDEZ GLOBAL S

COM SUAS LINHAS E COLUNAS JA REORGANIZADAS.

[1=2¥1A-1
[222%TA
CJT1=2%JA=1
J2=2#JA
K1l=2#KA=1
K2=2%KA

CIF{LL(I1)}187s187,188

11=11~LCL{I1)

GO TO 191
IF(LL(I1)~1)189,189+190
[1=N+LCL1(I1)

GO TO 191

[1= NNL1+LCL2(I1)}
IF(LLI12))192,192,193
12=12=LCL(12)

GO TO 196
IF(LLI12)=1119451944195
12=N+LCL1(I2)

GO TO 196

I2= MNL1+LCL2(12)
IF(LL{J1))19791975198
J1=g1~LCL(J1)

GO TO 201




PAGE

198
159

200
201
202

203
204

205
206
2061

2062
2063

2064
2065
2066

2067
2068

2069
2070

207 o

2

IFILLEJ1)=111994199s200
J1=N+LCL1(J1)}

GO TO 201

Jl= NNL1+LCLZ2{J1)}
TF(LL(JZ))2029202;203
J2=J2=LCL(J2) '

GO TO 206
TF(LL{J2)=1)20432044+205
J2=2N+LCL1(U2)

GO TO 206

J2= NNL1+LCL2{JZ2)
IFILL{K1))20619206192062

Kl=K1~LCLEK1)

GO TO 2065
IF(LL{K1)=1)2063,206352064
K1=N+LCL1{K1)

GO TO 2065

K1= NNL1+LCL2(K1)
IF{LL(K2))20665206612067
K2=K2=LCL(K2)

GO TO 2070

~TF(LL(K2)=1)2068+2068:2069

K2=N+LCL1{K2)

GO TO 2070

K2= NNL1+LCLZ2(K2)

‘RETUQN'
“END

'FEATURES SUPPORTED
ONE WORD INTEGERS
EXTENDED PRECISION

CORE REQUIREMENTS FOR SARI1 :
COMMON 19610 VARIABLES 2 PROGRAM 406

END OF COMPILATION

/7 DUP

*STORE

WS UA SARI1

_CART ID 0005 DB ADDR 1B5C DB CNT

O01A
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1

/7 JOB

LOG DRIVE CART SPEC CART AVAIL PHY DRIVE
0000 0005 0005 0000

vz MO4 ACTUAL 32K CONFIG 32K

/ /7 FOR

*#LIST SOURCE PROGRAM
#ONE WORD INTEGERS
*EXTENDED PRECISION

NaNaNaNaNaNAKARS!

187

188
189 11
2 60%TO 191
190
191
192

193
194

195

SURROUTINE SARIZ2{IAsJAsKAsLAT)

- INTEGER SUBN , -

COMMON S(78278)sJ1(60)»JJ160) sJK(60) sJLI60) sSUBNSNCIsNELSNCE»I1512
1s13sJ19J29J3sK1aK24K3sL1sL29L3sLLIT8)sLTE(60)sLCLITB)sLCLLITB)LCL
L 22(78)sFTC(7892) sNSUSSNLL¢NL2 sNJUsNsNLsNCASNJU3ZsNNLoNNL1sIDs JDsNJILL

BASX(39)3Y(39)5ID1sID2+ID3sID4sID5sID6sIDTsID8»ID9»ID1I0SIDL1ID12y

4TTP s NJUZ

ESTA E UMA SUBROUTINE AUXILIAR UTILIZADA AOQ SE ESPALHAR A MATRIZ
OF RIGIDEZ SMD DO ELEMENTO I CONSIDERADC. E USADA QUANDO O ELEMEN=-
TO I POSSUI 3 OU 4 NOS E SAO POSSIVEIS 3 DESLOCAMENTOS POR NO,

ELA ALTERA A NUMERACAC INICIALMENTE ARBITRADA PARA OS DESLOCAMEN=
TOS DOS NOS DO ELEMENTO I VISANDO OBTER A MATRIZ DE RIGIDEZ GLOBAL
S COM SUAS LINHAS E COLUNAS REORGANIZADAS

[1=3%]A=2

[2=3%[A=1

[3=3%IA

J1=3%JA~2

J2=3%JA=1

J3=3%JA

K1=3#KA=2

K2=3%KA=1

K323 %KA

IFTLL{I1))18751875188

[1=11=LCL(IL} :
GO:TO 191 : : - .
CTFE{LL{I1)=1718991895190 ‘
"T1=N+LCL1(I1)

Il= NNL1+LCL2(I1)
TE{LL(12))19251925193
12=12~LCL{I2)

GO TOQ 1950

TF(LLII2)=1)119491945195 :

12=N+LCL1(T2) ‘ _ /
GO TO 1950

12= NNL1+LCL2{12)
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1950
1951

1952
1953

1854
196
197

198
198

200 .

201

2020

203
204 .

205
2050
2051

2052
2053

2054
206
2061

2062
2063

2064

2065
2066

2067
2068

2069
2070

2071

- 2072
2073

2074

w205=

2

IF(LL{I3))1951519511:1952
13=13=~.CL(13)

GO TO 196
IF(LLIIZ)=1)19534195341954
[3=N+LCL1(13)

GO TO 196

13= NNL1+LCL2(13)
LF(LL{J1})197+197+198
Jl=J1l~LCL(J1)

GO TO 201
IF(LL(J1)=1)19941999200
J1=N+LCL1{J1)

GO TO 201 '

J1= NNL1+LCLZ2(J1)

IF{LL{JZ))Y202+202,203

Ld2=Jd2-LCcLid2)

GO TG 2050 '
IF{LL{J2)=1)20442044205

SJ2=N+LcLliy2)
GO TO 2050

J2= NNL1+LCLZ2{J2)
IF{LL(J3))2051+2051+2052

J3=J3=LCL{J3)

GO TO 206

TF(LL(JU3)=1)2053,2053+2054

J3=N+LCLL{U3)

GO TO 206
J3= NNL1+LCL2(J3)

TF(LL(K1))20615206152062
K1=K1=LCL(X1)

GO TO 2065
IF{LLI{KL)=~1)2063+2063+2064

CK1=N+LCL1(K1)

GO TO 2065
Kl= NNL1+LCLZ2(KL1}
TF{LLIX2)120664206642067

K2=2K2=LCL{K2)

GO TO 2070
IF({LL(K2)=1)2068+206R32060
K2=N+LCL1{K2) ‘

GO TO 2070

K2= NNL1+LCL2{K2)
TF{LL{K3))2071s207152072
K3=K3=LCL{K3)

GO TO 2075
TF(LL{K3)=1)2073,207252074

CK3=N+LCLYI(K3)

GO TO 2075
K3= NNL1+LCLZ2(K3)
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2077

" 2084

3

FEATURES SUPPORTED ‘
"~ ONE WORD TNTEGERS o
FXTENDED PRFCISION =

CORE REQUIREMENTS FOR SARIZ

COMMON 19610 VARIABLES = 2

END OF COMPILATION

7/ DUP

*STORE

WS UA SARIZ2

CART ID G005 DB ADDR  1B76 B

-206-
\

2075 IF(LTE(I)=1)2091+207652091
2076 A=JL(TI=NCJ '
L1=3%LA=2
Lp=3#%LA=1
L3=3#LA
CTFCLL(L1)Y2077+2077+2078
L LA=LT-LCLiLl) :
- GOTO 2081
7320785-IF(LL(LI)-1)2079;2079;2080
2079 0 L1sN+LCL1(LY)
L GO _TO 2081 '
2080 bils NNLI1+LCL2(L1)
2081 SIF(LL(L2))208252082, ?083
2082 L2=l2=LCL{L2)
L. GO 2086 _
2083 IFtLL(Lz)—1)2084,2084,2085
L2=N+LCL1{L2)
© GO TO 2086
2085 “L:2= NNL1+LCL2(L2) -
2086. IF(LL(L3))208742087+2088
20B7  L3=L3=LCL{L3)
, GO TO 2091
2088 . TF{LLIL3)=1)2089,208952090
2089 L3=N+LCL1{L3)
. GO TO 2091
2090 L3= NNL1+LCL2{L3)
2091 RETURN
END

PROGR

B CNT

AM

0034

834
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PAGE 1
/7 JOB

LLOG DRIVE CART SPEC CART AVAIL PHY DRIVE
0000 0005 0005 0000 :

V2 MO4  ACTUAL 32K  CONFIG 32K

// FOR
¥LIST SQURCE PROGRAM

XONE. WORD INTEGERS
#EXTENDED PRECISION
SURROUTINE SAGES({INLsINZsTsSMD)

INTEGER SURN

DIMENSION SMD(12212) .

COMMON S{T78¢T7B) 2 JI{(B0Q) s JJIED )Y s JKIE0) s JL{B0) s SUBNSNCIsNELsNCEsI1s12
131335J1J2eJ3sK1sK2sKB3sL1aL2sL3sLL(78)sLTE(H0)sLCLIT78),LCL1(78)sLCL
22{78) +FTC{7852) sNSUSsNLLsNL2 sNJUsNsNLsNCAsNJU3 s NNLaNNLLsIDsJIDsNJLL
3AsX(39)sY(39)sIDLsID2sID3sIDGsIDSsIN6sIDTsIDBIDGYIDIOID1I1sID1Zs
41TPsNJU2

ESTA E UMA SUBROUTINE AUXILIAR UTILIZADA AO SE ESPALMAR A MATRIZ
- DE RIGIDEZ SMD DO ELEMENTO I CONSIDERADOs ELA ADICIONA AOQS
. COEFICIENTES ADEQUADOS DA COLUNA IN1 DA MATRIZ DE RIGIDEZ GLOBAL
S A CONTRIBUICAO DA COLUNA IN2 DA MATRIZ SMD.

ARANGNOVANS!

: IF{ITP~1199399,100
99 . S{I1lsIN1)=S{I1sINL}+SMD{1sINZ)
CS(I2sIN1Y=S{I2sINL)+SMD{2sIN2}
S{JLIsINL)=S{J1sINL}+SMD(3sIN2)
SEJ2sIN1Y=S{J2 s INLY+SMD {4 s IN2)
S{K1sINL1)=S(KLlsINL1}+SMD{5+IN2}
TSIK2sIN1I=S{K2s INL1)Y+SMD{6sIN2)}
GO TO 102
100 S{I1sIN1I=S(I1sINL)+SMD{1sIN2)
STI2sIN1)Y=S(I2sIN1)+SMD{24IN2)
S{I3sINL1Y=S(I3s INLY+SMD{34IN2)
S{JLoINL1Y=S(JLs INLI+SMD {4 s IN2)
S{J29IN1)Y=S(J2aINL1}+SMD(5sINI)
S{Y3sIN1I=SI I3y INL}+SMD {6 IN2)
SIK1s INL)I=S(KLs INI)+SMD{ 7 IN2)
- S{K2sIN1)=S(K2s IN1)}+SMD(BsIN2)
SIK3sIN1)=SIK3sINLI+SMD (99 IN2)
IF(LTE(I}=1)1102+101+102
101 SIL1sIN2)=S{L1sINL)+SMD(10sIN2)
SIL2sINLY=S{L2sINL}+SMD{11sIN2)
SIL3sIN1I=S(L3sIN1}+SMD{12+IN2)
102 RETURN ’
CEND



PAGE. 2

FEATURES SUPPORTED
ONE WORD INTEGERS
EXTENDED PRECISION

CORE REQUIREMENTS FOR SAGES
COMMON 19610 VARIABLES 16

END OF COMPILATION

// DUP

*STORE WS UA  SAGES

PROGRAM

D 06 ENTRY POINT NAME ALREADY IM LET/FLET

516
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1

- // JOB

©LOG DR

%0000

V2 MO4

”// FOR
CHLIST
C¥ONE W
REXTEN

IVE  CART SPEC = CART AVAIL PHY DRIVE
0005 0005 0000

ACTUAL 32K CONFIG 32K
SOURCE PROGRAM

ORD INTEGERS
DED PRECISION

- SURROUTINE RITET(ITPoIA JA:KA;SMDsIaSUBN)

-1

ANOOD NN

101

102

INTEGER SUBN
DIMENSION D(3+3)sR{3+6)sSMDI12s12)sDB(3s6)sESP(60)}sLCE(60)9%{39)
Y(3919E(5)|CP(5}

ESTA SUBROUTINE REFERE=SE A ELEMENTOS TRIANGULARES ISOTROPOS

CUTILIZADOS EM PROBLEMAS DE ESTADOS PLANOS DE TENSOES E DEFORMA-
COESs ELA CALCULA A MATRIZ DB (PRODUTO DAS MATRIZES D E B} NECES-

SARIA AO CALCULO DAS TENSOES E A MATRIZ DE RIGIDEZ SMD DO ELEMEN=

CTO I CONSIDERADO.

ID=2%(SUBN=1)+1 ' : :
READ{2'IDIXsYsEsCPsESPsLCE ' ‘

DO 101 K=153

DO 101 J=1s3

D(JsK) =040

DO 102 K=1ls6

DO 102 J=143

B{JsK)=040

11=LCE{I)

EE=E(I1)

-COP=CP(IT1)
IF{ITPY104+1054106

104

105

R ANANG]

STOP
MATRIZ DE TRANSFORMACAO D PARA ESTADO.PLANO OFE DEFORMACOES

VA=EE# {140~ COP)/(I O+COP)Y /(1 0= =2 O*COP)
D(1s1)=VA

Di(2s1)=VA*COP/ (1. 0 -CQOP)

Di1s2)=D(2s1)

D{2s2)=D(1s1)}

D{343)=VAR(1a0=2.0%COP) /{2a0=2. O*COP}
GO TO 107

MATRIZ DE TRANSFORMACAC D PARA ESTADC PLANO DE TENSOES

VA=EE/(140~COP*%2)
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—O0n

108

[ EA NS

109

=210~

2

Dl1ly1)=VA

D(2s1)=VA%*COP
D(1s2)=D{2s1}
D{2+2)=D(1y1)
D{3s3)=VA*(1.0=~COP) /2.0 .

MATRIZ DE TRANSFORMACAC B E MATRIZ DB

GXm(X(IA}+X{JA +X(KAY) /3.0

Y lY({IA)+YLJAY+Y(KA) ) /3.0 .
ARZ 3;0*((X(JA)“GX}*!Y(KA)*GY)—(Y(JA)—GY)*(X(KA)“GX))
Blilsl)=({Y{JAY=~Y{KA}}/ARZ
B(3yl)= (X(KA}“X(JA})/ARZ
B{2s21=B(3,1)
B(3s2)=RB{1s1}
B(liB)—(Y(KA)“Y(IA))/AQZ
Bi3+2)=(X{IA)=X{KA)])/ARZ
B(2s41=B(3s3) /
B{3as4)=B(1s3)
Blls5)=(Y{IA)=Y{JA))/AR2
Bi{2s8)=(X{JA)=X({TIA}))/AR2
Bl2161=B{3+5)
R{3346)=R({1s5)
DO 108 K=146
DO 108 J=1s3
DB(JsKY=0«0
NC 108 L=1s3 -
DR{JsK)=DB{JsK)I+D{JsL)*B{LsK)
11D=2+SURN
WRITE(IID'I I ((DRB{JsKYs J=133)sK=196) s TAsJASKA

"MATRIZ DE RIGIDEZ SMD

VOL=AR2*ESP(I) /2.0

NO 109 K=1s6

DO 109 J=1s6

SMD(JsK 1 =040

NOC 109 L=113

SMD LUK ) =SMD{JsK)+BILs JIHDBIL K #VOL

RETURN

END

FEATURES SUPPORTED
ONE WORD INTEGERS
EXTENDED PRECISION

CORE REQUIREMENTS FOR RITET :
COMMON 0 VARTABLES . 690 PROGRAM 174



et

-2
\
-!‘l. .
\
Pace 1 S .
1/ JOW _\
LOG BRIVE éART\ngC CART AVAIL PHy DRIVE
0000 -DO@% 0005 0000 ¥
V2 MO4  ACTuAL 32k CONF1G 32K
/! FOR \

%ONE WORD [NTEGERS \_
*LIST SOURCE PROGRAM)
<€ XTENDED PRECISION :
SUBROUTINE RIPEk(IsSMD?JI5JJ9JK$VCJ;5UBNJ
- INTEGER SUSN A\
BIMENSION SMD(12 12)$EK(E)!EY(5)SEE(S)96(5}9ESPL&O)9kCE(60)97(799)
laH(?a?IaB(3}:C(3)ﬂEﬁ7)BXTIY}%YI(?]’JI(60}9JJ(6O)9JK(60)&K(39)9

T 2Y{(39)

ESTA SUBROUTINE RéﬁERE“SE A ELEMENTOS TRIAMGULADES ORTOTROPAS UTI-
LIZADDOS NA.ANALESEE DE PUACAS CARREGADAS TRAMSVERSALMEMTE. ELA
CALCULA A MATRIZ DE RIGIDEZ SHD bO ELEMEMTO 1 CONSIDBERADD E A MA-
JR1Z B'T (PRODUTO DAG MATRIZES B E T) HECESSARIAS AO CALCULSG DOS
MOMENTOS FLETORES € DE TORCAQ. :

AnNDPPANAN

I D=2 (SUBN=-1}+1 _
READ(Z'IDIXsYsEXsEYSEEsGIESPLCE
TA=J1 L) ~NEJ , '
BLENNEREE N : ;

kA= JK {1} =NCJ L
[¥=sLCELLY :

VA=ESP (1) #%3/12.0
DX=EX(I1)*VA \
DY=EY(I1)#VA :
DI=EE( 11} *VA 1
PXY=G(TIIRVA E
XG= (X { IA)+X(JA)+X (KAL) /340
XG=(X{IAY+KIJA)+X{KA)) /3.0
Y= {Y({IAY+Y{JA)+Y(KA)) /30
X1zX{IA}~RG .
A2=K(JA)=XG
X3=X (KA} =XG
Y1=Y{1A)}=YG
Y2=Y (JA)-YG
Y3zY (KA} =YG
B{1)=¥2~Y3

B(21=Y3~Y1"
B(3i=Y1l=Y2
Cil=X3~X2

C(2t=X1~X3

C(31=x2-X1
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102

103

104

105

106

CALCULD DA MATRIZ T

Vogt=zr(a-1t4d
\ TiUVsK) =
gT(J1+1BK1:n~e<KJ/ARz

|
k=3 |
| \

2 | .
B=X2HYZXIHTE
fld=1 05*‘\

ARZ=Z, O%AR
BO 101 K=1,9
DO 101 J=1s7
TQJSK):OnO

50 102 K=14+3
Kie3®(K=1)+1
DO 102 J=153

C{KI/ARZ

‘;\\Ttlﬁz.)=1no
T42+3)=1.0

(3:51%1.0
1642615140
T{5:81=1.0
r16,9:m1 o}

212

CALCUtO oA MATRIZ B!

ELI! A*(B(IJ‘B(21+B(2)*B
E{2)=A%(C(11¥BL2)+B(1)#EC
1A

E(3)=m#{ L% (CL2)+€(2) 1C]
E{gy=B(1}13#B(2)%B(3)
E(5)=ClL)*BI2)#BI3)+C(2)
E(61=C (1)1 *CI2)Y*R{3)+C12)
E(TR=C(1)*C{2)%C{3)

Do 1lpv 11=1+3

1F(Ik 2110351045105

J=2 ' :

[
o

To.
J=3
K ] \
GO \106
J 1
K=2
X111
KE(Z)=2e0%A% (RITTIRC(TT)
XE(3)=Q(ITI#A*(C(T1}+240
XT(4)y=8(T1)*x2%B(J}

XT(5)=BU 11 (2.0%C(11)%B
X6 =C{ID*LLLITI*B(I)+
X117)=C QII)*%Z*C(J)

106

i}

H

|
1

e

|(Z)+C(Z)

E(]l}*ﬂ*{8(11}+2a0*

t3>+B(3)
L

tB{3 ) B¢
G338 (

B(J))
FR{J)#CH
C{J))

JI+8(11
2. 0%B (11

31+C(awﬁ

1)+C(3
IHC (3 %8 (L

*BL1))

gty ol p——

B(3}+512?“CC39+CC3? BI1T+B(3I%

%Clllh

yEE (1) EB(2)
) B (2]

(1 +R{11)=CiJdN)

D HCLJ) )
) #C () )
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107

0

108

109

DN

ST 56 =DYHSXY

CALCULG DO PRODUTO Bl T

b 109 J=1.7

‘VA=0. 015625/ AR#S

~TU654) =DI*SOXHXVA |

CT15,8)=(BX*SQY/3.0+1.333
T(655)=(D1%SXY/3.6+1.4333
TTHUTaB) =D1IRSQYRYA

S0 110 J=1s7 .
DB TR K=l
UK JY=TH

\

.3 : : &_

215w

. \
Yit1)=BlII)#A*{B(11)42.0%B(K))

YI(21=2.0%A{g{ITV*C({II

YI(3 =C(IT)®AR(C{IT}+20%

YUCA) =B {1} #%2%B(K)
YICS5)=B{[I1%(2.0%C (1)
YI(G)=ClIII®{C I #@ (k)4
YICT)=Q{ T es2uC(K)
FI=(B(K}=B(J)1/2:0 "

GI=(TIK)=C(J)) /2.0 |
T1A=2%11 !
pe 187 LA=1s7 |
WiLASTTA=L) =X T (LAY *B{K) -
LA TIA)=XT(LAIRCIK)=Y]

1

|
DO 108 K=1:9 :
DO 108 J=1,7
SMDLJsK Y =0
58 108 LA=1:6
SMD{JeK ) =5MD({Js K )+H(J9LA

BO 109 K=1sJ
T(JIsK)I=0,0

CALCHLO DA MATRIZ QUE SU
S@X=XT##2HX2HU24XIHH2
SXY=XIHYI+X2HY2+X3%Y3
SQY=YLUR2HY K ZHYIHA2

T{1s1) =4 DUDXIVA

T{35>1)=4,0%D1*VA Nl

T(2s2) =4, ORDAYXYA
T(353) 24, 0%4DY*YA
F(84,4)=3.0%DX*SQX#VA
T{544) =DX*SXYRVA

T(7041=3.0%D1%SXYLVA

Tles6i=(DY*SQK/3. 0+*a33“
VA

T(757)23,GHDYHSAYHVA

+B {1 ) #(
CiK))

YEIILA) %
(LA)#CH

YHT{LA

BSTPTUE

333DRY

333WDXY

333?DXY

a

C " W
) *C{KY)
LyeC{K]))

B{J)+E(LA)#F]
) HE (LAY *GI

£

A INTEGRAL

(SQN)EVA
FEXYYHYA

fBQY 1HYA

(TIY+R({TI)*C IR

J
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C CRLCULDO DA MATRIZ DE RIGHDEZ SME
D0 111 K=1.9 .
DO 111 J=1s7 : - L=
K(JsK)=0,0 _ ; -
Do 111 La=1ls7 i

111

WK 1=R K )+ T (o LA) ¥ SIBILA K
- B0 112 K=1.,9 ' :

Do {12 J=1%7
112 TUUsKI=SMDBLJK)
\ Do 113 ¥=1,9
L Bo 113 J=1,9
y SMD{JsK ) =040
; BO 113 LA=1s7
SMDCIsK 1 =SHD (JsK)+T (LA, J
\ CTID=2+SUBKW - :
Vo WRITECTIO! 1)BXsDYsDL sBXY
\J RETURN '
. END

V¥R LASKY)

SR> ((TUUsK) 9K=159) »J=1+3) s ThsJAKA

s
FEATURES SUPPORTED

. A [
OME WORD INTEGERS - .
EXTENDED PRECISION

CORE\ REQUIREVENTS FOR RIPET |
CONMON 0 VARIABLES 1498 PROGRAM ~ 2040
END OF COMPILATIOM |

AL , I
\ .

\ _ ,
#STORE | WS~ UA RIPET -
CCART 1D\ 0005 DA ADDR 1C37 DR CNT [ 0093

L
i -

\ ‘ : ) '
\ .
\ .

A
%




)

i

Pace 1 1 ..
/7 JOR R
LOG 5RBVE\ CART SPEC  CART A

6000 | 0005 0004
V2. Mo4  ACTUAL 32K  CONFIG 37
// FOR ?
*ONE WORD INTEGERS

*LIST SOURCE PROGR AM
*#EATENDED URE(IQION
: SUBRQUTINE RIPER
INTEGER SUBN
DIMFNSION SMD(]?&I?}st(
1VEL(12J '
COMMON1>(78a78)sJI(60)’u
1913911*J29JBsKlsKaaKsaL?
22{78)sFTC{7852) sNSUSNL 1
3A9K(39)pY(39]5IDlsIDZsID
41195NJU? :

{1s5MD)

FST JUQROUTINE

UTILIZADpS-NA ANALISE Df

CALCULA W MATRIZ DE RIGI
i

AR AN

ID:Z*(suéN-1)+1
READ(2'IDIXsYsEXIEY s EE 4 G
TA=JT(1)NCJ
NIENNISSES el
LA=JL{ 1) ~NCJ
A=SQRT L IX GLAT=X{TA) ) #*24
B=SORT{ IXCJA)=X{TAY ) %%
De AR%Z/BEER

i=LCFIT) -
VAl Q.06666666/A/B
VA2=ESP{1)%%3/12.0
DX= [X(IIJ“VAZ
DY=EY(11)%VAR
D1=EE([1)#VAZ
DXY=G{I1)#vAZY

SMD(131)=80eQ/P2#DX+60 402

SMD(251)==~30.0%P2%DY~15,
SMD{351)=30:0/P2%DX+15.0
SMD (451)=30.0/PE*DX~60 O
SMD (55 1) ==30.0%R2#DY w50
SMD (65 1)=15.0/P2%DX=15 . 0f
SMD (T4 1)==30.0/PRADX~30,
SMD {81 )"—""‘15u0*P2*DY+6.0
SMD{941)1=15.0/P2#DX~4. 0%

REFERE=SF

~215-

VAIL P

P

51 sEY (5
JUB0 ) s U}

s NL 2 s NJt
3,104 I

=

PLACAS
DEZ SHD

{Y{LA)}=

2HIY(JAY =

3¥Dl~-G.
FOAHY
#Bl=540

DX
DXY

sL2sLAsk

A ELEMENTOS

s ESP o LCE

1Y DRIVE
5000

J?‘
e

sEE{D5) sGID) sESP(60) s ILCE(E60) »

C(E60) s JLL60) s SUBNSNCUSNELSNCEST11,12
L(78)sLTE(HO) sLCL(T78)+LCLLITB) sL.CL
JeNoNLaMCASNIUT o NMLsNNL L 1D JD NI L
S+IDGIDTSIDBIDY-INDICSIDILsIDL2o

RETANGULARES ORTOTROPOS
CARREGADAS TRANSVERSALMENTE.
DO ELEMENTO I COMNSIDERADOG.

ELA

(IA) ) *¥k2)
(IA)} ) %*%2)

i
E

%ﬁz*bv+éo¢0%b1+aa.0%oxv
Q#DXY
#D1+6.OFDXY
#P2XDY=3000% D1~
z

FDXY
QHPp2ny+

Ba O¥DXY

30.0#D1+84 .. 0%DAY




w2 7b-

. PAGE 2

SMD{10:1)=~60.0/P2*DX+30), 0¥P2XDY=-30 . 0#D1=84 . OHDLY
SMD (115} i==15.0%P2uBY+ 5. %D 1+640%DXY
SMD(12,1)=30.0/P2%DX+6 4 QPDXY :
SMD (29 2) =20 0¥P2EDY+8. DXDXY _ =
SMD (342) =5=15,0%0] o '

S SMB (4, 2)==SMD(5,])
L SMD (5,21 =10.0%P2RDY =2 O*PXY
SMD(652)=0.0 _
smn\7,2)~-sma(a,1) |
SMB{B,2) =5, 0%P24DY 42, 0 D’Y
SMD{9:2)1=0.0 :
SMD{10,2)1=5MD(11s1) _
SMD{I1s2)=10a 09P&“DYﬂ8 ONDXY -
SMDL12:2)20.0 -
SMI(3,3)=20. 0/n2%Dx+a,o*va,,
CCEMD (A53)=5MDI6. 1) - o
'SMDt593)*D 0 ; ' ;
SMD(6+31=10.0/P23%DX~8. Q%DXY
S SMB(T3)==SMD(9,1) o
L SMD{8:31=0.0 o S
SMB (9531 =5,0/P24DX+2. 0%D<Y' I
 SMDLI0,3)E~SMD(1241) - ‘
SMBE1143)=0a0
S SND(12931=10.0/P2%DX~ 2. ohnxv
?':jSND!Aaﬁ}”SMD(lall e I
L OSMD (5.4 ) EmSMDA291) bl R
ST

Y

Y

':SMD<654>~5MD{3,*)-
SMDT T4 SSMB (1051 )
_”SMD(ll9§)f
MD{9:4)28MD(12,51)
SRR Lo ERESMD Ty 1

SMR{11s4)==SMD{8,1) &
SMP{12:,4)=SMD(9y1) !
SMD {551 =5MD(2:2) : :
SHD(655)==SMD(3,2) S
SMD {745 ==GMD (1151} S i
SHD(8,5)=5MD{1152) f :
SMD (99512040
SMD{10,5)=5MD(8s1)
SHD (11351 =5MD{ 842 ! ‘ i
x SHD(12:5)=0.0 . ; o
v SMP(656)=8MD(343) '
A SMD{Ts6)==SMD{12s1) . , !
- SMD (9,61 =SMD(1253) l
Y SMD(10s6)=-S5MD(9s1}) -
4 SMD(1)46)=0,0 _
Vo SMDI1246)=SHD(De3) . |
v SMD{7:7)=SMD(1s1)

L SMD{8,4) %




|

Y

D

T'\

Be 7 ==5MD{2s11}

_ (195 7)==8MD{3,1 )
SN (L0 T)I=SYD {451 )
CV“<11,!)=~5~D:5,1>
ff“<g297)=~syote,1)

D8 IRY=SNN(242)
>fnt9La>mf‘n<39;

3N (1D B)=5MD{5, 1}

YN 11981 =SMN(5,2)
F‘(“;',SJ-O « 0
NG9 =5MD (35 3)
“NL10L ) ==SMD (65 1)

5vN{1149)=040
SMNL1249)=5%N{653}
SYN(10410)=8"0(1s1)
SYD{I1510)=54N{2,1)
SMR(12,00)==5"N(351)
SY¥M{11s32)=5"D(252])
svn<12911):~sv0(3,z}'
SVD(12,512)=5D(3,3)
PO 160 J=ls4

PVELI3R)=2i=m) a0

VEL (3% J=1}=8

100 VFL (3 ) A
N0 101 J=ls12
DO 101 K=ilsJ)
: SUD ek ) sVEL L) #EMD LK)

101 SNN{KsJ)=5MD{JsK)

CORETURN v
£ M0

PaGe 3
™

PR
S

s

3]

i

'.'ﬂ -1!1 'ﬂ Nyl

iﬂ

L

FEATURES SUPPORTED
ONE WORD INTEGEHS
EXTENDED PRECISIFN

CORE REQUIREMENTS \FOR R1PER
TCOMMON 19610 VA?IABLES 3
e \ -

END OF COMPILATION

/7 DUP . B
1
#STORE WS UA  RYPER

CART ID 0005 DR AMJ\ 1RAN

34

OB

=217

EVEL (1K)

PROGR

CNT

VAL

AM 1468

006E




'EﬁGE"_l \

77 JOR \i

106 QRIVE CA¥T SPEC  CART AYA
0000 - 9005 0005

V2 Mo ACTUA%VBZK COMFIG 32

/7 FOR ' E |

*ONE NORD INTrnﬁu%

FLIST SOUPCE PROGRAM
#FEXTENDED PQFCIhiw
‘IBRJUTI“F‘DCGMP(MsS)
DIVENSTO %(789733

MATRIZ HXN NELA CONTIDA)
GULAR SUPERIDR MECESSARI
Vo .
DO 108 T=lsn |
Do 108 J=Tsn |\
STF=S(1sJ)
Kl=i~1 \
IF{1~11101:103>101
101 DO 102 K=13K1 k '
102 STE=STE~S{KsI[)*8(XyJ) -
03 TF(J=~T)107,2045187
194 IF(STE}1055105,1050
105 WRITE(3s1) IsJs5TE

SaNaRaNaNalal

1 FoavATtxflx,iFLtMﬁwTo “A
1'e J=1s(6st, QTF“'VM]C’
S STOPR !

1056 IF({STF-0.1)10515106s106
1051 WRITE(342)8FF
S 2 FORMAT(/L1AstSTE= 3F15.5)
108 VAUX=1.0/S0RT(STE)
: SUTsd)=VAUX
- GO TG 108
107 S{1.J)Y=STERVAUX
1068 OMT INUE
AETURN a
LD |

FEATURES SUPPORTED I
ONE WORD INTEGERS {
EXTEMDED PRECISION E

CORE REQUIREMENTS FOR DCOMP,
COMMON 0 VARIABLES

AN

D

12
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—
e

. as'suBROUTIwEs DCOMP E INVER IMV
CZANDO O METHDC DE CHOLESKI. NEST
-

LECO
A SUA

TAGOMA
al)

0000

PRUGR AN

ERTEM

4 DRIVE

&

MATRIZES
A CSUBROUTINE A
WOSTA FURNECE
INVERSAC.

1. NEGATIVO

0oL

NDU A

MULO-

SIMETRI
MATRIZ S

(CuU

CAS UTILI-

A SLi—

MATRIZ TRIAM=-

FARE .

I .

Talb,
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/7 JOB

\

LDG DRIVE - CART SPEC  CANT AVAIL - PHY DRIVE
0000 G005 G005 0000 %

V2, MO4  ACTUAL 82K  CONFIG 32(

/7 FOR . | : |
#ONE WORD INTEGERS . o : ,

+IST SOURCE PROGRAM
"‘EXrENDED PRECISION
‘  SUBROUTINE INMVER(NSST.
DIMENSION S{78.,73)

-
< A5 SUBROUTINES DCOMP E INVER INVERTEM MATRIZES SIMETRICAS UTILI-
c ZANDO D METODG DF CHOLESKD. MESTA SUBRGUTIME OBTEY=SE A MATRIZ
o INVERSA DE S (QU DA SUBMATRIZ MX# NELA CONTIDA) UTILIZANDO A MA-
C TRIZ OBTIDA RA SUBROUTIME DCOMP. :
r : N .
11=N~] ‘ L
PO 102 1=1,11 . \

Ji=r+1 :
DO 102 J=JlsN
STF=0.0
Ki=J=1
"~ DO 10} K=I1sK1 e
101 STE=5TE~ ﬁﬁKaI}*S(KsJJ
ST =STEXRSL Ty U}
102 CONTINUE :
- BO 104 I=1,M
DO 104 J=1s¥

"~ STE=0.0 .
PO 103 K=Jad, ‘ 3
103 STE=STE S(i(s_I}"fS(k'y.J} 1o |-

"'.S(LsJ}—SuE:
'.-Cr(\fsl’}-ul{:_
104 CONTI NUF‘”'-. S e
- 'vTRrTuRN TR R

"=FEATURES supponren'" SR T | R

ONE WORD IRTEGERS. .

CORE REQUIREMENTS'FOR INVER ]
COMMON 0 VARIABLES 12, PROGRAM 224

END or QOMDILAtION
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A5 - SUBROTINAS ASSQCTIADAS AO SUBPROGRAMA MEFTIZ

1) Subrotina FOMAS

Esta subrotina refere-se a problemas de estados wplanos
de tensdes e deformagoes. Lla calcula, para elementos triangula -
res, as cargas nodais eguivalentes a forcas de massa quando suas
componentes FMX e FMY sao constantes em cada elemento (podendo to-

davia variar de elemento para elemento).
2) Subrotina FECA

. b s "
Esta subrotina refere-se a analise de placas carregadas
transversalmente. Ela calcula, para elementos retangulares, as car

gas nodais equivalentes a um carregamento uniformemente distribui-

do sobre o elemento. Faz o mesmo para elementos triangulares.

%) Subrotina TENSA

Esta subrotina refere-se a elementos triangulares isotro
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pos utilizados em problemas de estados planos de tensoes e deforma
goes. Fla calcula as tensces normais e de cisalhamento nos nos do
elemento I ao mesmo tempo em que as adiciona as matrizes VEGA e
LEGA. Estas matrizes permitirdo o calculo da média das tensoes nor

mais e de cisalhamento em cada pontb nodal.
4) Subrotina EGER

Esta subrotina refere-se a elementos retangulares orto -
tropos utilizados na analise de placas carregadas transversalmen -
te. Fla calcula os momentos fletores e de torgao nos nos do elemen
to I ao mesmo tempo em que os adiciona as matrizes VEGA e LEGA. Es
tas matrizes permitirdo o calculo da média dos momentos fletores e

de torgao em cada ponto nodal,
5) Subrotina EGET

Esta suProtina refere-se a elementos triangulares orto-
tropos utilizados na analise de placas carregadas transversalmen-
te. Ela calcula os momentos fletores e de torgdo nos nos do ele -
mento I ao mesmo tempo em que os adiciona as matrizes VEGA e
LEGA. Estas matrizmes permitirido o calculo da média dos momentos

fletores e de torgao em cada ponto nodal.
6) Subrotina MEGE

Esta subrotina calcula a media dos esforgos generaliza-
dos (tensoes normais e de cisalhamento ou momentos fletores e de
torgao) nos pontos nodais. Em seguida calcula os esforgos princi -

pais.
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- PpGE .1 \-' .

/7 JOB X o

LOG DRIVE \ CART SPEC  CART AVAIL P

0000 \ o005 o008

V2 MD4 ﬂ(%UAL 12K CONFIG 34K

'*// FOR 1

MY DRIVE
0000" <

SUBROUTINE FOMA%(FF“yNLLaQIsJJsUKsNCJ:LNahECAaICDsNCFauUBN]

iNTEGFN
D IME NS TON

SUBN
X(39)eY {239} sFH

RITEs2)

COICP(B) S LIALE0) sFMX(E0) s Friv(50)
t
£STA SURRQUTIME REFERE=SE™ A PRO
& DEFORMQCOES; ELA CALCULAs PAR
NODALS EQUIVALENTES A FQRCAS DE
E FMY SAQ CONSTANTES EM|CADA E
FLEMENTO PA A ELEMENTGO) o
1.D= 2¥{9UBN~¥ +1
READ(Z'IDIXsYsEsCPESP
IFLICR)10351015103
101 READ(2,1) [AsVAL VA2
1 FORMAT (4{1%s2FBe3) )
' PO 102 1=14NEL
LIACT ) =T+NAE "
. EMX (] ) =VAL \
102 FMY (1)=VAR
WRITE(3s2)VAL»VAZ _
FORMAT (/3Xs ' TODOS! s 2F1543) -
_ GO TO 104 A :
103 READ(ael){LIARI)sFMK(IJeFMY(I)
© OWRITE{3»3) {LIAYT) s FMX{T ) FMY (1)
3 FORMAT(4(I55F1%43,F10a a343X))
104 DO 105 IM=13NECA

= TA{IM)=NCE
IA=JI(I)*NCJ
JA=JI (1) =NCJ
K=K (1) ~NCJ \
LG XL TAYHX(JA)+X(KA) ) /3
CEYEAY(TAIHFY CJA) +Y (KAL) /2
AR=Lw 5% ( (X(JAY=GX ] (Y (KA
VA=ESP (11 #AR/3.0
FMXT=EMX {1} *VA
FMYT=FMY (1) %Va
[1=2%]A~1

\

4

« 0
- 0
y=GY y =

L

W ESP(60) s JI(60) sJJIB0) s X (60) vELS) s

SLEMAS B

ESTARGS PLAMOS DNE TENSHES
A ELEMENTOS TRIAMGULARES, AS CARGAS
MASSA QUANDD SUAS COMPOMENTES FHX
MENTO (PODEMDO TODAVIA VARIARN UE
T=1sNECA)
» =1 ¢ NECA)

(JA) =GY )% (X (KA)=GX) )
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[2=2%1A
J1=2s =1
C J2=2%JA _
K 1= 2 Al . _ S
Kas=2%KA , : .
COFEQUILsLm)=FEQCI T LNY+FMKT
CFEQUIZeLN)=FEQ( T2 LMI+FMYT
FEQJLsLM) =FEQ(JL s LN +FMKT
FEQIJ2oLM)=FEQ(J2s LN)+FMY T
FEQIKL LM =FEQUKL s LN)+FMXT
. L FEQIK2s LM =FEQ (K2 LN ) +FMYT
105 CONTINUE . o

FFATURES SUPPORTED I
ONE WORD INTEGERS N
EXTENDED PRECISION S

| CORE REQUIREMENTS FOR FOMAS: | .
- COMMON - 0 " VARIABLES - 922 "PROGRAM . '524

END OF COMPILATION

Jpup B R

%STORE WS UA  FOMAS
CCARY 1D GD05 o DBADDR LCFO
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// JOB - QOFF 10OFF

LOG DRIVE CART SPEC CART AVAIL 'PHY DRIVE

0000 00FF 00FF 0000
0001 . - 10FF 10FF 00p2
2013 0001

V2 MD4 ACTUAL 32K CONFIG 32K

// FOR

*ONE WORD INTEGERS
~ %EXTENDED PRECISION
*LIST SOURCE PROGRAM

SUBROUTINE FECA(FEQsNECA,LN,ICD)

INTEGER SUBN

DIMENSION FEQ{78:+2),Q{60)+LIA{60)

COMMON S(TB,?B);JI(ﬁO),JJ(bO),JK(bO),JL(bO)ySUBN,NCJ,NEL,NCE I1,12
1:13,d14J29J34K13K2:K35L19L2,L3,LL{78)4,LTE(60)LCLITB)SLCL1{78)4LCL
22{78)gFTC(78,2),NSUS,NLI,NLZ,NJU,N,NL,NCA,NJUB.NNL,NNLI,ID,JD,NJLl
"3A4X(39),Y(39),1D1,1D2,1D3,1D4,1D5,1D6,1D7,1D8,1D5,1D10,1D11,1D12,
4ITP,NJU2Z '

ESTA SUBROUTINE REFERE-SE A ANALISE DE PLACAS CARREGADAS TRANSVER-
SALMENTE. ELA CALCULA, PARA ELEMENTOS RETANGULARESs AS CARGAS NO-
DAIS EQUIVALENTES A UM CARREGAMENTD UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDO SO-
BRE 0O ELEMENTO. FAZ O MESMD PARA ELEMENTOS TRIANGULARES.

aNaNalaN Nyl

ID=2%(SUBN-1)+1
- READ(27ID)X,Y

IF(ICDG) 103,101,103

101 READ(Z41)1A,VA

i FORMAT{4(15,F15.3,8X))
DO 102 I=1.NEL

- LIA(I)=1+NCE
102 Q{I)=VA

WRITE(3,2)VA
2 FORMAT( 13X, 1TODOS'sF12.3)

G0 TO 104
103  READ{233)(LIA(I},Q{1)yI1=1,NECA)}
3 FORMAT (4(15,F15.3))

WRITE(3,1){LIA{I),Q(1)sI=1,NECA)}
104 DO 110 IM=1,NECA
- I=LIA(IM)~NCE
1A=JT(1}=NCJ
JA=JJ(I)=-NCJ
KA=JK(I)-NCJ
. IF(LTE(1))108,107,108
107 CAT=({X(JAIHY(KA)~Y{JAIEX{KALI+X(TAIR(YIJA)I=Y(KA) ) +Y(TA)*
L{X(KA)=X{JAI)I#Q{}) /6.0
FEQ{3*I1A~2,LNJ=FEQ{3*IA-2,LN)+CAT
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FEQI3*JA-2,LN)=FEQ{3%JA-2,LN}+CAT
FEQI3*KA—2,LN})=FEQ{3*KA-2,LN}+CAT
GH TO 110

108 LA=JL{I}-NCJ

A=SQRT{{X{LA)-X{TA) &2+ {Y{LAY-Y{IA) }*%2)
B=SAQRTI{X{JA)-X{TA} ) ¥A24 (Y (JA)-YI{TIA))**2)

CAT=Q(I1)*A%*B

FEQ(3*IA-2,LN)=FEQ{3*IA-2,LN}+CAT/4.0

FEQI3*IA-1,LN}=FEQ(3*TA-1,LN)-CAT*B/24.0

FEQI3*TA,LN)=FEQI{3*IA,LN}+LAT*A/24.0
FEQU3*JA-2,LN}=FEQ{3%JA-2,LN)+CAT/ 4.0

FEQ{3%JA-1,LN}=FEQ(3%JA-1,LN)+CAT*B/24.0

FEQU3%*JA,LN)=FEQI(3%JA,LN)+CAT*A/24.0
FEQI3*¥KA-2, LN}=FEQ{3*KA-2,LN)+CAT/ 4.0

FEQI3%KA-1,LN)=FEQ(3*KA—-14,LN)+CAT*B/24,0

FEQ(3*KA,LN}=FEQ{3%¥KA,LN)-CAT*A/24.0
FEQ(3*LA-24LN)=FEQ(3*LA-24LN}+CAT/ 4.0

FEQI3*LA-14LN)=FEQ(3%LA~15LN)~CAT*B/24.0

FEQ{3*LALN)=FEQ{3%LA,LN}-CAT*A/24.0
110 CONTINUE

RETURN

END

FEATURES SUPPORTED
ONE WORD INTEGERS
EXTENDED PRECISION

CORE REQUIREMENTS FOR FECA
COMMON - 19610 VARIABLES 282 PROGRAM

END OF COMPILATION
/7 DUP

*STORE WS UA  FECA :
D 06 ENTRY. PDINT NAME ALREADY IN LET/FLET

718
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fﬁnﬁcs : i L

y // JOB E ) ‘

’1'105 nnrvz ' CART SPEC CUCART AVAIL 'F%Y DRIVE.
0 R 5 SULLpoad !r)fmr\ ) ‘

/7 FoR - !
EONE WORD INTEGERS _ :
#LIST SOURCE PROGRAM . ;
FEXTEMDEDN PRECISION, o ;

SURROUTINE TEN SA(DJBIs\fil*rGﬁ\slmEGA?SUﬂNaNCA)

INTEGER SURN 5
DIMENSION DB(256) sDJU(7842)sST1GIB) sDJIA(E) »VEGA(LLT 2} sLEGALLLT2)
1LAJ(3) ; .

ESTA SUBROUTIME REFERE~SE A ELENENTOS TRIANGULARES ISOTROPOS UTI-
LIZADOS £M PROBLEMAS GEHESTADROSHPLANGS DE TENSOES E DEFGRMACOES ,
ELA CALCULA AS TENSOES NORMAIS F DE CISALHAMENTO HOS NUS DO ELE-
MENTC I AC MESMO TEMPO EM QUE AS ADICIOMA AS MATRIZES VEGA £ LEGA.
ESTAS MATRIZES DFDMTFIQHO O CALEULD DA MEDIA DAS TENSOES fORNAIS

R RaNatatatals

E DE CISALHAMENTO EM CAA PUNTOINODAL
‘ [ ID=2+SUBN L
| READ{TID'I) ({DR(Js¥) sJ=ls3) sK=156) s TAsJASKA
¢ R '
c\ MATRIZ DOS DESLOCAMENTOR NODAISIDO ELEMENTO 1
c\ = b :
\ DO 112 LN=1sNCA {
S\ DUATL)Y =D 2% TA=15LR) }
Sy NUAT2)=DJ R TASLN) ‘
L DJA(3) =D (2R JA=1 s LN)
\ onop(ay=ng2® Ay LN
\ DUA(S) =D 2%KA= 5 LI
\uJﬁ(é)—ﬁJ(Z*KAaLN)
C ! o
C ;\TENSOES NORMATS E DE CISALMAMENFO NO ELEMENTO 1
C. | % .
' bo 101 11=1s3 .
§IGIIT)=060 - |

DO 101 J=1s6 ' :
101 SYG(&I)—SIG(II)+DP(II;J) #DJA L) ]!
— CLAJ(Li=TA :
LAJ(2)=da . i
CLAJEBY=KA L

= Ye Vol

MATRIZES VEGA E LEGA

i :
Ho "-1106 J=1s3
|

A
\
!
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i
TI=3%LAJLJ) \
VEGA{TT=25LM) =VEGATI=2,t NI +51G]1)
VEGATT Il yLN}=VEGA(IT=14L.N)+STG(2) )
VEGA(TT s LMY =VEGA(T Lo LM 481G 3) =
LEGA(IT=2sLMI=LEGA(]I~2sLN}+1
CEGACTI=~LsLN)=LEGA (T I=1lLN)+]
106 . LEGA(TIsLN)=LEGALTTsLN)H1
112 CONTINUE ' _ -
RETURN
END 1
FEATURES SUPPORTED . a
ONE WORD INMTEGERS \
EXTENDED PRFCISION %
- . . |
CORE REQUIREMENTS FOR TENSA
C OMMON 0 VARIABLES 104 PROGRAM 378
END OF COWPILATION
/7 DUP
*STORE WS UA  TENSA _
CART ID 00085 DB ADDR  1D15 DB CNT: . 001A
:
!
A
2t :
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/7. JOB

LOG DRiVE CART SPEC CART AVAIL PHY DRIVE
0000 0005 0005 . Q000

V2 MO4 ACTUAL 32K CONFIG 32K

/7 FOR

#ONE WORD INTEGERS
#LIST SOURCE PROGRAM
#EATENDED PRECISION

SUBROUTINE EGER{DJs IsVEGASLEGA)

REAL MAT{12s12}

INTEGER SUBN

DIMENSION DJ{T78¢2)»DJALLZ) sEX(SYsEY{5)sEEIS) sGIB) s VEGA{LLT7s2)
LESP (60 »VEG(L12) s LAJ(4) s LCE(B0)sLEGA(1172)

COMMON S{T8s78)sJI (601 »JJ{B0) s JRKI60) sJL {60} sSUBNSNCISNELSNCEsI1sI2
15139019 J25J30K1sK2eK39L1sL2sL3sLL{T8)sLTE{60) sLCLIT8YLCLLIITE)SLCL
22(78)+FTC{7892) sNSUSsMNLLsNLZ2 eNJUsNsNLsNCAsNJUIsNNLsNNL1sIDsJDoNJLL
3A9X(39)5Y(39)le1;IDZsID3;ID4 ID5yID6sIDTsIDBIDT IDlOsIDll 1D12,
41TP sNJUZ

EQUIVALENCE (S{1y1)sMAT(1s1) )

ESTA SUBROUTINE REFERE~SE A ELEMENTOS RETANGULARES ORTOTROPOS UTI=-
LIZADOS NA ANALISE DE PLACAS CARREGADAS TRANSVERSALMENTEe ELA CAL=-
CULA 0S MOMENTOS FLETORES E DE TORCAQ NOS NOS DO ELEMENTO 1 AO
MESMO TEMPO EM QUE 0S ADICIONA AS MATRIZES VEGA E LEGA. ESTAS MA-~
TRIZES PERMITIRAO O CALCULO DA MEDIA DOS MOMENTOS FLETORES E DE
TORCAQ EM CADA PONTO NODAL.s

NAONAAANNA

ID=2#%(SURN=1)+1
READ(2'ID)IXsYsEXsEYIEEsGIESPLCE
DO 212 LN=1sNCA
IF{LN=1)10503101+1050

101 TA=JI(1)=NCJ
JA=JJI (1) =NCJ
KA=JK(1)=NCJ

© LA=JL(1)=NCJ
A=z SORT((X(LA)—X(IA))%*2+(Y(LA}—Y(IAJJ**Z)

- B=SORT(IX{JA) =X {TAY I E¥24+ (Y (JAY=YL{TA)Y ) ¥%2)
P=A/B '
PX=A%*R
I1=LCE(T} .

VA=ESP{1)%#3/1240

DX=EX{I1)%¥VA

DY=EY{I1)#VA . : :

D1=EE{IT}%VA !
DXY=G(I1)*VA '

DO 104 K=146
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104

2

DO 104 J=1s12
MAT (Jsk1=040

~229-

MAT(191)=640%{DX/P+D1%P) /PX
MAT(231)=60%{DY*P+D1/P) /PX

MAT (331 )==2.0%DXY/PX

MAT (491 ) ==6e 0#P#D 1 /PX
MAT (53 1) ==640%P#DY /PX

MAT{691)=MAT (31}
MAT ({951} =MAT(3+1)

MAT(10s1)==6+0%DX/P/PX
CMAT(1191)2=640%D1/P/PX
MAT(12+1)=MAT{3y1)

MAT{192) ==ba 0#D1/RB

MAT(292) ==4.0%#DY/RB

MAT(342)=240%DXY/A
MAT (492)=24,0%D1/B
MAT (542)=240%DY/B
MAT (1252)=MAT{32)
MAT (153)=440%DX/A
MAT (253)=440%D1/A

MAT(343)==240%DXY/R
MAT(643)=MAT(343)

MAT(1093)==2:0%DX/A
MAT(11+3)==2+0%D1/A

CMAT(1941=MAT (451)
MAT (294} =MAT(591)

MAT {394} ==MAT(6a1)
MAT {494 )=MAT(1s1)

UMAT(544)=MAT(291)

MAT{6s4)==MAT{341)
MAT(7s4)=MAT (1091}
MAT{Ba4}=MAT(11s1)
MAT {994 )==MAT(12s1)
MAT (1224 )==MAT (91}

CMAT(1¢5)==MAT (4,2}

MAT(245) ==MAT (52}
MAT{445)==MAT{142)
MAT(585)==MAT(2s2)
MAT{635)=MAT(2s2)

MAT(945)=MAT (1242}
MAT(346)==MAT {633}
MAT (4 496)=MAT (143}

MAT(546)=MAT(243)

MAT(616)==MAT (343 )
MAT( 76 ) =MAT(10s3}

" MAT(846)=MAT (1143}

DO 1056 J=1s86
Jb=J+6
MAT (Js7)=MAT(J6Es1)

Lk
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MAT (J6 s T} =MAT (Js 1)
MAT (Js8)==MAT{J6s2)
MAT [J698)==MAT(Js2)
MAT (Js9)==MAT (J6s3)
CMAT{(J6s9)==MAT (Js3)
MAT{Js10}=MAT (J6s4) ‘ ' .
MAT(J6510)=MAT (Js4) /
MAT(J 11} ==MAT (J6s5)
MAT(J6s11)==MAT(Js5)
MAT (J912)==~MAT{J6s6)
105 MAT(J6512)==MAT(Js6)

C MATRIZ DOS DESLOCAMENTOS NODAIS DO ELEMENTO 1 -

1050 DJA{11=DJ{3%IA=2yLN)
DJA{Z2 =DJ{3¥TA=~1 LN
DJAL3)=DJ{3*TAILN}
DJA(G)=DJ{3%JA=24LN)
DJALS =DJ (3% JA=14LN)
DJA(S6)=DJ{3*¥JASLN}
DJALT)=DJ(3#¥KA=2sLN)}
DJALB)=DJ(3¥KA=1sLN)
DJALG)=DJ(3#KAILN)
DJA (10 =DJ({3%LA=24LN)
DJA(L11Y=DJ(3%LA=1sLN)
DJALL12Y=DJ{3#LAILN)"

C , ' :
- MATRIZ DOS MOMENTOS FLETORES E DE TORCAO NOS NOS DO ELEMENTO I
c : o

PO 106 J=1s12

VEG{J}I=040

DO 1086 K=1s12 ,
106 VEG(J)=VEGIJ)+MAT ( J K)*DJA(KJ

- LAJCLY=IA

LAJ(2)}=JA

LAJ{3)=KA

LAJta) =LA
c - '
C MATRIZES VEGA E LEGA
C

DO 111 J=1s4
II=3%LAJ(J) .
VEGA(II=2sLNI=VEGA{TI=2sLN)+VEG{3*J=2)
VEGATTI=1sLN)=VEGA(II=1+LN}I+VEG{3#Jm1)
VEGALTITsLN)=VEGA(II sLN)+VEGL3%))
LEGAITII=2sLN)=LEGA{II=2sLN)+1

: LEGA{TII~1+LN)=LEGA{II=1sLN)+1 ' : ol

111 LFGA(II&LN)“IFGA(II LN)Y+1 ' :

112 CONTINUE
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RETURN
END

FEATURES SUPPORTED
ONE WORD INTEGERS
EXTENDED PRECISION

CORE REQUIREMENTS FOR EGER
COMMON 19610 VARIABLES

1ENn OF COMPILATION
/7 DUP

*STORE WS UA EGER-

CART ID 0005 DB ADDR  1DAD

-237=

434 PROGRAM

d

DB CNT

0064

1388
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- PaseE 1 A
FRNTY. o E
_ \ _
LOG DRIVE  CARTISPEC  CART AVAIL PHY DRIVE
0000 opos - Qu0H Qooo <
'VZ MO 4 ACTUAL 3§K CONFIG 32K
' \
// FOR \
*ONE WORD IMTEGERS \
#LIST SOURCE PPOGRAM
CREXTENDED PRECISION Y
SUBROUT INE EGFT(DJsIgVFGAsLEGAssuﬁNsNCA)
INTEGER SUBN \ |
DIMENSION DJ(T7842)sT(398)sDA(3s8) sESF(338)5DJA(9)sVEGA(LLT2)
1LEGA(117,2>=LAJ{@)

ESTA SUBROUTINE PFFFRF SE'A ELEMENTOS TRIANGULARES ORTUTROPOS UTI-
LIZADOS MA AMALIsr DE PLACAS CA¢RFGAHAS TRANSVERSALMENTE. ELA CAL=
CULA 0S5 MOMENTOS FLETORES F DF ]OPCAO NOS NOS DO ELEMENTO I AD
MESMQ TEMPC EM QUE 0SS ANICIONA AS MATRIZES VEGA E LEGA. ESTAS MA=
TRIZES PERMITIRAC O CALCQULO DA MEDIA DOS MOMENTOS FLETORES E DE
TORCAQ EM CADA PONTO NOGAL. : ‘

i

Yo e NaNeNaNave'

1ID=2+SUBN _

READ(IID'I)DX:DY;DI@DXY#AR&((T(@sK)¢K=199)9J=193}9IA9JA9KA

RO 112 LMN=1sNCA ‘

IF(‘“~1)10ﬂs1009104
100 N0 101 K=1s3

DO 101 J=1s3%

S 101 DA({JsK) =040
VAz04 125 /AR%#3
DA(ls1)==2,0%DX*VA |
DA{291)==2,0%D1¥VA |
DA{3s2}=2.0%DXY2yA 1 | ]
NALLs3}=DAL25]) 1 i.
NA(253)==2.0%DY#VA ' g
DO 102 K=139 , !
DO 102 J=143
ESF{J3K)1=0,0
BO 102 11=1s3 _

02 T ESF{JsK)=ESFIJeKI+DA(I S II)#*T(114K)

3

C .

C- MATRIZ DOS DESLOCAMENTOS MNODATIS! DO ELEMENTO I
C

1

04 DJALL1) =DJ{3%¥TA=24LN)

- DUAL2Y=DU{3%TIA-1s L)
DJALZ)=DIL3#TASLN)

s DJA(GY=DI(3%JA=24 LN}

DUA(B ) =DII3HJIA=T s LN




DA (6=
BIALTI=NJ{3%¥KA=2 51N

DJA(B)=NJ(3%KA=] oLN)
NJALD ) =DJI3RKALN)
VT1=0.8
VT2=0.0
VT3=0,0 .
c ' -
C MOMENTOS FLETORES

DO 105 J=1,9
VT1=VT14+ESF (1 s J)%DJALI)
VTZ2=VT2+ESF (25 J)#DJA(J)

105 VT3=VT3+ESF{3,J)%DJUALY)
\ LAJELY=1A _

i LAJ(2)=JA i

Lo LAJ{3 Y =KA

C\,

Ch MATRIZES VEGA E LEGA

C

L DO 106 J=1s3

L TI=3%LAJ(J) | !
\ VEGA(IT=2yLN)=VT1+VEGA(I|]
| VEGALTII=1sLN)=VT2+VEGA( Il

U OVEGA(TIsLN)=VT3+VEGA(TT o1,
U LEGA(UTT=~2sLN)=LEGA( =24l

CLEGAUIT=1sLN)=LEGA{TI=1,]

106 1Lreﬂ<:I»LN]*LEGA(II,LM)+{
112 'CONTINUE
RETURN |
END |

FEATURES SUPPORTED :
ONE WORD INTEGERS !
EXTENDED PRECISION o

CORE REQUIREMENTS FOR EGET :
_COMHON 0 ' VARIABLES 21
. : o T
END OF COMPILATION '

/7 DUpP i

*STORE \ WS UA  EGET
CART ID 005 . DB ADDR 1DP2F
§ -
\.
\
|

DJ(B*JAs LAY |

£ DE TORCAO NO

=23 LN)

Q

DB CNT

\
1
'

~1lsl.N)
M)
NI<+1
NI+1

PROG

RAM -

0028

ELEMENTO I

622
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| i
‘PaGE 1 \ . ;
| \
s/ JOB o
LOG DRIVE CART\SPEC CART AVAIL PHY DRIVE
0000 T 0005 0000 <
V2 MO4  ATTUAL 3%5 CONF1G 32K
/7 FOR
*ONE WORD [MTEGERS
*LIST SOURCE PROGRAM
“FXTENDLD PRECISION 3 |

SUBROUTINE MEGE(MILLIAS NI VEGAS JEGA s RCAs NCS ITP)

Y (Y

-~

MY

102

W

104
105

106
107
108

109

REAL MADMYDsMXYD ML M2

DIMENSION VEGA(NLT+2)sI.F

ESTA SUBROUTINE GALCULA
S0OES NON‘AIS 3 D*\CI
NOS PONTOS “OWAI%e
:leTPmlﬁloo,looslel
WRITF(3.3)

GO TO 102

WRITE(3s1)
FORMAT (/10X s "MOMENTOS FL
VOIPAIS ' /78X s PO 49Xy ' X
21ML 9 13%, tMR1/)
IA=NJL1A+]

DO 112 LN=1sNCA
WRITE(3s2) LK ;
FORMAT (/10X s 'CARRFGAMENT
FORMAT (/10X 'TENSQOES: NOR
1INCIPAIS.'//3Xa'NS'9?X5'
2TALFAT 10X, 51GLY 11X 'S
PO 112 J=IlAs™MJuU !
MXDEVEGA (3% =2y LN} /LEGA(
MYD=VEGA (3%J=1,LN) /LEGAL

IE(ITP=1) 10451045105
MXYD=mMXYD

P=aRS (MXD)+ABS (MYD}
IF(1+0E~35=P)10651063:109
TE(0.0005~ABS(MYD=MXD) /P]
IF(0.0005=ABS (MXYD) /P) 10
ALEA=0,0

G0 TO 111
ALFA=0.7853981

GO TO 111

ALF A=ATAN(2HMXYD/ (1Y Dt
SA=STNTALFA)

SALH
EM SE

A MEDTA

ETCRES
D’lef\a

:

0 NQ.!
MATS
S51GAXT
[G2' /)

g [

oo
i L

5 ]

LN

7510810

DY) /2.0

GA{L17y3

AMENTO QU MOMEMTGCS FLETORES
SUIDA Cf

32 Ll
(B#d=15LN)
MXYD=YEGA(DIN S LN) /LEGA (3¢

1110,107

2.)

POS ESFORCOS GEMERALIZADCS (TEM-
£ DE TURCAD)

LCULA O5 ESFOGRCOS PRINCIPALS

P DE TORCAC.
EMYD U s 12K

Vary e
MM N

D!

TWS FLETORES PRIM
sUXs PALFAY s 12X

ALHAMENT O o
GYY'1s1l1X»!

TEHNSOES MORMATS PR
S1GXY s 8%,

I-—l:‘:,

s 107
B




PAGE 2
L CA=COS(ALFA) :
W MISMADEH CA**Z+MYD?SA+N2~

CALFA=ALFA¥180.0/3, 1@15@

UASJHNCY
IFfITP*])lllOslllo 1111

1110 MAYD==MXYD

o OHMXY D3 GACA
MZ=MEDHSAR R IHMY D A3 24 3 4, o-::-mp;Yn‘; CSARCA

i
i

FA 3&1 "HZ. :'

1111 NRITE(3’4JJA;beamYD,Mx;D,AL
; . M v G,
e ERRYANGES23F15,5F 114242715, 5).
: ‘ETLPM e :
CENR
'frEATUR £S SUPPHRTED . ? '_—€} o %
OME WORD' INTEGERS "o J7 |

L; 4r\TENDFﬁ pnt”Istom

‘h}rOR MFGE”
B VAR TABLES

END OF COMPILATION

7/ DUP
C%STORE . WS  UA  MEGE
CART 1D 0005 DB ABDR 1CCA
|
i

DB

CNTH 0028
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A6 ~ CONSIDERACOES SOBRE AS CONDIGOES .DE CONTORNO NO
BORDO LIVRE DE UMA PLACA

13
Q9 TN
i T
|
¥ Mg M 5
M D
Oy dw
N&v dx -
an_i
Y dy
.Ndl‘a O\‘!--lr .31
"
i
rigura A6.1 Figura A6.2

No bordo livre de uma placa (por exemplo x=a) & de se eS-
perar, por consideragoes fisicas, que sejam nulos os momentos fleto

- -~ . . A . []
res e de torgao assim como o esforgo cortante Qx:

(MX)X:a:o (Mky)xza:o (Qx)x=a=0 (A6.1)
Todavia, Kirchoff, valendo-se do calculo variacional, mos
trou gue na teoria simplificada de placas, na qual se desprezam as
deformagdes por esforgo cortante, tem-se apenas duas condigdes de
contorno no bordo livre. ;
Na realidade se a teoria ndo fosse simplificada a eguacgao

25

diferencial obtida seria de 6a ordem”™ e entao as condigGes de con-
torno seriam do tipo (A6.1); como a equagio para a teoria simolifi-
cada & de lta ordem as tres condigdes (46.1) devem reduzir-se a duas
conforme constatado por Kirchoff - esta reducio e feita combinando=-

se em uma unica as condigdes (M_ ) = (Q_ ) = O,
*xy ‘x=a x'x=a
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i _ ;o .
D exame da figufarA6.2 permite visualizar esta redugdo;
nela estéofreprQSentados'dois elementos adjacentes situados no bor-
do ¥X=a e que-fbramadesenhados separados apenas para facilitar a com
preensac. Ve-se gue o momento de torgio atuando em cada um déles PO
de ser substituido por duas forgas verticais estaticamente equiva -
lentes, Com esta substituigdo aparece no ponto B a forca Q;dy'm
BMXy/ay dy dirigida para cima; obtem-se assim uma nova forga verti-

cal a gual combinada com,Qxdy resulta no esfargo equivalente dey

- 1 = -
v,y = (@ + Qdy = (q, - /dy)dy
ou, por unidade de comprimento,
V.=, - 'bMX)/ay ‘ (46.2)
Logicamente deve-se exigir no bordo livre Vx=0;-assim_as

condigdes de contorne reduzen-se a
M), _,=0 (Vo =0 (A6.3)

Tsto explica a existeéncia de momentos de tor¢ao e esforgos
cortantes em bordos livres; note-se, novamente que, combinados, re-
sultam em um sistema de forgas nulo.

Com relagido a validade destas conclusdes cita-se Marcuszs:
"Atraves das importantes pesquisas de Kelvin e Tait ficou claro que,
com excecao de uma estreita faixa na imediata vizinhanga da borda,

o estado de tensdes da placa ndo muda guando os esforgos de borda
Mxy e Qx sao substituidos pelo sistema estaticamente eguivalente

= Q. - BMX)/D_V oM

¥
X pS X
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NOTA BIOGRAFICA DE ALCEBIADES DE VASCONCELLOS FILHO

Data do nascimento: 21 de julho de 19%9

Local de nascimento: Belo Horizonte, MG, Brasil

1) Tormacao profissional

1958~1962

1961-1962

1962-1962

1965-1965

1966-1968

1969-1969

Engenheiro Civil pela Escola de Engenharia da Uni -
versidade Federal de Minas Gerais (EEUFMG)

Estagio no escritério de calculo estrutural do en -
genheiro José Zamarion Ferreira Diniz

Visita, a convite do Departamento de Estado MNorte-
Americano, a importantes centros de engenharia na
regiao leste dos Estados Unidos

Curso de Aperfeigoamento de Matematica (pds-gradua-
gdo) na ELRUFMG _

Mestre em Ciéncia (M.Sc.) pela "Stanford Univefsi -
ty" (California-Estados Unidos) em "Engineering Me-
chanics"

Estégio de aperfeigoamento ﬁo Servico de Edificios
e Pontes (Divisdo de Matemética Aplicada) do Labora

torio Nacional de Engenharia Civil em TLisboa
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1960-1962
1963-1968
1963-1968
196%-1963%

1964 ~1966

19641966

Monitor de Mecanica Racional na EEUFMG (por concur-
s0)

Instrutor de Mecanica Geral na EEUFMG

Instrutor de Mecanica Técnica na EEUFMG

Calculista de Estruturas (como profissional libe -

ral) _ ,

Chefe do Departamento de Engenharia da Hesbla S.A.

{(Belo Horizonte)

Chefe do Deparftamento VEDIR da Mesbla S.A.



1965-#965
1968-1968
1968-1968
1969-1970
1969~

1969-1969
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Professor assistente de Mecanica Geral na FEscola
de Engenharia Kennedy (Belo Horizonte)

Instrutor no Programa de Engenharia Civil da
COPPE

Instrutor no Programa de Engenharia Mecanica da
COPPL -

Professor assistente no Programa de Engenharia Ci
vil da COPPE

Professor assistente no Instituto de Ciencias Exa
tas da UFMG

Professor Visitante na Universidad del Valle em

Cali (Colombia) a convite da UNESCO

3) {ursos ministrados

Mecanica Geral
Mecanica Técnica
Mecanica Geral
Hecanica Classica
Teoria das Placas

Anélise Matricial

ELUFMG

ELUIHG

Zscola de Tngenharia Kennedy
COPPE (pos-graduagio)

COPPE (pos-graduagéoc)

das FEstruturas COPPE (pos-graduacio)

Méetodo dos Elementos Finitos COPPE (pos-graduagao)

Aplicagao de Computadores Digitais

a Problemas de Bstruturas Universidad del Valle

L) Trabalhos publicados

1969 Analise de Vigas Continuas por

Comvutadores Digitais COPPE
1969 Analise de Porticos por Compu-

tadores Digitais : COPPE

5) Congressos, cologuios, etc, em gue foram avresentadas contribui-

~

Gees
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1969 V1 Semana de Engenharia Civil Instituto Suverior Técnico
(Lisboa)
1969 Coloquio de Matemética Aplica Laboratorio Nacional de En
da genharia Civil (Lisboa)

6) Premios conferidos e classificacoes

1962 Premio Arthur Guimarfes (Medalha de Ouro) - 19 colocado

na turma de engenheiros civis da EEUFMG

1962 Premio Diretério Central dos Fstudantes - melhor aluno
da EEUFMG

1965 19 colocado do Curso de Aperfeicoamento de Matematica
da ELUFMG

1968 Considerado "top student'" na "Stanford University"



