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Resumo da Tese apresentada a COPPE/UFRJ como parte dos requisi-
tos necessarios para a obtencdo do Grau de Mestre em Ciéncias

(M.Sc.)

BIFURCACAO SECUNDARIA INSTAVEL EM PLACAS RETANGULARES

Renate Beatoline Jandioh

JUNHO DE 1984

Orientador: Prof. Ronaldo Carvalho Batista

Programa: Engenharia Civil

0 comportamento ndo-linear elastico de placas esbel-
tas sob os efeitos das imperfeigoes iniciails e acoplamento de

modos € analisado no presente trabalho.

Através dessa analise sdo detectados pontos de bifur
cagdo secundaria ao longo do caminho fundamental imperfeito de

equilibrio que podem ser de cardter estavel ou instavel.

A analise dos resultados apresentados neste trabalho,
vem demonstrar que mesmo para geometrias praticas, uma placa
sob compressdo axial, pode perder sua estabilidade ainda em re-
gime eldstico e portanto antes da ocorréncia de colapso plasti-

CcO.
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Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as partial fulfillment

of the requiriments for the degree of Master of Science (M.Sc.)

UNSTABLE SECONDARY BIFURCATIONS IN FLAT RETANGULAR PLATES

Renato Beatolino Jundionr

JUNE, 1984

Chairman: Prof. Ronaldo Carvalho Batista

Department: Civil Engineering

The non=-linear elastic behaviour in thin flat plates
under the effects of initial imperfections and coupled modes

is analysed in the presented work.

Through this analysis 1t is detected, along the

imperfect fundamental equilibrium path, secondary points of

bifurcation which may be stabhle or unstable.

The obtained results show #at even for practical
geometries, a flat plate under uniaxial compression may loose
its stability in the elastic regime and therefore, before the

occurence of plastic colapse.
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CAPITULO I

INTRODUGAO

L bem sabido que a teoria cldssica da estabilidade indi
ca que uma placa sob compressac axial em seu proprioc plano tem
um comportamento pés-critice estavel, e portanto tem sido sempre

considerada como sendo insensivel & imperfeigoOes iniciais.

Entretanto, estudos experimentais e tedricos recentes
tém mostrado a possibilidade de occorréncia de mudanga brusca de
formas modais durante o processo de flambagem e come consequencia

final mudanga de rigidez axial.

Para estudar este fendmeno, o presente trabalho enfoca
o0 caso de acoplamento entre as formas modais simétrica e antimé-
trica, para a placa geometricamente perfeita e em presenca de im

perfeigdes geométricas iniciais.

Mostra-se que a presenga de imperfeicles geométricas i-
niciais, poderd levar a um acoplamento das formas modais em fun-
gao da magnitude dessas imperfeigdes, originando pontos de bifur
cagoes secundarias estaveis e instaveis, ao longo de caminhos im

perfeitos de equilibrio.

Inicia-se este desenvolvimento no Capitulo II que apre-

senta a formulacdo tedrica do problema, considerando as hipdte-



ses bdsicas para uma placa esbelta.

As equagoes diferenciais nao-lineares de equilibrio e
de compatibilidade, do tipo VON KARMAN, para grandes deslocamen-
tos considerando imperfeicoes geométricas iniciais, sac obtidas

via extremizagdac do funcional de energia potencial total.

As equagdes algébricas nio-lineares de equilibrio 530
desenvolvidas para uma placa simplesmente apoiada em todo o seu
centorno e submetida a4 uma forca de compressao axial em seu pla-

no medio.

A solugido dessas equagbes algébricas ndo-lineares de e-
quilibrio mostram que: a interacdo entre as formas modais simé-
trica e antimétrica, dependem das imperfeicdes, isto &€, ndo ha-

. . ~ -~ ~ —~ - .
vendo nenhuma imperfeicao na placa, tres solugoes sac possivels,
duas ndoc-acopladas e a terceira acoplada; ocorrendo uma imperfei
cdo inicial quer na forma simétrica ou antimétrica, duas  solu-

~ -~ - . —~
¢oes sao possiveis, uma naco-acoplada e outra acoplada; quando as
imperfeigoes estdo presentes em ambas as formas modais, existe u

ma Unica solugdc e esta € acoplada.

0 Capitulo III apresenta o estudo da estabilidade de
placas geometricamente perfeitas, levando a obtengac do caminho funda
mental de equilibrio (que corresponde a um estado de equilibrio
da membrana) e do eamirho pos-critico -~ de equilibrio, envolvendo des

locamentos fora de seu plano médio.



Este estudo mostra que ¢ primeiro caminho poés-~critico bi
furcado do caminho fundamental de equilibrio, assumira a forma mo
dal simétrica, quando ¢ numero de meias-ondas senoidais na forma
simétrica (n) for igual a razao entre os lados da placa (y), e
assumird a forma modal antimétrica, quando o nimero de meias-on-
das na forma antimétrica (m) for igual a razdo entre os lados da
placa (y). Sen# yem# vy, o primeiro caminho pods-critico bi-
furcado do caminho fundamental de equilibrio assumira a forma mo

dal simétrica quando ¥? < men e antimétrica quando y? > men.

0 Capitulc TV apresenta o estudo da estabilidade de pla
cas, em presenga de imperfeigdes geométricas iniciais que contra
riamente a postulagdo da teoria cldssica, ao invés de sempre des
truir pontos de bifurcacdo, podem originar, em fungao do acopla-
mento entre as formas modais, bifurcacdes secundarias estaveis,
ou © que € mais surpreendente no caso de placas planas, bifurca-
¢des secundarias instaveis ao longo de caminhos imperfeitos de

equilibrio.

Finalmente, o Capitulc V demonstra, com base na analise
dos resultados apresentados e no entendimento do comportamento
nao-linear estrutural, que uma placa imperfeita pode sob o efei-
to adicional da interacdo entre modos, ocasionadas por estas mes
mas imperfeicbes, perder sua estabilidade em regime elastico an-
tes da ocorréncia de um colapso plastico. Evidencias qualitati-
vas e quantitativas através de analises da distribuigdo de ten-
sOes normais e comparagoes com prescricdes de normas de projeto

sao ainda apresentadas neste Capitulo.



CAPITULO IT

FORMULACAC TECRICA DO PROBLEMA

IT.1 HIPOTESES BASICAS ADOTADAS

0 presente trabalho se restringe a andlise ndo-classi-
ca da estabilidade de placas retangulares de espessura constan-
te 'h', comprimento 'a' e largura 'b', constituida de material

homogéneo isotrdpico de comportamento eldstico linear.

A placa é referida ao sistema de eixos cartesianos X,
y, z, onde o8 eixos X e y coincidem com os bordos da placa e o©
plano formado por eles, localiza-se na superficie média, confor

me mostra a Figura II.l.a.

0
oo - "
1}_ _______________________
v
. //i’/,’ I h Jz
//,'/ ! dy) 1 Tax
// I T-x
ﬁ Tzy G
l -E,z )—' 4
dz I)—‘ T
Y,v
| 1 Lol T
Zyw
f—oc—f
a. COORDENADAS DA PLACA RETANGULAR b. TENSDES NO ELEMENTO
IFINITESIMAL DA PLACA
FiG. H-F., SISTEMA DE EIX0S E COMPONENTES POSITIVAS DOS

DESLOCAMENTOS E DAS TENSOES (35)



As componentes positivas dos deslocamentos, u, v, w €

das tensoes que atuam em cada face de um elemento infinitesimal,

sdo indicadas respectivamente na Figura II.l.a e b.

Para uma placa esbelta, cuja espessura & pequena compa

rada com as outras dimensdes, duas hipdteses basicas sao consi-

deradas com respeito ao seu comportamento,

a. as deformagoes de cisalhamento y,, e ¥

sao despre
yz P
ziveis, e as linhas normais a superficie média an-
tes da deformagao, permanecerac retas e normais a

superficie média apds a deformacgdo da placa;

as tensoes normais ¢, e a sua correspondente defor-
magao €, sdao desprezivels, e portanto a deflexao

transversal em qualquer ponto (x,y,z) & igual a de-
flexdc transversal correspondente ao ponto (x,y,0),

da superficie média da placa.

Para a analise da estabilidade de placas esbeltas, su

jeitas a carregamento atuando em seu plano médioc, a seguinte hi

potese pode ainda ser adotada,

C.

se as condigtes de contornc, estaticas e cinematicas
adotadas sido tais que rotagdes pré-criticas ndo sdo
induzidas (ou pelo menos sao restringidas a vizinhan
ga dos contornos; portanto despreziveis), entdo, o©
estado de deformagdo pré-critico pode ser considera

do como um estado de membrana;



e além disso,

d. para tais condigoes de contorno, o alongamentoc da
superficie média causada pela flexao, devida a um
carregamento lateral adicional, pode ser desprezado;
0 que & equivalente — conforme serd demonstrado  —
as imperfeig¢des geométricas iniciais na forma de

meia-onda senoidal.

Como consequéncia das hipOteses 'a' e 'b', conhecidas

como hipdteses de KIRCHOTF (10), a placa pode ser tratada como

1 1

um problema bi-dimensional de tensdes, e as hipoteses 'c' e '4d'
permitem desecrever o comportamento da placa atraves de uma equa

gao diferencial com coeficientes constantes.

As equagdes diferenciais de equilibrio, lineares e
ndo-lineares, serao obtidas via extremizagao do funcional de e-
nergia potencial total, a qual € composta das parcelas da ener-
gia de deformacac elastica, U, e da parcela da energia potencial

das cargas externas aplicadas, $.

II.2 EINERGIA DE DEFORMACAO ELASTICA

A energia de deformacdo eldstica para um elemento iso-
trépico tridimensional, Tigura II.l.b, referido ao sistema - de

coordenadas ortogonais arbitrdrias, pode ser escrita,



Us=3 J f E dvol. (ITI-1)

vol.

onde, T vrepresenta o tensor de tensbes e € o tensor de defor

magdes; ou ainda, levando em consideracdo as hipSteses basicas
'a' e 'b', a equagaoc (Ii-1}), fica:
arbh/?

(cx <t OyEy + TXnyy)dXdde (II-2)

N

0/0/~h/2

e, introduzindo as relagdes tensoes-deformacgoes,

EX = £ (ex + V E )
1-v? Y
- _ L — —
o, = (e + v g ) (TI-3)
Y 1-v? y X
— _ E —
T —  e————

7
o oo(1+v) ¥

na expressio (II-2) e reagrupando os termos, obtém-se

acb /2
E —2, T2, AT T o, ATV =2
U= —— (eZ+e+2ve_e_+ =n— Ydxdydz
2(1-v?) Ty YT T Tyt
070/ =-n/2 (II-4)
onde, Ex’ Ey e ?xy sdo as deformagdes de um ponto qualquer da

placa esbelta que, em termos das deformacGes especificas e mu-
dancas de curvatura da superficie média, podem ser descritas co

mo,



X X X

e = e_-2z¥ (IT=5)
Yy v y

Txy = Yxy T 2% Yxy

No que se segue sdo utilizadas as aproximacgoes da teo-
ria ndo-linear para placas esbeltas de VON KARMAN (4), tomando-
se as relagdes deformagdo-deslocamento, referidas a superficie

média como

_ 1
Ex T Mg T 7 Wy
€ =y + —]-"- w2 (II—B)
y 'y 2y
Yy = Vox T U, T VayMoy

e as mudangas de curvatura lineares referidas ao plano xy

b’ '$¢

= W (II-7)
Xy >y
Xxy = Toxy

Substituindo-se a expressao (II-5) na equagaoc de ener-
gia de deformagac (II-4) e integrando-se ao longo da espessura
da placa, obtém-se a expressdo para a energia de deformagac e-

ldstica, composta da energia de deformacac de membrana, U e

M’



da energia de deformagao por flexdo da placa, Up,

U:UM+UF:
a b ,
. K 2 2 1l .._ 2
=5 j [Fx + ey + 2vexey t 5 (1 v)yxy] dxdy +
0/0
asb
¢ D r& + Xz + 2V Xy T 2(1l-v)x? 1 dxdy (II-8)
2 [*x x*y xy |
O 0
onde,
3
K:Eh e D:_E_ll__
1-v2 12(1-v?)

referem-se a rigidez de membrana e de flexao, respectivamente.

II.3 ENERGIA POTENCIAL DAS CARGCAS EXTERNAS APLICADAS

A energia potencial das cargas externas aplicadas, i,
para um sistema de forgas conservativas, € igual ac trabalho ne
gativo realizado pelas cargas externas, WEXT , quando a estrutu

ra se deforma
(11-9)

Considerando um elemento de placa retangular, onde a-
tuam as cargas externas constantes Nx’ Ny e ny, no seu plano
médio, e p uma pressdo lateral, normal ao seu plano médio, to-
das uniformemente distribuidas, conforme ilustra a Figura II.2,

a energia potencial sera,
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FIG. 11-2. FORGAS UNIFORMEMENTE "D!STRIBUI'DAS APLICADAS NA PLACA
arb
Q= - [?w + qugx + Nyv’y + ny(u,y+v,xi]dxdy

0-0 (1I-10)

I1.4 ENERGTA POTENCIAL TOTAL

A energia potencial total, V, da placa retangular,cons
titui-se das parcelas da energia de deformagdo elastica, Uy e
UF,e da parcela de energia potencial das cargas externas aplica

das, .

Vz=U+§=U,+U_ + (IT-11)

arb

LSTReS

1

= 24 240 {1~ 2

v [%x+€ +Lvexey+ 2(l v)YXy]dxdy +
00
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arb
D 2,2 _ 2 -
* 3 [%x+xy + ZvaXy+2(l v)xxy} dxdy
070
arb
- -12
[ﬁ wiN u, + Nyv,y + ny(u,y+v,x)}dxdy (IT-12)
0/0

IT.4.1 Variagao Total da Energia Potencial Total

Considerando que o campo de deslocamentos da estrutura

deformada em uma configuracgio vizinha 3 fundamental € definido
F I ~ P

por u + u, as deformagoes especificas e as mudangas de curva-

tura correspondentes ficam,

I CF T
Ex T Ex * Ex Xy = Xx T Xy
FooT FoI
= + e = + (11-13)
fy T Ey T By ’ Xy = Xy T Xy
P, B, T
Ty~ Txy' Txy Xy~ Xxy" Xxy

onde os super-indices 'F' e 'I', referem aos campos fundamen-

tal e incremental, respectivamente.

Considerando que o estado fundamental da placa comprimida

axialmente seja um estado de membrana, tem-se que,

F_ ¥ _ _F _ 0
Xx = Xy = Xyy *
el = u (II-14)
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Por convenieéncia de escrita abandona-se a seguir o su-
per-indice 'I', apresentado em (II-13) reescrevendo as parcelas

incrementais nas formas,

T _ 1 n I _ '
e, = &y + el Xy 7 Xy
T _ 1 1" I . '
- . . (II-15)
Ey Ey € e, Xy Xy
I - 1 1" I - !
Ty = Yxy ¥ Yxy Xey = Xxy

onde (') e (") denotam respectivamente, componentes lineares e

quadraticas.

Com a transformagao V{(uj3i) - V(EF+uI;A), que implica na
substituigao de (II-13), (II-14) e (IT-15) em (ITI-12), a varia-

¢do total da energia potencial total, € dada por
F, I F -
V(u +uTsa) = V(ut ) = AV = Vo4V ViHl, (II-16)

onde,

ra b
_ 1 F v, +F,F v, +F F ' F
= = + + +
Vi 2 J J [ﬁxex Nx€x Nygy ny€y+nyny+n nyxy dxdy +
0

+ AR (II-17)
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arb
1-v
1y2 ¢ ~113y2 Tt g 1
[ | [(ex) +(€y) + 2vexey — (y

OIS

)z}dxd +
2 Xy Y

00

] R

a b
2 2 [ | - ' 2_|
{ [(x;J FxD® + 2vxg + 2010 (g 0F | dxdy

g o0

e" + NF vy ddxdy;,

F (1T-18)
v XYy Xy :

arb
IS
l (pw + N " + N
; XX

arb
l_ 1 1" 1 1 1 1|+ " '+ 1 11 + mn 5 1 .
Vs > [ J [ﬁxgx+nxex+nyey nyey nnyxy nxyyxy dxdy ;
070 (I1-19)
ark
_]; 1t L]} " 1" 1r 1" -—
Vi 3 J [ [hxex + nyey'bnnyx;} dxdy (II-20)
0/0
onde,
Fo_ F Fy. t - 1 1y, LI "y n
Nx = K(ex+vey), ny - K(ex+vey), ny K(eX vey)
F F F
N - K + . 1 - K( '+v€'). LEE K(€"+\)€")
y (ey vex), ny ey 3 ny g N
NF — (1_\)) F . 1 - K (1_\)) [ nn = X (1'\)) .Yn
xy 7 Txy? Ty 2 Yxyd Mxy 7 xy

(II-21)
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IT.5 EQUACOES DIFERENCIALIS NAO-LINEARES DE EQUILIBRIO
As equagtes diferenciais de equilibrio critico sdo as
equagdes de Euler para o integrando da variagao total de V,
6(AV) = 6(V1+V2+V3+Vr+) = 0 (11_22)
Introduzindo a fungdoc de tensoes de Airy,
NX Ny NX
¢’yy "% xR © ¢’xy - T h (I1-23)
onde,
N = NF + n' + "
e as equacgoes constitutivas na forma,
- 1 -
€. * T (¢’yy v¢,xx)
e = L (¢, _ = Vb, ) (TT-24)
y E Yrxx yy
_ =2(1+v)
'ny - E ¢§xy

na expressao do integrando para a variagac total de V, obtém-se,

AV

arb
h
5F [@2 +3

ryy P57V

d XX

¢

*yy

+2(1+v)¢fxy} dxdy +
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ab
D
+ Y 2 2 _ 2
7 [(x}p Hxg) "H2vgxg + 240 v)(x;(y)} dxdy +
070
acb
th (P w + ¢ 080 + b5 80 = 0, Yy )dxdy  (T1-25)
0/0

II.5.1 Equagdes Diferenciais Ndo-Lineares Incluindo Imperfei-

coes Geometricas Iniciais

As imperfeigdes geométricas sdo usualmente descritas por
desvios normais, w(x,y), da superficie media idealizada da placa
perfeita, e si3o introduzidas no problema admitindo-se que o desloca-

mento normal total, w é dado pela soma dos deslocamentos da

T’

placa sob a acdo do carregamento axial e dessas imperfeigdes w,
W, = W + W (II-26)

As deformag¢des incrementais que ocorrem na placa sob a-
cao da compressao axial, serao dadas pela diferenca entre aquelas

associadas ao deslocamento total, w menos as que seriam produ-

Tﬂ
zidas por supostos deslocamentos, w, conforme ilustra a Figura

TL.3.

As relacgdes deformagao-deslocamento e as mudangas de
curvatura correspondentes a pontos da superficie média da placa

retangular imperfeita sao dados por, (10),
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FIG. 113, DESLOCAMENTOS DA SUPERFICIE MEDIA

DA PLACA
éx - E}F( * u’x * ﬁ:'pr’}( * _:2|: EZ’X
By T ey Ve gyt 5
?xy DU, bV, F W, W, W, Woy Wy (II-27)
ix = Woxx
Xy = Wayy
Xxy * Yoxy

Utilizando-se as expressoes (II-27), e procedendo-se co
mo anteriormente, chega-se a expressao de AV, incluindo imperfei

gOes geométricas iniciais,



Euler,

obtém-se
MAN (u),

métricas

17

arb
2 2 _ 2
[ [cb gy Tk V05 xboyy 2(1+v)¢,xy] dxdy+

+ 2(1-v)w?

+ 2vw, W Xy

xx gy ]dxdy +

+
~ g
—_—

Q
—
wa
5
o B2
>
%
Y
w
g
g

(II-28)

Introduzindo o integrando de (II-28), F, nas equagoes de

2 2 a 2
3 o . 0 oF ; 0 oF -
9x? LI 3y?* 99, axdy aq;,xy
3T _ 3 T _ » 8F | 3 3F 3 AF (174
oW 0X OW, 0y ow, ax 9w, oy aw,y

2 2 2

;9 ol + 9O oF . 9 oF -

ax? I, oy 2 Bw,yy dxdy W, oy

as equagdes diferenciais ndo-lineares do tipo VON KAR-
para grandes deslocamentos considerando imperfeigoes geo

iniciais,
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i _ 2 = o1 - -
Vigp = E(w,Xy w’xxw°yy + QW,wa,xy W’xxw’yy
T Wk yy? (IT-30)
representando a equag¢ao de compatibilidade das deformag6es- no

plano médio da placa, e

v, - DR - w -
Vi = ) [h + ¢,yy(w,xx+w,xx) + ¢,Xx(w,yy+w,yy)

-2 ¢,Xy(w,Xy + E,Xy)} (IT-31)

representando a equagdo de equilibrioc da placa.

Deve-se salientar que os deslocamentos w, em (IT-30) e
(IT-31), sao tomados a partir da configuragao inicialmente imper

feita descrita por w, como indicado na Figura II.3.

IT.5.2 Equagoes Diferenciais Nao-Lineares Incluindo Imperfei-

¢oes Iniciais Equivalentes Causadas por Pressic Lateral

Atuando uma pressdo lateral, normal a superficie média
da placa, esta induz wuma configuracao deformada inicial, trata-
da a seguir, como uma imperfeigldo geométrica equivalente, confor

me ilustra a Figura II.4.
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FIG. Il-4. DESLOCAMENTOS DA SUPERFICIE MEDIA
DA PLACA

Deve-se aqui ressaltar a diferenga conceitual entre es-
te caso e aquele de imperfeig¢les geométricas iniciais em que a

placa esta livre de tensoes.

As imperfeigoes iniciais equivalentes causadas por pres
sdo lateral, sdao representadas por wy ¢ os deslocamentos por W,
que devem ser tomados em referéncia a situagao indeformada da pla-
ca plana; em virtude de ter-se tensbes iniciais nesta configura-

gao deformada.

Substituindo em (II-27), a expressao

W = W, - Wp (II-32)

as relagoes deformagao-deslocamento e as mudangas de curvatura,

sdao dadas por
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.= el 4, +%W%SX_%WE,X
Ey = €§ + v’y + %.ﬁ%, - % W%ay
y
?xy T My T Vot ""T,XWT,y T Mooy Wy (TI-33)
5EX ) w’xx
Xy = Wayy
Xy = Moy

Utilizando-se as expressoes (II-33), e procedendo-se a-
nalogamente a seccgao II.5.1, chega-se as equagoes diferenciais
ndo-lineares de compatibilidade e de equilibrio, em referencia a

situagao indeformada da placa,

b - 2 - - 2 - -
Vie = E [%T wp o Wp o =W, W°°xxw°’yy)} (11-35)

_2¢: W +¢5 W )
yy T x Xy T’xy XX T’yy

(IT~35)

As equagoes (IT-30) e (II-31) ou (II-34) e (II-35), se-
rao usadas para a analise, tanto do comportamento de placas re-
tangulares imperfeitas, guanto das perfeitas, fazendo-se neste

ultimo caso w = 0 ou Wy = 0.
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II.6 EQUACOES ALGFBRICAS NAO-LINEARES DE EQUILTBRIO

As equagoes diferenciais nao-lineares, apresentadas nas
secgoes I1.5.1 e II.5.2, sdo equivalentes, e a diferenc¢a aparece

no referencial adotado da medida dos deslocamentos.

As solugoes destas equagoes, sao geralmente desconheci-
das, porém, nestes casos utiliza-se formas de solugdes aproxima-
das, que por sua vez sdo combinagoes de solugoes conhecidas do

problema linearizado.

Considera-se o problema da placa simplesmente apoiada em
todo seu contorne e submetida a uma forga de compressao axial,

Nx’ por unidade de comprimentc, conforme ilustra a Figura II.5.

As condigoes de apoio dos bordos da placa, baselam-se nas seguin-

1

tes hipoteses (itens 'c' e 'd' da seccgao IT.1),

£ b -
Nx /‘ 7
—_— Ay x
——dn L
—_— - —
—. —
—_— — a
r— g—
——— A r——re

N .——————
=
3

FIG. 11-5. FORGA DE COMPRESSAO UNIFORMEMENTE DISTRI-
BUIDA NA DIREGAO X
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a. ndao ocorre nenhuma deflexaoc fora do plano nos contor

nos;
b. o0s bordos carregados permanecem retos;
c. 08 bordos longitudinais nao se deformam no plano da

placa.

_Admite-se também, que ndo ha nenhuma restrigao no plano
da placa, quanto a sua expansdo lateral. Essas condigoes de con

torno, podem ser escritas como,

(i) Wo = 0y x = 0,a
(ii) Wy = 03 vy = 0,b (I1I-36)
(1ii) (WT, + va’ ) = 0y x = 0,a
XX vy
(iv) (WT, + VW ) = 03 ¥ =0,b
vy XX

A solugdo procurada que satisfaz as condigoes de contor

no (IT-36), &€ expressa por, (13),

h sen (A sen —= + B sen —= {II-37)

=
I

Ty N x mT X
b

Wg = h sen ny (Ag sen nmwx 4 By sen LIRS (IT-38)
b

a a

composta dos modos de deslocamentos nas formas criticas, simétri
co e antimétrice, tendo amplitudes incognitas 'A' e 'B', res-
pectivamente. Esses modos de deslocamentos ocorrem na direcao x,

enquanto que na diregdo y, o modo critico corresponde a uma meia



~onda senoidal, conforme ilustra a Figura I11.6; e as imperfeigoes
geométricas iniciais equivalentes, wg, 530 consideradas na mesma 00

ma modal.

¥ 0. MODO SIMETRICO

b/a/ 7
/// e

Y b. MORO ANTIMETRICO

FIG. 1.6, MODOS DE DESLOCAMENTOS

1 t

Nas equagdes (II-37) e (II-38), o valor de 'n' & tomado

1 '

como um nimero inteiro impar e 'm' como um numero inteiro par,
representando o nimero de meias-ondas senoidais da forma deforma

da simétrica (n,A) e antimétrica (m,B), respectivamente.

Substituindo a expressdo (II-37) e (II-38), na equagao

de compatibilidade (LII-34), tem-se
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2. 4
vt¢ = En* T (A%-A%)(cos? ¥ cos? DX -
b a

- gsen? X gepn DTX y
b a
2y
+ Fh2 T (BZ—BS)(COSZ TV cos?2 BMX _
vib* b a
- gen? W gep MTX
i») a

"
+ Eh? Znms * (AB-AyBy)cos? TV cog BIX oo DTX
.Y2'bﬁ b a a

- Eh? (n2+m2)(AB—A0B0)sen2 TV gen LMX gep BTX
vZb* b a a
(I1-39)

A solugdo de (II-39), € composta de uma solugdo particu

lar e outra homogénea,
¢ = ¢+ ¢h (II-10)

sendo a equagdo homogenea, V'¢p = 0, equivalente 3 w = 0; corres-
pondendo assim a uma distribuig¢aoc uniforme de tensoes no plano

médio da placa, antes desta deformar-se lateralmente. Assim,

g = A (II-4%1)
b h
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sendo A, a carga total aplicada no plano médio da placa, ou seja

b b

A o= N_d = a h d (IT-42)
J x Y JD XX Y
]

Considerande forma da solugdo homogénea, como

o = ky ? (II-43)

que satisfaz

N,
-; = ¢h, - - o’x (II-uy)
vy
para,
K o= - B (II-45)
2bh

¢h = - ——y (TI-46)

que sendo a solugdo da equagao homogeénea, representa uma distri-
buigdo uniforme de tensdes no plano médio da placa antes da ocor
réncia do deslocamento lateral, w. Consequentemente, a solugao

particular corresponde a uma mudanca da distribuicdo de tensoes

no plano médio da placa, apocs deformacao lateral (w # 0).

Considerando a forma da solugao particular como sendo,
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$_ = k; cos Znmx + ks, cos Zmmx + k3 cos 2y +
p a a a
+ ky cos (n+m) Tx 4 ks cos (m-n) Iz
a a
+ kg cos gjl-cos (m+n) LR, k2 cos 2my cos (m-n) Ix
o) a b a

(II-47)

e, introduzindo (II-47) no operador V*¢ e igualando os coeficien
tes dos termos correspondentes em (II-39), obtém-se a solugao

particular da funcdo de tensdo, (13),

2 2 2
¢ = Enh [TE— (Az—Aﬁ) + (Bz—Bﬁilcos 2y +
p 32 Yz Yz ~

2 2
o BYC (A%-A%) cos Inmx ,
32 n? a
2 2
+ Eh” ¥ (B*-B2%) cos 2mTx
32 m? a
2
s B vZ (AB-AgBp) -1 cos (m+n) X -
i (m+n)? a
- 2t cos(m-n) B2 | 4
(m-n)? a
2
+ EhC v2(AB-A¢Bg)cos 2my | o0 cos (m+n) X 4
L b a
+ B cos (m-n) Ix ] (IT-u8)

a
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sendo

2 2
g = | - (m-n) e B = (m+n)
(m+n)”+uy? (m-n)?+u4y?

e, a solugdo geral da fungdo de tensdo sera a soma de (II-46) com

(IT-u48).

As equagdes algébricas nido-lineares de equilibrio, sa&o
obtidas, introduzindo (IT-37), (II-38), (II-u6) e (II-u48), na e-
quacioc diferencial ndo-linear de equilibrio (II-35). Devido a
aproximacao utilizada para os deslocamentos, a equagao (II-35)

— - - + x
nao sera satisfeita completamente, aparecendo um residuo

- Y (- _h P _
R = 9*(w-wy) 5 ( h_+ ¢’yyw’xx 2¢’xyw’xy +

Mgy (II-49)
A minimizagdo do residuo, R, propric da aproximagao ado
tada, se faz através da técnica de RITZ-GALERKIN, integrando-se

- . ~
sebre a superficilie da placa as equagoes,

arb
J J R sen ¥ gen 0TX dxdy = 0 (I1I-50)
00 b &
e9
arb il X
J J R sen o4 gepn X dxdy = 0 (II-51)
0’0 b a

—~ - - L . » -
ne qual fornecem as equagoes algebricas nao-lineares de equilil-
brio em termos de 'A' e 'B', e contendo os parametros 'Ag' e

"By', apresentados a seguir



E,(A%2=A2)E + E,(B?-B2)A + E3(AB-A¢B¢)B +

+ E4(A-Ay) - Esp - A A = O (II-52)
€,
H1 (Ez——B-% )E + Hg ('KZ_'[_\:E )E + Hg (E—KQEO )K +
+ E,(B-Bg) - A B =10 (II-53)
sendo
A B
~ A - B — 0 = 0
A = h o B = P Ay = S 5 Bes= o
_ _ 8
T - Ab e T = op 10
42D E

onde, os parametros A, B, Ay e By, sdao os parametros adimensio-
nais de deslocamento, A o parametro adimensional de carga de com
pressdo axial, e p o pardmetro adimensional de pressao lateral
que causa uma deformada equivalente a uma certa imperfeicaoc geo-
métrica inicial. Assim, a equagdo algébrica n3o-linear de equili
brio, (IT-52), serve tanto ao caso da secgao I1I.5.1 (para p = 0),
quanto ao caso da secgao IT.5.2 (para p # 0). As constantes sao
iguais a,
i

2 L 2
12¢1-v2)y L— 2+ 1)y H; = 12(1-v2) X (I 41
4n? oyt 4m? oy

b
n

2 2
12 (1-y2) I ; Hy, = 12(1-v2) 2
By ? By ?

Es
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2 2 2 2
Es = 12(1-v2)( Yo g - B2y, H, = 121-v)( Xeg - 2
n? By 2 m? Buy?
2 2 2 2

E, = X (2 4+ 1y H, = L— ¢ &+ 1)

un? y? ym? v?

21

E = 48(1-v?) Y°b

nir®h3108

1 1 ( )2 —‘2 (+)2 12 2.2
J = = + = m-n + m+1n +mn

16  BU (m+n)?+4y?

A solucdo das equagdes algébricas ndo-lineares de equi-
1ibrio (II-52) e (II-53), descreve o comportamento da placa em
fungdo da forma modal considerada. Se a solugao envolver somente um
parametro de amplitude de deslocamento, A ou B, o modo de deslo-
camento & ndo-acoplado. Quando a solugdo envolver ambos oS paré
metros de amplitudes de deslocamentos, A e B, o modo de desloca-

mento & acoplado.

Com relagao a interagao entre os modos de deslocamento,
A e B, as solugdes (II-52) e (II-53), admitem as seguintes for-

mas ,

(i) se Ay = By = 0; existem trés solugCes, duas ndo-aco

pladas (A # 03 B=0e A =203 B # 0) e a terceira a

coplada (A # 0; B £ 0);
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(ii) se Ay £ 03 By= 0 ou Ay= 03 B # 0; existem duas solu
cdes, uma ndoc-acoplada (A # 0; B = 0 ou A = 05 B #

# 0) e outra acoplada (A # 03 B £ 0);

(iii) se Ay # 03 By # 03 existe uma unica solugao, e esta

€ acoplada (A £ 0; B £ 0).
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CAPTTULO TII

ESTABILIDADE DE PLACAS GEOMETRICAMENTE PERFEITAS

IIT.1 INTRODUGAC

A ndo consideracdo das imperfeigbes geométricas  ini-
ciais, Ay = 0 e By = 0, e da imperfeigao inicial equivalente,
p = 0 (pois a pressao lateral induz uma configuracac deformada

que apresenta as mesmas caracteristicas ao de uma imperfeigao
geométrica inicial no modo simétrico de deformagao), nas equa-
cBes (II-52) e (IT-53), implica em trés possiveis solugoes, pa-

ra a placa geometricamente perfeita,

(i) B#0; B =0
(ii) A =03 B £ 0 (IIT-1)
(ii3) K £ 0; B £ 0

correspondendo as solugdbes (IIT-1.i) e (III-i.ii), aos modos nao
-acoplados de deformacao e a solugao (III-1.1iii) ao modo acopla

do de deformagao.

As equagdes nao-lineares de equilibrio, sem imperfei-

¢Bes geométricas iniciais, ficam

ZT): IjEle + (E2+E3)E2 + Eq - I_‘ = O (III"'Q)

)
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B {HIEZ + (Hy+H3)A? + H, - Eﬁ] =0 (III-3)

e a eliminacdo do pardametro A, permite escrever uma relagdao en-

tre as amplitudes de deslocamentos, A e B, para o casoc de aco-

plamento entre os modos de deformacgao,

AB [tEl—quHa)Kz + (E,+E3-H,)B% + E, - HQ_J: 0 (III-u4)

a qual representa a projecidc do caminho ndo-linear de equilibrio

sobre o plano A x B.

ITI.2 MODC NAC-ACOPLADO DE DEFORMACAO

III.?.1 Caminho Fundamental de Equilibrioc e Ponto Critico

A busca de uma solugdc na forma do modo simétrico de
deformacao, dada por (III-1.i) aplicada em (II-37), faz com que
as equagoes ndo-lineares de equilibrio (III-2) e (III-3), se re
duzam a

A(E1B* + By - X)) =0 (III-5)

B=o0 (IIT-6)

sendo (III-5) satisfeita pela solugac trivial

|
1
o

(III-7)
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que fornece o caminho fundamental de equilibrio (w = 0) para a

placa em um estado de equilibric de membrana; e pela solugdo de

E1A%2 + Ey, - A =0 (TII-8)

que fornece o caminho pés-critico de equilibrio. envolvendo des-

locamentos fora do seu plano médio, w # 0.

A determinacdo da carga critica, isto €, o valor da
carga no qual ocorre uma bifurcagao ao longo do caminho fundamen
tal de equilibrio (A = 0), em um caminho pds-critico de equili-
brio da placa, € efetuada através da extremizagao da segunda va

riagdaoc de V,
§(Vy) = 3E,A + E4w = A =0 (I11-9)
no ponto de bifurcagic, A = A e A = 0, resultando em

2 2 2 _
T =EB, =Y (D4 1)2;, p =412 7 (III-10)
c un? y? b c

onde pode-se notar que o valor da carga critiéa, AC, depende das
dimensSes e propriedades fisicas da placa e também, do  numero
de meias-ondas, n, na diregio x, do modo simétrico de deforma-
gdo da placa. Na direcao y, a deformada da placa, corresponde
a um modo simétrico dado por uma Unica meia-onda senoidal, em

conformidade com a teoria cldssica.

A minimizagido de (III-10) em relagdo 4 n, fornece o me
nor valor de ﬁé (carga critica classica), a qual estd associada

a relagao entre o numero de meias-ondas senoidais, n, e a razao
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entre os lados da placa, y, isto €,

n =y (ITT-11)

Calculando os valores do parametro de carga critica,

Ac, para varios valores de y e para cada valor fixo de n (Im-
par), pode-se tragar curvas representando KC como uma funcao de
y. Procedendo-se analogamente para o modo antimétrico de defor

macdo, associado ao numero de meias-ondas senoidais m (par) na

direcdo x, resulta no espectro mostrade na Figura IIT.L.

A w 2.0
15 N
\
’
\ \‘ y\
\‘ s
~ !
- \\ . "‘.
1 ol ™ - -y - e
1,0 _— el - - __*—‘ et
2’ 4 5
3 4 5
05
0 10 20 3.0 40 50 Y

—_——

F16. Hi-1. CARGAS CRITICAS DOS MODOS DE DESLOCAMENTOS
NAO -ACOPLADOS (24 )

Observa-se nesta Figura, que o valor de n ou m que for
nece o menor valor da carga critica, Kc’ depende da razdo Y,
sempre assoclada a valores inteiros; e quanto maior o valor de

Y, Kc tende a um valor unitario.
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IIT.2.2 Caminho Pds-Critico de Equilibrio,

0 caminho pds-critico de equilibrio, para a condigao nac

-acoplada (III-1.i) e (ITI-1.ii), intercepta o caminhc fundamen-

tal de equilibrio no ponto critico, KR =R e A =0oul =1 e

B = 0, sendo dados pelas solugoes das equaZ6es ndao-lineares Cde
equilibrio pds-critico (III-5)

A(E,A%* + E, - &) = 0
para o plano & x A, e

B(H,B? + Hy - R) = 0 (TII-12)

para o plano A x B.

0 modo simétrico ndo-acoplado (A # 03 B = 0) origina-
rd o primeiro caminho pés-critico bifurcando do caminho fundamen
tal de equilibrio, quando n = y e o antimétrico (A = 0; B # 0),
quando m = Y. Sen#yem#y, oprimeiro caminho pés-criti-

co bifurcado do caminho fundamental de equilibrio, sera

(i) o modo simétrico, quando y? < n-mj; ou,

(11) o modo EIIl"timétI‘iCG, quando ‘Yz > n-m;
conforme ilustrado na Figura IIIL.2.

A verificagdo da estabilidade do estado eritico de equili -

brio ( [ pos-eritico ipicial assceiado ao primeiro caminhe nao-acopla
min : '
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do pds-critico de equilibrio, € feita através da investigagioc do
sinal da quarta variagao da energia potencial total, com respei

to aos parametros de deslocamentos A e B, e avaliada no ponto

(T K 40,B=0 ou (A% B = 0, B £ 0)

V, = 6, A* + G, B* (ITI-13)
onde,
4 M 4 4
G, = 281 (Knl, gy o g, 22300 (K, g,
256b* 2 y* 256b" 2 y*
Para o modo simétrico (A # 0; B = 0), verifica-se que,

V, > 0 para qualquer valor arbitrario e pequeno de A; e para o
modo antimétrico (A = 0; B # 0), que também, V, > 0 para qual-
quer valor arbitrario e pequeno de B. Assim, tanto o estado
critico de equilibrio, quando os estados pos-criticos iniciais

assoclados ao modo simétrico ou antimétrico, sao estaveis.

Como mostra a Figura IIT.2?, os caminhos pOs-criticos de

equilibrio associados a £ >R (primeiro caminho) sdo insta

C.
min
veis, Jd que os estados de equilibrio, para cargas maiores que

a carga critica clissica, si3o sempre instaveis.

Apresenta-se nas Figuras III.3, os caminhos pés-criti-
cos de equilibrios, para cinco valores distintos de y, obtidos
com & solugao numérica das equacgodes nao-lineares (III-5) e
(ITI-12); que correspondem as situagGes apresentadas pela Figu

ra ITII.2.
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Pode-se notar na Figura TIII.3, que quando,

(i) y = 1,0 e vy = 1,3, (y < VZ2) Figura IILI.3.a e b,
v2 < n-m, o primeiro caminho pds-critico bifurcado
do caminho fundamental de equilibrio &€ o do  modo

simétrico;

A B
c

(ii) y = V27, Figura III.3.c, y? = n-m, ﬁc = A7, dindican
do que havera sempre ¢ dcoplamento entre os modos

simetnico e antimetricos

(iiiY v = 1,5 e y = 2,0, (y > ¥2) Figura III.3.d e e,
¥2 > n'm, o primeiro caminho pos-critico bifurcado

do caminho fundamental é o do modo antimétrico.

ITI.3 MODO ACOPLADO DE DEFORMACAO

A condigao de acoplamento (IIT-1.iii), entre os modos
simétrico e antimétrico, & expressa pelas equagoes (III-2) e

(III-3) ou alternativamente por (III-4),
AB [(El—Hz—Hg)Kz + (E2+Es-H,)B® + Ey - Hq} = 0

que representa a projecdo da solugdo no plano A x B, podendo as
sumir neste plano a forma de uma elipse ou de uma hipérbole, de
pendendo dos valores dos parametros envolvidos. As possiveis si
tuagdes de acoplamento, entre modos isolados de deformagao, a
partir de pontos de bifurcacdoc sobre caminhos pds-criticos de

equilibrio, estao mostradas na Figura III...
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No presente caso, de uma placa retangular, a projegao
da solugao acoplada de (III-4), resulta sempre em uma hipérbole,
ilustrada pela Figura III.4.c; representandoc ¢ comportamento
pés-critico tipico quando se considera o acoplamento entre mo-
dos simétrico e antimétrico; isto serd demonstrado mais adiante

através da solugdo numérica de (III-2), (III-3) e (III-u4).

As projegdes dos caminhos acoplados de equilibrio so-
bre o plano A x B, representados pela elipse, Figura III.4.a, e
as hipérboles, Figura III.4.b e ¢, assumem uma grande importan-

cia, pois o caminho nac-acoplado pos-ciitico inicialmente esta
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vel, pode pernder sua estabifidade em um ponto de bifurcacac se-
cundario, implicando em uma mudanga de configuracadc deformada da

placa, associada ao caminho acoplado de equilibrio.

Na Figura ITI.4, as intersecgdes da projegao acoplada
(ITI-4), com os eixos coordenados (A, B), representam os pontos
de bifurcagio secundaria sobre os caminhos ndo-acoplados  pds-

-criticos de equilibrioc.

Para uma placa sob compressao uniforme axial em seu
plano médio, os modos criticos podem ser, tanto o simétrico co-

mo o antimétrico, dependendo da relacgac entre lados, y.

Considerando que o primeiro caminho pos-critico naoc-a-
coplado seja no modo simétrico, a bifurcagdo occorrerd ao longo
aoc segundo caminho pos-critico nac-acoplado, correspondente ao
modo antimétrico; este ponto de bifurcagdao é obtido de (III-u},

tomando-se A = 0 e B # 0 (intersecc¢ac da projegdac com o eixo B),

o (Hy-Ey) |!/°2
Bb = (ITI-14)
(E2+E3_'H1)
que substituindo em (III-12) fornece o valor do parametro de

carga critica, associada ao ponto de bifurcagdo secundaria,

o _ [ H; (Hu=Ey) '
A= A + (III-15)
(E2+E3—H1)

Analogamente, considerando o modo antimétrico o primei

ro modo ndc-acoplado, e o modo simétrico o segundo, as expres-

soes para o ponto de intersecgao — agora com o eixo A — e para
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a carga critica associada, sdo

N (Hy-E,) [1/2
CAb = — (IIT-16)
(E,=H,-Haj)
e)
e _ E;(Hy=Ey)
B,= K+ | ——— (ITI-17)
(E1-H,-Hs)

Para cada valor fixo de y e combinacgoes de pares de va
lores inteiros (n,m) pode-se, com cﬁbLY;(n,m?J dado por (III-15)
ou (III-17), tragar curvas representando Cﬁb como uma fungao de

Y, resultandc no espectro mostrado na Figura III.S5,.

i&b 20

2.1
= — == NAO-ACOPLADO

ACOPLADO

ES\TAEYA

o 0 20 30 40 50 Y
————

Fig. 111 -85, CARGAS 'CRI'TIOAS D08 MODOS DE DESLOCAMENTOS
ACOPLADOS

Observa-se nesta Figura, que em cada caso o menor va-

. . . ~ C .
lor da carga critica de bifurcacgao, Ab’ assoclada ao acoplamen

to entre os modos simétrico e antimétrico, € obtida quando
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. . -~ . - . —_— -
vy® = n.m, que coincide com a carga critica classica, AC. Tambem,
C . - » -

Ab converge para um valor unitaric com o aumento de y, sC que

mais lentamente do que AC.

Apresenta-se nas Figuras IIT.6, as projegoes dos ca-
minhos acoplados de equilibrio sobre os pilanos A x A, A x B e
A x B, obtidos com a solugdo numérica das equagdes nao-lineares

(ITI-2), (III-3) e (III-4), para os mesmes valores de y das Fi-

guras III.3,.

ACOPLADO

ACOPLADO

LY

NAD-ACOPLADO

4 NAO- ACOPLADO

i,
[n ]

]
[+ -]

e

mea2 \
© PONTO DE BIFURCACAO PRIMARIA =14
e PONTO DE BIFURCAGAO SECUNDARIA

FI1G. 111-6a. CAMINHOS ACOPLADOS DE EQUILiBRIO, ¥ =1.0
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Pode-se notar nas Figuras III.6, que quando,

(i) vy = 1,0 e ¥y = 1,33 o primeiro caminho nao-acoplado
de eguilibrio € o do modo simétrico, e o caminho de
equilibrio acoplado bifurca-se do segundo caminho
nac-acoplado pds-critico de equilibrio, associado

ao modo antimétrico;

(ii) v = /73 o ponto critico de bifurcagdo primdria e
coincidente com o ponto critico de bifurcagao se-
cundaria, ambos ao longo do caminho fundamental de
equilibrio. Neste casc a projegao dos caminhos a-
coplados de equilibrio sobre o plano A x B, se de

genera em duas retas (vide equagao (ITI-4)),

—(Ez'l'Eg"Hl) 1/2 _

I+
|
i
+1
ws!

(IIT-18)
(E,-Hy-H3)

(iii) vy 1,5 e y = 2,03 o primeiro caminho nao-acoplado
de equilibrio & o do modo antimétrico, e o caminho
de equilibrio acoplado bifurca-se do segundo cami-

nho ndo-acoplado pds-critico de equilibrio, associa

do ao modo simétrico.

Deve-se notar na Figura III.6, que para Y = 2,0 os mo-
dos envelvidos sac (n,m) = (3,2}, conforme indicadc no espectro

da Figura III.S.
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Nas situag¢les apresentadas na Figura I1I1I.6, para a pla
ca, ambos os caminhos ndo-acoplados de equilibrios sdo estaveis
(vide secgdo III.2.2) e portanto, segundo teorema apresentado
por SUPPLE (6), o caminho de equilibrio acoplade bifurca-se do

segundo caminho ndo-acoplado de equilibrio e & sempre estavel.
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CAPITULO IV

ESTABILIDADE DE PLACAS COM IMPERFEICOES

GEOMETRICAS INICTAIS

TV.1 INTRODUCAO

No Capitulo anterior, apresentou-se a analise do com-
portamento nao-linear da placa retangular geométricamente per-
feita, comprimida uniaxialmente. ©Essa andlise indicou a exids-
téncia de pontos de bifurcagioc primarios (carga critica cldssi-
ca) e secundario, ao longo de caminhos pés-criticos de equili-
brio ndo-acoplados; sendc os caminhos pos-bifurcados nesses ca-

sos, sempre estdveis.

Neste Capitulo, mostra-se que a presenca de imperfel-
¢Oes geométricas iniciais, ao invés de sempre destruir  pontos
de bifurcagdo (resultado este dos mais conhecidos da teoria clas
sica), pode originar, em funcgao do acoplamento entre modos, bi-
furcagoes secundarias estdveis, ou o que & mais surpreendente no
caso de placas planas, bdfurcacoes secundarias {instaveis ao lon
go de caminhos imperfeitos de equilibrio; as Figuras IV.l.a e Db,

IV.2 e IV.3, ilustram estes comportamentos.

A Figura IV.1 mostra o comportamento nac-linear tipico
de situagoes em que o modo de imperfeicdo & na mesma foima que

o modo enltico dominante, ao qual estd associado o primeiro ca-
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minho pds=-critico de equilibrio (vide Figura ITI.4 e comentarios
da secgdo III.3). Deve-se notar que nesse caso nao ha acoplamen
to entre modos e a imperfeicdo geométrica inicial apenas destroi
o ponto de bifurcagidc primaria. Isto se da sempre que modos de
deformaciao e de imperfeicido sdo de mesma forma, isto &, ou am-

bos simétricos ou ambos antimétricos.

A Figura IV.2, mostra o comportamento nao-linear tipico
de situagdes em que o modo de Aimperfedicdo ¢ em foama distinta do
modo critico dominante; por exemplo, o modo critico simétrico (ou
antimétrico) e modo de imperfeicdo antimétrico (ou simétrico).
Neste caso poderd haver um acoplamento entre esses modos em fun

cao da magnitude da imperfeicdo.
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Para pequenas amplitudes de imperfedi¢ac, menohres que
um cernto valor chitico, podem ocorrer duas bifurcagdes secunda-
rias ao longo do caminho imperfeito de equilibrioc. A primeira o
riginando uma bifurcacdo instdvel a qual estd associada um  ca-
minho acoplado de equilibrio que retorna assintoticamente ac pri
meiro caminho pés-critico perfeito. A segunda bifurcagao promo-

ve uma reestabilizacgdo do caminho imperfeito original.

Pana amplitudes de imperfeicdo maiores que o valor chl-
tico, os pontos de bifurcagdo secundaria sdo destruidos, e a res
posta nao-linear indicada na Figura IV.2, representa um comporta
mento semelhante aquele da Figura IV.1, isto &, o caminho imper-
feito sera assintdtico no caminho pdés-critico perfeito associado

32 mesma forma do modo de imperfeicdo.

Quando a amplitude de imperfeicdo & a cnitica, os dois
pontos de bifurcagao, descritos anteriormente, coalescem e for-
mam um inico ponto de bifurcacdo secundario instavel ao longo do
caminho imperfeito original de equilibrio estdvel; isto é ilus-
trade na Figura IV.3, onde pode-se observar que o caminho acopla
do (pés-bifurcado) resultante & assintOtico ao primeiro caminho

pds-critico perfeito.

0 caso mais geral de comportamento nao-linear & aquele
resultante do efeito simultdneo de imperfeicoes nas formas de
ambos os modos de deformagao. Neste caso a presenga de tais im-
perfeigles geométricas iniciais induz um certo tipo de resposta
nao-linear nesses modos acoplados; dependendo do par de imperfel
¢bes iniciais a estabilidade deste caminho imperfeito de equili-

brio & perdida em um ponto de bifurcagao secundaria, sendo esta
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Qltima instavel.

A discuss3o extensiva de cada caso de comportamento aci
ma descrito, serd feita nas prdximas secgoes tomando por base

as solugbes numéricas das equagoes ndo-lineares (II-52) e (II-53),
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H, (A2-K3)B + H3(AB-A¢By)A +

sob as condigodes a seguir indicadas.

Na secgao IV.2, que trata dos efeitos causados por im-

perfeigdes em um uUnico modo critico, assume-se as condigoes,

(i) By # 0 (ou D £ 0); By =0
ou, (IV-1)

(ii) By = 0 (ou p = 0)3 By # 0

Na secgdo IV.3, que trata dos efeitos causados por im-

perfeigdes em ambos os modos criticos, assume-se a condigao,
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Tv.? IMPERFEICAO QEOMETRICA INICIAL EM UM ONICO MODO

CRITICO

As equagdes nao-lineares (II-52) e (IL1-53), sob as con-

dicdes (IV-1), apresentam, duas possiveis solugoes,

(i) A #£#0; =20, ou, A =203 B #0 (respostas nao-aco-

pladas
e, (IV-3)

(ii) A # 03 B # 0 (respostas acopladas)

que corresponde as respostas nao-lineares mostradas respectiva-
mente, nas Figuras IV.l.a e b, para o caso (IV-3.1) e nas Figu-

ras IV.2 e IV.3, para o caso (IV-3.ii).

Cabe ressaltar que as imperfeigles geométricas iniciais
de amplitude Ay, associada na forma doc modo simétrico de deforma
cdo, pode ser originada por uma certa pressac normal sobre a su-
perficie da placa, p, e portanto no gue se segue, se fara uso al

ternadamente dos parametros, A, e de seu equivalente P-

IV.2.1 Modo de Imperfeigdo na Mesma Torma que do Modo Critico

Dominante

Neste caso, buscam~se respostas nao-lineares dos tipos

(IV-3.1), através das equagbes nao-lineares imperfeitas,
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E,(A2-A2)E + E4(A-Ag) - Esp - A A =0

B =0 (IV-Y)

A =0 (IV-5)

Hl(EZ—ES)E + Hq(-g"go) - T\' B =0

As solugdes numéricas de (IV-u4) e (IV-5), sdo apresenta
das nas Figuras IV.4%, IV.5 e IV.6, para tres valores distintos de
v. Deve-se observar, com relagao a essas Figuras, que para cada
valor de vy, o primeiro caminho poés-critico perfeito de equilibrio
estd associado a um modo critico dominante (associada a garga
critica classica), conforme indicado na Figura III.1; por -exem-
plo, para v = 1,0 o modo critico axial tem uma meia-onda, para
v = 1,5 o modo critico axial tem duas meias-ondas, para Yy = V7,

este modo critico tem indiferentemente uma ou duas meias-ondas.

Nas Figuras IV.4 e IV.6, respectivamente, para y = 1,0
e vy = 1,5, a presenga de imperfeigoes na mesma forma do modo cri
tico dominante, destrdi o ponto de bifurcagdo primaria, e guanto
maior essas imperfeigdes, mais o caminho imperfeito de equilibrio
se afasta deste ponto, sendo posteriormente assintotico ao pri-
meiro caminho pds-critico perfeito de equilibrio. Na Figura
IV.5, para y = V2, a ndo existéncia de um modo critico dominante,
implica em que o caminho imperfeito de equilibrio esteja associa
do, ou somente ao modo simétrico, ou somente ao antimétrico, de-
pendendo da existéncia de imperfeigdes geométricas iniciais, em
um modo ou no outro; em qualquer dos dois casos, quanto maior as imperfeicgces,

mais o caminho imperfeito de equilibrio se afasta do ponto de bi
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furcagao primaria, e serd também assintotico ao primeiroc caminho

pos=-critico perfeito correspondente.

IV.2.2 Modo de Imperfeigao em Forma Distinta do Modo Critico

Dominante

Quando o modo de imperfeigado € em forma distinta do mo-
do critico dominante, poderd ocorrer o acoplamento entre 0s mo-
dos simétrico e antimétrico, vide Figuras IV.2 e IV.3, dependen-

do da magnitude da imperfeigao. As equagbes ndc-lineares imper-
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feitas (II-52) e (II-53) com as condigdes dadas em (IV-1.1), ad-

mitem a solugao (IV-3.1ii), quando escritas na forma,

E,(B2-A2)E + (E,+L3)A B2 + E4(B-K¢) - Esp - A A =0

(IV-6)

HyB® + Hy(B*-A2)B + HA?B + HyB - 1 B = 0O (IV-7)

e a eliminacdo do parametro A, permite escrever uma relagaoc en-
tre as amplitudes de deslocamentos, A e B, para o caso de acopla
mento entre os modos de deformagao,

B {(E,-H,-H;)A? +(E,+E;-H;)A B? +[(H2—E1)K§ +
+ Ey - Hu]K - Eyhg- Esp { =0 (TV-8)

a qual representa a projecdo do caminho ndo-linear imperfeito so

bre o plano A x B.

Nas equagdes (IV-6), (IV-7) e (IV-8), se B = 0, a solu-

cdo do problema correspondente ao da secgdo anterior, isto &,nao

hi acoplamento. Para que haja acoplamento, & necessario em
(IV-8), que

B Z£0O (IV-9)
e’

(El—Hz—H3)K3 + (E2+E3-H1)K B? + |:(H2"'E1 )K% +

+ E, - Hy —IK - Eqﬁg— E5—15 =0
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Como o modo de imperfeigdo & em forma distinta do modo
critico dominante, o caminho imperfeito de equilibrio estd ini-
cialmente associado a forma do modo de imperfeigaoc, vide Figura
IV.2, podendo entretanto, ocorrer ao longo deste caminho imperfeil
to, pontos de bifurcagdo, que representam as intersecgoes com ca

minhos acoplados (pos-bifurcados) de equilibrio.

Estes pontos de bifurcacido secundaria quando projetado
sobre o plano A x B, representam as intersecgfes da solugao de
(IV=-8) com um dos eixos coordenados deste plano (no caso, 0 eixo
A). Nestes pontos de bifurcagao, Eb = 0, que substituindo em
(IV-9) fornece uma equacdo cibica em fungao do parametro de des-

locamento A,

(El"Hz-Hg)Ka + |:(H2-E1)-A—§ + By - Hq] A - Eq‘ﬁo -Es-ﬁ = 0

(IV-10)

que admitem, uma raiz real e duas imaginarias,ou duas ralzes reais
lguais e uma distinta, ou +pés raizes reais distintas. Estas rai
zes quando reais, fornecem os valores do parametro ﬁb’ pontos de
bifurcagdo secunddria, ao longo do caminho original imperfeito de

equilibrio, conforme Figuras IV.2 e IV,3.

Em qualquer um dos casos, uma das ralzes reais € sempre
negativa, representando um ponto de bifurcagido secundaria ao
longo do caminho complementar de equilibrio; por ser de interes-
se apenas tedrico, essas raizes serdo aqui desprezadas, tomando-

- - = -
se 4 segulr na analise somente as outras ralzes.



6L

Na Figura IV.7, ilustra os trés possiveis comportamentos,

(1)

(ii}

no caso em que as duas raizes reais e distintas sao
positivas, hd ocorréncia de dois pontos de bifurca-
cdo (um deles sendo instdvel) conforme ilustra a Fi
gura IV.7.a. Neste caso p < p%, determinado a se-

guir;

no caso em que as duas raizes reais e positivas sao
iguais, os dois pontos de bifurcagao, Figura IV.7.a,
coalescem e formam um unico ponto de bifurcagao ins
tavel, conforme ilustrado na Figura 1V.7.D. Neste

caso, o discriminante de (IV-10) & igual a zero,

— 3 . _
= [(HZ_EI)A§+E10"HH:[ + !:(EI-HZ—HB)(EL;AO"'BSP)Z =0
27 4

(IV=-11)
ou explicitando para p = p*,
- 3

_4[}H2—E1)A§+Ek-ﬁu} 1/2
g} l Eq -
p* = — - — Ay (IV-12)

Es 27(E1-' Hz—Hg) Es

que & o valor da pressio lateral critica que produz
uma configuragao deformada equivalente a uma imper-
feicdo geométrica inicial critica de forma simétri-

cas



65

P<P® (ou Aot &X)

Reversdo para o
modo natural.

19 MODO
“ 29 MODO ﬁ='|5* (ou Ros A)
Reversdo, caso
limite
b. 1# MODO
’ 5. B¥ e
Ao A
,,ZQHODOpg.D {ou Ag ) Ag )
Sem raversdo
c.

1% MODO

FIG. IV-7. CAMINHOS DE EQUILIBRIO COM IMPERFEIGAO EM
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PARA VARIOS VALORES DE P (ou Ao). (13)
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(iii) no caso de duas raizes imaginarias, p > p¥, nao ha
ocorrencia de bifurcagdo secundaria, ao longo do ca
minho imperfeito original, conforme ilustra a Figu-

ra IV.7.c.

Deve-se ressaltar aqui que p* produz uma imperfeigao na
forma simétrica, equivalente a amplitude A%(p%), e deve-se lem-
brar que o desenvolvimento até aqui foi feito para o caso de im-
perfeicio na forma simétrica distinta do modo critico dominante,

neste caso antimétrico (no caso, y > v2).

No caso do modo critico dominante ser o simétrico (por
exemplo, no caso y < ¥2), a ocorréencia de coalescéncia entre pon
tos de bifurcagdo secunddria se dard para um certo valor critico
B¥ de imperfeigdo geométrica, na forma antimétrica. Isto &, ob
tido de forma andloga ao caso anterior a partir das equagdes nao
lineares imperfeitas (II-52) e (II-53), com as condigCes dadas
em (IV-1.iii), e também admitindo a solugao (IV-3.ii); ou a pro-

jecdo de sua solugdo sobre o plano A x B, dada por
A (EI—HZ_Ha)Kzﬁ"‘ [(H]'EZ)Ei*’Eu_Hq:[-B- +

+ (E»,+E3-H;)B® + HyBy} = 0 (IV-13)

fornecendo o valor da imperfeigdoc critica,

. 1/2

B = (Ey - Hy)?

Bﬁ = { (IV-14)
27

3(H,-E, ) (Ey-H,) %+ T (E,+E3=-H; YH}
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A seguir, apresentam-se nas Figuras IV.8 e IV.9,0s com-
portamentos ja descritos, para valores de y < ¥2 e y > ¥2 , res
pectivamente. Quando y = ¥2, os pontos de bifurcagdes, primarios
e secunddrios, coincidem em um Unico ponto (conforme mostram as
Figuras III.2 e III.6.c) e portanto, qualquer imperfeigaoc  ini-
cial destrdoi todos esses pontos criticos, resultando em comporta
mentos ndo-lineares idénticos aqueles descritos na secgdo IV.2.1

(vide Figura IV.5).

] A
]
2
3
1] 1
A B
T T T Y T el
-1 o - o] 2 4
8 -
1« 80d{ Be
2- Be=80= 0.012
.4 e
5-8e) Be
i
"‘"—-—-—._::._-——'/ -
o PONTO DE BIFURGAGAD AO
= LONGO DO CAMINHO IMPER-
——/\ FEITO DE EQUILIBRIO
2
1 A — ACOPLADO
T —— -
M T o L ' —— NAO-ACOPLADO
4
Y- 13, p = 200

Fi6. IVv-8. CAMINHOS DE EQUILIBRIO COM IHPERFEIQAO EM FORMA
DISTINTA DO MODO CRITICO DOMINANTE



68

|

- Kok Kb (5 Y _ !
2- Ao Aes 0.081 (P =" 0.022)

3-Ae> Ae (P3P

0 PONTO DE BIFURCAGAO AO LONAO

DO CAMINHO IMPERFEITO DE !
EQUIL{BRIO

— ACOPLADO
—~ NAO-AGOPLADO

Y:18, jhr200

Fi@. (V-9. CAMINHOS DE EOUILIBRIO coM IHPERFEIQAO EM FORMA
DISTINTA DO MODO CRITICO DOMINANTE
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Na Figura IV.10, estd representado o espectro de valo-
res dos parametros das cargas de bifurcacdo secundaria, Kb ao
longo do caminho original imperfeito de equilibrio, em fungdo de
Y. Para qualquer valor de y, observa-se que © parametro Kb’ é
sempre menor do que o paradmetro de carga critica de acoplamento,
CKC, ocorrendo assim, uma redugdo de carga quando se tem imper-
feigdes criticas iniciais em forma distinta do modo critico do-

minante.

1 |
[ — === SEM IMPERFEIGAO ( Ac)
~———— IMPERFEIGAO CRITICA ( Ap)

2.0 \/

10 12 14 16 1.8 2.0
—ef w

F16. 1V-10. CARGAS OE BIFURCAGAO SECUNDARIA

Para cada par de valores (Kb; Y), existe um dnico valor

do pardametro de imperfeicac critica, Kﬁ (ou p*) ou §§, que con-

duz a um comportamento instdvel em funcao do acoplamento  entre

modos , podendo-se notar na Figura IV.10 que 0s maiores valores &

Ab, ocorrem para valores de y entre 1,5 e 1,6, resultando entre-
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tanto, nestes casos em um comportamento acoplado com maior sensi

bilidade a imperfeicdo, conforme ilustra a Figura IV.9 quando com
P > : : "3

parada a Figura IV.8, e mais claramente a diferenca entre pi

cos" em torno de y = 1,55, mostrada na Figura IV.10.

Mantendo-se constante o valor do parametrc de imperfei-
30 critica em forma distinta do modo critico dominante e consi-
derando também imperfeigdes adicionais, na mesma forma do modo
critico dominante, o ponto de bifurcacdo secunddria é destruido
gerando pontos limites, ao longo de caminhos imperfeitos de equi
1ibrio; quanto maiores estas imperfeigoes adicionais, estes pon-

tos limites também sac destruidos, conforme ilustra a Figura IV.11.

0,00001
0,0001
0,0008
0,001
0,01

“
5 .
= 200 5
. -8
] .20 .40 08
FI1G. IV-Il. CAMINHOS DE EOUILIIBR“) COM IMPERFEICOES

ADICIONAIS NA MESMA FORMA DO MODO
CRITICO DOMINANTE
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Iv.3 TIMPERFEIGOES GEOMETRICAS INICIAIS EM AMBOS OS MODOS DE

DEFORMACAO

Considera-se agora, o problema geral (IV-2), quando as
imperfeigoes geométricas iniciais A, (ou P) e By, sdo ambas ndo-
-nulas; este sera obviamente o casoc que ocorre mais frequentemen
te nos sistemas estruturais priticos. A relagdoc A-B dos caminhos
de equilibrio (isto &, a projecdo destas solugoes sobre o plano
A-B), pode ser obtida das equacdes ndo-lineares de equilibrio

(II-52) e (II-53) explicitando o parametro de carga, A, na pri-
meira equacdo e substituindo-o na segunda, ficando da seguinte

forma:
(EI“HZ-H;‘;)KE‘—E + .K E[g%(Hz—El) + _B'S(HI_EZ) + Eu—Hq +

+ (E2+E3-Hy)A B® + HuyBoA - (E4A+Esp)B = 0 (IV-15)

Singularidades as quais ocorrenm para a equagao (IV-15)
podem representar bifurcacSes (pontos criticos) — quando um cami-

nho de equilibrio ramifica-se de outro no espago A-A-B. A dife

renciagao parcial da equacdo (IV-15) com respeito a B, fornece

(El"Hz —-Hsy )Ka-l'?\:[ﬂﬁ (Hz—El )+§§ (Hl -E> )+E1\\—H£| +3(E2+E3—H1 )K Ez-(EQKU +E5§)

S

N = - - —
3(E1~H2—H3)A2B+BIA§(H2—E1)+B§(H1—E2)+E4—H4 +(E2+E3~H,)B® + H,B,
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- ' (IV-16)
g(A, B, By)
onde Ay, P e By s3o pardmetros.
Na equacao (IV-18) da forma
dx | fix,y) (IV-17)

dy g{x,y)

as fungoes [ e g sdo continuas. Neste caso, vide ELSGOLTZ (22),
as fungoes f(x,y)/g(x,y) e g(x,y)/f(x,y) serdo simultaneamente

descontinuas somente nos pontos (xp,¥0) Nnes quais

1
o

f(Xo,Yo)

e (IV-18)

|
o

g(Xo,Yo)
sendo Xg,yo pontos singulares (ou criticos).
No presente caso os pontos de bifurcacido (ou criticos)

sdc dados pela solugdo simultdnea das equacoes

e (IV-19)
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Quando cs valores (E4Aq + Esp) e (HyBy) das equagoes
(IV-19) sao substituldos na equagdc (IV-15), a projecdo sobre o
plano A-B do lugar geométrico dos pontos de bifurcagdo € dada

por

-(E,~H,-H3)A% - (E,+F.-H,)B? =

w | ==

[K’g(HZ—El) + Bi(H1-E2) + E,- H¢.1 (IV-20)

da qual expressbes explicitadas para A e¢ B podem ser substitui-

das na equagao (IV-19) fornecendo as relagses

EwAg + Esp = - 2(E;-H,-H3)A?
€, (IV-21)
Hqgo = 2(E2+E3—H1)§3

sendo A e B, os valores dos parametros de deslocamentos do ponto
de bifurcagao ao longo do caminho acoplado de equilibrio, ou se-

ja, Kb e Eb'

Substituindo Kb ) ﬁb nas equagoes (IV-21) de volta na
equagdo (IV-20), esta fornece o lugar geométrico das imperfeicdes

criticas (isto &, os pares de valores [jﬁﬁ (ou p*); Eﬁ_J que

produzem pontos de bifurcagac ao longo do caminho acoplado de e-

quilibrio), dado por

2/3 2/3
E4K9+E5§ HqBo

- (E;-H;-Hj3) - (E2+E3-H1)(
| -2(E,-H,-Hy) | [2(E,+E4-H,)
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Hy (IV-22)

w |~

[ Ai(haEn) + BRGL-ED ¢ T

Tomando-se Bg = 0 ou Ay = 0 (e D = 0) na equagdo (IV-22)
obtém-se, respectivamente, as equagdes de imperfeicdes criticas

(IV-12) e (IV-13), ja descritas na Seccac IV.2.2.

Apresenta-se a seguir na Figura IV.12, o lugar geométri
co de imperfeigoes iniciais criticas para valores de y igual a
1,05 1,35 V25 1,5 e 2,0, As imperfeicles geométricas iniciais na
forma do modc simétrico, K?, foram tomadas equivalentes aquela

ot

produzida por uma pressdo lateral, p*.

Note-se que cada curva do lugar geométrico de imperfei-
goes criticas divide o plano A% (ou p*) - B¥ em duas regides dis
tintas. Tomando~se um par de imperfeigdes igual as imperfeicdes
iniciais criticas (istc &, sobre a curva do lugar geométrico),ob
ter-se-a um ponto de bifurcagao ao longo do caminho acoplado de
equilibrio e o caminho pds-bifurcado de equilibrio serd assintd-
tico ao modo critico dominante, conforme ilustra o caminho de e-

quilibrio '1' na Figura IV.13.

Tomando-se um par de imperfeigdes [jﬁo (ou p); Eo_] di

ferente do par critico, o ponto de bifurcacdo &€ destruido e se
o par de imperfeigoes iniciais estiver compreendido entre a cur-
va do lugar geométrico e o eixo das imperfeigoes iniciais na for
ma do modo sim€trico de deformagao, o caminho acoplado de equili
bric sera assintdtico ao caminho perfeito de equilibrio associa-

do ao modo simétrico. Se o par de imperfeigoes iniciais estiver
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|
ot
@ vy=1,0
@ Y-=1,3
0,50} ® Y:=vz=
@ Y=.5
® VY:=20
0
0,267 ¢
0023
o ¢ o'Wt;.lo 0,20 8

FIG. IV-12. LUGAR GEOMETRICO DA IMPERFEIGOES GEOMETRICAS
; CRITICAS INICIAIS, PARA VARIOS vaLBres pE Y=a/b



76

(3 CAMINMO, ACOPLADO DE EQUILIBRIO
/ ASSINTGTICO AO 2¢ MODO

2% CAMINHO

POS- cm‘ncw
N |
* CAMINHO ="

PUS-CRITICO PERFEITO

(D camiNHO OE EQUILiBRIO

P IMPERFEICDES
; CRITICAS INICIAIS

2% mooo

(2) CAMINMO AGOPLADO DE EQUILIBRID
ASSINTGTICO AO 1® MODO

@z 9. DAS IMPERFEIGOES
P CRITICAS INIGIAIS

= {2 MODO

FIS. IV-13. COMPORTAMENTO DOS CAMINHOS ACOPLADOS DE
EQUILIBRIO, COM IMPERFEIQEES INICIAIS EM AMBOS
0S8 MODOS

agora na outra regido, isto &€, entre a curva do lugar geométrico
e 0 eixo das imperfeigdes iniciais na forma do modo antimétrico,
o caminho acoplado de equilibrio serd assintético ao caminho per
feito de equilibrio associado ac modo antimétrico. Estes casos
sdo ilustrados, respectivamente, pelos caminhos de equilibrio 'Z2'

e '3'" na Figura IV.13.

Estes comportamentos obtidos pela sclugdo numeérica das
equagoes ndo-~lineares de equilibrio (TI-52) e (II-53), sdo mos-
trados na Figura IV.1ll4, para o caso de y = 1,5, através das pro-
jegoes dos caminhos acoplados de equilibrio nos respectivos pla-

nos A-A, A-B e A-B.
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FIG. IV-14. CAMINHOS DE EQUILIBRIO PARA PARES DE IMPERFEIGOES
IGUAIS E DIFERENTES A IMPERFEIGAO CRITICA INICIAL
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Para uma mesma curva do lugar geométrico das imperfei-
gbes criticas iniciais, quanto maiores as magnitudes dessas im-
perfeicdes criticas, maior serd a sensibilidade 3 imperfeigdo da
placa retangular; isto & mostrado nas Figuras IV.15, IV.16 e
IV.17. Estas 0ltimas figuras (IV.16 e IV.17) foram obtidas in-
troduzindo-se imperfeicdes adicionais na mesma forma do modo cri-
tico dominante. Neste caso, como comentado anteriormente, o pon
to de bifurcacdo € destruido gerando pontos limites ao longo de
caminhos imperfeitos de equilibrio, conforme mostra a Figura

IV.16.

A Figura IV.17 mostra, através de curvas de sensibilida
de a imperfeicdes, redugdes de carga em relacdo a carga critica,
correspondentes aos pontos limites obtidos com acréscimo de im-
perfeigoes adicionais, respectivamente em relagdo as curvas da
Figura IV.15. Pode-se notar na Figura IV.17 que imperfeigdes a-
dicicnais da ordem de 1,5 B¥ causam redugoes de mais de 50% da
carga de bifurcacao, Kb’ principalmente para casos de grande mag

nitude de imperfeigdes criticas, B

»,
e
E

0"

Deve-~se ressaltar que embora essas cargas de bifurcacgao,
Kb’ sejam bastante superiores a carga critica clissica, IC, a im
portancia destas redugdes de carga podem ser explicadas com © se
guinte raciocinio: placas inicialmente imperfeitas si3o capazes de
suportar cargas, em um regime eldstico, muito superiores a carga
critica cléssica, Kc' Pode-gse supor entdo que, principalmente
no caso de placas constituidas de aco especial (alta resisténcia)

que em certas condigoes essas cargas de bifurcagdo ndac-clidssica,

Ib’ sejam ainda inferiores a carga de colapso ineldstico. Assim
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i - Ab= 0,304 {p*= 0,231)
B8 = 0,05
2- A% = 0,050 ( P*=0,409)
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FIG. IV-1S, CAMINHOS DE EQUILIBRIO DE PARES DE IMPERFEIGOES

CRITICAS, REFERIDAS A0 MESMO LUGAR GEOMETRICO

DAS IMPERFEIGOES GRITICAS INICIAIS.
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Fi16. IV-18. CAMINHOS DE EQUILIBRIO COM IHPERFEIQ(-J'ES,
ADICIONAIS NA MESMA FORMA DO MODO CRITICO

DOMINANTE
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1.5, M =200
A&, (%

100

301

T T
10 20 30 40 50

é;/ Bo (%)

FI1@. IV-17. CURVAS DE SENSIBILIDADE A IMPERFEIGAO

imperfeigdes generalizadas podem reduzir substancialmente a ca-

pacidade portante da placa sendo seu comportamento instavel.
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CAPITULO v

RELEVANCIA DOS RESULTADOS DA ANALISE NO PROJETO

ESTRUTURAL

V.l INTRODUCAOD

A rigidez axial pds-critica inicial de uma placa é apro
Ximadamente a metade do valor pré-critico, como mostra a Figura
V.1; o valor exato dependendo das condigoes de contorno e do ni-

mero de meias-ondas axiais da forma eritica.

Tor Ocr-t
’ s
POS-CRITICA ‘ P
N 1 POS-CRITICO
ll—‘!’"i L\
2
L !
v, .
PRE-CRITICA | -”,,ft,«””"'

) PONTO PRE. ‘.
! cRITIo0 -1~ PRE.CRITICO

] | 1
|
I
|
|

0 T ! T T ——
! £ €

Eer Cor
G. RIGIDEZ AXIAL b. CAMINHOS DE IOUILIIBRIO

FIG. V-1. ESTADOS PRE E PJS- GRITICOS(36)
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Testes em placas sob compressdo axial tem mostrado que
as formas de cndas adotadas na imineéncia da flambagem podem so0-
frer mudangas bruscas quando da passagem para o regime pos-flam-
bagem. A essas mudancas bruscas estao associadas mudangas de
rigidez axial. Sob carregamento crescente acima do valor criti-
co existe, além dessas possiveis mudangas bruscas na forma da on
da longitudinal, uma transformagaoc gradual da forma de onda trans
versal caracterizada por um aumento de amplitude de deslocamento
em torno da regido central. FEste fendmeno, aoc qual esta associa -
do a uma redistribuicdc de tensdes axiais na superficie média,
tem originado o conceito de Llarguta Efetiva que dentro da teoria

geral da estabilidade elastica foli estudado por KOITER (30).

Como visto nos Capitulos anteriores, ¢ fjustamente do es
tude dessas mudancas bruscas de forma & que se ocupa o presente

Itrhabatho.

E bem sabido que a teordia classica da estabilidade -
que ndc inclui na andlise ndo-linear o acoplamento de modos — in
dica que ume placa sob compressao axial em seu proprio plano tem
um comportamento pos-enitico estavel e portanto & considerada co
mo sendo insensivel a imperfeigdes iniciais. Assim, como o com-
portamento da estrutura imperfeita se aproxima daquele da estru-
tura perfeita para valores de carga bem acima do valor critico a
placa apresenta ¢ que se chama de resisténcia extra pds-critica;
disto tem-se tirado partido para se prescrever em diversas nor-
mas de projetos uma tensao limite (ou tensdo média em fungdo da

largura efetiva) em funcac da tensdoc de escoamento do material.
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Mas, o que © presente trabalho pode demonstrar é . que

mesmo para geometrias praticas uma placda s0b compressao axial po

de perder sua estabilidade ainda em regime elfastico para niveis

de tensdes inferiores a tensdo de escoamento e até mesmo inferio

res a tensao limite de projeto prescritas em normas.

A seguir sac feitas comparagoes
sicos, os resultados obtidos no presente

de normas.

V.2 COMPARACAO E ANALISE DOS RESULTADOS

DE TENSOES

Uma avaliacdo da importincia do
com interacac entre modos descrito neste

do estudc comparativo da distribuicao de

entre os resultados clas

trabalho e prescrigoes

PARA DISTRIBUICOES

comportamente nao-linear
trabalho pode ser feita

tensces normals em con-

figuracgtes pds-criticas para os casos classico e nidc classicos.A

Figura V.2 indica as situacdes de equilibrio para os quais sa0

investigadas as distribui¢des de tensoes

normais.

"A escolha destes estados de equilibrio foi feita com o

intudto de demonstrar que uma placa imperfeita pode, s0b o efedl-

to adicional da Linteracao entre modos ocasionados por estas mesmas

impenfedicoes, perden sua estabilidade em

que aconteqga um colapso plastico."

negime elastico antes

As situagoes de equilibrio escolhidas sdo (vide Figura
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. 3 - - - - -
ponto de equilibrio 'l', minimo pos-critico para im

perfeigdo em forma distinta do modo critico dominan

te (secgao TV.2.2);

ponto de equilibrio '2', ponto limite do caminho im

perfeito de equilibrio para imperfeigac em forma dis

tinta do modo critico dominante, considerando imper
- -~ - 3 3 -« .

feigdes adicionais na mesma forma do mode critico do

minante (secgao IV.2.2);

ponto de equilibrio '3',pos-critico perfeito relative ao

minimo pds-critico (ponto '1') para imperfeigoes em
forma distinta do modo critico dominante (secgao

I17.2.2);

ponto de equilibrio '4', minimo pds-critico para im

perfeigdes em ambos os modos criticos, simétrico e

antimétrico (secgdo IV.3);

ponto de bifurcacao '5', ponto limite do caminho im

perfeito de equilibrio para imperfeicoes em ambos o©s
modos critices, congiderando imperfeigoes adicionais
na mesma forma do modo critico dominante (secgao

IV.3);

ponto de equilibric '6', pds-critico perfeito rela-

tivo ao minimc pos-critico (ponto '4') para imper-

fei¢des em ambos os modes critices (secgac III1.2.2).
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A Figura V.2.b apresenta a distribuigdo de tensoes para
estados de equilibrio descritos anteriormente. Verifica-se que
os estados de equilibrio dados pelos pontos '1' e '2', estao as-
sociadas distribuigdes de tensdes que apresentam valores maximos
inferiores ao valor maximo encontrado para o estado pos-critico
perfeito dado pelo ponto '3'. Deve-se notar ainda que as largu-
ras efetivas e consequentemente as tensdes maximas, associadas
aos estados dos pontos 'l' e '2' s3ao respectivamente maiores e

menores do que as correspondentes ao estado do ponto '3'.

0 mesmo padrac de comportamento para distribuicao de
tensoes ocorre para os estados '4' e '5' quando comparados ac es

tado '6', conforme mostra a Figura V.2.

Com o intuito de exemplificar quantitativamente o expos
to acima e ainda com o intuito de chamar a atencao para as dife-
rengas conceituais entre as presentes proposigoes e as prescri-
goes de norma, apresentam-se a seguilr .uma comparacao entre oS
valores tedbricos obtidos com a presente andlise e aqueles obtidws
das normas AISI/80 (33) e AISC/78 (34), relativa a largura efeti

va de pegas enrigecidas.

Critérios para a obtencdo de O max? utilizados nos exem

pPlos gue se seguem,
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(i) Tensdo normal maxima em uma placa isolada

F16. v-3. DISTRIBUIGAO DAS TENSBOES

Apds inumeros testes em placas simplesmente apoiadas,

GERARD (31), propbs a seguinte relagao entre o___ e oy confor-

me mostra a Figura V.3,

0’85
G = 1,42 [E ( £ )1/2} o (V-1)
max b o N

(ii) Largura Efetiva

MAX

FIG. V-4. DISTRIBUIGAO DAS TENSOES
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b o =b_ o (V=2

VON KARMAN (32), propos que as faixas (1/2 bg) fossem  consi
deradas comc uma placa retangular de largura be’ conforme Figu-
ra V.4 e Oy fosse a tensdo critica para a placa simplesmente a-

poiada quando

2
OCR = g = __'H_E_._. { — )2 (V=3)
e Y o o3(1-v?) b

entretanto, a tensdo critica para a placa simplesmente apoiada

de largura b, é dada por

2
G - —E_ (2 -1
= 3(1-v2) b

das equagdes (V-2), (V-3) e (V-4), obtém-se a expressao de O nax

o . = c h o £ yi/2 (V-5)
m b Gy y

onde

il

. - 2
[3(1—\)2)J1/

(iii) Normas de Projeto AISI (33) e AISC (34)

b
=19 Zove |- LR E oy (V-6)
h v b/h v _
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da equag¢ao (V-2)

b :
o = £ g = .9 ¢ Ey1/z2 {? _ 0.415 o E )1/2_10
b y

max Y b/h o b/h o
y y

(V-7)

EXEMPLO 1: Considerando o nivel de carga do minimo pds-critico

relativo ao ponto 1 (vide Figura V.2.a), para

a., caso perfeito: K = 1,128, A = 0 ¢ B = 0,332

(ponto 3]
. b _
6. = 22,059 MPa ey = 2 = 200
y h

Eq.(V—l):cm

—l0,85
5 F
ax - a2 {- L2107 /e 22,059 = 16,67 MPa

200 22,059

It

5
Eq.(V-5):0_ 1,904 —— ( 2X10° y1/2 95 059 = 20,20 MPa
200 22,059

ax

5 ‘ 5 B
Eq-(V"7):0ma - 1,9 ( 2x10 )1/2 [EL_ 0,”15 ( 2x10 )I/ZJ 22,059 -

200 22,059 200 22,059
- 16,01 MPa
b. caso imperfeito: K = 1,128, A = 0,349 e B = 0,050
(ponte 2) Ay = 0,031 e By = 0,001
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Eq.

Eq.

EXEMPLO 2:

Eq.

Eqg.

g = 21,22 MPa e
y

(V=1): o
max

(V-5): O ax

11

(V=-7): O ax

1,42

91

b= 2= 200
h

2x10°

1 ¢
200

21,22

- 0385
y1/2 | 21,22 = 16,30 MPa

5
1,924 —— ( 2207 y1/2 97 92 = 19,82 MPa

200

200

1,9 2x10° )1/2[%_

21,22

= 15,

21,22

63 MPa

0,415  2x10° 412

200

21,22

21,22=

- . - - 3
Considerande o nivel de carga do minimo pés-critico

relative ao ponto 4 (vide Figura V.2.a), para:

caso perfeito:

(ponto 6)
g = 27
Y
(V-1): ¢ =
max
(V-5): g =
max
L(V=-7) Umax =

K =1,253, A =0c¢e¢
b
,931 e L= -—=
h
5
1,42 1 ( 2x10
200 27,931
5
1,921 1 ( 2%10
200 27,931
1,9 ( 2x10°  yi/24.
200 27,931
18,51 MPa

—40_85
1/2 >
) J

Y1/2 27 931 = 22,735 MPa

0,415

B = 0,656

2x10°

200

(

27,931

27,931 = 19,09 MPa

Y1/2127.931 =
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b. caso imperfeito: X = 1,253, A = 0,854 e B = 0,298

(ponto 5) A, = 0,304 e By = 0,068

5. = 25,858 MPa e u = 2 = 200
Y h

1 _2x10° yi/»
200 25,858

Eq.(V-1): o __ = 1,42 25,858 = 18,26 MPa

1 ( 2x10°5
200 25,858

Eq.(V-5): o

y1/2 25 858 = 21,87 MPa
max

1,924

5 5
1,9 ( 2x10 )1/2 1~ 0,415 ( 2x10 )1/2 25,858=
200 25,858 _ 200 25,858

Eqg.(V=-7): O ax

= 17:66 MPa

Nos exemplos apresentados foram utilizados para calcu-

lo (no caso de placas imperfeitas) os pontos limites '2' e 'S5
. - . - [] - - .

que embora associados a cargas ldenticas aquelas dos minimos
pos-criticos (vide Tigura V.2.a) ocorrem para deslocamentos bas
tante inferiores aqueles dos pontos 'l' e '4', respectivamente.
Isto fortalece a presente previsdo tedrica da:rinstabilidade e-
lastica antes do colapso plastico, jd que os deslocamentos en-

volvidos ocasionam somente pequenas deformagoes.

Em resumo, a presente proposigdo seria a aplicagdc nao
do conceito de tens3o admissivel largamente utilizado nas nor-
mas, mas sim de instabilidade elastica e tensoes associladas, fa
cilmente estimadas em calculadoras eletronicas portateis (no ca

so utilizou-se HP-41C) conforme programa apresentado em anexo.
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CAPITULO VI

CONCLUSOES

0 comportamento ndec-linear elastico de placas esbeltas
sob os efeitos das imperfeigoes iniciais e acoplamento de modos €

analisade no presente trabalho.

Através dessa analise sdc detectados pontos de bifurca-
cdc secundaria ao lengo do caminho fundamental imperfeito de e-

quilibrio que podem ser de cardter estivel ou instavel.

A andlise qualitativa e quantitativa e todos esses re-
sultados vem demonstrar que mesme para geometrias praticas uma
placa (isolada ou componente de estrutura laminar associada) sob
compressao axial, pode perder sua estabilidade ainda em regime

eldstico e portanto antes da ccorrencia de colapso plastico.

Em resumo, o presente trabalho propoe a aplicagao da in
vestigagdo da instabilidade eldstica sendo, consequentemente,con
traria a simples aplicacgdo do conceito de tensdo admissivel (ba-
seada na garantia de um comportamento poés-critico estavel da teo
ria classica) largamente utilizada como prescrigdes nas normas de

projeto.
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NOMENCLATURA

comprimento da placa

amplitude de deslocamento na forma simétrica

amplitude de deslocamento inicial na forma simétrica
parametro das amplitudes e imperfeigoes iniciais na for-
ma simétrica

valor do parimetro de deslocamento no pontc de bifurcagao

secundaria

parametro de deslocamento no ponto de bifurcagdao ao longo

do caminho imperfeito de equilibrio

pardametro de imperfeicdo critica inicial

largura da placa

amplitude de deslocamento na forma antimeétrica

amplitude de deslocamento inicial na forma antimétrica
parametro das amplitudes e imperfeigdes iniciais na for-

ma antimetrica

parametro de deslocamento no ponto de bifurcacgdo secunda-
ria

parametro de deslocamentc no ponto de bifurcagdao ao longo
do caminho imperfeito de equilibrio

parametro de imperfeigdo critica inicial

dx,dy,dz diferencial em relagao a x,y,z

D

rigidez de flexdao da placa
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E modulo de elasticidade longitudinal

E,,E2,E3,E,4 ,E5 constantes das equagdes algébricas nao-lineares

G,,6, constantes da parcela quartica da variagao total da ener-

gia potencial total

h espessura da placa

H,,H; ,H;,H, constantes das equagles algébricas nao-lineares

J constante auxiliar

K rigidez de membrana da placa

m numero de meias-ondas senoidais na forma antimétrica
n numero de meias-ondas senoidais na forma simétrica
n' componente linear da carga externa aplicada

nll

componente quadrdtica da carga externa aplicada
Nx’Ny’ny cargas externas uniformemente distribuidas aplicadas

no plano médio da placa

Ni, Ni, Niy componente fundamental da carga externa aplicada
D pressdo lateral aplicada sobre a superficie da placa
D parametro de pressidoc lateral aplicada

¢ parametro de pressdaoc lateral critica

u, EI campo de deslocamentos fundamental e incremental

u, v, W deslocamentos nas diregoes dos eixos X,y,z
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u energia de deformagio elastica

Uy energia de deformagdo elastica de membrana
Up energia de deformacio elastica de flexaoc

v energia potencial total

AV variagao total da energia potencial total

V,,Vy,V3,Vy parcelas da variagdo total de energia potencial, resg

pectivamente, linear, quadrdtica, clUbica e quartica

X,V 42 coordenadas do sistema cartesianc de eixos

Wi deslocamento total normal i superficie média da placa

W deslocamento inicial normal 3 superficie média da placa

Wo deslocamento inicial equivalente normal a superficie média
da placa

WEXT trabalho realizado pelas cargas externas aplicadas

o, B constantes auxiliares
Y razao entre os lados da placa (a/b)
ny’sz’sz deformagoes especificas de cisalhamento em coorde-

nadas cartesianas

ny’sz’sz deformagoes de cisalhamento em um ponte qualquer da
placa
r F F defor o especificas d isalh t tad
ny’sz’sz eformagoes pecificas de cisalhamento no estado
fundamental
oy vT deformacs {ficas de cisalhament tad
ny’sz’sz eformacoes egpeclficas de cisalhamento no estado

ineremental
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?xy’ ?xz’ qyz deformagdes especificas de cisalhamento incluin-
do imperfeigoes iniciais
v! ! ! componentes lineares das deformagdes especificas
sy > Yz Yy D S p
de cisalhamento
Y;y’Y;z’Y;z componentes quadrdticas das deformagdes especifi-
cas de cisalhamento
8 variacao das parcelas da variagdo total da energia poten-
cial
€ tensor de deformacoes em coordenadas cartesianas
ex,ey,ez deformagdes especificas normal em coordenadas cartesi-
anas
EX’Ey’Ez deformagtes normal em um ponto qualguer da placa
F F F ~ P
EX’Ey’EZ deformacoes especificas normal no estado fundamental
I I I ~ . . . . .~
ex,ey,ez deformacoes especificas normal incluindo imperfeilcoes
iniciais
E;’€§’Eé componentes lineares das deformagdes especificas normal
eg,eg,e; componentes quadraticas das deformagdes especificas
normal
A carga total aplicada na placa
Iy parametro de carga total aplicada
A carga critica total
Kc parametro de carga critica
A, pardmetro de carga critica minima

min
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A parametro de carga critica relativa ac modo simétrico

parametroc de carga critica relativa do modo antimetrico

Ab pardmetro de carga critica no ponto de bifurcacao ac longo

do caminho perfeito de equilibrio

ﬁb parametro de carga critica no ponto de bifurcagaoc ao longo
do caminho imperfeitc de equilibrio

u razao entre a largura e a espessura da placa

v coeficiente de Poisson

ox,oy,az tensdo normal em coordenadas cartesianas

Ex’gy’gz tensdes normal em um ponto qualquer da placa

T tensor de tensdes em coordenadas cartesianas

T

T T tensoes de cisalhamento em coordenadas carteslianas
xy? ' xz? yz

Txy,TXZ,Tyz tensoes de cisalhamente em um ponte gqualquer da

placa

¢ fungac de tensao de Airy

¢h,¢P solugdes homogeneas e particular da funcdc de tensac de

Airy, respectivamente

xx,xy,xxy mudangas de curvatura da superficie média da placa

em coordenadas cartesianas
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xi,xi,xiy mudangas de curvatura da superficie média da pla-
ca no estado fundamental
LTt ~ ficie média da pla-
Xy 2 Xy s Xy mudangas de curvatura da superficie media da pla
ca no estado incremental
x%,x&,x%y componentes lineares das mudancgas de curvatura da
superficie média da placa
ix’iy’ﬁxy mudancas de curvatura da superficie meédia da pla-
ca incluinde imperfeigoes iniciais
Q energia potencial das cargas externas aplicadas
. 810 a'-l 84
vt operador bi-harmonico ( + 2 + )
ax* dx?ay? Ay
0OBS.: os simbolos seguidos de ',' e das coordenadas dc sistema

cartesianas, representam as respectivas derivadas parciais.
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