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A modelagdo numérica de escoamentos em rios e canais ¢ um assunto de grande
interesse em todo o mundo e vem se desenvolvendo rapidamente ao longo dos anos. Os
métodos numéricos tradicionalmente usados sdo o método das diferengas finitas(MDF) e o

método dos elementos finitos(MEF).

Nesta tese € proposto um modelo para rede de canais utilizando para a discretizagio
espacial um método recente chamado método do elemento mével(MEM). Para a discretizagiio
temporal € utilizado o método do fatoramento implicito em conjunto com o método das
substitmgdes sucessivas, onde € feito um desacoplamento do calculo das varidveis mediante
explicitagdo da velocidade na equagio da quantidade de movimento e posterior substitugiio na
equagdo da continuidade que passa a ter somente a elevagdo como incognita. A velocidade &
calculada através de substituigdes sucessivas dos valores de elevagio na equagio da

quantidade de movimento.

A robustez do modelo € testada em um caso que possui solugdio analitica, Em seguida
¢ feita uma simulagdo de propagagio de maré¢ em um canal ¢ os resultados s¥o comparados
com os de um modelo de difereﬁgas finitas. Por iiltimo o modelo ¢ aplicade no esturio do
Canal do Cunha e os resultados sdo comparados com os de um modelo bidimensional de

elementos finitos.
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The numerical modeling of rivers and channels is an important subject in hydraulics
and has been developing quite fast in the past decade. The two most common numerical
methods used are the Finite Difference Method (MDF) and the Finite Element Method

(MEF).

This thesis presents the development of a 1D model for a channel networks using for
spatial discretization a new numerical method called Moving Element Method (MEM). For
time discretization the model uses the implicit factorization with the successive substituion

method, wich uncouples the calculation of the variables.

The robustness of the proposed method is veryfied by comparing its results with the
exact analytical solution available for the case of propagation of a tidal wave with small
amplitude in a frictionless channel. Then, the model is applied to simulate the propagation of
tidal wave in a channel and the results are compared with the results of a 1D tested model,
using Finite Difference Method. Finally, the model is applied to Canal do Cunha estuary and

the results are compared with the results of a 2D tested model, using Finite Element Method.
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1. Introducao

Pode-se dizer que o estudo sobre os fluidos, em especial a d4gua, vem de longa data.
Dois séculos antes do nascimento de Cristo, o matematico grego Archimedes ja tinha
desenvolvido o principio dos corpos imersos e estabelecido o conceito da forga de empuxo.
Os romanos, nesta mesma época, demonstravam conhecimento acerca do escoamento dos

fluidos em condutos através de seu complexo sistema de abastecimento d’agua.

Porém, desde o nascimento de Cristo até o fim da Idade Média quase nada foi
desenvolvido nesta area. Em pleno Renascimento, entretanto, Leonardo da Vinci deduz o
principio de conservagio de massa para o escoamento unidimensional de fluidos

incompressiveis.

Mais tarde, em meados do século XVII, Evangelista Torricelli publica seu teorema
acerca do escoamento em orificio, que na época foi tratado como tendo pouco uso pratico.
Sabe-se que a historia desmentiu este pensamento, € hoje em dia um grande namero de

problemas em engenharia ¢ solucionado através deste teorema.

Em 1687, Newton publica “Principia” onde € mostrado o comportamento dos fluidos
viscosos. Foi demonstrado que a tensdo originada pelo escoamento do fluido € proporcional
ao gradiente do campo de velocidades. Em sua homenagem, os fluidos que possuem esta

caracteristica, € a agua ¢ um deles, sdo chamados de fluidos newtonianos.

Nesta mesma época, Newton desenvolveu o calculo diferencial, uma ferramenta

matematica que ajudou muito outros pesquisadores no desenvolvimento desta area.

Ja no século XVIII, Bemoulli demonstrou que a aceleracdo em fluidos ideais era
proporcional ao gradiente de press@o. Em seguida, Euler desenvolveu uma equacio
matematica para escoamento permanente de um fluido ideal, que hoje em dia € chamada de

Equaggo de Bernoull:.



Mais tarde vieram outros como Lagrange, Laplace e Gerstner que deram suas
contribuigdes para o campo da hidrodindmica. D’Alembert publicou em 1752 seu famoso
paradoxo mostrando que um corpo quando imerso em um escoamento de um fluido ideal ndo

apresentava nenhuma forga de arrasto.

Este paradoxo demonstrado por Dalembert causou uma divisdo no estudo do
escoamento dos fluidos. Uma primeira parte, chamada de hidrodindmica, que se baseou na
teorta do fluido ideal, € uma outra parte, denominada de hidraulica que abandonou toda a

teoria e partiu para estudos expenmentais.

Na primeira metade do século XIX varios autores adicionaram a equagio de Euler um
termo que representa a resisténcia ao escoamento, dentre eles pode-se citar Navier em 1827,
Cauchi em 1828, Poisson em 1829, St. Venant em 1843 e Stokes em 1845. Stokes foi o
primeiro a usar o coeficiente de viscosidade, e hoje em dia estas equagdes sdo chamadas de

Equagdes de Navier-Stokes.

Estas equagdes somadas a equagio que traduz a condigdo de incompressibildade do
fluido formam o modelo matematico que representa o escoamento dos fluidos. Porém as
equagdes de Navier-Stokes, também chamadas de equagdes da quantidade de movimento, ja
que traduzem a 2" lei de Newton, s3o equagdes diferenciais parciais de segunda ordem, e com
a excegdo de alguns casos simples, ndo possuem solugdo analitica conhecida. Durante varios
anos, um grande numero de pesquisadors se dedicaram aos estudos destas equagdes, porém,
segundo White(1974), apenas 70 solugdes, desenvolvidas para casos particulares, tinham sido

encontradas.

Com o desenvolvimento extraordinario da informatica nos {ltimos trinta anos, um
vasto campo de pesquisas se abriu nos estudos de escoamento dos fluidos, o da modelagéioo

numeérica.

Os métodos numértcos procuram transformar estas equagdes complexas que traduzem
o fenébmeno do escoamento num meio continuo, em equagdes algébricas simples através da
discretizagdo do meio. A maneira com sdo feitas estas discretizagSes varia de método para

método.



Os métodos numéricos mais usados na hidraulica sio o método das diferengas finitas,
onde o dominio do problema ¢ dividido em uma série de pontos € a relagdo dos valores das
varidveis nestes pontos ¢ dada por uma expansio em série de Taylor truncada, e 0 método dos
clementos finitos, onde o dominio ¢ dividido em elementos e sdo usadas funcdes de

interpolagdo para a aproximagio geométrica e das fungdes.

Esta tese procura dar uma contribuigdo ao constante e rdpido desenvolvimento dos
métodos numéricos aplicados & hidraulica de canais. E proposto um modele unidimensional
para rede de canais com um esquema numérico desacoplado, onde o calculo das varidveis ¢
feito separadamente, primeiro calculando-se as elevagdes através da equagiio da continuidade
med:ante resolugdo de um sistema de equagdes, para em seguida calcular as velocidades
diretamente através de substitui¢des sucessivas da variavel elevagdo na equagio da quantidade
de movimento. Para a discretizagdo espacial ¢ empregado um recente método proposto por
Rosman em 1994 denominado método do elemento mével, e para a discretizagio temporal &

utilizado o método do fatoramento implicito,

O trabalho desenvolvido ¢ apresentado em etapas, no capitulo 2 ¢ feito o
desenvolvimento do modelo matemdtico para escoamento unidimensional partindo da
formulagdo tridimensional, no capitulo 3 ¢ apresentado o modelo numérico proposto, no
capitulo 4 sdo feitos os testes com o modelo e sio apresentados os resultados, e finalmente, no
capitulo 5, sdo apresentadas as conclusdes do trabalho e sdo feitas algumas recomendacdes

para pesquisas futuras.



2. Equagoes Governantes

A modelagdo matematica ¢ uma primeira tradugo do fendmeno real para a linguagem
matematica. Ela representa um fendmeno fisico complexo, com inumeras variaveis
interdependentes, através de um modelo formado por um conjunto de equagdes governantes

com um numero restrito de variaveis.

No desenvolvimento da modelagem matematica é preciso conhecer o fendmeno a ser
modelado, identificar quais sdo os agentes intervenientes, perceber a maneira pela qual estes
agentes influenciam o fenémeno, para que se possa adotar um modelo compativel com os
tipos de problemas que se deseja resolver, sem incorrer no erro de desprezar algum fator

importante, ou de considera-lo quando pode ser desprezado.

Neste capitulo € mostrado o desevolvimento do modelo matematico para escoamentos
unidimensionais. Primeiramente ¢ desenvolvido o modelo tridimensional para 4guas rasas,
depois as equagdes deste modelo sdo integradas ao longo da segio transversal do escoamento

para dar origem ao modelo unidimensional.

Para comegar a estudar o movimento do fluido € preciso, primeiramente, definir uma
maneira de descrevé-lo. A descrigdo das grandezas relativas a0 movimento dos fluidos pode
ser abordada mediante duas Oticas distintas, a euleriana e a lagrangeana. A descrigdo
lagrangeana procura determinar a trajetoria de uma particula infinitesimal ao longo do
escoamento, enquanto a descrigdo euleriana determina as caracteristicas do escoamento, ao

longo do tempo, para uma dada posi¢do de observagio.

Nesta tese, como na maioria dos trabalhos acerca da mecinica dos flmdos, sera
uttlizada a descrigio euleriana porque requer um tratamento matematico mais simples, além
de se adequar melhor aos problemas de engenharia hidraulica, j4 que fornece as caracteristicas

do escoamento nos pontos de interesse.

Desta forma, uma grandeza qualquer do escoamento representada pela variavel P, serd
descrita em cada ponto como uma fungio do tempo, podendo ser representada da seguinte

maneira:



P = flxy.zt)

Além disso, todo o equacionamento do escoamento do fluido assume o meio como
sendo continuo, ou seja, ndo sdo descritos os fendmenos que acontecem nas escalas
moleculares, e mais ainda, considera-se que as propriedades do fluide possuem uma variacdo
continua, permitindo que uma determinada grandeza no ponto x possa ser relacionada com ela
mesma no ponto x+Ax através de expansio em série de Taylor, desprezando-se os termos de

ordem superior,

Plx+Ax, )= P(x, )+ Z—PAx
X

ou sgja, assume-se que as escalas espaciais sejam suficientemente pequenas para que se possa

adotar uma aproximag#o linear das grandezas.

Apos apresentado como € feita a descrigdo do escoamento, serdo apresentadas, a
seguir, as equagdes governantes do escoamento de corpos d'agua de uma forma mais geral,
abrangendo as trés dimensdes, e em seguida serdio apresentadas as equagdes quc regem o

escoamento untdimensional.

O equacionamento do escoamento se da através da condigiio de incompressibilidade

do fluido e da aplicagdo do principio da conservago da quantidade de movimento.

2.1 Condigao de Incompressibilidade

De uma maneira geral, a massa de uma particula de um determinado fluido pode
mudar tanto por variagdes em sua massa especifica quanto em seu volume. Porém, verifica-se
que em escoamentos naturais onde as velocidades sdo baixas, o volume praticamente ndo

sofre variagdes devido & pressdo. Portanto diz-se que estes escoamentos s3o incompressiveis.



A condigdo de incompressibilidade ¢ expressa matematicamente pela equagdo da
continuidade, ¢ significa dizer que o divergente de velocidades é nulo, ou seja, independente

do campo de velocidades, o volume de um conjunto de particulas continua constante.

=0 (2.1)

Rosman(1997) chama atengdo para o fato de que ¢ comum colocar a
incompressibilidade como uma consequéncia da conservagio de massa, o que & incorreto. Na
verdade, a massa especifica da 4gua pode variar com a temperatura e com as concentragdes
das substancias nela encontradas mesmo que o fluido seja incompressivel, como no caso dos
estudrios. Para que a massa especifica seja constante € necessirio que o fluido seja

homogéneo ¢ que o escoamento s¢ja incompressivel.

2.2 Principio da Conservagdo da Quantidade de Movimento
O principio da conservagdo da quantidade de movimento é regido pela 2* Lei de

Newton, ou seja, o somatorio da forgas externas aplicadas a um corpo ¢ igual a taxa de

variagfo de sua quantidade de movimento no tempo.

Z -'m _ Dmv (2-2)

As forcas externas aplicadas ao fluido podem ser de dois tipos, as de contato ou de
superficie que atuam diretamente sobre um corpo, tais como: pressio ¢ atrito, e as de campo

que s#o induzidas por um campo qualquer, como campo gravitacional, coriolis € etc.

Considerando um volume de controle, cujas dimensdes sejam suficientemente
pequenas de modo que seja valido adotar uma variagdo linear, pode-se visualizar as forgas de

contato, na dire¢do x, atuando em cada uma das faces(Figura 2.1).
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Figura 2.1: Forgas de contato na dire¢do x

Fazendo o somatorio das for¢as externas na dire¢do x, teremos:

oo ot o,
D F. = AxAYAz + —2= AxAyAz + —= AxAyAz + a_pAxAyAz (2.3)
ax ay aZ — ——
— v +  resultanledas forgas
resuitan fe das forcasde contato decampo

onde oy € a tensdo normal, t; € a tensdio tangencial na diregdo J, aplicada a uma superficie

perpendicular a diregfio 7, e a., ¢ a acelera¢do de campo na diregdo x.

Porém a tensdo normal € igual a o, = p—7_, onde p ¢ a pressdo. Substituindo esta

expressdo na equagio(2.3):

F ot
Z = _—a—p+&”+ ""'+at""+aap 2.4)
AxAyAz ax ox oy z

expandindo esta expressdo para as diregdes y € = , teremos:



=—-—+ +—+ +a,p 2.5)

=ty m B T2 g b (2.6)

reescrevendo em notagiio indicial, onde indices repetidos num mesmo termo indica um

somatorio, tem-se:

F, ot
LE L TP @7
AxAyAz ox, Ox,

r
Repare que at€ aqut, ja sdo 16 o niimero de incdgnitas para apenas quatro equagdes.
Portanto o modelo néo esta fechado, ou seja, o numero de incégnitas ndo ¢é gual ao numero de

equacdes.

Pode-se demonstrar, através do balango da quantidade de movimento angular, que

7, = 7, diminuindo assim de nove para seis as componentes independentes das tensdes de

superficie, conhecidas como componentes de Lamé.

Além disso, estas tensdes de superficie podem ser modeladas em fungiio de gradientes

do campo de velocidades, através da experiéncia de Newton, onde tem-se a seguinte relagio:

P
T, = o s (2.8)
ax; ox,

sendo p € a viscosidade dindmica.

|
Deste modo, conseguiu-se reduzir para sete o niimero de incognitas, quais sejam:

* as velocidades », v, w;



® apressiop; e,

* as aceleragbes de campo dey, Aoy ez

porém tem-se apenas 4 equagdes, a equagio da continuidade e trés equagdes da quantidade de

movimento, uma para cada dire¢io. Falta ainda definir as aceleragdes de campo.

Campo Gravitacional

Neste caso, considerando o eixo OZ, a aceleragio na diregdo z serd, em modulo, igual

a aceleragfio da gravidade.

4 =—g (2.9)

Aceleracdo de Coriolis

A formulagdio das equagdes do movimento dos fluidos considera um referencial
inercial. Dependendo das dimensdes do problema, os efeitos da rotagdo da Terra podem ter
influéncia sobre o escoamento, sendo assim devem ser levados em consideragio na

modelagiio matematica.

Embora a aceleragio de Coriolis seja decorrente de esforgos inerciais, ¢ tratada na

modelagio como aceleragdo de campo, respeitando-se as seguintes relagdes:

a_, = 2Qsentv (2.10)

a,, = ~2Qsendu (2.11)

onde Q € a velocidade angular da Terra e 6 o dngulo de latitude.



Uma vez definidas as forgas atuantes no meio fluido, resta descrever a derivada total
no tempo do termo da quantidade de movimento, para que se possa complementar o

equacionamento da segunda lei de Newton.
Fazendo a derivada no tempo na diregdo x, teremos:

Dpu Du Dp
=p—tUu—
Dt Dt Dt

Pode-se finalmente escrever, em nota¢fio indicial, a equagio da quantidade de

movimento:

Du. Dp op 01,
—t by —=-T+—Lta p(l-5_,)-gpd, 2.12
p Dt ul Df ax- ax- r:lp( 13) g i3 ( )

! J

onde &; € o delta de Kronecker,que vale 1 para i=j e 0 para i#/, a; é a aceleragio de Coriolis e

p € a pressio.

2.3 Algumas Simplificagdes
2.3.1 Aproximacdo de Boussinesqg
Boussinesq percebeu que o termo que representa a variagio da massa especifica do

fluido no tempo era muito menor que o termo que representa a variagiio da velocidade no

tempo. Sendo assim, este termo passa a ser desprezado na modelagem.

Du . Dp
_— u _
P Dt » Dt

Além disso, em corpos d'agua rasos, os gradientes de densidade sdo tipicamente da

ordem de um para mil, portanto a substitui¢gdo de um valor real p(x;7) por um valor de

referéncia p, ndo causa nenhum problema, com excegdo do termo de gravidade. Segundo
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Csanady(1982), embora os gradientes de densidade sejam pequenos muitas vezes ndo sdo

despreziveis.

Sendo assim, pode-se reescrever a equagio da quantidade de movimento da seguinte

forma:

. _ o,
Oy O 1P 1T (1-5,)-g25, (2.13)

ot jéz_ Po Ox; Py Ox; Po

2.3.2 Promediacao das Equagoes

Na natureza, e mais precisamente no dmbito de interesse da engenharia hidraulica, os
escoamentos quase sempre sdo turbulentos, vide Eiger(1989), White(1974). E neste ponto que
depara-se com o problema da escala de interesse. Para utilizarmos a equagdo da quantidade de
movimento de maneira consistente, teriamos que trabalhar em uma escala onde as tensdes
viscosas tenham significado fisico. Para que se consiga isto na pratica, teriamos que utilizar
discretizagdes temporais ¢ espaciais muito pequenas, fazendo com que o nilmero de equagdes

a serem resolvidas seja muito grande, tornando o problema transcomputacional.

Imaginando que ndo houvesse nenhuma limitagdo no campo computacional, ainda
assim seria dificil o emprego das equagdes como apresentadas, pois o modelo teria que ser
alimentado com informagées de campo, ¢ para isto, seria necessaria a realizagio de medigdes

em escalas espaciais e temporais muito pequenas, inviavel na pratica,

Sendo assim, ha a necessidade de se fazer alguma mudanga nas equagdes de modo que

se possa utiliza-las na resolugdo dos problemas de engenharia.

O interesse da modelagdo ¢ conseguir descrever as caracteristicas gerais dos
escoamentos turbulentos, ndo se preocupando com as oscilagdes de pequena escala. A solugio
entdo € separar uma variavel em uma parte "média" ou de grande escala, € uma parte que
“flutua” ou de pequena escala onde apenas seus efeitos gerais serdo modelados, vide
Rosman(1989). Considerando P uma varidvel qualquer do escoamento, podemos separa-fa da

seguinte maneira;

11



P=P+p

Substituindo cada variavel nas equacgdes do escoamento por uma expressdo do tipo da

anterior, tem-se um conjunto de equagdes de valores médios acrescidos de termos de pequena

escala.

Esta separagfo, proposta por Reynolds em 1895, define a parte média como sendo o

resultado da seguinte promediagio:

=+T/2

P(x,)= ;i_rg% [ Plst (2.14)

t-T12

onde T ¢ o periodo de tempo do escoamento médio. A partir da promediagdo acima, sdo

validos os chamados postulados de Reynolds:

|

=P p'=0 Pp =0

E importante observar que esta promediagio gera varidveis que sdo independentes do
tempo. Para a engenharia hidraulica, na maioria dos problemas encontrados, ndo se pode

desprezar os termos dependentes do tempo, portanto esta promediagdo ndo deve ser utilizada.

A solu¢io encontrada ¢ modificar a promediagdo apresentada anteriormente,
utilizando uma média temporal relaxada, onde o periodo 7 é suficientemente grande para
filtrar as flutuagdes de pequena escala, e suficientemente pequeno de modo que o modelo

possa "enxergar” os fendmenos de grande escala que se desejam modelar(Rosman,1989).

A promediagdo, neste caso, ¢ feita da seguinte maneira:

+T 12

F(x,.,t)=% J'P(x,,r')jz' (2.15)

=772

12



Faremos uma simplificagdo admitindo que ainda sdo validos os postulados de
Reynolds. Néo convém neste trabalho discutir as limitagdes teéricas desta simplificagdio.
Discussdes mais detathadas podem ser encontradas em Rosman (1987), Rosman (1989) e
Eiger (1989).

Sendo assim, separando as varidveis e aplicando a promediagdo na equagio da

continuidade, tem-se:

%% _p 2.16
o (2.16)
Para a equacgfo da quantidade de movimento, tem-se:
u, . T, - ou', u',
o, +17j%=—i@+iat’ +aa-(1—6,.3)—g£5,.3 -t (2.17
ot Ox; Po Ox; Py Ox, Py Ox;

onde o ultimo termo, que representa correlagBes entre velocidades de pequena escala, &
denominado de tensdes turbulentas ou tensdes de Reynolds. Estas tensdes nfio possuem
relagdes matematicas, € por isso precisam ser modeladas através das variaveis de grande

escala.

=

Ty = P, (2.18)

Para a modelagdo das tensdes turbulentas ¢ feito um paralelismo com o modelo
newtoniano para as tensdes viscosas, onde ¢ apresentado o conceito da viscosidade turbulenta.
Deste modo, ¢ como se as tensdes totais de superficie aplicadas ao sistema fossem compostas

por uma parte laminar, regida pela eq(2.8), mais uma parte turbulenta.

-7 ou  Ou.
= pO':KE[5i+ aTH @19)

A i
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onde Kj; € o coeficiente de viscosidade turbulenta

A modelagdo da turbuléncia é um campo vastissimo para a pesquisa, € discussdes
mais detalhadas podem ser encontradas em Rosman(1987), Rosman(1989), Eiger(1989) e
Araujo(1993).

Portanto, a ¢quagdo promediada da quantidade de movimento é apresentada da

seguinte forma:

= 7 ot _:: .
%+Ej%=——1—@+i ¥ +at" +ac,-(1—8‘,3)—g£8i3 (2.20)
af ax‘ po ax,. po axj ax 0

J

sendo que os termos de tensdes viscosas geralmente sdo desprezados por serem bem menores

que as tensdes turbulentas.
2.3.3 Aproximacgio hidrostatica

Normalmente, em escoamento de corpos d'dgua rasos, as velocidades ¢ as tensdes
turbulentas verticais sdo baixissimas se comparadas com as horizontais. Como exemplo,
podemos analisar o caso do escoamento em um estudrio, onde o nivel d'agua varia um metro
num ciclo de maré, enquanto o deslocamento de uma particula ao longo do estudrio pode
atingir at¢ 10 km no mesmo periodo, ou seja, as velocidades horizontais, neste caso, so

quatro ordens de grandeza maiores que as verticais.

1 10000

5 0

sendo w a velocidade vertical, u a velocidade horizontal, ¢ 7 o periodo da onda de maré.

w

i
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A partir desta constatagdo, desprezando-se as velocidades e as tensdes turbulentas
verticais na equagfo dindmica na diregio z, o que significa dizer que as pressdes dinimicas

sdo desprezadas, obtém-se a seguinte condigio:

1P, .0y @21)
Py Oz Po

&

L 2.22)

Integrando a expressdo(2.22) ao longo da profundidade desde o ponto z qualquer até a

superficie livre £(x,y,t),(Figura 2.2), e considerando o fluido homogéneo, tem-se:
P = Pum +P8(C~2) (2.23)

onde P,y € a pressdo atmosférica.

/ superficie livre

z=E(x.y.b)
= I/ 4 /_ NR
z
X
h =(h+{)
* P(z)
fundo
| f z=-h(x,y.1) f

Figura 2.2: Esquema de corpos d'dgua rasos, onde NR representa um plano de referéncia, £ a

cota do nivel d'agua, d a ldmina d'agua, ¢ A a profundidade em relagio ao nivel de referéncia.

15



Dernivando a expressdo(2.23) no espago, ¢ considerando que ndo ha variagio da

pressdo atmosférica, obtém-se os gradientes de pressdo devido ao desnivel da linha d'agua:

dp e

@_ %5 2.24
o bE ox ( )
o _ & 2.25
Y pg > (2.25)

Substituindo os termos das derivadas de pressdo nas equagdes da quantidade de

movimento nas diregdes x € y, tem-se:

3 M —_— _. - T _. T —
6ui+a_ 6ui+w6ul :_g%+_];6? y+iat=3 L. (2.26)
a 7’ ox, oz dx, p, &x, p, O

sendo que, neste caso, como a equagio da quantidade de movimento na diregdo z foi embutida
nas equacgdes das diregbes x e y através do termo de pressdo, entdio /i € j assumem apenas

valoresde 1 a 2.

O modelo matematico para o escoamento tridimensional em aguas rasas ¢ formado

pelas equagdes (2.16) ¢ (2.26).

De agora em diante ndo serd mais utilizada a barra sobre a variavel, fica subentendido

que se trata de equagdes médias ou de larga escala.

2.4 Caso Unidimensional
Os modelos completos, ou seja, aqueles que representam os processos envolvidos no

escoamento nas trés dimensdes, sio muito complexos pois envolvem um grande nimero de

equacdes a serem resolvidas, além da necessidade de um grande numero de informagdes que

16



possam definir de maneira consistente as condigdes de contorno do problema, dificultando

assim, aplicagdes na engenharia.

Diante disto, foram desenvolvidos modelos mais simples, com nimero de dimensdes
reduzido, de modo que o nimero de equagdes a serem resolvidas fossem menores. Estes
modelos sdo derivados a partir da formulagio tridimensional, fazendo-se a promediagio em
uma determinada direcdo, x, y, ou z, ou até mesmo em duas diregdes, de modo que o problema

seja tratado de mangira bi ou unidimensional.

No caso de escoamentos em rios e canais, as escalas longitudinais do problema sdo
muito maiores que as escalas transversais, logo estes corpos d'4gua podem ser bem
representados por um meodelo unidimensional, onde determina-se apenas as caracteristicas
médias do escoamento nas segdes transversais previamente escolhidas ao longo do eixo

longitudinal.

O escoamento unidimensional € regido pelas equagdes de Saint-Venant, que foram
deduzidas a partir da integracio, ao longo da se¢fo transversal, das equagdes da continuidade
e da quantidade de movimento. A seguir, apresenta-se a dedugiio das equagbes de Saint-
Venant. Primeiramente sera feita a integragfio na verical, para depois integra-las lateralmente,

ou seja, ao longo da largura do canal.
2.4.1 Integracao na Vertical da Equagédo da Quantidade de Movimento

Como o objetivo ¢ obter as equagdes do escoamento unidimensional, o termo da
aceleragdio de Coriolis pode ser desprezado, ja que sua influéncia é insignificante no

escoamento de canais. Portanto, reescrevendo a equagdo da quantidade de movimento,tem-se:

ou,

I

u —— ————
o ox; 0z ax, pyox, p, Oz

; . ot _
au‘_,.wai-_—_ %_’_ 1 U_‘_i_ah

Antes de sc fazer a integragdo, ¢ necessario introduzir algumas definicdes relativas as

variaveis integradas na vertical. A velocidade média na vertical sera representada pela

variavel u; que ¢ determinada a partir da integragfo de »; ao longo da profundidade:

17
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- 1
uy = Coh —J;u,. (x,y, z,t )z (2.27)

A profundidade total d € obtida pela seguinte expresso:

d(x, y,1)= h(x, y)+ ¢lx. y.1) (2.28)

Desta forma, a velocidade pode ser escrita como sendo o somatorio de uma parte
média, representada pela expressdo(2.27) e uma parte que pode ser considerada como um

desvio:

vz 7.z 29
5 3,2,0) = wilx, y,0)+ 7, (x. . 2,1) (2.29)

miédia desvio

sendo que, por defini¢éo:

4

[a,(x,y.2,1)=0 (2.30)
-h

Com tais consideragdes, a equagdo da quantidade de movimento pode ser integrada ao
longo da profundidade, aplicando a regra de Leibnitz. Para facilitar o entendimento,
primeiramnte sera feita a integragdo, termo a termo, do lado esquerdo da equagdo.

Posteriormente, 0 mesmo procedimento ¢ apresentado para o lado direito da equacio.

4

ja“' de=2 fude-u %
2 ot o’ O |, otl,_,
=0(h=h(x.y)
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o ou o witiods, o F duu,  dwu,
I u; +w 'z )j. + dz
5) ax, oz

. J
4" B

Separando o 2° termo em A e B, pode-se escrever para A:

¢ para B, -obtém-se:

j— owu,

- dz = u,.wL:g —uw__,
—h “

Repare que existem termos especificos no contorno, tanto na superficie quanto no
fundo. E necesséria entdo, a aplicagdo de condigdes de contorno adequadas, que sdo chamadas
de condi¢des de contorno cinemdticas na superficie livre e no fundo. Aqui ndio se entrard em
detalhes teoricos sobre estas condigdes, maiores detalhes podem ser encontrados em
Rosman(1997).

Na superficie livre pode-se escrever:

2—f+ u, gg =w em z={(x,y,t) (2.31)
¢ no fundo:
u=w=90 em z = -h(x,y) (2.32)
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Somados os termos do lado esquerdo e aplicadas as condigdes de contorno

cinematicas, pode-se escrever:

4

i[ Ja waufJ _ijudﬁ__juudé_aﬂ,-dJra;,.;jd
ya x

0z o’ ox ot ox

J=h J

Feita a integra¢do do lado esquerdo, passa-se entdo para a integragdo do lado direito da

equag¢do da quantidade de movimento, que também sera feita termo a termo:

e 1°termo:

g
J-g2od=- [6 fe-c 2

-k ax ‘xi -k

e 2°termo:

ot. g
l T dz = 1 It dz -7, 5 T, o
—hpﬁ a‘x Po xj s axj ; ox .

¢ 3%°termo:

¢ 1 o, 1
——dz = i LTI .
_pr a.a 0 [TUL:C t3|‘-*‘h]

Mais uma vez, existem termos especificos no contorno, tanto na superficie quanto no
fundo. Neste caso, sio aplicadas as chamadas condigdes de contorno dindmicas, cujos

procedimentos podem ser encontrados em Rosman(1997).

Na superficie podemos escrever que:
T, + 10, = t,.S em z =C(x,.f) (2.33)
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onde 1} ¢ a componente na diregio i da tensio tangencial do vento aplicada externamente a

superficie, ¢ 7 = (n,,n,,n, ) ¢ um vetor unitario normal & superficie considerada. Na superficie

livre tem-se a seguinte defini¢o:

S, (x,y,z,)=z-¢(x,y,1)=0 (2.34)
onde:
i = ?S" , VS, = [— %,—‘x,l}
VS, ox  dy
sendo assim, na superficie tem-se a seguinie condi¢io de contorno dindmica:
-1, ;ch +1, = tfl‘?S f«l em z = {(X,y,t) (2.35)
O fundo pode ser definido da seguinte maneira:
Sx.y.z)=z+h(x,y)=0 (2.36)
As tensdes no fundo sfio dadas pela seguinte expressio:
(2.37)

__F —
TN, 4+ 1505 =1, em z = -h(x,y)

F . ~ . - .
onde 1; € a componente na diregio / da tensdio de atrito no fundo. Pode-se escrever que o

vetor unitario normal ao fundo é definido como:
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i V3 ﬁgz[ﬁ_ff _%} -

T, —h—-l- T,=1 I§S| em z = -h(x,y) (2.38)

Somando-se os termos do lado direito da equagdo com os do lado esquerdo, ¢
aplicando-se as condigbes de contorno dindmicas, obtém-se a equagdo da quantidade de

movimento integrada na vertical:

- o 4
6u;d+au;u;d:_gd£+i ij.(ty_aiaj}iz.{.‘rf
ot ox ox, pyi{ox, 2,

i i -

VS, |- lﬁsiJ (2.39)

2.4.2 Integracdc na Lateral da Equacdo da Quantidade de Movimento
integrada na Vertical

O préximo passo para que se obtenha a equagdo da quantidade de movimento
unidimensional, ¢ integrar lateralmente a equagio (2.39). Antes disso, é preciso, mais uma

vez, definir as velocidades médias ¢ a profundidade, integradas lateralmente.

u(x, ()= fﬁ(x, ¥ty (2.40)

Be
Wx,t)= [v(x,y.0)dy =0 (2.41)
: B,
onde B, e By representam o batente da margem esquerda e direita, respectivamente
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Considerando que ndo ha vania¢do do nivel d’dgua em uma dada segdo transversal,

pode-se definir a profundidade média como:

2(e0)= [ e )y + ot} = )+ ) 2.42)

Primeiramente sera feita a integragfio, termo a termo, do lado esquerdo da equagdo
(2.39).

e 1°termo:
- 0B
J-Bud Iu.ddy u; d—~— —uid —=
B, or y=B, ot y=B,
e 2°termo:
% Ouiu;d o % - - - 8B 0B,
I T dy= ju,—u;daﬁy—uiufd—-ﬁi —uiu;
5 Ox ox; 5 or |, p, ¥=8,

As condigdes de contorno cinematicas, neste caso, sdo impostas nas margens, onde as

velocidades sdo nulas. Portanto o lado esqgerdo da equago torna-se:

B _. _'_ ) Bdﬁ' B‘;_ _ T i — o
,[ ouid N Ouiu;d dy:E Iu,—ddy+i ju,—u,-ddy: dudB . JuudB
ot ox of 5 ox I or ax

A seguir sera feita a integracéo do lado direito da equagio (2.39):

e 1°termo:

P

¢ oC —5 00
—od—dy=—pgdB-=2

E!: & dx v=-g ox

i



O termo das tensdes turbulentas médias ao longo da se¢fo transversal ndo sdo
consideradas, scus efeitos sfio modelados pela tensio de atrito no fundo. Agora pode-se

escrever a equagdo da quantidade de movimento integrada ao longo da segfio transversal:

6udB+6uudB —gdB%+—(t _r ) (2.43)
ot ax ax

onde 1° ¢ a tensdio média do vento na segdo transversal atuando sobre a superficie livie, e T ¢

a tensdo de atrito no fundo média na secfo.

Nio ¢ usual considerar a mnfluéncia do vento em escoamento unidimensional, portanto,
se dividirmos a equagio (2.43) pela 4rea e eliminarmos o termo da tensdo na superficie, tem-

5€.

ou ouu_ 3 () (2.44)
ot ox ox p,d

A tensdo de atrito no fundo pode ser determinada pela seguinte expressio:
' =pC P |u|u (2.45)

onde Cy € o coeficiente de atrito. Existe um grande nimero de expressdes empiricas que
tentam expressar o termo de atrito. As mais comumente usadas sdo as formulas de Chezy e de
Manning. Neste trabalho utiliza-se o coeficiente de Chezy que tem a seguinte relagio com o

coeficiente de atrito:
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g

(2.46)
_ sendo que ¢ € o coeficiente de Chezy, calculado por:
c= 1810g§£ (2.47)
€

onde R ¢ o raio hidraulico e € ¢ a amplitude da rugosidade equivalente do leito.

Portanto, a equagéo da quantidade de movimento pode ser reescrita da seguinte forma:

ou ou_ o gl
L S 2.48
a Y Ca cal (2.48)

2.4.3 Integracdo na Vertical da Equagao da Continuidade

Reescrevendo a equagdo da continuidade:
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Somando os dois termos e aplicando as condigdes de contorno cinematicas, obtém-se

a equacio da continuidade integrada na vertical:

8t  Bud
= + e
ot Ox,

0 (2.49)

2.4.4 Integragao Lateral da Equagao da Continuidade Integrada na Vertical

Integrando-se ao longo da lateral:

e 1°termo:

B,

a(h + o % OB 0B, oA
] (a: C)dyzé?f(h%w_ca_: Sl Ta
B, B, v=B, y=B,
e 2°termo:
% duid 8 - - 8B — 9B
I ' dy=—Iu;a’dy——u,—d 4 —uid —=
H ox, ox, A 17 oy ot Vo8,

Somando-se os termos e aplicando as condigdes de contorno, obtém-se a equagdo da

continumidade unidimensional:

04  oud
+ =

—4+—=0 2.50
ot Ox ( )
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Aproximando-se a se¢fio transversal natural do corpo d'agua por um trapézio(Figura

2.3), substitui-se a varidvel 4 na equagdo da continuidade pela seguinte expresso:

A= (B+md)d @51)
sendo,
=M ;’"e (2.52)

onde B € a base menor do trapézio, m, e m, representam a incliagio do talude da margem

esquerda ¢ direita respectivamente, € m € a inclinago média de taludes da segdo transversal.

/— secdo natural

SCg:ﬁo trapezoidal

3

Figura 2.3: Segéo transversal do rio aproximada por um trapézio

Substituindo a expressdo (2.51) em (2.50), tem-se:

o(B+md)d  ofu(B+md)d]_ 0 (2.53)
ot ox
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Portanto as equacdes (2.48) e (2.53) formam o modelo matematico que rege o

escoamento unidimensional.
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3. Modelo Numérico

O modelo matematico que descreve o escoamento unidimensional é formado por duas
equagdes diferenciais parciais ndo lineares, do tipo hiperbdlicas, que ndo possuem solugio
analitica, a nfio ser que seja feita uma série de simplificagdes que acabam limitando sua

utilizagdo na solug@o de problemas praticos da engenharia.

Com o enorme desenvolvimento da informdtica nas ultimas décadas, tornou-se
possivel a utilizagdo de métodos numéricos na solugiio de sistemas de equagdes diferenciais

parciais que ndo possuem solugdo analitica.

A modelagem numérica pode ser encarada como uma tradugio da modelagem
matematica, sendo adaptada para diferentes métodos de calculo, vide Rosman(1997). A
filosofia destes métodos consiste em transformar estas equag:ﬁes diferenciais, que traduzem
um problema continuo, em equagdes algébricas simples através da discretizagio do meio,
todavia sem gerar erros que possam comprometer os resultados da modelagio, vide
Scudelari(1997). Os métodos mais utilizados na mecanica dos fluidos computacional sdo o
M¢todo das Diferengas Finitas (MDF), Método dos Elementos Finitos (MEF), Método dos
Elementos de Contorno (MEC) e o Método dos Volumes Finitos (MVTF).

O modelo numérico aqui apresentado se - propde a modelar o escoamento
unidimensional em uma rede de canais, utilizando o método do fatoramento implicito para a
discretizagdo temporal em conjunto com o método das substituicdes sucessivas, € o método

do elemento movel para a discretizago espacial.

Neste capitulo s3io apresentados os métodos de discretizagio utilizados, o
desenvolvimento das equagdes governantes discretizadas, bem como as condigdes de

contorno impostas ao problema.

3.1 Discretizacdo temporal

A discretizagdo temporal do modelo matematico do escoamento unidimensional é feita

através do método do fatoramento implicito, onde os erros associados sdo da ordem de O(At?),
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em cojunto com 0 método das substituigdes sucessivas, onde € feito um desacoplamento do

calculo das variaveis.

A aplicagfio de esquemas desacoplados ja fo! estudada anteriormente para modelos de
circulagio 2DH e 1D em Vasconcellos(1991), e para modelos de circulagio em estuarios
estratificados em Paiva(1992), com resultados animadores por requererem um menor €spago

de memoéna ¢ um menor tempo de processamento.

Este esquema consiste em explicitar a velocidade no tempo r+A¢ (#") na equagio da
quantidade de movimento, podendo escrevé-la em fungiio da elevagio do nivel d’dgua (&),
Para isto, ¢ necessario fazer algumas extrapolagdes na equagio, como sera mostrado mais
adiante. Em seguida, substitui-se " na equagio da continuidade que passa a ter apenas &'

como variavel.

A determinagiio de & ¢ feita utilizando a equagdo da continuidade, mediante resolugdo
de um sistema de equagdes, que no caso de um canal simples, sem ramificagdes, gera uma
matriz tridiagonal (banda=3). Esta ¢ uma qualidade muito importante deste esquema, pois
tende a diminir bastante o tempo de processamento tendo em vista os algoritmos existentes,

extremamente eficientes na resolugfio deste tipo de sistema.

Depois de calculadas as elevagdes de maneira global, processa-se o calculo das
velocidades, trecho a trecho, de maneira direta, substituindo os valores de elevagdio na
expressio de #' explicitada na equagfio da quantidade de movimento. Mais adiante sera
mostrada a importincia de se calcular a velocidade obedecendo um sentido de calculo

especifico dentro do trecho a ser calculado.

A seguir, sera feita uma breve descrigdo do método de fatoramento implicito. Detalhes

do método, assim como sua generalizagdo podem ser vistos em Rosman(1987).

O meétodo do fatoramento implicito foi primeiramente proposto por Beam ¢

Warning(1978), tendo sido modificado por Aldama(1985) e generalizado por Rosman(1987).

30



Considerando que a derivada da variavel z=u(x,¢) possa ser expressa por um produto

de operadores lineares:

ou _

2oL
a[le

onde L ¢ um operador linear da variavel u(x,/) contendo diferenciais espaciais.

Pode-se mostrar que:

ml _ _on
ETJKC%QTQ+qgﬂ

Caso 1) ou L; seja uma constante, recai-se no esquema de Crank-Nicholson que é um

caso especial do método do fatoramento implicito,

n+l "
“ w1 (L"+1 +L" )—) CranckNicholson
At 2
Caso a derivada da variavel u(x,!) seja expressa por termos ndo lineares, entiio tem-se:
Cu
— = N(u)L(u
o (u)L(u)

onde M) € um operador nfo linear da variavel u(x,r).

Neste caso, a discretizagdo pode ser feita da seguinte maneira:

@ = l(NnLn —N"_'an+l)+ N"L’”l
o 2

Observa-se que se M) for uma constante, recai-se novamente no esquema de Crank-

Nicholson, ¢ se L(x) for constante, obtém-se o esquema de Adam-Baschfort de segunda

ordem para N(u).
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n+l n 1

wo-uw 5(3 1"~ I )~ Adams — Bashfort

Uma outra maneira de se fazer a discretizagio temporal na presen¢a de operador ndo

linear ¢ mostrada a seguir. Esta maneira apresenta praticamente os mesmos resultados da

discretizagdo apresentada anteriormente.

6_u _ N2 (L+ +L)
ot 2

Para se fazer a discretizagdo temporal das equagdes governantes ha necessidade de
inserir algumas extrapolagdes e interpolagdes para determinados termos no tempo (+Af e
t+'/,At. Para nio haver duvidas no desenvolvimento das equacdes apresentado a seguir, sera

utilizada a seguinte notagdo:

Notagdo: (...)" indica variavel no instante ¢ + At
(...) indica varidve! extrapolada no tempo ¢ + Ar
(...) sem superescrito indica variavel no tempo ¢
(...) indica vanavel no tempo ¢ - A

(... )® indica vanavel extrapolada ou interpolada no tempo t + At
3.1.1 Equacao da Continuidade Discretizada no Tempo

A equagdo da continuidade pode ser escrita da seguinte mangira:

oB+md)d oluB+mad)d]_,
or ox

(3.1)

Antes de aplicar o fatoramento implicito, algumas modificag8es na equagio serdio

apresentadas de modo a facilitar o entendimento. Desenvolvendo o primeiro termo da

equagio, tem-se:
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o(B+md)d _9Bd . Amd)d _
ot ot ot

P L) I
ot ot ot

como d=(h+{), e considerando que o fundo € fixo, a expressdo fica:

M:B%-}Zmd.aé
ot ot ot

substituindo na equagdo da continuidade ¢ utilizando a vandvel 4 para expressar a area da

secdo transversal, obtém-se:

% ol _

B+2md
(+m)a: ax

0 (3.2)

Aplicando o método do fatoramento implicito na equagio da continuidade, tem-se:

& _ -t
ot At
L1,
puA i) 19(u*A+uAr)
ox 72 ox

A equagdo da continuidade discretizada no tempo fica:

wArud’) o

2B+ 2md)c+A; Sy ol p (3.3)
A

3.1.2 Equacdo da Quantidade de Movimento Discretizada no Tempo

A equag¢do da quantidade de movimento € descrita da seguinte maneira;
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Hvu =2 Bu 3.4)

ot As

L,

L= _ .

-~ 5(L;L2+L,L‘z) 1 . M

u——2 — 5 tu"—+uy

ox 2 ox
L

I Yonens) 1 (o6 act

g Tt ———g| =+——
ox 270 dx  ox
1 iz o,

Ea'f\—ald))%[?)@(u*' +u)

Assim pode-se escrever a equagdo da quantidade de movimento discretizada no

tempo:
' —-u  ,0u  ou' B(C’“ +C) of +
2 +ut—+ =— - + 3.5
As ! Ox ! Ox & Ox P (u u) ©-3)
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3.1.3 Esquema Desacoplado

Como ja foi dito anteriormente, o esquema numérico é desacoplado, € para isto, é
necessario explicitar #' na equagio da quantidade de movimento em funcio de &'
Desenvolvendo a equagdo (3.5) e utilizando um valor extrapolado no tempo para a

velocidade, no termo do gradiente de velocidade, tem-se:

T2 w1 2w et L,
2 % pe - o g% 3.6
”[m+ax B} o Ta Y m fu P (3.6)

Explicitando "

L 2 e ST & 2w s & e
=—+—++ — +——u——-g—2- 3.7
“ [At ax g :| [ & ax At ! ax g@x “ @7

Observe que »' é fungfio apenas de &£, todos os outros termos so conhecidos do
tempo de calculo anterior, com excegdo do termo do gradiente de velocidade e de B que sdo

extrapolados em ¢ + Af e ¢ + 1/2 At repectivamente.

A equagdo (3.7) pode ser escrita como:

1 oc’t
L +M 38
u U[ P ] (3.8)
onde :
2 du _g
U=—+-—+ 3.9
Al Ox P @9

M=y g% gy (3.10)
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Antes de inserir a expressio de #" na equago da continuidade, serd mostrado como ¢
feita a extrapolagdo da velocidade. A maneira como é feita a extrapolagio foi objeto de
pesquisa. Verificou-se que a estabilidade do modelo numérico é sensivel 4 maneira pela qual

esta extrapolacio ¢ feita.

Primeiramente foi tentada uma extrapolagao linear da velocidade, porém o modelo
ficou instavel. Os resultados apresentaram oscilagio numérica niio controlada, denominada
“wiggles”. Em seguida tentou-se uma extrapolagio quadratica com resultados muito melhores
em relagdo 4 estabilidade que a tentativa anterior. Por fim, adotou-se dois tipos distintos de
extrapolagdo, um para cada momento do célculo. Utilizou-se uma extrapolagiio quadratica da
velocidade no momento da montagem da matriz de coeficientes para o calculo das elevagdes,
¢ depois de calculadas as elevagdes, no momento do calculo das velocidades, a extrapolagio
foi feita mediante extrapolagdo linear da vazio. Verificou-se que com este esquema, o modelo
€ capaz de simular escoamentos com até o dobro do niimero de Courant em relagio 4 primeira
tentativa. Isto ja era esperado por ser a vazo uma fungio muito mais suave que a velocidade.

Portanto u* ¢ calculado da seguinte forma:

u' =3u-3u" +uT ——extrapolacio quadrética (3.11)

# ZQ—Q_

u = y ——>extrapolagdolinear da vazdo ' (3.12)

+ r - .y -
onde 4" ¢ a area de escoamento que ja foi calculada.

O proximo passo ¢ substituir ' na equagdo da continuidade discretizada no tempo,

obtendo-se:;

2(B+ 2md)%£+ %E(— g%‘%+ MJA +uA*} =0 (3.13)
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A fim de evitar termos ndo lincares, ¢ feita uma extrapolacdo temporal linear da

elevagio no calculo da 4rea da segdo transversal no tempo ¢ + Af, como mostrado a seguir:

A" =(B+md*)d* (3.14)

onde:
&= (mZ)

d' = m+C)

Portanto, reescrevendo a equagdo(3.13), obtém-se:

2(B+2md)%£+a%{—é—[—— gag +MJA+u(B+m(h+C#)Xh +g+)] =0 (3.15)

O proximo passo € explicitar, nesta equagfio, os termos de elevagio e de suas
derivadas relativos ao tempo ¢ + Ar. Para tanto, sera feito o desenvolvimento do segundo

termo da equagdo(3.15):

%[— gé%} + %[ﬁhg{i} +§ [uBh + um(h + C&)h]+ éa;[uBC ]+ -aa:[um(h +&* );*]

Desenvolvendo separadamente o primeiro, quarto e quinto termos, que sio aqueles

T +
que possuem a variavel ', tem-se:

e 1°termo:

o) A _az_g[_ 4 +E(_ ﬁ)aé*
al S0 o | et U 80 ) a8 ) o
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e 4°termo:

oo
ox Ox

O el
a[uBC |=uB

¢ 5%termo:

a§+

kA um(h+C#)§+]= um(k+ C#)W+C+ g;[um(k +C#)]

ox Ox

Rearrumando, obtém-se:

C*[ag—3+§;(um(h ¥ c’*))] ¥ aac [uB— E[g§)+ um(h+§“)}+

X x ax

§M+u3h+wn(h+§#)(t]
x

Voltando a equagfio (3.15) e rearrumando:

4

e L‘ii(u(B + m(h +&F )))+ Ezt-(B +2m{h + Q))] +

X

. 2 S S
7 2 6( A4 et
gx [u{B+m(h+C ))—a(gaﬂ+ 6;;2 [—gé}:

D
A

i—f‘(B +2mlh+¢))- a%[uh(B +mln+ gt )+ %}

Sendo assim, tem-s¢ uma equagdo do tipo:

+ 2+
g 5% P
Ox ox

62C+
ax?

s

A

U

|+

(3.16)
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Esta ¢ a expressio da continuidade discretizada no tempo tendo somente a variavel &

como incognita. Falta ainda demonstrar como ¢ feita a discretiza¢do espacial.

3.2 Discretizagao espacial

A discretizaglio espacial foi feita utilizando o método clemento movel (MEM). Este
método foi proposto por Resman(1994) e desenvolvido por Scudelari(1997) para um modelo

de circulagéio, promediado na vertical(2DH), para corpos d’4gua rasos.

O metodo do elemento movel, que serd descrito a seguir, possui 2 qualidade de poder
utlizar malhas com espagamento irregular como o método dos elementos finitos, € a eficiéncia
computacional do método das diferengas finitas. Na verdade, o método do elemento movel

pode ser considerado uma generalizagio do método das diferengas finitas.

O dominio do problema ¢ discretizado em uma série de nds que ndo precisam estar
igualmente espagados. Cada né possui seu proprio elemento, sempre definido por trés nds.
Para os nés localizados no interior do dominio, o elemento é composto pelo proprio né e
pelos dois nds que estdo a sua volta, quando os nos estiio localizados no contorno, além do

proprio no, o elemento ¢ composto pelos dois nds adjacentes.

Observe que, como cada um dos nds possui um elemento, o processo do calculo de no
em no ocorre como se um elemento fosse caminhando ao longo do dominio, dai o nome de

método do elemento movel.

A Figura3.1 mostra um dominio discretizado por seis nos ¢ a Tabela 3.1 apresenta
como estariam definidos os elementos, onde rél, nd2 e nd3 sdio os nds componentes destes

elementos.

Figura3.1: Dominio discretizado
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Tabela 3.1: Nos componentes de cada elemento

Nos dos Elementos
Elemento do No Nol No2 No3
1 i 2 3
2 1 2 3
3 2 3 4
4 3 4 5
5 4 5 6
6 4 5 6

E importante observar que os nds localizados no interior do dominio serdo sempre

1guais ao na2 do seu respectivo elemento.

Para cada no sdo definidas trés fungdes de interpolagfio locais, uma para cada nd

constituinte do elemento, que serdo utilizadas posteriormente na substituigdo dos termos de

derivadas espaciais encontradas nas equagdes diferenciais discretizadas no tempo.

Estas fungdes de interpolagio devem atender a duas condigles, serem continuas e

possuirem derivadas continuas ac longo do dominio do elemento, ¢ possuirem valor unitario

no no correspondente e zero nos demais noés do elemento. A Figura3.2 ilustra o elemento com

as trés fungdes de interpolagéo, uma para cada no do elemento.

L) 02

93

T \/l
nél no2 no3

Figura3.2: Fungées de interpolacdo
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As fungdes de interpolagdo utilizadas no modelo sdo equagdes quadraticas, portanto
possuem trés coeficientes a serem definidos para cada nd, e sio expressas da seguinte

maneira:

Q, = a'l.x2 +b,x+c, (3.17)

A fim de diminuir os erros relativos na determinagdo dos coeficientes, utlizou-se
coordenadas locais, e por conven¢do, a ornigem do ¢ixo x no dominio do elemento é
considerada a coordenada do r62. Portanto a coordenada do nd!, chamada de x/, sera sempre

negativa, enquanto a do n43, chamada de x3, sera sempre positiva.
Dentro de um mesmo elemento € necessario determinar nove coeficientes, trés para
cada fung@o de interpolagfio. Chamaremos de @1, ¢, € @3 as fungdo de interpolagio referentes

ao0s nds ndl, ni2 e né3 respectivamente.

Para determinar os coeficientes ¢ preciso resolver trés sistema de equagdes, um para

cada funcio de interpolagio.
[ q)]

(a] (- x1¥ +b, (-xl)+¢, =1

1a,(0F +5,(0)+¢, =0

a, (.?c?))2 + b, (x3)+ ¢ =0
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a,(— x1) +b,(- x1)+c, =0

1a,(0F +5,(0)+c, =1

a,(x3) +b,(x3)+¢, =0

.(p3

r|513(— xl)z +b3(— xt)+¢, =0

1a,(0F +5,(0)+¢, =0

a(x3V +5,(x3)+¢, =0

A Tabela 3.2 mostra as expressdes usadas no calculo dos coeficientes das trés fungdes:

Tabela 3.2: Coeficientes das func¢des de interpolacao

Coeficientes P 02 P3
A -1 1 -1

(x1* (x3 - x1)) xl=x3 (x3%(x1-x3))
B x3 le - x32 xl

(x1# (x3-x1)) x1#* x3(x3 - x1) (x3+(x1- x3))
C 0 1 0

Depois de mostradas as caracteristicas das fungdes de interpolagio utilizadas, sera

mostrado como se faz a aproximagio de uma fungdio qualquer, ¢ de suas derivadas dentro do

dominio.

O valor de uma fungdo qualquer f{x) situada em uma posi¢o x, dentro do elemento,

pode ser escrita da seguinte maneira:
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)= 50,(,) (3.18)

onde ¢; ¢ a fungiio de interpolagio do nd ;.

As derivadas da fungfio f{x) podem ser expressas da seguinte forma:

3.19
ox = ox ©19
flx,) & . 8%,(x,)
= < 3.20
ox JZ::‘f" ox* ©:20)
sendo
a9,{x,)
—L r=da, (x,)+5, (3.21)
& .(x )
= 2a, (3.22)

3.2.1 Discretizacdo Espacial da Equag¢ao da Continuidade
A seguir, faz-se a discretizagio espacial da equacgio da continuidade discretizada no

tempo(3.3) utilizando as expresses(3.18), (3.19) e (3.20). O indice / indica 0 nd que estd

sendo calculado, € j 0s nos que compde o elemento correspondente a 7.
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l:iuj (Bj + mj (hJ'+C-'§' ))M+ é(BE + sz (hi‘H;i )):|C,: +

=1 ax
, 2 c .
3 A o 3 O A a
|:Ur‘ (B, +m, (h,;"er )) Zg U % (l) }ZC % (1) [_ g Uf )Z CJ (;;E ) (3.23)

2

2‘;(3 +2m(h +8,)- Z[u (B, +m (1, +C )+ (}AJ]M

= Oox

Observe que esta expressdo so sera utilizada para os nos que estdo no interior do
dominio, aqueles localizados nos limites do dominio do problema, deverdo respeitar as
condigdes de contorno. Sendo assim, o no 1 de calculo sera sempre igual ao n¢2 do elemento,
deste modo, o sistema de equagdes que sera gerado a partir da expressdo (3.23) pode ser

escrito da seguinte forma:

C:o] B a(pn'ol (l)+ C (pgol (l):|
ax é
Chol A+ B a“’gj( ), ¢ ‘;;"2 (’)} ¥ (3.24)

G

ox 8%x

_ . P :
B 6([),,03 (’)_'_ C 0 Do (I)} =/

onde nél, né2 e nd3 sdo os nds que constituem o elemento referente ao nd 7, e A, B, C e D sdo

os coeficientes da expressdo anterior.

Este sistema de equagdes, mais as equacdes referentes as condi¢des de contorno que
serdo descritas mais adiante, geram o sistema final de equagdes, onde a elevagido ¢ a 1inica
incognita, que ¢ resolvido utilizando o conjunto de rotinas de solugdo do Limpack(Dongarra

et alli(1979)) para matrizes de banda.
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3.2.2 Discretizacdo Espacial da expressao de u*

Mostra-se, a seguir, a discretizagdo espacial da expressio de v , equagio(3.8),
explicitada da equagdo da quantidade de movimento, que sera utilizada para o céalculo da

velocidade depois de calculadas as elevagdes.

[ 23: a(p () J (3.25)
onde:
2 & o) .
U, = At+j=] e +B; (3.26)
2u, acp (t 2 ﬁw, ()
M, = ; -3 JZ ,. (3.27)

Observa-se que no calculo da velocidade, é necessario estimar a velocidade no tempo
t+ At através de um extrapolagdo, como explicado anteriormente. Uma implicag@io importante
do esquema de substituigdes sucessivas € que, a fim de reduzir os erros provenientes da
extrapolagdo do termo de velocidade, é conveniente que se utilize um sentido obrigatorio no
calculo de velocidade. Deste modo, o primeiro no a ser calculado dentro de um trecho deve
ser aquele onde a vazdo ¢ prescrita, ou onde a vazdo possa ser determinada pela soma das
vazdes dos trechos vizinhos, calculando-se em seguida os nos de jusante. Isto permite que o
termo da derivada espacial da velocidade no tempo ¢ + Af possa ser calculado com pelo
menos um valor conhecido de velocidade, que € aquele referente ao nd de montante. No caso
de estar calculando o ultimo né do trecho, ja serdo conhecidos os valores de velocidade dos

dois nos de montante, sendo necessdrio extrapolar a velocidade de apenas um n6 do elemento.

45



Para 1lustrar o que fot dito, ¢ feita a determinagdo da derivada espacial da velocidade
no tempo ¢ + At no exemplo da Figura3.1, imaginando que a vazdo fosse prescnta no 76 6,

teriamos as seguintes expressdes:

#
0
ou’s =u, AE +u's %0, +u's %,

ox ox ox

#
ou s =uy %04 +uy 002 4 yt, %
ox ox ox ax

Como pode-s¢ observar, para o calculo do né /, ¢ necessaria a extrapolagio da
velocidade de apenas um no, enquanto que para o 76 5 a mesma extrapolagdo € feita para dois
nos. Se o calculo da velocidade fosse feito de maneira aleatéria, sem um sentido pre-

determinado, seria sempre necessaria a extrapolagio da velocidade nos trés nos.

3.3 Condigdes de Contorno

Este item procura descrever o tratamento numérico dado as condigdes de contorno

impostas ao problema.

O modelo trata a rede de canais como um conjunto de trechos simples que estdo
conctados entre si, sendo impostas condi¢des especificas nestas conexdes, chamadas aqui de
entrocamentos.

Além das condigdes impostas aos entroncamentos, © modelo possui ainda condigdes
de contorno nas fronteiras maritimas, onde as elevagdes sdo prescritas, € nas fronteiras do
continente, onde as vazdes sdo prescritas.

3.3.1 Elevagao Prescrita

Nas fronteiras maritimas do modelo, as eleva¢les sdo prescritas. Sdo as chamadas

condig¢Ges de contorno especiais.
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1l

& =g (3.28)

O modelo permite duas maneiras distintas de fornecer estes informages. A primeira,
onde calcula-se a elevagdo via constantes harmonicas. Neste caso a elevagio € calculada da

seguinte maneira:
relt

¢ = Zcofsen(wff + ¢J)
i=1

onde ¢, ¢ a amplitude da maré, w ¢ a frequéncia, ¢ € a fase e nch € o numero de constantes

harménicas.
Na segunda, os valores discretos de elevagio sdo fornecidos através de um arquivo de dados.
3.3.2 Fluxo Prescrito

As condigdes de fluxo prescrito sdo impostas aos nos que estio localizados no
contorno do continente. Nestes nds sdo fornecidos os hidrogramas afluentes ao sistema,
porém, neste modelo, nfo se considera apenas a vazio afluente para se determinar a elevagio
¢ a velocidade destes nds, procura-s¢, também, levar em consideragdo a variagdo de volume

que ocorre a montante deste ultimo noé, causada principalmente pela influéncia da maré.

A Figura3.3 mostra, em perfil, o limite do rio a ser modelado, podendo ser observado

0 volume acumulado 2 montante.

Ve Ultima se¢io do modelo

trecho modelado | trecho nio modelado Qmn
e — C+ — ¢ /

u__’//
)

mg

Figura3.3: Esquema em perfil do trecho a montante da dltima secdo

47



Fazendo o balango de massa no trecho do rio a montante da ultima secdo, ¢
considerando a massa especifica constante, ou seja, a variagiio de volume a montante é igual a

vazdo que passa pela se¢fo menos a vazdo fluvial. Portanto, pode-se escrever a seguinte

expressao;
aLa/tOl = u‘A - Qﬁu (3'29)

Se aplicarmos o método do fatoramento implicito, obtém-se;

2 AX["’ —utAvud® (0 +0,) (3.30)

A variagdo de volume pode ser expressa da seguinte maneira:

AVol =T{g* —Ehn,d (3.31)
sendo:
T =B+2md (3.32)

onde T ¢ a largura da superficie livre média no tempo, m,¢ a declividade de fundo no trecho a

montante da ultima segédo ¢ d ¢ alamina d’4gua meédia no tempo, calculada de acordo com a

seguinte expressao:

d=h+ C#;C (3.33)
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B

Figura3.4: Secéo transversal da tltima secio modelada

A fim de ter apenas & como incognita, substitui-se a expressdo de x'(3.8) em (3.30):

ox

Tm,dg'  Tm,dg 1 X
At At U

+M)A+uA+ 0 +0,) (3.34)

Desenvolvendo ¢ separando os termos de elevagfo no tempo ¢ + Af, obtém-se:

N \B+2mdm d :
C{u(B+m(h+C#))—( ! Z{ i }g_é%c;_:

(3.35)
(B +2md i EC,
At

On’ +0 —%-—uh(8+m(h+qﬁ))—

Fazendo a discretizagdo espacial, sendo i o nd de calculo e j 0 nd componente do

elemento referente a i, obtém-se:

" B.i 2 ,-E gi < oo A/ 4
Q:{M(B; +m, (h, +C:))‘ ( i mAt ’)’nﬁ - g%ic; gx(l) = Q;?u + Qﬂu - Ai}A’ —
i J= .

I

(8, +2m,d I, d.c,
Al

u;h, (Bi + mi(hi + Cj ))_

(3.36)
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Esta € a expressdo numérica utilizada para o célculo da elevagédo nos nds onde a vazio

é prescrita. Para o calculo da velocidade basta substituir o valor de ¢ nesta mesma expressio.
3.3.3 Condigoes de Contorno nos Entroncamentos

O modelo considera a rede de canais como um conjunto de trechos simples que estdo
conectados entre si por entroncamentos. Nos nos localizados nestes entroncamentos sdo
impostas condigdes de contorno especificas para a montagem da matriz de coeficientes no
momento do cilculo das elevagdes. Além disso, quando do calculo das velocidades, ao invés
de utilizar a expressio de #'(3.25), sdo impostas algumas condigdes para determinados nos,

conforme o tipo de entroncamento, de forma a diminir os erros numMEricos.

S3o considerados dois tipos de entroncamentos, ¢ para cada um deles, sdo defimdos
dois tipos de nos, onde sdo aplicadas diferentes condigdes de contorno. A Figura3.5

representa um exemplo em que os quatro tipos de nos sio aplicados.

Q Tipo 6 BN 7[//—\( ,~— Tipo3
/U\;

Figura3.5: Exemplo de entrocamentos

Tipo 5 Tip() 4

Na verdade, nfio ha qualquer diferenga, do ponto de vista do comporamento
hidraulico, entre os dois entroncamentos, tendo em vista a possibilidade de haver escoamento
nos dois sentidos, ocasionando divisio ou jungdo do escoamento em cada um dos

entroncamentos, dependendo do sentido do escoamento.

O motivo pelo qual se classificou os entroncamentos em dois tipos distintos estd
ligado & maneira pela qual se calcula a velocidade, e 4 tentativa de tornar 0 modelo mais

gstavel. Como ja foi dito anteriormente, o calculo das velocidades ¢ feito por trechos, e dentro
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de cada trecho o primeiro né a ser calculado é aquele que possui vazio prescrita ou que sua
vazdo possa ser determinada através de valores de vazfio de nos locahzados nos trechos
vizinhos, a partir dai, calcula-se a velocidade dos demais nés no sentido de jusante. Isto

implica em um tratamento numérico diferente para cada né do entroncamento.

A seguir sdo mostradas as condi¢des de contorno impostas aos nds localizados nos
entroncamentos no momento que se processa a montagem da matriz de coeficientes para o

calculo das elevagdes, em seguida mostra-se como sdo calculadas as velocidades nestes nos.

No momento da montagem do sistema de equacgOes para o calculo das elevagdes, as
condi¢des impostas sdo as mesmas para os dois tipos de entrocamento. O que se faz nestes
nos &, preservar o balango do fluxo de massa, impondo que o somatorio das vazdes de dois
nos do entroncamento seja igual a vazio do terceiro no, ¢ igualar as elevagdes dos trés nés. A

Tabela 3.3 mostra para cada tipo de no, quais as condi¢des de contorno impostas.

Tabela 3.3: Condicdes de Contorno no Entroncamento para Calculo da Elevaciio

Tipo Condigéo de Contorno para

Elevagdo

O3=041+04 2

Ca~Cs

Es=Ce

(=0 BV N B L

Qs=0s,1+0s.2

onde Q4 € a vazdo de um dos nos tipo4 do entroncamento.

A seguir, sera mostrado o desenvolvimento da expressdo numérica da condi¢io de

contorno dos nos tipo 3 ¢ 6.

Sera utilizada a notagdo do noé tipo3, porém o desenvolvimento também ¢ valido para

0 no tipob.

Q3 = Q4,1 +Q4,2 (3-37)
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Esta expressdo pode ser escrita da seguinte forma:

+ + + + + +
uy Ay Ay = u4,1A4,1 + u4,1A4.; + u4,2A4‘2 + u4,2A4,2 (3.38)

Substituindo a expressio de '(3.8) em (3.38), fica;

+ 1 ac; . ] ac;
u A, +a[—g 6; +M3]A3 = u4_;A4,1 +U—U{_g a: +M4_1JA4_1 +
(3.39)
. 1 g,
Uy, A, + [_ 4 2 +Md.2JA4 2
42 ox
Substituindo A" pela expressdo(3.14) ¢ desenvolvendo, obtém-se:
A, |8, M, A
uldB. +m b + & Nh + 67 )+ |- 2 |23 4 308
3(3 3(3 Ca)Is ‘;3) [ ng ox U,
4 . A, |8, M, A
Ugy (34,1 +my, (h4.1 +CZ_1)Xh4,1 +§4,1) [_g U‘U :I 64,1 R, e L (3.40)
41 x Uy,

# A, 850
Haz (B“J Iy, (hd,z +85z )Xhu +Cy, )+ |:_ 8 } = + Myades

ox Usa

4.2

Explicitando os termos no tempo ¢ + At e fazendo a discretizagio espacial, teremos:
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)

; 3 ] 3
c;[us(%+m3(h3+c;))]{_g;;j§c; oo ),

3. 00,41
Can [“4.1 (34,1 tmy, (h4,1 +Ci1 )) +|:+ g#]ZCL (pj( : )+

al |j=1 ox

3 14,2
iz [u4,2 (B4,2 tmy, (174,2 +&as ))]'*' [— g ;4,2 ]Zilz % = (3.41)

Uy (B4.1 +my, (h4,1 + Cit) 1)t Uy, (B4,2 tm,, (ha_.z + giz )yld.z -

M4,1A4,l + M4,2A4,2 _ M3A3
U4.l U4.2 U3

U, (B3 +m, (h4,1 + Cﬁ) +

Esta € a expressdo da condigio de contorno imposta aos nds tipo3 € 6 na montagem do
sistema de equagbes para o calculo das elevagdes. Repare que neste caso, a linha
correspondente ao nod tipo 3 ou 6 terd nove coeficientes ndo nulos, ja que os nos do
entroncamento pertencem a trechos diferentes, portanto os nos constituintes de cada elemento

também serdo diferentes.

Para o calculo da velocidade, os nds tipo 4 ¢ 6 sdo calculados pela expressio de
4'(3.25), enquanto que para os nos tipo 3 e 5 algumas condigdes sdo impostas a fim de reduzir

0S eIT0S NUMEriCcos.

No no tipo 3 a velocidade € calculdada utilizando os valores de vazdo dos nds de
montante(tipo4) que ja foram calculados nos trechos anteriores, e a prépria area que ja foi
determinada através do calculo da elevagfio. A velocidade no né tipo 5 também € calculada
atravé da expressio de u (3.25), porém determina-se as velocidades dos dois nos tipo S do
entroncamento, para que depois seja feita uma corregiio na vazio de modo que Qs ;+ (s ,=0s,
sendo que a vaz8o do né tipo 6 foi calculada no trecho anterior. A Tabela 3.4 mostra um

resumo de como ¢ feito o calculo da velocidade para os nos do entroncamento.
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Tabela 3.4: Calculo da Velocidade nos Nas do Entroncamento

Tipo Calculo de u'
3 uy = (Q:,l +05, )/ %
4 Expressio de u”
5 Expressdo de #* com ajuste
da vazio
6 Expressio de z"
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4. Aplicagoes

Neste capitulo sdo apresentados os resultados obtidos nos testes feitos com o modelo
numerico aqui proposto. Estes testes visam verificar a robustez e a estabilidade do modelo. Os
resultados sdo comparados com respostas analiticas, se for o caso, ou com os resultados de

outros modelos.

O primeiro teste feito consistiu em aplicar 0 modelo a um caso que possui solugéo
analitica. Fot escolhido um estudo de propagagéo de uma onda de pequena amplitude em um
canal sem atrito com geometria simples, de modo que as equagles governantes possam Scr

lineanizadas e o problema tenha solugédo analitica.

O segundo teste fo1 o de simular a propagagdo da maré em um canal reto com atrito,
com fundo variavel, com uma extremidade aberta e outra fechada. Neste caso, os resultados
do modelo s3o comparados com os de um modelo unidimensional de diferengas finitas que

ndo utiliza 0 método das substituicdes sucessivas, ja validado.

O terceiro teste foi a aplicagdo do modelo para simular o escoamento no estuario do
canal do Cunha proximo a Ilha do Fundéo. Este é um caso tipico de estuario onde encontram-
se, jungdo e separagdo do escoamento, servindo como um bom teste para o modelo de rede de
canais. Os resultados sdo comparados com os de um modelo bidimensional de elementos

finitos.

Por ultimo foi feita uma simulag3io de um caso ilustrativo apenas para mostrar a
versatilidade do modelo unidimensional para rede de canais quando da aplicagio em casos de
estuarios, onde ndo ¢ raro ter a presencga de ilhas, aftuentes, ou mesmo uma ramificagio do rio

na sua foz.

4.1 Solugdo Analitica

Este primeiro teste procura apliacar 0 modelo a um caso que possui solugfo analitica.
Este caso foi extraido de Dean(1978), e consiste na propagacdo de uma onda em um

canal(Figura 4.1) com 10 km de extensdo, sem atrito, com fundo horizontal e se¢do retangular
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variando lincarmente de 1000 m a 0 m. A onda utilizada possui amplitude de 0,10 m e

periodo de 12 horas.

Em perfil
—— T
"“"-&_________/
2m
L Em planta
1000 m
——
10 km

Figura 4.1: Esquema do canal em planta e em perfil

A solugdo analitica dos niveis d’agua é dada pela seguinte equagio:

Onde J, ¢ a funcdo Bessel ¢ / ¢ 0 comprimento do canal.

O canal foi discretizado em onze segdes igualmente espagadas, sendo que a segdol

esta localizada no contorno aberto ¢ a secdol1 no contorno fechado.

As figuras a seguir mostram os resultados de elevagdo ao longo do tempo para as

segOes 3, 5, 8 e 11 respectivamente, para passo de tempo de 450 s, 0 que representa nimero
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de Courant igual a 2. As linhas sdlidas representam a solugio analitica e as marcas
representam os resultados do modelo. Observa-se que os resultados estdo muito proximos. A
Figura 4.7 mostra os resultados de elevagfio ao longo do espago. Pode-se verificar que os
resultados sdo praticamente idénticos aos da solugdo analitica com erros relativos menores

que 1,0%, como pode ser visto na Figura 4.6.

Para avaliar a estabilidade do modelo neste exemplo, fez-se a simulagdo com passo de
tempo de 2700 s, 0 que representa um numero de Courant igual a 12. Nio foi venificada
nenhuma instabilidade numénca aparente, porém os resuitados, principalmente nos nos
localizados proximos ao contorno fechado, apresentaram erros relativos variando de 4 a 8%

em determinados momentos.

Estes erros encontrados nos nds localizados proximos ao contorno fechado podem ser
justificados pela diferenga que h4 entre o caso ideal, que possui soluciio analitica, € o
modelado. Esta diferenga se da exatamente no contorno fechado, pois no caso ideal existe
uma singularidade causada por uma seg¢io com largura nula. Obviamente que esta

singularidade ndo poderia ser modelada, sendo adotada uma se¢do com largura muito

pequena.

Os resultados escontrados neste primegiro teste foram considerados muite bons,

indicando que o esquema numérico € robusto.
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Elevagdo(m)
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-0.15
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Tempo{horas)

F—analitico | simulado}

Figura 4.2: Comparacio dos valores de elevacio com a solugfio — Se¢iio 3

Elevagado(m)

0.15

Mra
0.05

A

PRV A VALY,

48 &8 68 78 88

Tempo{horas)

iVd

|—analitico O simulado]

Figura 4.3: Comparagio dos valores de elevacio com a solugdo analitica — Sec¢io 5
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Figura 4.4: Comparacio dos valores de elevacio com a solugfio analitica — Secfo 8
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Figura 4.5: Comparaciio dos valores de elevagdo com a solugio analitica — Se¢éo 11
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Figura 4.6: Comparagio com a solugio analitica - Erros Relativos
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Figura 4.7: Comparagio com a Soluc¢io Analitica — Resultados ao longo do espaco
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4.2 Canal Reto

O segundo teste realizado consistiu em estudar a propagagio de uma onde de maré em
um canal reto com atrito no fundo, se¢fio transversal com paredes verticais e fundo com
formato parabélico ao longo da lateral ¢ variando linearmente no eixo longitudinal, com um

contorno aberto e outro fechado(Figura 4.8).

Os resultados s3o comparados com os de um modelo unidimensional de diferencas
finitas, ja validado, que foi desenvolvido na area de engenharia costeira do Programa de

Oceanica da COPPE.

O canal modelado possui uma extens#o total de 87500 m, seciio com largura uniforme
de 8400 m, e fundo variando linearmente de 5,95 m, no contorno aberto, a 3,95 m no contorno
fechado.

87.500 m

Figura 4.8: Esquema do canal em planta e perfil
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Na fronteira fechada foi imposta como condigdo de contomo a vaziio nula e a variavel
my¢, que esta ligada & declividade do fundo no trecho de montante, também nula. Na fronteira

aberta foi imposta uma onda de maré com um harmdnico simples, dada pela expressdo:
. 2nt
=, cos) —
¢ eteof2)

onde £, =0,60 m ¢ a amplitude da maré, 7=12 horas ¢ o periodo ¢ 7 ¢ 0 tempo.

O dominio, para ambos os modelos, foi discretizado em 21 segbes espagados
igualmente em 4375 m. Como ambos os modelos consideram as segdes como tendo forma
trapezoidal, € as segdes do exemplo estudado possuem paredes laterais com fundo parabélico,
as caracteristicas das se¢des como base de fundo e inclinagfio dos taludes foram determinadas
de modo que possuissem a mesma drea ¢ 0 mesmo perimetro molhado para o nivel d’agua

médio.

Para a simulagio dos dois modelos foi uilizado um passo de tempo de 300 s, o que

representa um niumero de Courant de 0,50,

A fim de evitar um grande numero de informagdes num mesmo grafico, o que poderia
dificultar o entendimento, sdo apresentados separadamente para cada nd, os resultados
comparativos dos modelos. O modelo proposto recebeu o nome de MEM1DRC, que é a

abreviagio de método do elemento movel unidimensional para rede de canais.

Da Figura 4.9: a Figura 4.13 sdo mostrados os resultados de elevagdo ao longo do
tempo dos nos 5,9, 13, 17 € 21, e da Figura 4.14 a Figura 4.17 sdo apresentados os resultados
de velocidade ao longo do tempo para os nés 5, 9,13 e 17. Pode-se verificar que os valores de
ambos os modelos, tanto de elevagio quanto de velocidade, sdo praticamente idénticos, com

erros relativos sempre menores de 1%.
As Figura 4.18 ¢ Figura 4.19 apresentam os resultados de elevagio e velocidade,

respectivamente, ao longo do canal. Mais uma vez pode-se observar o bom ajuste dos

resultados de ambos os modelos.
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Como feito no primeiro teste, procurou-se avaliar a estabilidade do modelo para o caso
estudado. Foi feita uma simulagio com passo de tempo de 3000 s, o que representa numero de
Courant igual a 5.2 e ndo se verificou nenhuma oscilagio aparente ¢ os resultados estio muito
proximos dqueles simulados com passo-de tempo de 300 s. Para passos de tempo acima de
3600 s, ou seja, para niimero de Courant acima de 6,3 ha presenga de oscilagbes numéricas, ¢

faz-se necesério o uso de interfaces dissipativas, vide Bueno(1995).
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Figura 4.9: Resultados de elevagio ao longo do tempo -Secéio 5
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Figura 4.10: Resultados de elevacdio ao longo do tempo-Secio 9
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Figura 4.11: Resultados de elevaciio ao longe do tempo-Segdo 13
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Figura 4.12: Resultados de elevagiio ao longo do tempo-Secao 17
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Figura 4.13: Resultados de elevagio ao longo do tempo-Secio 21
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Figura 4.14: Resultados de velocidade a0 longo do tempo-Seciio 5
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Figura 4.17: Resultados de velocidade ao longo do tempo-Secio 17
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Figura 4.18: Resultados de elevacio ao longo do canal
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4.3 Estuario do Canal do Cunha

O terceiro teste teve o objetivo de avaliar o comportamento do modelo quando
aplicado a um estuario real, com geometria complexa, que fosse possivel testar o esquema de

rede de canais.

Aproveitando a existéncia de uma malha de discretizagdo de elementos finitos do
estudrio do Canal do Cunha, preparada para um estudo de circulagio hidrodindmica
bidimensional no dmbito do trabalho de revitalizagio da circulagdo do canal do Fundio e do
canal do Cunha, Rosman(1997), foi escolhido este estuario para a simulagéo do caso real. O
padrio do escoamento a ser simulado neste caso, deve-se apenas a variagio da maré. Os

resultados do modelo proposto séo comparados com os do modelo bidimensional.

Para o modelo bidimensional, o dominio foi discretizado em 167 elementos,
totalizando 808 nés, conforme ilustra a Figura 4.20. Para 0 modelo unidimensional, o dominio
foi discretizado em 102 segdes espagadas de maneira irregular, de acordo com a Figura 4.21,
divididas em nove trechos distintos. Estes trechos estdo conectados entre si por quatro
entroncamentos. A Tabela 4.1 mostra cada trecho com seus respectivos nos fronteirigos, e a

Tabela 4.2 apresenta os nos pertencentes aos entroncamentos € seus respectivos tipos.

Trecho No inicial N final

1 102 94
2 81 93
3 92 49
4 62 48
5 47 26
6 31 25
7 24 6

8 15 5

9 4 1

Tabela 4.1: Trechos do dominio e respectivos nés fronteiricos
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modelo
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Tipo Nos
3 4,24 47
4 5,6,25,26,48, 49
5 92,93
6 94

Tabela 4.2: Nos dos entroncamentos

As segdes 1, 81 e 102 estdo localizadas no contorno da Baia de Guanabara, onde as
elevagdes sdo prescritas. A se¢@io 62 ¢ a se¢do limite do modelo no Canal do Cunha, onde as

vazdes sdo prescritas.

A maré utilizada na simulagio apresenta apenas uma constante harmdnica, cuja
amplitude vale 0,50 m e o periodo ¢ de 12 horas. Foi considerada uma defasagem na maré, em
realagdo a segdo 102, de 600 s para a se¢fio 81 e de 1320 s para a se¢do 1. Estas defasagens
sdo decorrentes da propagagido da maré no interior da Baia de Guanabara, ¢ seus valores
foram retirados dos resultados de simulagdes do escoamento feitas com modelo
bidimensional(2DH) abrangendo toda a baia. Na se¢do de contorno de terra, secio 62, foi
considerada a vazio nula com armazenamento no trecho de montante, cuja declividade
adotada foi de 1/1000.

O passo de tempo utilizado na simulagdo foi de 20 s, o que representa um numero de
Courant de 2,30. Foi necessaria a utlizagdo de interfaces dissipativas para conter as oscilagGes

NUMEricas.

Sdo comparados os resultados de elevagio dos nos 45, 49, 64 e 75, conforme ilustram
as figuras a seguir. Pode-se observar que para as segdes 45, 49 ¢ 75 os valores de elevagio
simulados pelos dois modelos sdo praticamente idénticos, sem diferengas de amplitude ou de

fase.

Na se¢lo 64, existe uma diferenga de fase e de amplitude na vazante, porém os

resultados na enchente sdo muito proximos. Estas diferengas podem ser justificadas pela
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maneira como o modelo unidimensional representa a se¢do. Neste local a seciio transversal do
canal ¢ muito irregular, e ¢ dificil representa-la por uma se¢o trapezoidal, além disso o né da
malha do modelo bidimensional escolhido para comparagio esta localizado no centro da
se¢do 64 do modelo unidimensional, portanto as profundidades de ambos sio diferentes, ja
que no modelo unidimensional procura-se determinar um valor médio que represente toda a

secao.

Os resultados apresentados foram considerados satisfatorios, mostrando a boa precisio

do modelo na simulago do escoamento em estudrios.
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4.4 Caso llustrativo

Este caso visa ilustrar a potencialidade do uso do modelo de rede canais em estuarios,
onde pode-se modelar afluentes, trechos com ilhas e ramificagdes. A Figura 4.26 apresenta a
geometria do problema, que representa o estuario de um rio com a chegada de um afluente, a

presenga de uma ilha no trecho médio, e no seu trecho final uma ramificago do corpo d’agua.

Rio Afluente

N 4

33 a2

Trecho 2

[Tha

Trecho 4 Trecho 5

Figura 4.26: Geometria do problema
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O dominio do problema foi representado por 33 segdes, divididas em 8 trechos. Os
canais possuem fundo horizontal com profundidade de 2.0 m e a segio transversal foi
considerada retangular com largura da base diferente para cada trecho. A tabela a seguir

apresenta os trechos com os nés inicial ¢ final de calculo, bem como a largura da base

correspondente.
Trecho | Noinicial j N¢ final | Largura da base
1 33 27 40
2 32 26 60
3 25 22 100
4 20 14 60
5 21 15 40
6 13 9 100
7 7 -1 50
8 8 2 50

Tabela 4.3: Definicdo dos trechos

respectivos tipos:

Tipo

Nos

1

1,2

32,33

13,25

14, 15, 26, 27

7,8, 20,21

2
3
4
5
6

9,22

Tabela 4.4: Definigio dos tipos dos nés localizados no contorno de cada trecho

A tabela a seguir mostra os nés localizados nos contornos de cada trecho e seus
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Os nos 1 e 2 definem o contorno no mar, onde as elevagdes sdo prescritas. Foi
utilizada uma maré com um harménico simples, cuja amplitude vale 0,50 m e o periodo
43.200 s. Os nds 33 e 32 definem o contorno de terra onde as vazdes sdo prescritas. Foram
impostas nestes pontos dois hidrogramas iguais, conforme ilustra a Figura 4.27. Valores
negativos de vazdo e de velocidade indicam que o fluxo se da da terra em dire¢do ao mar, e

valores positivos indicam que o escoamento se d4 no sentido do mar para terra.

Este exemplo foi rodado com passo de tempo de 60 s, que representa nimero de
Courant igual a 1,32.

Os resultados sdo apresentados a seguir. A Figura 4.28 mostra a variagdo da vazio ao
longo do tempo nas segdes 1 e 10, comparando com o hidrograma afluente na secdo 32. O
mesmo ¢ feito para as segdes 16 e 17(Figura 4.29), que estio localizadas nos trechos que
contornam a ilha, ¢ para as se¢Ses 23, 28 e 29, localizadas nos trechos 3, 2 e 1

respectivamente(Figura 4.30).
A Figura 4.31 ilustra a variagio da elevagfio ao longo do tempo nas segdes 1, 10, 17 e

32, e a Figura 4.32 apresenta os valores de velocidade ao longo do tempo para as segdes 1, 10,
16e17.
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5. Conclusoes e Recomendagdes

Neste trabalho foi desenvolvido um modelo numérico hidrodinamico unidimensional
para rede de canais, utilizando o método do elemento movel para a discretizagio espacial € o
metodo do fatoramento implicito em conjunto com o método das substitui¢des sucessivas para

a discretizago temporal.

O método do elemento movel pode ser considerado um caso mais geral do método das
diferengas finitas, embora nfio utilize a expanséio truncada em série de Taylor. O método
utiliza fungbes de interpolagdo como no método dos elementos finitos, permitindo que se

utilize espagamento irregular entre segdes.

O método das substituigdes sucessivas utilizado no modelo tem o objetivo de diminuir
o espago de memoria requerido ¢ o tempo de processamento das simulagdes. Para canais
simples ndo se espera um grande ganho no tempo de processamento, porém como o modelo é
capaz de simular 0 escoamento para uma rede de de canais, dependendo do tamanho da rede,

esta redugdo pode ser significativa.

Para que isto seja possivel, o método das substituigdes sucessivas promove um
desacoplamento do calculo das variaveis. Isto é feito mediante a explicitagido da velocidade
em fungfo da elevagio na equagdo da quantidade de movimento e posterior substituigio na
equagdo da continuidade. A partir dai ¢ montado um sistema de equagdes, onde apenas a
elevagdo ¢ incognita. Depois de resolvido o sistema, calcula-se as velocidades diretamente
atraveés de substituigdes sucessivas dos valores de elevagio na expressio da velocidade,
extraida da equagdo da quantidade de movimento. Para que esta separagdo possa ser feita, faz-
se necessaria a extrapolag@o da velocidade nos tempos ¢ + A e t + 1/241, e da elevagio no

tempo ¢+ 1/2A4r.
A extrapolagio da velocidade foi motivo de pesquisa durante o desenvolvimento do

modelo computacional. Primeiramente tentou-se utilizar uma extrapolagdo linear, porém

verificou-se que o modelo ficava bastante instivel. Em seguida foi tentada uma extrapolagiio
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quadrética que apresentou resultados bem methores, no que tange a estabilidade do modelo,
em relagdo a tentiva anterior. Finalmente adotou-se uma extrapolagio quadratica da
velocidade para os termos utilizados na montagem da matriz de coeficientes, e para os termos
que compde a expressdo utilizada para o calculo da velocidade, a extrapolagdo foi feita
atraves da extrapolagdio linear da vaziio, que ¢ uma fungdo mais bem comportada. Os
resultados mostraram que para este caso, o modelo consegue simular escoamentos ‘com até o
dobro do numero de Courant utitizado com a extrapolagfo linear. Por outro lado, para utilizar
este tipo de extrapolagBo ¢ necessario guardar na memdria do modelo os valores de
velocidade em trés passos de tempo passados e os valores de vazdo e elevagio em dois passos

tempo.

Em trabalhos futuros pode ser pesquisada uma melhor maneira de fazer estas
extrapolagdes. Talvez seja mais interessante extrapolar a velocidade sempre através de uma
extrapolagdo linear da vazdo, deste modo a quantidade de memdria necessdria seria menor ja
que seria preciso guardar apenas os valores de vazdo de dois passos de tempo anteriores, ndo

sendo mais necessario guardar os valores de velocidade.

O esquema de calculo utilizado para a representagdo de uma rede de canais consistiu
em dividir o dominio em trechos que estdo interligados através de entroncamentos. Cada
entroncamento € formado por trés nos, sendo que cada um deles pertence a um trecho distinto.
Nestes nos sdo aplicadas condigdes de contorno especificas. Por localizarem-se em trechos
diferentes e consequentemente terem conectividades diferentes, ¢ devido ao tipo de condigio
de contorno imposta a um dos nds do entroncamento, a linha, referente a este no, na matriz de
coeficientes utilizada para o calculo das elevagdes possui nove coeficientes ndio nulos(
bandaz9 ). Em trabalhos futuros pode ser estudada uma maneira diferente de determinar as
derivadas das fungdes nos nos localizados nos entroncamentos, de modo que a banda da

matriz possa ser diminuida, tornando a resolugdo do sistema mais rapida.

Depois de calculadas as elevagdes de uma maneira global, o caiculo da velocidade ¢é
feito trecho a trecho mediante uma ordem pré estabelecida pelo modelador, onde os primeiros
trechos devem ser aqueles que possuem nos onde a vaziio é prescrita. Este esquema foi
testado em um caso pratico, obtendo-se bons resultados quando comparados com resultados

de um modelo bidimensional de elementos finitos.
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O modelo foi testado em trés casos. O primeiro teste foi aplicar o0 modelo a um caso
com solugio analitica. Foi estudada a propagagiio de uma onda em um canal com segdo
retangular variando lincarmente ¢ fundo horizontal sem atrito. Os resultados foram

praticamente 1dénticos, demostrando a boa consisténcia do modelo.

Em seguida foi realizado um estudade de propagagdo de uma onda de maré em um
canal com atrito ¢ os resultados foram comparados com um modelo unidimensional de
diferengas finitas j4 validado. Os resultados foram muito bons e nfio apresentaram oscilagdo
numérica até nimero de Courant igual a 52. A partir de numero de Courant igual a 6,3 ¢

necessario o uso de interfaces dissipativas

Por ultimo o modelo foi aplicado ao estuario do canal do Cunha, onde o esquema de
rede de canais pode ser testado. Os resultados foram comparados com os resultados de um
modelo bidimensional de elementos finitos. Apesar da diferenca de discretiza¢do do dominio,
e da representagio da segdo transversal do corpo d’agua, os resultados foram muito préximos,

comprovando a eficiéncia do esquema numérico proposto .

Além das recomendagdes ja feitas, sena interessante que fosse implantado no modelo
uma condigdo de contorno tipo curva-chave, deste modo 0 mesmo poderia ser aplicado em
regides distantes do mar, onde nfo ha influéncia da maré. Além disso, podena ser incluido o

termo de contribuigéo lateral na equagio da continmidade.
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